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Pfesdmluva

V roce 1970 vydala Universita Karlova skripta "Referdty a praktika
z matematické analysy", kterd ji% na ja¥e 1971 byla rozebréna. 04 autord
skript, k nim3 giibyli RNDr OldFich John a RNDr David Preies, jeem béhem
roku ziskal dalSi materidly a Fadu novych ndmétd. Tyto pak slou¥ily spo-
lu 8 "Referdty a praktiky” za rdklad novému ufebnimu textu, ktery jsme
p¥ipravili pod ndzvem "Problémy z matematické analyry”. Kromf od autord
akript jsem bohuZel neobdrZel k"Raferdtim a praktikim"témZ¥ ¥ddné p¥Fipo-
minky., V této souvislosti bych chtél poddkovat niZkterjm posluchaflim MFF KU,
Jejich? ronikové prdce a mySlenky jsme v tichto skriptech pouZili.

Maridnekd, zd¥f 1971
Jaroslav Luke#®

Pfedmluva k Referdtim a praktikdm"

Ve 3kolnim roce 1968-69 byla na MFF KU zapoZata vyuka podle novyceh,
podstatn¥® upravenych studijnich pldnd., Pot¥eby soudasného bou¥livého ros-
voje matematiky el v t¥chto u¥ebnich pldnech vynutily nejen podetatné
roriiTfen{ udebni ldtky, Zejména z matematické analyzy, nybrZ i wvytyjleni
kvalitativné nového zplisobu zvlddnutd ldtky.

V matematické analyze byl diraz poloZen nejen na ziekdni zb&hlosti
v technické S4sti, nybri hlavnd na osvojeni teoretickych Edsti aktivnim
gpisobet, amd¥ujicl k mamostatnému ¥eleni leh¥ich probléml, samostatnd
schopnostl studovat z Zasoplseckéd literatury a k cvifeni schopnoati sro-
iumitelné 8 logicky aprdvné své potnatky v pisemnéd i iUstn{ formé reprodu-
ovat.

Tento ndrodny iikol byl ¥e¥en v podstat® trojim zpisobem:

a) od prvniho ro¥niku byly na cvidenich zaF¥azovdny jednotlivé refe-
rdty dle uvdZeni pFednd¥ejfcich a cvi¥icich, v nichi 3lo pFedevEim
o zvlddnuti men3fiho dseku doplnujiciho ldtku, ktery byl v bodech s ndzna-
ky dikazii zaddn,

b) ve Etvrtém semestru bylo gaFazeno dvouhodinové RZEK&lKBIE v n&mk
byly referovdny obsdhlej3{ a obtiZn3}3{i celky zadané obdobnym zpldsocbem
a navic bylo vyZadovdno samostatné Feieni ¥ady lehZfch i t8ZZich problémi,

¢) na zaddtku 3tvrtého semestru bglo jednotlivyam posluchaZim raddno
téma rodnikové prédce epolu s podrobndjsl osnovon a n¥kterymi problémy;
dkolexm pak bylo podrobné pieemnd spracovédni, pFilemy hlavni diiras byl po-
lofen na pFesny a sprdvny pisemny projev. _ :

Kolektiv pracovnikd kateder matematické analyry, ktery po dobu dvou
let vyuku matematické analysy vedl, shromdfdil v3ec ndméty pro referd-
ty, praktika i rodnikové prdce do pFedloZenych skript, aby byly v kompskt-
ni gormé k dispozici pF¥edndSejicim, cvificim a studentim v priftich le-
tee - : !
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Na p¥{pravé téchto skript se podileli amsistenti MFF KU, Dr Svatopluk
FUGIK, Dy, Jaroslev MILOTA, Dr Iven NETUKA, Dr Bfetislay NoviK, CSe,
Dr Véna SPASPNOVA, Dr Jif{ VBSELY, CSe. Za cennou pomoc ddkuji t6% poslu-
challm MFF KU PFrantilBikku BUBBNIROVI, Jifimu étgxovx, Janu PACHLOVI, Iubo3i
VASAXOVI a JiF{mw HNILICOVI, =z nich® posledni kromé toho vydatnZ pomohl
p¥i technickém zpracovani akript. NEkterymi ndméty a pFfipominkami ddle
pF¥ispdli Dr Pavel AKSAMIT, Dr David PREISS, Dr Franti%ek STEPANEK, CSec.

Praha, Maridnekd
gd%f 1968 ~ zd#f 1970
* : Jaroslav LUKES
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VoD

V pfedmluvé bylo Fedeno, jaké pohnutky nds vedly k sepsdni ti3chto
ekript. Sledovall Jjsme zhruba &tyFi zdkladni cile:

1. naudit posluchale pracovat a literaturou,

2. nau&it posluchade v \stni i pigsemmé form#& pFeddvat své védomosti
ostatnim,

3. ukdgat, Ze matematickd analyza, zrovna tak jako ostatni{ matematic-
k4 odvétvi, neni uzavienym celkem, nibri se neustdle rozviji for-
mulovanim a FeSenim problémd,

4, pro lep3l poeluchade moinost individudlniﬁ studiem 8l prohlubovat
avé gnalcetl z pFedndlek.

Je t¥eba, aby se posluchali MFP KU umZli brro p¥izplisobit rychlému
rozvoji matematickych disciplin. dJdednim ¢ prost¥edki, jak tohote dosdhnout,
je prdce s literaturou, p¥evdin& atudium novych &ldnkd z rdznych &asopisi.
Na p¥edndEkdch a ve skriptech &1 ufebnicich nenf{ moino ukazovat na viechny
problémy e nuance riznych obord matematiky. Tyto si prdvd musi posluchal
sdm doplnovat pFevdind z literatury, Nemdp® dile¥ité je, aby ka%dy pak umsl
tyto nastudované snaloati reprodukovat, at ji¥ v dstni &i pisemné form#, a
gfedévat dal3{im. Rekli jame, Ze matematick4 analyza neni uzav¥enym celkem.

i%3{ se v3ak od ostatnich obord a disciplin zejména tim, Ze nefel3ené problé-
my jasou mnohem t#%3{ a aloZitdj8{ a vyZadujf novy, origindini p¥ietup.
ZkuSenoati z poslednich let na na3i fakulté® ukazuji, %e rejména mladi zd-
Jjemei, kteFi se neraleknou systematické prdce, mohou vyznamnou mérou p¥Fi-
gpdt k dal¥imu rozvoji matematickd analyey ¥eSenim dtilezitych -otdzek, které
odoldvaly dGeili i vysgnamnych avitovych matematikd.

Podle naZich zkuXenosti jsme si v&domi toho, Ze je lépe jednu véc ud¥-
lat poFddnd, do vBech moznjch detailll, s naprostym pochogenim, neZ nékolik
v8ci rychle, bez hlubifho zkoumdni. Proto upozornujeme viechny posluchade,
aby sl vZdy jednotlivd tdémata adkladn¥ promysleli, detailnd spracovali a
nesna?ili se pouze o kvantitativni zvlddnuti ldtky. Znovu pF¥ipomindme, Ze
heslo "Cim vice, tim lépe"™ v tomto p¥ipad® miZ%e pouze ulkodit, Vib¥r refe-
ratd bude zpravidla provdd®n jednak pFednd3ejicim, jednak asistenty na ovi-
Senich, kte¥i téZ mohou jednotlivé body doplnovat. .

Chceme té% upozornit, %e "Problémy z matematické analyzy" nemaji
v %d4dném p¥ipadd nahradit poditdni pFikladl z oav&dZenych sbirek iloh k di-
ferencidlnimu a integrdlnimu podtu. M¥li byste je pouZivat spolu s vynika-
jicimi knihami VojtZcha Jarnikas, kde ve cviZenich je Fada dalfich ndamdtd
pro vadi prdci,. _ '

A nyni je¥té ndkolik rad; nechceme viak, aby vyzn¥ly Jako frize &1
jako pfedpiay pro obsluhu poditacfho atroje. Jednotlivd témata se daji vy-
ufit jednak jako referdty na cvifenich, jednak p¥l praktiku ve IV, aemestru
a jednak p¥i p¥ipravé rodnikové prdce., Nyani trochu podrobndji:

_REPERITY

jeou v&t3inou krat3i problémové celky vybrané z jednotlivych_ témat,
ligce se vztahujici k probirané ldtce a na mnohjch mistech ji doplnujici.
Je moZgo jich pouZivat jiz od druhdho semestru. Pro referujicfho poslucha-
e uvedme n¥kolik rad,

1. Referujici posluchad by si m3l uvidomit, %e vyklidd pro své kolegy,

kte¥{ referovanou ldtku slyS{i asi poprvé, Keni t#eba pFfedndSet pro evilici-
ho, ten by to m&l rndt.
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2. Hlasitost vadeho projevu md vliv na pozornost a ospaloet ostatnich
posluchall.

3. Vyvarujte se dvou extrémi: ‘
- neustdile mluvit a nic nepsat na tabuli,
- po¥4d psdt na tabuli a nic nemluvit.

4, P¥ed zrahdjenim referdtu vidy formulujte problémy, z kterych vds
Esfordt vychdzi a nasnadte, k Zemu sm¥¥ujete. Toté%: plat{ p¥ed zapofetim
kagu.

5. Nebojte se dieskuse s ostatnimi, Titb by se vds m&li ptdt, kdykoliv
niZemu nerosumdji. Rovn&% tak formulujte problémy, kterd vée napadly, a
které t¥eba vibec neumite Fedit,

6, Je dobré byt na referdt dokonale p¥ipraven,

PRART IKUM

ve IV, gemestru je urdenc k referovdn{ delSich problémovych celkd.
PF¥edndSejici a cvi¥icl raddvaji témata praktik, neni nikterak nutné pro-
brat vZdy celé téma.

ROENIKOVE PRACE

Jako souddst praktika ve IV. gemestru Je za¥azeno sepsdni rodnfkové
préce, Jeji téma vdm 0d¥li cviiic{ na raldtkn semestru, miZe pfitom pod-
atatnd pou?it t&#chto akript. Stupen obtiZnosti a podrobnost ndvodu voll
pochopiteln asistent podle droyn¥ posluchade. B¥hem semeéstru pak pracuje-
te na rofnikové prdci, Nesapomente konsultovat se cvidieimi vEechny problé-
my! Rovnsi tak p¥edloite pFed koncem semeatru "prvyn{i versi™ své prdce ovi-
8{cimu k pomcuseni, Jeho pF¥ipominky gpracujte!

Nakonec uvedme jekt¥ pdr vyevdtlivek. Na zaZdtku skript jsmou uvedeny
aylaby predndiek r matematickd analfey a z metrickych prostorld, podle
nich¥ bylo p¥edndleno v letech 1968-70.

P¥iklady oznalené (%) Jjeou pondkud obt{¥n¥j%{, problematika ocdstaved
uvddingch (% ) je jiZ velmi t#%kd. Symbolu (??) jsme pou¥ili tam, kde
¥eBoni jistého problémm ndm nebylo zcela znédmo.

P¥ejame vim ve studin mnoho diepdchil!
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MATEMATICKA ANALYZA - I, rodnik

0. Uvod DO MATEMATIKY

0.1 Zdkladni logické pojmy

definice, axiom, vitas, nutnd a postadujfici{ podminka, axiomatické
vybudovani teorie.

0.2| Redlnd &fsla - intuitivai teorie

p¥irozend, racliondlni, redlnd &iela {oznuime El), pravidla poZitd-
ni, uspofdddn{, absolutni hodnota.

'?:_] Mno¥iny

mmoZina, prvky mnoZiny, rovnost mnoZin, podmnoiin%. tvoFeni novych
mno¥in zajednocani, prinik, rogdil, kartézsky souéin),

0.4 Vyroky | ‘ \

vyrok, tvofeni novych vyrokl (negace, konjunkce, disjunkce, alter-
nativa, implikace, ekvivalence), kvanfitikdtory, souvislost a mno-
#inami.

Pozndmka

Viklad 0. kapitoly je proveden "intuitivn¥", teorie neni budovdne
pFesnd. Posluchafi jaou pouze informativnd uposornini na problémy; o nd-
§}eri§h partiich se dozvEd{ a% v daldich semestrech {kup¥. teorie realnjch

pal).

V daliim se tedy pfed§oklédé, fe je zndmo:

1) teorie mno¥in,
2) teorie redlnych &imel,
3) zdkladni logické pojmy a pravidla,

1. ZOBRAZENT - ZARKLADNT VLASTNOSTI

I.1]| Zobraseni

zdkladni pojmy (zobrazeni, definiZnf obor, obrar, veor, graf),
rovnost zobrazeni,
funkce (= zobrazeni do E;).

.

1.2 Opérace g8 funkcemni

parcidlnf a sloZfené robrazeni, soulet, rozdil, soufin, pod{l funk-
cf{, absolutni hodnota funkce, uspoFdddni funkef.

|I.31 Z2dkladni typy zobrageni

prosté zobrazenf{, inversni zobrezen{, identické a konatantni zobra-
zeni, monotonni funkce, nezxdporné funkce, sudé a liché funkce,
mocniny, polynomy, reciondini funkce, véta o existenci a Jednoznad-
nosti n-té odmocniny (bez ddkasu), funkce {x], -&7, pirichletova
a Rismannova funkce.
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II,

LIMITY FUNKCE, SPOJITOST FUNKCE

II.1

I1.2

Viastni limity ve vlastnich bodech, mpojitost funkce

okoli bodu, redukované okoli, jednostranné okoli, .
limita, jednostranné limity, éxistence a jednoznac¢noet limity,
spojitost funkce v bodd, jednostrannd spojitost, omezeni funk-
ce, rdkladni v&ty o limitdch a spojitosti (soulet, soudin, roz-
dil, podfl, absolutni hodnota, slozend funkce, nerovnoati),
apojitost funkce v intervalu,

apojitoest inversni funkce,

axiomatiocké zavedeni gonilometrickych funkc{ (bez dikazu - exia-
tence a jednozna&nost), rdkladni{ vlastnosti, cyklometrické funk-
ce,

Ostatni limity

nevlastni limity ve vlastnim bod#, Jednostranné - existence a
jednoznadnost, limity v nevlastnich bodech, zdkladni vty
o tichto limitdch,

I11,

DERIVACE FUNKCR

IIII.lI

Derivace

IIII.EI

derivace v bodé, Jednostranné derivace, nevlastni derivace, deri-
vace jako¥to funkce, vztah spojJiteeti a derivace, derivace ele-
mentdrnich funkef. :

Vliastnosti derivace

IIII.3I

derivace soudtu, soudinu, ndeobku, pedilu, derivace slofend funk-
ce, derivace inversni funkce, p#iklady na derivaci v "nep¥#{jem-
nfch" bodech, vetah sifn (£°(x)) a monotonie (bez dfikazu), deriva-
ce elementdrnich funkei.

Blementdrni funkce

axiomatické ravedeni logaritmu a exponencidly ~ sakladni vlast-
nosti,

obecna mocnina,

hyperbolické funkce - inversni funkce k nim.

axiomy teorie redlnych &isel (axiomy tZlesa, axiomy o uapo¥dddni,

nosti, jednoznadnoet, vybudovdni pFirozenych a raciondlnich &isel,
t3leso redlnych £famel (induktivni mnoZiny, pfirozend &isla - je-
jich zdkladni vlamtnosti, princip matematickd indukce, Archimedova

Iv. ZAKLADN! VLASTNOSTI SPOJITYCH FuNKCI

v.1 Redlnd &{iala (axiomaticky)
axiom 0 supremu), definice suprema a infims - zdkledni vlast-
vlastnost redlnych &i{sel, hustota raciondlnich a iraciocndinich
&{sel), raciondlnf{ &isla - rdkladni vlastnosti.

Iv.2 Zdkladni vlsetnosti spojitjch funkefl
limity monotonnich funkei,

1014-7781
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omezenost’apojité funkce na intervalu,

plifivé lemma, .

exigtence absolutnich extrémi spojitych funkei,

Darbouxove vlastnost spojitych funkei, spojity obraz intervalu.

funkce monotonni v bod&, vztah monotonle v bodé a monotonie
na intervelu, souvislost monotonie funkce a znaménka derivace,

1 Hospitalovo pravidlo, Darbouxova vlastnost derivace,

Iv.3 Rolleova v&ta a jeji disledky
Rolleova vdta, Lagrangeova vita, Cauchyova véta,
véta o lim £ (x),
symboly o, O, asymptotika (dvod).

IV.4 Konvexita a konkavita funkce

|IV.5|

derivace vy88ich ¥4dd, konvexita a konkavita v intervalu,
zdkladni vlaatnosti konvexnich funkecf{ (spojitost, derivace,
jednostranné derivace),

konvexita a konkavite v bod&,

asymptoty grafu funkce.

Stejriomérnd spojitoat funkce

Borelova pokryvaei vata,

stejnomérnd spojitost v intervelu,

vztah spojitosti a stejnomdrné spojitosti,

my3lenky dikazd v&t o spojitych funkcich - klaslcké metody,
ddkary na zdklad® Borelovy véty, dikasy podle pli¥ivého lemmatu.

primitivni funkce - definice, zdkladn{ vlastnosti,

primitivni funkce k elamentdrnim funkcim, metody vypodtu primi-
tivnich funkei {per partes, substituce, integrace raciondlnich

posloupnosti &isel (jako specidlni p¥iklad zobrazeni) - zdklad-
ni pojmy, limity posloupnosti, vztah limity funkce a limity

gdkladni vlastnosti limit poesloupnosti, konvergentni, omezené,

fady redlnych &isel (pozor na rozdil megi "Fadou™ a "soultem
¥ady"), konvergentni a divergentni Fady, nutnd podminka konver-
gence Fady, zdkladn{ vlastnosti Fad, kriteria konvergence ¥ad,
srovndvaci kriterium, Cauchyovo a 4 Alembertovo kriterium, in-

v. PRIMITIVNY FUNKCE
-vztah primitivni funkce a spojitosti,
funkei).
| vI. POSLOUPNOSTI A RADY G 1SEL
vIi.l Poeloupnoati redlnych &igel
poalcupnoeti,
monotonni posloupnoeti - jejich vztah,
Cantordv princip vloZenyeh intervald.
VI.2 Rady redlnych &isel
tegrdlni kriterium.
1014~7781
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V1.3

Poasloupnosti a #ady komplexnich &isel

definice, zdkladni pojmy a vztahy.

Posloupnosti &isel - hlub3i véty

‘vztah konvergence a omezsneoati, Bolzano-Welerstraesovs vita,

Bolzano-Cauchyova podminka, hromednd hodnota posloupnosti,
definice 1lim sup & 1im inf posloupnosti,

Heineho definice limity, .

Bolzano-Cauchyova podminka pro exietenci vlastni limity funkce.’

Bolzano-Cauchyova podminka pro koenvergenci ¥ad, absolutni a
neabsolutni{ konvergence, Abelova parcidlni sumace, Dirichleto-
vo, Abelovo a Leibnizovo kriterium pro neabsolutni konvergenci

pFerovndvéni Fad, ndsobeni absolutnd a neabsolutn¥ konvergent-

VI.5 Rady isel - hlub¥{ vty
Fad,
nich #ad.

VIiI. POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI

|VII.ll

Posloupnostl funkel

|

IVII.3|

konvergence a stejnomérnd konvergencs - jejich vegtah a gdkladni
vlastnosti,

.Bolrzano-Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergeneci,

spojitoat limitni funkce,

lokdln& stejnomdrnd konvergence, _
Moore-Osgoodova vEta o sémgné limit,

derivace limitn{ funkce, primitivni funkce k limitni funkei,
poznédmky o Baireovyc¢h funkeich. -

Rady funikef

pFfeneseni vét £ poaloupnosti na Fady, majorantn{ Fady, Weier-
strassovo kriterium, Dirichlet-Abelovo kriterium.

Mocninné Fady

|v1'1.4l

definice a zikladni vlastnoati moeninriych ¥ad (polomEr konver-
gence, konvergen®ni{ kruinics), ‘

stejnomérnd konvergence mocninné Fady,

spojitost moeninné ¥ady, derivovdni moeninnych ¥ad,

Abalova véta.

S¢itaci metody

|VII-5|

dvod do problematiky szobecnénych limit a soutd, reguldrn{ s&i{i-
tac{ metody - jako p¥iklad Cesarove a Abelova sditmci metoda,
pozndmka ¢ univerzdlni sditeci{ metodd. '

Taylordv rosvo]

1014-7781

Taylorlv kone&ny a nekone¥ny roezvoj, tvary zbytkd,

Tagl:;ova mooninnd Fada - jeJ{ konvergence, analytické funkce
¥ bo .

savedens elamentdrnich funkei Fadami,

symboigio, 0, =slabd a silnd srovnatelnost, asymptotika, Bkdly
arovin .
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VIII.

UREITY INTEGRAL

IVIII.ll

Riemannfdv integrél :

IVIII.E'

horni a dolni soulty, definice Rismannova integrdlw, nutné
a postadujici podminky integrability,

zdkladni vlastnosti Riemannova integrdlu - linearita,
abaclutni konvergence, monotonie, funkce intervalau,
Rismanndv integrdl jako limita posloupnoati soultd,
Riemanniv integrdl jako funkce horni meze - sxistence pri-
mitivai funkce ke spojité funkeci,

derivace Riemannova integrdlu podle horni mese,
prcblematika dalSfho rogifFenf integrédlu,

vztah integrdlu k "ploZe".

Newtondv integrdl

|VIII.3I

definice a zdkladni vlastnosti Newtonova integrdlu,

linearita, monctonie, neahsolutni konvergence,

ingegrgce per partes s substitudn{ metody, v&ty o st¥edni
odnota, ‘

vySetfovani existence Newtonova integrdlu, srovioévaci krite-

riwm, Abelovo a Dirichletove kriterium,

plocha, délka kFivky,

Dodatky k prvnimu ro¥nfku (podle Eamovyich moinosti)

cobecnény Newtonldv integrdl,
Rismann-Stieltjesiy integrdl,
arovndni integrdlu a ¥ad.

- MATEMATICKA ANALYZA - TII. ro¥nik

: \
FUNKCE VICH PROMENNYCH |

1014=7781

SpoJitost a derivace funkci vice prom¥nnjch

agojitost a limita funkce vice promidmnyech - zdkladni vliastnos-
s, : _

derivace funkce ve smiéru, parcidlni derivace,

funkce diferencovatslnéd ~ totdlnf diferencidl funkce v bod¥
(jako linedrni forma),

vztah spojitosti, diferencovatelnosti a existence derivaci
funkce v bods, .

derivace vy#iich Fddd, sdm¥nnost parcidlnich derivaci,

definice funkei t¥fdy C'%), sdkladnf vlastnosti,
ext;éui funkce vice prom3nnych, lokdlni extrémy, kritické bo-
dy funkce,

Tranaformace s Er do l'

spojitost a limita gobragzen{, linedrn{ transformace = E,
do B
"

hodnomt, jddro, mulits, norma linedrni transformacs,

- 13 -



- ——

diferencidl, tranaformace t¥idy C(k), gékladni vlastnosti di-
ferencovatalnych transformaci, véta o at¥edni hodnoté, totdlni
diferencidl slcoZeného zobrazeni, parcidlini derivace slo¥ené
funkce, Jacobldn zobraseni,

v&ta o inversnim sobrazeni (lokdlniho charakteru), vita o im-
plicitnich funkecich,

reguldrnl zobrageni, difeomorfismus.

o ———————————— Al Al ol

Podle Zasovjch moZnosti lgze teorii funkci vice promdnnych pFedndist obec-
néji jJake diferencidlni polet na normovaném linsdrnim prostoru. V tomto
pFipadd Je struény obmah ndsledujici:

A-

Llinedrni prostor

definice, linedrn{ zdvislost s negdvislost, bdze, dimense,
direktnf soudet podprostord, pFimka a nadrovina.

Linedrn{ zobrageni

definice, isomorfismus linedrn{ch prostord, prostor linedrnich
sgobrareni a forem, dimense prostorw lin. forem na koneZn&-dai-
menaiondlnim prostoru, vetah linedrnich forem a nadrovin, hod-
nost a nulita, podminky existence invereniho zobrazeni k 1i-
hedrnimu, maticovéd vyjdd¥eni lin. sobrazreni pro koneénd-dimen-
siondlnf prostory.

Normovany linedrni proator

norma, ekvivalentni normy, ekvivalence norem na koneini-dimen-
siondlnim prostoru, Banachiiv prostor, kompaktnost v kone&né-
-dimeneiondlnim proatoru.

Spojitd szobrazeni

definice, spojitd zobrazeni na kompaktnich mnoZindch, zdkladni
véta algebry, ekvivalentnf{ podminky pro linedrni{ zobrazeni,
norma linedrnfho zobraseni, topologicky isomorfismus norm, lin.
proatord, \plnost prostoru spojitjch linedrnich zobrazeni,
oteviano;t podancZiny apojitg invertabilnich apojitych lin,
gobrazeni. :

Diferencidl zobrazeni

definice derivace ve smiru, parcidlni derivace, zdménnost parc.
derivaci, definice diferencidlu, vyjdd¥en{ pro zobrazeni z B

do En’ vetah ke spojitomsti a parc. derivacim, diferencidl

slofeného zobrazeni, vy3%{ diferencidly, vdta o st¥ednf hodnoté&
pro zobrazeni do 31, Taylorova formnle, lokdlni extrémy.

Yéta o inverenim sobrazeni

Banachilvy prineip kontrakce, v3ta o existenci a jednoznaZnosti
FeXeni diferencidlni rovnice n-tého ¥4du, abstraktni véta o in-
versnim gobrazeni, reguldrni zobrazeni, abstraktn{ vita o impli-
citnich funkcich, pFipad gobrareni z B, do Eg, Ljusternikova

vita o vdzanych extrémech, Lagrengeova v&ta o multiplikdtorech,
vlastni Z{ela symetrické matice, uvedeni kvadratické formy
na diagondlni tvar.

T v

1014-7781
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Yariety

definice variety, vytvdfeni variet,

tedné vektory, tedny prostor, norméln{ vektor, tednd rovina,
extrémy funkci na varietdch f"vézané oxtrémy”), metoda
Lagrangeovych multiplikdtord.

TRORIE INTEGRALU

A

Abstrakini teorie integrdlu (Daniellova natoda)l)

aystém funkei C,, Riemanndv integrdl pro funkce ge systému C, -
- gdkladni vlastnosti, R .K
definice zdkladniho prostoru (2Z,A) - p¥iklady, -yn;ﬁnw 7,3, 0%
a roz3ifeni integrdlu na systém Z°, vlastnosti 2%,

horn{ a dolni integrdl, eystdm &£ a integrdl pro funkce z £ -
jejich sdkladni vlastnosti (charskteristika £ , linearita,

monotonni p¥echody)® systémy £ £F £¥a intogrél na systélnagi
systém A vEecn mé¥itelnych funkel, :
charakteristickd funkce mno¥iny - szdkladni vlastnosti,

nulové mnokiny, pojem skoro viude, eskvivalentni funkce,

vEéty o limitnich pFechodech (Lagi. Labesgue),

gdikladni vlastnosti systémd &£ a .

méf%zelné mo3iny, miry mno%in, vn¥j3{i mira, integrdl pFes pod-
mno¥iny.

Lebesguelv integrdl v E,

specidlni pFipad abstrakitni teorie se zdkladnim prostorem
(e, (R Ly,
1

polospojité funkce, charakteristika systémd ZR s ZK,

mE¥itelnost otev¥enych a uzavienjch podmnofin B,, méfitelnost

spejityeh funkeci, nulovost spofetnych mmo¥in,

vetah Riemsnnova a Labesgueova integrdlu,

vipofet Lebesgueova integrdln ponoefrprinitivni funkce, vstah

k Newtonovu integrdlm,

aproximace méfitelnych mmofin otevienymi &i uszev¥enymi mnofinami,
klasickd definice miry mnofin, Jordan-Peanlv objem, '
struktura funke{ majfcich Newtondv a nemajicich Lebeaguedv integrdl,
“maxinglita' Lebesgueova integrdlu mesi absolutn¥ konvergentnimi .
integraly.

Riemanniv a Lebesguelv vicerozmirny integrél
Riemannfiv integridl v B, - pFeneseni gdkladnich vlastnosti = B,,

Fubiniova véta pro Rismanniiv integridl,
systém Tunkei c 8 Riemaniv integrdl pro funkce ze syatému C,

jako dald{ p¥iklad zdkladnfho proatoru,

Fubiniova véta pro Lebesguely integrdl, geometricky vysnam inte-
grélu, véta o subeatitucl pro Lebesaguellvy integrdl,

integrdly cdvialé na parametru - spojitost a derivace,

1)Taor11 integrdlu lse budovat budto Daniellovou metodon roskifenim funk-
ciondlu (kap. X.l) anebo na zdklad¥ teorie miry (kap. XI.4) dle EZasovyjch
moZnoati a uvdZfeni pEedndiejfciho,

1014-7781

- 15 -



X.4 Riemann-Stisltjeslv a Lebesgue-Stieltjesdv integradl

Riemann-Stieltjesdv integrdl, gdkladn{ vlastnosti, rosiifen{
podle Daniellovy metody, Stieltjesova mira v Bl.

XI. TEORIE MIRY

XI1.1 Abastraktni teorie miry

t¥i{dy mnoZin - mno¥inovy okruh, algebra, G -okruh, @&-algebra,
vyt;ffani mnoZinovych syatémd zgenarované ayutényf, borelovakéd
mnoziny,

mnoZinovd funkce, abstraktni mira, \plnd mira,

abstraktni vnéjii mira - nulové mmo¥iny,

aystém mE¥itelnych mno¥in podle Caratheodoryho,

vytvd¥eni{ vn2j31i miry, pokryvaci eystém, Hopfova v¥ta o roz¥i-
¥eni miry z algebry na G -algebru, — :
reguldrnf vnijgi mira,

"paximalita" systému vi3ech m¥¥itelnych mnoZin (podle Caratheo-
doryho) roz3i{¥eni a siplnéni miry.

XI1.2 Lebeagueova mira v B,

dvé metody konetrukce Lebssgusovy miry v L
metrickd vn¥jii mira,

charakterietika mé¥itelnych mno¥in v L
existence nemé¥itelnjch mno¥in v E;.

XI.3 MiFitelné funkce

nd¥itelny prostor (X, %),

F-npéFfitelné funkce ~ zakladni vlastnosti,

jednoduchd funkcs, aproximace md¥itelnych funkei jednoduchymi
funkcemi,

prostor a mirou, pojem skoro v3ude.

XI.4 Abstraktni teorie integrdlu (ne zdklad® miry)

inteirél z jednoduchych funkeci na prostoru s mirou,
rorEifeni integrélu ze systému jednoduchfch funkeci (pomoci
Danio%lovy matody 31 p¥imo) na 3irs{ systém integrovatelnych
funke

zékladﬁi vlastnostl integrdlu - Jjako v cdatavel X.1.

lII.BI Dodatky

Jegorovova a Luzinova v3ta,

soulin m&r a Fubiniova véta, ‘ :
dalX¥i‘'rogS{¥en{ integrdlu (informativn® o neabsolutné konver-
goentnich 1ntagrélach?. :

XII, LEBESGUE(V INTBGRAL V By

|III.1I Punkce koneiné variace

definice lim sup a lim inf funkce, Diniho derivaca,

variace funkce, funkce s kone¥nou varieci - gdkladni vlastnosti,
Jordanova v¥ta o roxkladu,

gavedeni metriky do prostoru funkci s kone&nou variaci, :
Riemann-Stieltjealv integrdl podle funkce s koneZnou variaci,

1014-7781 _ 16 -



lIII.El

Vitallovo pokryti, Vitaliova vita,
Lebesgueova v&ta o derivaci monotonni funkce, Cantorova funkce,

Neur&ity Lebesguedv integrdl

absolutnd spojité funkce - gdkledni vlastnosti,

derivace "neurditého” Lebeagueova integrdlu,

deskriptivni definice integrdlam,

lebesgueovakd body funkce

integrace per partes pro ﬁebesgueﬁV'intesril. véty o et¥edni
hodnot¥® pro Lebesguedv integrdl.

XIII.

FOURIEROVY RADY

XIII.1

Fourierovy ¥sdy v 31

|IIII.2|

definice Fourierovy ¥ady, integrdlni vyjdd¥eni 2deteiného soultu
Pourierovy ¥ady, Dirichletovo jddro, nutnd a postadujici podminke
konvergence Fourierovy ¥ady gz integrdlniho vyjdd¥eni,
Riemann-Lebesguecvo lemma, Riemannova vé&ta o lokalixaci,
Dirichlet-Jordancvo kriterium,

a&{tdn{ Fourierovfch Fad metodou aritmetickych primdrd, integrdl-
ni vyjdd¥eni aritmetického priméru Fourilerovy Fady,

Fejérovo jddro, Fejérova vi&ta,

ddkar Welerstrassovy vEty o hustotd polynomi pomoci Pejérovy véty,
aditatelnost Pourierovy Fady v lebesgueovskjch bodech, :

Ortogondlni ayetémy a Pourierovy Fady

pystém funked JB% s ortogondlni systémy, skaldrnf soulin,

Besselova nerovnost, tplné ortogondlni systémy, Parsevalova rov-
nost, Riess-Fiacherova vita, Hilbertdv prostor.

X1V, PLOSNY INPEGRAL (dle Zamovych moZnosti)
X1v.1| dvod .
multilinedrni formy, tensory, diferencidini formy, reguldrni
transformace na varietdch, soufadnicové systémy na varietdch.
XIv.2 Integrace na varietdch

mira na varietdch {exlastence, jednosnadénost),
integraca na varietdch - zdkledni vliastnosti,
rosklad jednotky.

Stokesova vita a jeji dlaledky

27566 P2

orientace diferencidlnich forem, vndjEi normdla,
Stokeasova formule a jeji disledky.
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MBETRICKE PROSTORY - 2. semestr

(Partie oznaZend {( X)} jsou zabazrovdny podle Zasovych moZmosti.)

I. UVoD DO TECRIE MNOZIN

I.1 Mnofiny a oparace s nimi

mogina, prvky mmo¥iny, rovnost mno%in, podmnoZiny, systdm mmo-
gin, syatdém podmno¥in dané mnofiny,

urdeni mno¥iny pomosi platnosti vyroku, prdrdnd mmoZina, prinik,
sjadnoceni, rozdil mmofin -~ operace s nimi - de Morganova pra-
vid lao

I.2 Zobrageni

definice zobrageni, gobrazen{ na,prosté, inversni zobrazeni,
obraz & vsor mmofiny - sdkladni vlastnosti, sloZfené xobraszeni,
vgtah ekvivalence -~ rorklad mnofiny na t¥idy,

spofetné a2 nespofetné mnofiny, sjedncceni spodetného systému
spoetnych mnofin, raciondlni a redind 8fisla.

I1. MBTRICKE PROSTORY - ZAKLADY |

I1.1 Definice metrickéno prostorn
definice, p¥iklady mstrickjch prostord - Bn‘(rﬁ:ni metriky),

omezend funkce na <a,b> , spojité funkcs, _32, ¢, diskrétni
prostor. ‘

|II.2| Primir mnoiiny, vsddlenocat dvou mno¥in

definice priméru mnoZiny, omezsné mnoiiny, sjednoceni omesenych
mnozin, definice veddlenosti dvou mmoZin.

III.JI Okoll bodu, otevFend mnoZiny

definice okoli jako oteviend kouls,

definice otev¥enéd mnofiny {(pF{klady - !1, Bn { diskrétn{ prostaer),

otev¥end koule i; oteviend mnofina,

sjednoceni a prinik otev¥enych mnoZin - p¥iklady,

bdse otevienych mmofin,

vnit¥sk mnofiny - vlastnosati,

klasifikace bodd veshledem k mno¥ind (vanitini, wvn¥jEf, hraniimi),
(%) 1iplnd soustava okoli bodu a mno¥iny, prvni axiom lpoietnouti.

I1I.4 Usav¥end mnofiny, usdvdr, hranice

dafinice usaviend mnoliny jako doplnku oteviend (p¥fiklady -
usaviend komnls),

Cantorovo diskontinuum - sdikladni vliastnosti,

usdvir mno¥iny - riené ekvivalentn{ definice (prinik anzav¥enych,
pomoci vzddlenosti, pomoc{ yn¥jkku, nejmenif usaviend),
vlastnoati usdviru, vliastnosti unzav¥enych mno¥in

odd¥leni usavienych mmolin otev¥ienysl mnofinami (nornalita),
definice hranice, vyjdd¥eni usdviru pomoci hranice,

.podminka ugavienoatl a otev¥enosti pomoci hranice,

otdgika neprésdnoeti hranice.

1014-7781 27566 Z2
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I1.5 Konvergence v metrickdém prostoru
definige kanvergentni posloupnosti, viastnoati, p¥iklady (ln

¢, 12, e, diekrétni),
(%) vytvoioni metriky pomoc{ konvergence (zaveden{ prostoru s; bodo-
v4d konvergence funkci),
charakteristika usdvira pomoci konvergensce,
hromadné body, omesend posloupnosti v E (Bolnnno—'liorstrnunova
vita) a obecné (map¥, diskrétni prontor?
dokonalé mnoiiny (Cantorovo di-kontinunls
dokonald mno¥iny v. E,.

I1.6 Spojitéd sobraseni me trickych prostord

definice spojitého sobraseni v bod¥, v prostoru, Heineho podminka,
nutné a postafujici{ podminky se vsory otevienych a usav¥enych
mno%in (té% pomoci bdse otevienych nnoiin, specidlnd pro zobraseni
do 31 - intervaly),

slofeni spojitych sobrazeni,

ioometrické sobrageni, -etrioki vlastnosti, ekvivalentnf metriky,
homeomorfni zobraseni{ - topologické vla-tnolti, (sobraseni libe-
volného prostoru hemeomorfnd na omeseny prostor), stejnomirnd
spojitd zobrageni,

rogdf{Ffen{ apojité funkce = usaviend mnoiiny na selyf pro-tor -

- funkciondln{ odd¥litelnoet.

I1.7 Podprostory metriokého prostorun

definice podproastorm,
relativizace viech pFedohdsejicich pojmi (tzplicitnl -poiitolt
vshledem k mno¥ind).

I1I1.8 Kompaktn{ proatory - sdklady

definice kcmpaktniho prostoru - relativisace, dldi!nout.

vztah kompaktnostl, u:av!onolti a omezgenodti,

kompaktn{ mno¥iny v B

Cantorova vita,
. 8pojity obras konpaktniho prostoru,

spojité zobrageni na kompaktu (atojno-lrni apojitont).

homeomorfni zobrassni,

vsddlenocst uzav¥ené a kompaktn{ mnofiny.

(%) Koneind kartésské eouliny

definice kartégského son¥inm, projekos, metrisace,
spojitont projekca. kartdzaky soudin usavienyoh, otevienjoh kom-
paktnich mnokin

METRICKE PROSTORY -~ 3, semasty

111, SEPARABILNI PROSTORY

: Husté a Pfdié mnofiny
definice huaté a ¥{dké mno¥iny, pFiklady (Cantorovo diskontinuum),
poéminky pro hustow s ¥{dkow mmofinu pomoci otev¥enyoh mmo¥in -
té% pomoc{ bése otevFenfoh mno¥in, specidiné v B,.
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IIII.E Separabilni prostory

definice separabilnfho prostoru, separabilita specidlnich prosto-

iﬁ’ dédidnost, ekvivalentni definice pomoci bdre otevienych mno~
in, . .

definice bodu kondenzace, existence bodu kondensace pro nespolet-

né mno¥iny, dokonaloet mnoZiny bodd kondensace,

isolovend mnofina v separabilnim prostoru,

Lindeldfova véta o pokryti.

IV, . UPLNKE PROSTORY

Iv.1 ' Mno¥iny typu G, Fs

definice mno¥in typw Gf, P5 - sdkladni vlastnosti (spoletné
sjednoceni a prinik, porzndmka o GJg atd.)
otevienéd a urav¥end mmofiny typm G5 i Pz,

definice o -okruhu, prlnik o -okruhl, borelovské mnoZfiny jako
nejmenidi G -okruh obeahujici oteviend mnoZiny, ,
(informativni pozndmky o vytvoFeni borelovekych mno¥in),
mofina bodli apojitoatli redlné funkce,

.2 1plné prostory

definice dplného prostoru, d¥didnost,
normovany linedrn{ prostor, Banachiiv proator (p¥iklady),
netopologifnoat tohote pojmu,

() GJ  podmno¥iny idiplného proatoru jsou homeomorfni s tplnym prostorem,
Cantorova v&ta o priniku monotonni posloupnostl uzav¥enych mnoZin
Jako nutnd a postaZujiei pedminka viplnosti,

_rogdi¥en{ spojitého zobrazeni do¢ tplného proastoru na usdvdr.

IV.B_ tiping obal metrického proatoru

konetrukce iplného obalu,

zninkq o Cantorovdé metod® vystavby redlnych &imel. 2
IV.4 Mno¥finy 1, s 2, kategorie, Bairecova viéta

definice mnoZiny 1. a 2. kategoris, p¥iklady,

Baireova vita a jej{ dlsledky (specidin® na GJ podmnofiny 31.
raciondlni &1imlu nejaou G , neexistence funkce spojité jen

v raciondlnich bodech),

Beireovy funkce 1.t¥{dy v E, - nutnd a postafujici podminka po-
moc{ restrikce na ucaviené mmo¥iny a pomoci veord usavFenych a
otevFenych mno%in,

eminka o Baireovych funkcich a boreleovekfch mmoXindch,

metoda kategorif - existence spojité funkce ber derivace,

IV.S Y&ta © pevném bodd

definice lipachitrovakdho a kontrahujfocfho sobraseni,
definice pevného bodu robrazeni, Banachova v&ta (pFiklad).

=
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_KOMPAKTN* PROSTORY

¥.1, Pokralovini kompaktnich prostord
definice totdiné omezeného proatoru,
vztah dpinosti, totdlni omezenosti a kompaktnosti (2.~81t),
Borelova véta jako nutnd a postadujici podminka pro kompakinost.

-

V.2]  Prostory spoJitych zobrazeni na kempsktnim prostoru
definice prostoru € (7) (T kompakt), dplneet & separabilita,
Arzelova véta - aplikace,
Stone-Weierstrassova véta - aplikece (apecidlné trigonometrické
pelynomy),
Dintho véta, i . )

(*¥) polynomy nejlep3i aproximace, g£-entropie, dlocha o nejlep3i aproxi-

maci.

V.3 (%) Lokdln& kompaktni prostory
definice lokdlné kompaktniho prostoru - pFiklady,
vyjddfeni aeparabilniho lokdln& kompaktniho prostoru,
jednobodovd kompaktifikace lok4lné kompaktniho prostoru - aplikace
na kocomplexni rovinu.

, e ey

VI.  SOUVISLE PROSTORY -
definice pomoci oddilitelnosti, ekvivalentnZ pomoci otev¥enych a
uzavienych mnofin a neprdzdné hranice,
souvialéd mnoiiny na p¥imce,
sjednoceni esouvislych mnoZin,

. definice kompcnenty, definice lokdlnéd souvialého prostoru (pfiklldg),
komponenty otevFenych a uzavienych mnoZin, oblaesti v B (lomené
ry - nutnost pFedpokladu otev¥enosti), spojity obraz souvislého pros-
toru, pozndmka o darbouxovekych funkcich,

(%) kontinua, oblouky, uspofdddni na oblouku, Peanova k¥ivka,
lokdlné& souvield kontinua jako spojity obrag intervalu.
1014-7781
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PFehlad symbold

(A) Ve skriptech je pou¥ito bez blif3fiho vyevEtleni symbolld endmych z pFed-

nd3ky matematické analyey. Upozornéni ne nékteréd:

B mo%ins redlnych Eael .

l s amasw

Bf eeasss mno¥ina redlnych &isel roz3i¥fend o symboly +oe

s obvyyklymi operacemi, L
B, ...... eukleidovsky n-rosmérny prostor,

N ...... mnofina p¥irogenych Eisel,

R ...s.. mnoZina raciondlnich Zisel,

{xn} eas. posloupnoat prvkd Xp»

f: M>K .,.... zobrageni mno#iny M do mnoZfiny N,

f: x> f(x), xeM ,..... "pfedpis” pFifazujici kaZdému
f|M ..... restrikce (miZeni) funkce f na nnoiim; M,

£¥g .... alofend funkce (fx g(x) = £(g(x)} ),

8, ++ssso charakteristickd funkce mno¥iny A,

r(a+), {a_) veue ‘linity funkce £ v bodé a gprava, zleva

(11a £(x), 21im f£(x) ),
x->a, xX-—>a_

Yy sesees Jordan-FPeanly objem v Bn-

dp ++++-+ Lebesgueova mira v B -
Jdp +ee+-- Lebesgueova va§jEi mira v B, -

B.¥, ...« 8koro viude (vshladem k Labesgusov¥ miFe),
[x]..... celd &dst redlného &imla x,
t,==1 nall ...... stejonomérnd konvergence,

M ...... uzgdvér mnoZiny M,

M° - Int.M ...... vnit¥ek mno¥iny N,

hr X .,,. hranice mnofiny N, _ ‘

diet (x,7) ...... veddlenost bodu x bd nnp!iny ¥,
diam A ,. primdr mno¥iny A,

ANB ... rogdil mno%in A, B,

U (xo)... okoli bodu L 3
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U (x,, d) <ceee. okoli bodu 'x, o poloméru d,
€= €M) ..... DI'OB‘{O]..‘ spojitych funkei ma mnoZin& M.

(B} Pfehled jedtd nékterych (Eamt¥ji se vyskytujicioh) dalBioch symbold
definovauayck v textu:

O8Cy .......... Oscilace funkce f (5.7 - tamtéf Lim sup, Lim inf),
D*t, 1,7, D"t, D_f, Bf, Df ...... Diniho derivace (7.8)

‘B , B ... Baireovy t¥idy (12.14, 12.16)

n' ‘oo

B
AC (<a,b>) ... absolutn® spojitd funkce (23.1)
BY (<a,b>) ... funkce 8 koneZnou variaci (19.1)
#, (M) ....... x-hdlderoveké funkce (14.1)

Lip, (¥} ....... lipschitsovské funkce (14.1)

2,(G) ......... harmonické funkce (37.1)

BC (<a,b>) ... funkce omezené konvexity (23.31)

A(x_), A(G) .... analytické funkce (21.5)

€= (x)), €°(6) ..... nekoneind derivovatelné funkce (21.1)

R (<a,b>), N { (a,b) ), L (M) ..... riemannovsky, newtonovsky,
lebesgueoveky integrovatelné funkoe (23.51)

9 enesesssnnes Tunkce naj:[ci primitivnl (23.40)
¢ (x,d) ...... krychie (33.11),

Cy=C (0, %) ..... Jednotkovd krychle v B, (35.15)
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Obsah:

1.1

*E M A 1

0 axiomech a definicich

A, Axiomatickd teorie.
B, Definice.
C. Nutné a poatadujiei podminky.

A, AXTOMATICKR® TRORIB

V tomto tématu se pokusime nastinit nékteré problémy epadaji-
o dc samych xdkladd matematiky. NemiZe Jit samoz¥ejmé o Zddnou
pracigni teorii, vice me o t3chto problémech dozvite af ve vykEich
ro¥nfeich v p¥{fsluinyoh epecidlnich pFednéSkdch. Mi¥ete si té% Eimt
v knise A, Taraski, Uvod do logiky a metodologia deduktivnich metod '
(Praha, 1966),

Kde salit? PF# vykladu matematiky je tFeba z ndeho vyjit. Nen{

to viak nikterak lehké. Zddlo by mss, ¥e postadi pdr definic a lxze
budovat libovolnou matematickou teoril. Vesm¥me si kup¥. geometrii,
JejimiE sdkladnimi pojmy Jsom bod, pFimka & rovina. A skusme podat
definiei - t¥eba ~ kruZnice: “KruZnice je mno¥ina bodd v roving,
kteréd maji od daného bodu stdle atejnou vsddlenost™. Definice Je

na prvni pohled zcela vhodnd. Ale ptdme ae po rdkladech matematiky,
musime tedy definovat, co je to "mnoZina, bod, veddlenost, rovina"
a co se rozumi pojmem "mit stdle stejnou” (vzddlenost). A tak me
dostdvdme k gdkladnim pojmim - bod, p¥imka, rovina. I u té&chto
pojrd by bylo mo¥né ¢4t uspokojivou definici, ale v ni bychom musme-
14 op&t poulit nikterych pojmb, kteréd jeitd nemdme zavedeny. Museli
bychom tedy op#t tyto polmy ddle definovat, k tomm bychom viak po-
t¥ebovali dalX®i nové pojmy, atd. Timto eplsobem bychom mohli neustd-
le pokraSovat. Jsou nyni dvd mo¥nosti. Bud bychom takto pokrafovali
neustdle, stdle by ee objevovaly nové a nové poimy v definicf{ech
pFedchdsejicich, ale kde akonZit? Anebo e musime postavii na stano-
visko, e n¥kterd pojmy "a priori" zndme & £ nich pak budeme vytvd-
Fet dalki,

Kup¥{klad v geometrii si p¥edstavime, #» vime (intuitivn¥), co je to
bod, p¥imke & rovina a pomosi td¥#chto pojmd budeme definovat dalZ(f -
- krufnici, tednu, rovnobilky aj. a vytvo¥{me celou teorii. Abychkom
viak stdll na solidnich sdkladech - nelse pfeocli nechat na vili jed-
notlivee, aby si ka¥dy pod pojmem bod, p¥imka, rovina p¥edstavoval
co chidl -~ musime se domluvit, jak s t¥mito sdkladnimi pojmy (nikdy
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psat ve formé vit Jistd "pravidls politdni” s témito pojny. Tyto vi-
ty pak nazveme axiomy a vychdzime z nich p¥i budovédn{ dal3{ teorie.

Jeité jednou - abychom mohli budovat nijakou matematickoun
teorii, musime jisté pojmy veit £a zdklad, sepsat ve formd axiomi
pravidla poéitdn{ s tZmito pojmy; pak mdZeme celon dal3i teorii bu-
dovat & odvozovat &ist® logickymi dvahami (otdsku, co se timte vlast-
n& p¥eend mysli, rde nebudeme gkoumat). Uvedme el p¥iklad. Chtzli
bychom poFddnd vybudovat geometirii - ra zdkladni pojmy miZeme vsit
t¥eba tyto pojmy: "bod", "pFimka", "rovina" a ddle pFedpokldddme, Ze
vime, co znamend vyrok "bod lefi na p¥Fimce™, "bod le#i v rovink",
"p¥{mka lef{ v rovind" (vetahy incidence). Na tyto zdkladni pojmy
polofime ndeledujici po¥edavky-axiomy:

axiom 1: Ke ka¥dfm dvEma risnym bodim existuje prdvE jedns p¥imka,
na které tyto body lelf.

axiom 2: Le¥i~1i dva ridzné body pFimky p v rovin¥ @ le¥{
vBechny body p¥imky p v Tovind §.

Nyni miZeme budovat teorii. Z axiomu 1 lehko odvodime ndsledujief
vétu:

vEta 1: Dvi rizné pFimky maj{ bud jediny spoledny bod anebo iidnj
spoleény bod.

Na zdklad® této vity mi¥ems vyslovit néaladqjici definiel:
definice 1: Dv¥ rizné p¥imky nazjvime

a) riznobéiné, maji-11 epocleiny jeden bod,

b) rovnob¥¥né, nemaji-li spoledny Zddny bod a existuje-li
rovina, kterd tyto dvé p¥imky obmahuje,

¢) mimobi¥né, nejmou-1i ani rdzncblEné ani rovnobv¥ind,

A op3t miZeme odvosovat dalX¥i vity a definovat dal¥{ nové pojmy.
Celd teorie oviem stojf na na3ich prvotnfch pojmech a na nafich
axiomech. Samos¥ejmZ bychom mohli vsit ga rdkled jind axiomy, tim
bychom oviem mohli dostat jiné teorie. '

Z uvedeného p¥ikladu je vid#t, %e mifeme vybudovat voelku libo-
volny podet matemetickyoh teorif; otdgkou je, sda je toto rosummé.
Pochopitelnd se vidy sna¥fime budovat takové teorie, které by odpovi—
daly nafim konkrétnim "pFedstavda®.

Dal¥{ otdskou, kterou se budeme zabyvat, Je otdska, Jaké axiony
mime brdt sa zdklad naXich teori{ a kolik axiomd mi¥eme vzit. Také ,
se zminfme o problému, sda lxs vEdy vytvoFit s danyoch axiomd metema-
tickou teorii.
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1.2 Zebry. Ulohu formulujme takto: Jsou t¥L pFdteld - Pavel, Jirks
a Jarda, jeden = nich je kucha¥, jeden in¥enyr a jeden gahradnik.
Jedou spolu v tramvaji a sedi vedle sebe, PFitom vime, Ze

(1) Jarda nesedi vlevo,

(2) Pavel je kuchal,

(3) uproat¥ed neni zahradnik,

(4) vpravo je Jirka.
Otdzka sni - &im je Jarda? Ulohu roz¥elime v ndaledujfcich kro-
alehs '

(3) Jarda sedf uprostied,

(6) Pavel esdi vlevo,

(7) vpravo sedi gahradnik,

{(8) Jarda je inZenyr.
Pip ‘mdme celoun iilohn ros¥eXenu, vime, kde kdo sedi a kdo kym je.

Podivejme me na na¥i 1ilohu £ hlediska matematickéd teoris.
Podle nasich p¥edchosioh dvah mifeme Fici, %e mdme ddny tyto prvot-
ni (primitivn{) pojmy - "Jerda, Jirka, Pavel, in¥enyr, zahradnik,
kuohe¥, seddt vlievo, med¥%i uprost¥ed, seddt vpravo" a ddle mime
ddny sdkladnf vstahy mezi t3mito pojmy - axiomy (1) - (4). Z téch-

to axiomli jeme pak jistyml "logickymi dvahami™ odvodili vty (5) -
- (8). HNele {iloha byla jednoznadnd vy¥eiena.

Na tomto mietd pFipojme ndsledujfcl nendpadnoun, led velmi di-
lefitou p oz nd mk u, Nlkde Jsme nefskli, nikde jame nedefino-
vall, co se rozxumi pod pojmem Pavel &i t¥eba pod pojmem zahradnik.
Uvedli jeme pouse v s t ah y (axiomy) mesi témito pojmy. Ka¥dy
si mohl Pavla pFedstavit jak cht¥l - jeden jako mladika, druhy jako
d#defka, zrovna tak bElocha jako &ernocha. Poure nade Xivotni zku-
Sencst nim ddvd pFedstavu "Pavla", kafdy ji md gFejmd jinou. Nako-
nee, pro¥ byshom sl nemohls pFedmtavit, Ze Pavel je v1Zdk, Jarda
teridr, Jirka je jeszeviik; zahradnik ¥e md amysl "Zerny pea", inZfe-
n¥r "bily pes® a kucha¥ ¥e je "hni¥dy pes". PFeformulujeme-li ilohu
do nového obsahm t¥chto pojmi, ptd:ka‘pak,sni - "jaké barvy je
teriér?". Z na¥i tecrie pak vyplyvd, Xe "teriér je bilé barvy".
Toto jest problém tev. interpretace primitivnich (prvotnich) pojad,
problém konkrétniho modelu dané teoris.

1.3 Soustavy axiomfi., Zkusme nyni roz¥edit ndslednjiéei zebru, prvotni
poimy nechdme etejné jako d¥ive, Axiomy jsou nésledujfci:

(1) Jarda nesedi vlevo,

(2) Pavel jeo kucha¥,

(3) uprost¥ed neni sahradnik,
(4) wprave je Jirka,

(5) Pavel sedi vlevo,
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Srovndme-1i tuto gebru s pFedchdzejici{, vidime, %e S.axiom je zde
Ji% naproeto gbyte¥ny, nebot me di odvodit z prvnich Ety¥ axiomd.
Je g¥ejmé, fe me vidy snaiime mit axiomd co mo¥nd nejmén¥ (pokud

to oviem n&kdy neni kup¥ikladu nes dkor srosumitelnosti) a hlavné

se je snafime volit tak, aby na sob¥ nebyly zdvislé, tj. aby n¥ikte-
ry z nich se nedal logicky odvodit ze zbyvajicich., Te je problém
tzv. nezxdvielostl axiomdl.

Pokradujme nyni v daldich zobréch prvotnl pojmy jsou stdle
stejné. Poure axiomy mEnime, kup¥. takto'

(1) Jarda nesedi vlevo,

(2) Pavel je kucha¥,

(3) uprost¥ed neni gzahradnilk,
{4) Jirka je uprost¥ed,

(%) inZenyr je vpravo.

Op#t logickymi dvahami dospiv&he postupnd k ndsledujicim tvrzenim:

(6) Jarda sedi vpravo,

(7) Pavel sedi vlevo,

(8) Jarda je inZenyr,

{(9) xucha¥® Js vpravo,

(10) gahradnik je uproat¥ed.

Najednou vidime, %e jeme se dostali do sporu. Axiom {3} totif odpo-
ruje vyvoienému tvrzeni (10). Je z¥ejmé, ¥e dloha nemd ¥4dné FeXeni,
dané axiomy neddvaji Zddnou teorii, nebot ji¥ svym zadénim - a& to
neni na prvni pohled vid#t - sl navzdjem odporuji. P¥i volbq axiomi
musime byt nanejvy3 opatrni, nelge je volit zcela libovolnd. Jednd
ae o problém tzv. bezespornosti soustavy axiomid, kteryfto zvlditE

u alo¥itéjsich matematickych teorif nemuei byt zdaleka enadmy.

Uvedme kone¥né poeledni typ zebry, prvotni pojmy jsou stejné,
axiomy ndeledujfici:

(1) Jerda neaedi vlevo,
(2) Pavel je kucha¥,

(3) inZenyr sed{ vpravo,
(4) Jarda neni zahradnik.

Lahko zjietime, %e

(5) Jarda sedi vpravo,
a to je amsi v3e. Ulcha neni jednognadnd, mdme volbu dvou mo¥nosti:

(61) Pavel sedil vlevo &L (62) Pavel aedi nprostfed.
Podle toho potom dostdvdme, Ze
(71) Jirka je zahradnik, &1 (?2) Jirka je zahradnik,

1014-7781 - 27 -



Je vid¥t, ¥e jame se dostali do gejimavé situace, na¥e lcha neni
v Jistém smyslu jednosnand. 7 axioml nikterak neplyne, kde by m&l
sedkt Pavel., Jesou dv¥ mo¥nostl, dv& teorie - v jedné Pavel sed{
vlevo, v druhé uprost¥ed. Poviimn¥te si pF¥itom, %e v kafddm p¥{pa-
a8 - af ji% Pavel medi vlevo ¥i uprost¥sd - vychds{, Jirka je za-
hradnik a Jarda inZfenjr. Abychom ovEsm doadhli dplné jednoznaénos-
ti nak{ dlohy, musell bychom k axiomim (1) - (4) p¥idat budto jako
axiom tvrzeni (6,) anebo tvrseni (6,). Tim pak dostdvdme Ji¥ dv¥
Jednoznadné teoris. '

Vid¥li jame, %e na%e soustave axiomld nebyla vplnd, k dosaZe-
ni{ jednoznalnosti jsme pot¥ebovall jeEt¥ n¥které axlomy p¥idat.
Jo to tzv. problém dplnosti scuetavy axiomd. Jako pFiklad uvedme
v této souvisloatl tzv. "pdty Rukleiddv postuldt o rovnob¥Zfkdch®,
Vyjdeme opét 5 axioml (1) - (2) pro geometrii, jak Jeme jeo uvedli
v 1.1 na safdtku, definujeme pojen rovnobéfek a eajimdme se, xda’
plat{ ndsledujiocl tvrzeni:

(axiom o rovnobd#fkdch): “Danym bodenm liﬂ vént k dané pFimce prévé
Jednu rovnob¥iku" (Je snad jasné, co se
ti. .ini) .

Ukd¥ema, %0 s axiomi (1) - (2) nelge toto tvrzenf, tento "axiom"
anl dokésat, ani vyvrdtit - tedy soustava axiomd (1) - {(2) neni
Uplnd, Zkonstrunjeme p¥{iklad tzv. Lobadevského geometrie, Prvotni
poimy "revina, pFimka, bod™ interpretujeme ndeledovnd (kresletel):

"rovina® = valt¥fek kruhw v roving,
"pFimky" = t&tivy této kruinice (bez krajnich bodd),
"body"” « vnit¥n{ body tohoto kruhu.

Lehko se ukdfe, ¥e axiomy (1) - (2) jsou spln¥ny a Ze danym “bodem"
1se véet k dané "p¥imoe” vioe neZ jednu "rovnobdZku" (dokonce jich
lze véet nekons&nd mncho),.

Vidime sdroven, ¥e axiomy (1) - (2) sdaleka necharakterisuji -
pojmy, pod kterymi si obvykle p¥edstavujeme "bod, pFimku, rovinu".
Abychom toho deailili, je s¥ejm¥ nutné pFidat k axiomim (1) a (2)
Jo¥t¥ nékterd dallf axiomy. Jednim by byl asi "axiom o rovnob¥Ekdch"
(tim pak dostaneme tey. eukleidovaké gecmetrie). Nebudeme se tZmito
problémy nikterak zabyvat, posnamerejme pousze, %o k axiomlim (1) a
(2) md¥eme také p¥idat negaci axiomu o rovnob®Zkdch, tj. axiom,

o k dané p¥imoe lze vémt danym bodem vice rovmob¥Zek - anebo té¥
fddnon rovnobllku (tim pak dostaneme tzv. nesukleidovské geometrie).
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B. DEFINICR

1.4] Bxistence a jednoenalnost definovanych pojmd

Vénujme se nyni dalXZimu problému, a to budovédni matemetickych
teorif, P¥edpoklédejme, ¥e mdme ddny nEkterd prvotni primitivni
pojmy a soustavu axioml o tEchto pojmech. V teorii nyni mdZeme

s axiomf odvorovat daldi vity, miZeme definovat nové pojmy a
pracovat s nimi, Existuj{ risné typy definic - at jJi% pro savddi-
ni{ novych pojmd, pro vymezeni jistych jejich vlastnoati - v p¥ed-
nékce = logiky se naulite klasifikovat definice podle risnjch kri-
terifi. Témito problémy se zde gabjyvat nebudeme, na pFikladech viak
ukd¥eme, 8 jakymi iiskalimi se miZete p¥i definovdni{ pojmd setkat.

(a) Uvedme i pFiklad x geometrie. P¥edpoklddejme, e jii
vime, co je to trojihelnik v rovind a co je kruinice. Chceme defi-
novat pojem “"kruinice trojiheliniku opeand". Vyslcvime definioci a
tim ovSem nale prdce nekondi. Musime zkoumat dv¥® dbleZité vEei:

1) je-1i kruinice trojihelniku opsand jif Jednosna&nd urde-
nd, tj. neexistuje-1i takovych kru¥nic vice,

2) exiatuje-1i ke kaZdému trojitihelnikm kruinidu'ianu cpaand
- neni-1i tomu tak, pak me snaiime aleespon najit t¥fdu
trojihelnfkd, ke kterym existuje.

V prvnim pFipadéd Jeme tedy skoumali jednosnadnost a v druhém exis-
tenci nov¥ definovandho pojmu.

(b) Uvedme je¥t¥ pFiklad. PFedetavte ei, %e byste definovall
symbol VE- takto:

RF} Jeo takové raciondlni &fsle x, pro které plati
x® = 2 ". Sami Jistd vite (viz tFeba 46.Ba ), 3s iddné raciondlni
&i8lo x se Z4danou vlestnosti neexistuje. Zkusili byste tedy defi-
nieli jinou:

"Symbolem 'VE’ ozna¥ime takové redlné &imslo x, pro kterd
plat{ x =2 ",

V tomto p¥ipad® lsze dokdsat, Ze takové Xislo sice existuje, ale
neni urfenc jednoznadné.,

Z obou pfiklada Jo tedy viddt, ¥%e je ufiteliné vidy skoumat exiasten-
ci a jednoznadnost definovanych pojmi.

1.5| HKorektnost. Na dal¥ich p¥ikladech ukdZeme, fe v ¥ad¥ definic me-
sime b§t nanejvy¥ obexFetni.

(a) PRedstavte si, %e chcete defimovat jistoun spojitou funkei
f ne mno¥ind viech redlnych ${sel a znidte ji¥ funkdni hodnoty této
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funkce pro viechna raciondln{ &fsla. Zvolite nyni libovolné redlné
lelo feB), a chcete definovat hodmotu f(f{). To zaf{dfte kup¥{-
kladu ndsledovnd - vegmete takovou posloupnost raciondlnich &isel
{r,} tak, aby limr, = & definujete £({) = lim f(rp).

Co susite viechno ovd¥it, aby tato definice byla v po¥ddku:

(I) mus{te i pFedeviim uviddomit, %e ke kaZdému redlnému &is-
in mifete naléet posloupnost raciondlnich Zfsel s uve-
dencu vlastnosti, ‘

(IT} musite ukdrzat, %e limita 1lim f(rn) existuje vlastni (tak
tomu bude nap¥fiklad, je-li funkce f “monotonni{" na amo-
¥ind raciondlnfch &éfeel - objasn&te podrobndji!),

(III) musites ukdeat, fe hodnota f(§{) nezdviei na "vybiru"

' pealoupnosti {rn} , vite dobfe, Ze k dandmu ‘f miZete
sestrojit vice posloupnoeti raciondlnich &isel e uvedenou
vlastnost{, tj. muaite dokdrat toto:

"{sou~-11i {rn} ’ {pn} dv& posloupnosti racicndlnfch &i-
eel 8 vlastnosti 1lim r, = lim Py -.f . potom lim f(rn) =
« lim f(Pn)",

(IV) musite s konedné uviddomit, %e hodnota f(f ) byla jig
definovédna pro -f raciondlni, proto je nutné ovéfit, Ze
"novd™ definice pFedepienje atejnou hodnotu f(j ) i
v tomto pFipad®, tj. musite dokdzat toto:

"je-11i -f racliondlnf a ja-1i {r } posloupnost raciondl-
nich Zisel takovd, %e lim r, = j y potom f{f ) =
= lim #(r )".

Vidime tedy, %e v bodech (I) a (II) jsme se gabyvall existenc{, sa-

yimoo body (ITI) a (IV) vyjad¥uj{ to, Zemu obvykle Flkdme korekt-
nost dafinice,

(b) A jeSt¥ jeden p¥{klad. Definujte pojem: "Punkce P je primitivni
funkce k funkci f na intervalu (a,b),” ' :

Sami jist¥ dob¥e vite, Ze

(I) ne ke kaZdé funkci existuje primitivni funkce (problém
existencs),

(II) primitiva{ funkce neni anené jednoznaénd, kaidd funkca
urduje celpon t¥idu primitivnich funkci, = nich¥ kaZdé dvd
s8¢ 113{ o konstantu ns daném intervalu (problém jednosnad-
nosti).

Zanyslexe seo nyni nad symbolem Uff(x) dx. Co snamend? Jednu x pri-
mitivnich funkef k funkei £? Anebo celou t¥{du primitivaioh funkci?
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1.6

Co tedy pak rozsumime zdpleem

fainx dx = - com x + K v B 77

Vlevo v této "rovnosti" je jedna funkce anebo t¥ida funkeif? A jak
chdpat rovnost

f(f(x) + glx) ) d&x = ff(x) dx + jg(x) dx 7
Vrcholem v3eho je pak asi "obrdzek"

j-}-'- dx = log |x| + K pro x % 0 ,
X

Co je na n3m "poder¥elého™ 777 Proto se opdt zamyslets nad korekt-

nogti zavdddného symbolu a operaci s nim.

c. NurN2 A posPalugici poDMINKY

[1.7

P#{klad. De'finu;]ta pojem vliastnf{ limity posloupnosti geélnjch
Eisel. UkaZte, Ze .

(I) pokud existuje 1lim X,y Jo Jednozne¥nd urfena (jednoznalnoat),

(II) limita lim x, nemusi vidy existovat; je-14 posloupnost
{xn} omesend a monotonni, pak 1lim x, eximtuje (existence).

Viimnéme ®i nyni podrobn¥ji druhdho bodu. Vidime, ¥e 1lim xn’ ‘
mife, ale nemusi vidy existovat. Ukolem, ktery pFed némi stojf, je
ur¥it t#{du vEech posloupnosti, které maj{ vlastn{ limitu. Hleddme
tudiZ nutné &i postadujici (nejrad¥ji nutné a poetadujici) podmin-
ky pro existenci vlastni limity.

Uka3te, Ze

{(o¢) omezencet posloupnesti {xn} je nutnouw, ale nikoliv posta-
dujicf podminkou sxistencs vlastni 1lim X,
(B) omezencet a menotonie {x,)} Je posta¥uj{ci, ale nikeliv

. nutnou podpfnkou existence vliastni 1lim Xy
(J") Bolzano-~-Cauchyova podminka je nutnou a postadujiol podminkou,

Nalezndte jektd ndjakd dal¥i{ posta¥ujfci #i nutnd podminky!

P¥iklad. V pFfkladu 1.5.b Jame skowmali primitiva{ funkei k dené

funkcel na intervalu. Uvidomte sl JeXtd, %e
(8) ne ke kafdd funkei existuje primitival funkce,

(b) ke kaidé spojité funkei existuje primitivm{ funkce (spojitost
funkce je tedy postaZujici podminka pro existenci primitivni
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funkce; t¥ids funkci, msjicioh primitivn{ funkei obaahuje
tedy t¥idw viech funkei spojitych)},

(¢) primitivnl funkce mi¥e existovat 1 v pFipad¥, kdy f neni
spojitd na (a,b),

(d) md-1li funkce f mft primitivn{ funkci na (a,b), musi nut-
nd f byt na (a,b) dabouxovakd, tedy darbouxovekost funk-
ce je nutnouw podminkou existence primitivni funkce,

(e) Je-11i £ darbouxovekd na {(a,b), nemusi mit jedt¥ primitiv-
ni funkoli (pou¥ijte t¥eba 11.6); darbouxovakost f neni te-
oy postadujici podminkeu pro existenci primitivmn{i funkoce,

(£) mé-1i £ primitivnl funkol, musi byt nutnd prvn{ Baireovy

t¥{dy (vis 12.2),

(g)* lse meatrojit funkecl 1.Baireovy t¥idy, kterd je darbouxov-

skd, ale jeltZ nemd primitivn{ funkei (vis 4,17a).

1.8 CviZeni. Budte (a,b), (c,d) disjunktm{ intervaly v B,, nechi
funkee f je definovéna v (a,b)u(c,d). Rekn3me, %e funkce P
je primitivni funkei k funkel £ v (a,blu(s,d), JestliZe
F'(x) = £f(x) pro ka%dé xe (a,d)u(c,d). Zkoumejte existenci a
jednosnafnost takto definované primitivn{ funkce (vzpoments si té%
na “obrdssk™ z 1,5.b).

E CviZeni. Budte op¥t (a,b),(c,d) disjunktni intervsly v B
Rekneme, %e funkce P je P-funkof k fumkei £ v {(a,b)u(e,d),
jestli¥e budto P’(x) = f£(x) pro vBechna xe (a,b) sanebeo

P’ (x) = f(x) pro vlechna x&(0,d) a funkce f, P jgou definc-
vény v (a,b)u(a,d).

Zkoumejte existenci a jednozna¥nost P-funkesi.

1,10| CviZeni

(a) Budl MCE, snolina redlnych ¥isel. 8islo s€E; nasveme
st¥edem mnofiny M, Jjestlife pro ka¥dou dvejieci x,yelM, x<y¥
plati x<ac<y.

Zkoumejte existenel a jednoznadnoet taki:o definovaného pojam,
t]. nalesnite t¥idu mno¥in M, které maji st¥ed a vyletFete,
zda tento st¥ed je jednoznaind urden.

(b) Necht funkce f Jje definovéna na intervalu <a,b>.
St¥edem funkce f nasveme kaidé &islo f ca,b , pro n¥¥
f'(_f) = 0, Provedte diskusi jako v p¥edchozim bod¥!

|1.11| CviZeni. Zkoumejte existenci a jednosnainost ndsledujfcich pojmi:
polomir komvergence mocninné Fady, funkce riemannoveky,
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newtonovesky &1 lebesguecvaky integrovatelné, supremum & infimum,
inversni funkce, limite posloupnosti funkef.

V dalZ3fch tématech budete mit dostatek p¥fleiitosti skoumat nové
pojmy. Nesapomente vidy provést dlkladny rosbor jejich definio!
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Obeah:

TEXA 2

Formulace problémd

A. Hleddn{ problémi.
B, Uplnd charakterizace.

A. BLEDANI PROBLEMU

V tomto oddfle choeme 1lustrovat (vitSinou na pFikladech), Ze
matematickd analyza vznikla formulovdnim a ¥eSenim jistjch problé-
mi; pokusime me nasnadit, jak dali{ problémy, které se zcela p¥iro-
zen¥ objesvuji v pribdhu rozvoje matematické analyzy, hledat a formu-
lovat,

P¥iklad. Zndte vétu, %e "apojitd funkce na uravieném intervalu

2.2

nabyvd na ném gvého maxima”. Venikaji pFirosend otdcky:

(a) sda i nespojité funkce museji na uzav¥eném intervalu nabyvat
asvéhe maxima, '

{b) Je-1i odpovia na (&) negmativni, zda tedy neepojité funkce mo-
hou nabjvat maxima, ‘

(o) zda uszavienoet intervalu je v uvedené v&t# podetatnd,

(a) Jak miZe vypadat mnofina bodl, v nich¥ apojitd funkce nabyva
maxima (co se tim rogumi, vysvétlime v oddfle B).

Takovym zplaobem byste m2li vdy postupovat a probirané vEty analy-
zovat.

P¥iklad, NapiZeme-11i definici epojitosti funkce f v bhodé X,

pomoci kvantifikdtord
Ve>0 350 V x (xe(x,~d) xy + N B L2x) - tlx)l<e),

venikd otdgka, co se stane, pPehodime-1i v uvedend definici prvni
dva kvantifikdtery, tj. definujeme-1i t¥eba (viz t6% téma B.A):

Punkce £ je "silné spojitd"™ v bodé : 3 jentlile

3d>0 Ye>0 V x (xe (- I, 2+ ) 21 1(0) - £(xl<E).

Mé tato definice mmysl? A jak vypadaj{ funkce, kterd jscu "siln¥
spojitd™? Je dobré si tento probvlém promyslet, rodpoviddt jej a
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‘tak si vlastné njasnit, prof definujeme spojitost funkce privd vyke
uvedenym zpisobem,

2.3 P¥iklad. V tématu 9 ukdfeme, jak je mo¥no sobecnovat pojem spoji-
tosti funkce a zavedeme tzv. symetrickou spojitost. A v této souvis-
loati vyvatane celd ¥ada otdzek, Od probldmi jednoduchych a¥ po
prohlémy~tfeba'1 dodnas nefedend. Uvedme nSkterd:

(a) jak je to se symetrickou spojitoeti slofend funkce?
(b) plati "Rolleova vdta"™ i pro symetrickou apojitost?
(¢) je kaZdd symetricky epojitd funkce darbouxovakd?
(d) je kaZdd symetricky spojitd funkce mEFitelnd?

Algabraické operacs.

(a) Definujeme~1i Jidtou_vlastnost pro n&jakou t¥{du funkeci (kup¥.
hélderovakost, rliemannovskou integrovatelnosi, oxerenost,
monotonii), mifeme se vidy ptdt, tda soufet dvon funkef ¥i
nédsobek funkce s toutc viastnosti md t4% danou viaatnost.

(b) Toté% mfAi¥eme zkoumat pro skléddni funkef. Je gndmo, ¥e slofen{
dvou spojityeh funkei je spojitd funkce (uvedte p¥esnd pF{slui-
nou vétu!), catimco jiz t¥eba slofeni dvou absolutni spojitfch
funkci nemusi byt abmolutn¥ spojitd funkce. Ja proto nutné hle-
dat ndjaké dal3i podminky, aby toto ji¥ platilo.

(¢) Obdobny problém lze mkoumet té¥ pro limitni p¥echody; ptdme se
t¥eba, zda limita poeloupnosti spojitych funkei je spojitd
funkce %i gzda Je nutnd opkt p¥idat Je¥t& dall{ podminky pro
platnost této implikecs.

B. UPLNA CHARAKTERIZACE

V tomto oddile me pokusime wvysvdtlit, cd se rozumi pojmem
™iplnd charakteriszace” {snad &esky hes¥f by bylo ™iplnd charakteris-
tika™).

2.5 P¥{klad. Lze ukidszat, %e anoZina hromadnych hodnot posloupnosti redl-
nych &imsel jeo vidy uzav¥end. Nabie{ se otdzka, zda naopak kaldd
usaviend mno¥ina je mnofinou hromadnych hodnot néjaké posloupnosti.
€1 zda pouze isolované nebo kompaktn{ usav¥end mnofiny meji tmto
via stnost. O tomto konkrétnim problému se dodtete v 39.6.b.

P#{klad. Je zndmo, %e redlnd konvexn{ funkce na intervalu I mé
v tomto intervalu a vyjimkou snad spofetné mmo¥iny viude viastni
derivaci. Lse ukdzat, ¥e tato oharakterizace Je dplnd - saddme-1i
v intervalu I ospofetnou mmoZinu 8, existuje konvexn{ funkae,
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ktord mi derivaci prdv¥ ve viech bodech INS (vig téma 13).

Po zavedeni konvexity pro funkce vice proménnych lze poloZit ana-
logickou otéskwm - charakterizovat mno¥inu bodl, kde konvexni
funkce nemd totdlni diferencidl. lce ukdrat, fe tato mnofina nemm-
si byt spoletnd, ale mus{ bt nulovd & prvni kategorie. Posledni
cherakterisace neni dplnd; edd se, ¥e dodnelka tato otdzka neni
ros¥elena.

207 c'ié'nio

(a) Pokuste se podat Uplnou charakterisaci mno¥iny bodd spoji-
tosti libovolné funkce (vig téma S).

(b) Podejte \iplnou charakteripaci mnofiny bodd nespojitosti mo-
notonni funkce.

(o) Bud (P, ) metricky prostor. Z¥ejmé (@ (PxP)C <0,+00).
Nalegn¥#te fiplnou charakterizaecl t¥chto mno¥in, tj. rozfeite
dlohu, szda ke kaZdé mnoZind ML < O0,+ 00) existuje metricky
prostor (P.g‘-\) tak, Ze S° (P%P) = M.

1004-7782

-3 -



TEMA 3

Lokdlni a globdlni vlastnosii

A. Lokdlni a globdlni vlastnosti.
B. Lokalirzace metriokyjch vlastnosti.

A. LORALXI A GLOBALN! VLASTNOSTI

P¥iklady. V tomto tématu se pokusime - pFedeviim na p¥ikladech -

ukdrat rogdil mesi lokdlnimi a globdlnfmi vlastnostmi jistych
pojml., Zaineme s jednoduchymi p¥iklady,

V prvnim semestru se definuje pojem spojitosti funkce v bodd
{zopakujte definicil). Vine-liljii. co jeo to apojitost funk-
ce v bod¥ a méme-1i funkci ¢ - definovenou na intervalu
(a,b)C By, ¥ekneme, ¥e funkce f  je spojitd na mno¥ind
(a,b}, jestlife jo spojitd v kafdém DbDod¥ inter-
valu (a,b).

Naopak, m¥jme nyni funkei f definovanou na mnofin¥ MCE,,
bud x,e M. Definujte pojem "funkos f nabyvd na mnoZin¥ N
avého maxima v bod¥ X" Vime-11 nynf{, 6o snamend pojsm naby-
vat maxima na mnofin¥ a séme~li funkei £ definovanou na in-
tervalu (a,b) a x_,€ (a,b), miZeme definovat pojem "funkce f
nabyvd v bodé# x_ lokdlniho maxima", a to takto:

o .

Punkce I nabyvd v bod¥ . lokélnfho maxima, jestlile
existuje okoll U(zo)c:(a,b) bodu x, tak, s funkce
nebyvd na mmo¥ind U(x ) svého maxima v bod¥ x.

Vidime gde jieté rosdily. "Spojitost funkce v bodd" a?'nabj— .
van{ lokdlniho maxima™ jeou lokdlni vlastnostl, szatimeo "spo~
Jitost funkce na mmoZind" a "nabyvdn{ maxima na mno¥in¥" jsou
globdlni vlaatnosti. A jeXt3 jeden roedil je v p¥ikladech (a)
a (b) - "spojitost funkae" jsme nejd¥ive definovali v bod¥,
potom na mno¥iné, naopak "nabjvédni maxima®™ jsme definovalil
nejd¥ive na mnofind, a teprve potom v bodl, '

Obsaht
3.1
(a)
(b)
3.2 Posndmky.
(a)
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vime takto: "Punkce f mé vlastnost (V) na mnoZiné M,
jestli¥e funkce f md vlastnost (V) v ka¥dém bod¥ mno¥iny
M-, ‘

(b) Méme-1i naopak definovdnu jistou vliastnost (W) funkce f
ne knofind a chceme definovat i vlastnoat (W) funkce f
v_bod¥, obvykle definujeme: "Punkce I md vlastnoat (W)
v bodd x, jestlife exismtuje okoli U(xo) bodu x, tak,
¥e funkces £ méd vlastnost (W) na mmoZiné U(xo)".

(c¢) Pfechdrime-1i od definice lokdlniho charakteru k definici
globdlniho charakteru (pFfipad (a) ), nemusime na mnoZinu M
kldet Zddnd zvlddtni po¥adavky. Naproti tomu p¥i pFechodu
od globdlnich vlastnosti k lokdlnim pot¥ebujeme v uvedendm
typu definice {b) pojem okolf, musime proto uvafovat pouze
podmnoiiny B, &i alespon podmnofiny néjakého metrického
prostorn (kde vime, co je to "okoli").

3.3| Problémy.

(a) Uvafujme opdt pF¥ipad (s) ~ mdme definovdn nejd¥ive lokdlni
pojem v bod¥®, poté definujeme podle 3.2a globdlni pojem na
mno¥in¥é. Nyni ale mi¥eme op¥t pouZfit 3.2.b a definovat lo-
kdilnf{ pojem. Dostaneme tent¥yZ pojem, r kterého jeme vyE1i?
Uvedme rad¥ji pFfklad.

() Nejd¥ive definujeme "spojitost funkce v bodi",

() Ddle definujeme "spojitost funkce na mnofin¥" (Jjako spo-
Jitost v kaZddm bod¥).

(3*) Konedn¥ se pokus{me definovat (na rdklads znalosti = (P)):
"Punkes f je "spojitd" v bod¥, existuje-1li okol{ toho-
. to bodu tak, (e f je spolitd na tomto okoli."

Ddvaji definice (x) a (1) tyté% pojmy? Jinymi slovy, plati
vdta: ]
"Pankce f Jje spojité v bod¥ x, prévk kdyZ je spojitd
v jistém okol{ tohoto bodu," ?

(b) Ovahy odstavce {a) mdZeme provést i v druhém p¥{padd, ¥aszna-
time pouse achematicky:

definice globdlni vliastnosti — > definice lokdlni vliast-
nosti (pomocf okoli 2 globdlni vlaetnosti) — > op¥t defi-
nice globdini vlastrnosti (s lokdlni{ vlastnosti v kaZdém bodd).

Dostaneme toté¥? Roshodn¥te! Uvedte Jektd nijaké p¥iklady
k (a) 1 (b)!

3.4. Problém. Leckdy v matematické analyse definujeme jiaty pojem (V)
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"elobd1lnéd™ i "lokd1ln#" negdviele na sobd., Ptdme se pak vidy, eda
plati vty typu: '

(I}

Funkce f mi vlastnost (V) na mnoZiné M, prdvé kdy% md
tuto vlastnost v kafddém hodd.

(IT) Funkce f md vlastnoat (V) v bod&, prdvd kdyZ existuje

okoli, kde m& ¢ vlastnost (V).

Ilugstrujte toto na ndsledujfcich p¥lkladech, rozhodn¥te, zda pla-
tf véty typu (I) a (II):

(a)

(b}

{e)

“"funkce f je rostouci v bodd™ a "funkce f Je rostouci
ne intervalu",

“funkcea f Je spojitd v bod3" a "funkce f Je spojitd
na intervalu”,

(Jak definovat spojitost funkce na intervalu besz spojitosti
funkce v bodd?), :

"ppeloupnost fn konverguje stejnomErnd k funkei f na
mnoZin&" a "poaloupnost T, konverguje stejnomdrné
k funkei £ v bodd" (vis kup¥. 29.B).

Poznémka. V poslednim p¥ikladu nejde Ji% o vlastnoat jadné funkce,
nybrE se dafinuje jista vlastnost posloupncsti funkoi!

3.5 Pozrndmka, Uvédomte 81, %Ze jisté pojmy me definujl nékdy pouse

globdln#, nikoliv lokdlnd (&i naopak) - bylo by sice moiné je de-
finovat 1 lokdln&, ale definice by nebyla p¥{lii u¥itednd (viz

kup¥,

pojmy z 3.6c &1 @),

3.6 CviZeni. Zkoumejte ndsledujici{ pojmy. V ﬁfipadi, s zndte poute

jejich globdini (lokdlnf) definice, pokuste se ve smyzlu 3.2a a
3.2.b 1 o definice lokdlniho (globdln{ho) charakteru a zkoumejte
ufite&nost takto nové definovanych pojmi:

(a)
()
(e)
(a)
(o)
(1)

konvexita funkce v bod¥ a na intervalua,
omegenost funkce,

stejnomdrnd spojitost funkce,
Darbouxova vlastnost darivace,
existence primitivan{ funkce,
konstantnost funkce.

3.7 Pozndmika. Uvddomte sl té%, Ze n3které definice vlaatnomti funkel

‘jeou gdvislé na chovin{ funkce v jednom bodi a nZkteré naopak ne.
Ilustrujte to na ndsledujicich p¥ikladech:

(a)

pojmy £ 3.6,

(b) monotonie funkca,
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{e) funkce 'f mid Riemanniv &i Newtonlv integrdl,
(d) spojitcet funkce na mnofind,

B. LOKALIZACRE METRICKYCH VLASTNOSTI

[3.8 Definice. V teorii metrickych proatord mdme definovdnu Fadu
pojmd: otevEenost a uzavienost, omezenos;t, kompaktnoet, separabili-
tu, souvislost, konvexitu (v En) aj. Pokusime se nyni o lokaligameci
tdchto pojmd.

Bud (V) n&jekd vlastnost definovand pro t¥idu metrickych
prostord. Bud (P,SJ) metricky prostor, a&P. Rekneme, %e
(P,?) md v bodd a lokdlnd

(V1) vlastnost, jestlide existuje okoli U bodu a tak, %e
(U,?) mé vlastnomt (V),

(V2) vlastnost, jeatliZe ke ka¥dému okoli W bodu a existu-
Jje okoli UCW bodu a tak, Ze (U,?) md vlagt-
noet (V), .

(V3) vlastnost, jestli¥e existuje okoli W bodu a tak, Ze
pro kafdé okoli UCW bodu a prostor (U,{é)
md vlastnost (V).

3.9 Cvideni. _
(a} DokaZte, e (V3)=>(V2) ==(V1).

(b) Nechi (P, @) md vlastnoat (V). Pro které i (1=1,2,3) md
19kdlni (Vi) vlastnost v kaldém bodd aeP 7

(¢) P¥ipomenme kup¥ikladu pojmy:
lokdlné souvismly prostor, lokd&ln& kompaktni proetor
a zkoumeJte, pomoci jakych lokdlnfch (Vi) vlastnosti vznikly.

(d) Mastricky prostor (P,Sa) Be nagyva l ok 41né& dplny,
Jestlife ke kafdému bodu existuje okoli, kteréd je 1uplnd.
Uka%te, Ze v tomto pFipadd (V1)<=> (V2).

|3.10| Lokdlni separabilita, Metricky prostor je lokdln¥ separabilni,
Jestli%e je v kaZdém bodd lokdln#d separabilni ve smyslu {(V1}.

(a) Kartézaky soulin separabilniho a nespoletného diskrétniho
proatoru je lokdln# separabilni a neni separabilnif. DokaZte!

(b) Bud P = E,. PoloZte
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Iyl - xll » Jestlile x, =y, ,

UQESTE AN Y N
2

VI + (xy - ¥,) Pro x, £ ¥y
a vkalte, Ze (E,,d) Jje lokdln¥ separebilni neseparabilni
metricky prostor. '

(¢) Bud (P,SO) metricky prostor. Pro ka¥dé xeP poloZme
ja(x) - snp{re 31; Uix,r) jeo separabilni}. Existuje-11i
X€P pro n¥3 f‘(x) =+00 , jo Pz+oo . Doka¥te!

Je-11 (P,?) lokdln¥ eeparabilni prostor, ktery nen{ separa-
bilni, potom

0 <50(x) < + oo pro ka¥dé x€P,
\)O(x) —_)a(y)ls P (x,y) ‘pro ka%dé x,ye P, specidln¥ funk-
ce ¢ Je #pojitd na P, ' :
u(x, P (x))  je separabilni prostor (vshledem k metrice P
_Dokakte!
(4) Bud (P, ) 1lok&ln¥ separabilni a souvisly prostor. Poicm
(P,) Je separabilni. DokaZte!

Névod. UNeeht (P,P) nenl separabilni. Bud ACP eeparabil-

ni. Bud f(A)C A spo3etnd a hustd v A, PoloEme

) = Ut G, o m®). (3),P) je separavilnt, §(A) je
x¢T(A) ‘

oteviend v P, f(A)£. da). Bad a,€P a polofme A = {'o} .

Apel ™ §(An). B = 1‘1-;31 Ay. Mno¥ina B je neprdzdnd a oteviend,

Ale B Jje také ugaviend.

E:II Literatura, O obscnych principech lokalizace metrickjéh vlantnosti,
jako% 41 o konkréinich p¥ipadech (lokdlni uzav¥enost, lokdln¥ prvni
kategorie aj.) se lre dodismt v K. Kuratowski, Topology I {(rusky p¥e-
klad ¢ roku 1966).
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*EMA 4

P¥iklady ineiin a funkei

Cbssh: A, Mnoi#iny.

B. Punkce.

Y tomto tdmatu je uvedena ¥ade p¥{klmdd mnoZin a funkecf v Rl (jed-
noduchjch i ponlkud sloEit¥jlich), které Jsou pou¥né nejen samy o sob¥,
ale jesou takd u¥iteiné nap¥. p¥i konstrukcl dalXZfch pFikladd mno¥in a funk-
oi. Zdroven také ilustruji{ slokitost redlnd osy.

Dalk{ p¥{kledy tohoto druhm se vyskytuji v mnoha jinych tématech;
nend smyslu je sde vEschny opakovat.

A, MwoIimy

Raociondini &{ela. lMnoZina R viech raciondlnfoh Efsmel ¥ By

fe.2]

4.2

sl tyto vlastnosti:

(1) R Je spoletnd,

(41) R je hustd v 31;

(111) R je smno¥ina typm Fg & neni typu ag,
(1v) LR = 0.

Ndvod., K dikasu, Ze R neni typu Gf, u¥ijte Baireovy vty
o kategoriich.

CviSeni. Na sdkkladd® 4.1 odvodte nikterd vlastnosti mno¥iny

4.3

viech iraciondinfch &{sel,

P¥fklad. Neoh¥ {rn} je posloupnost v¥ech rasicndlnfch ¥isal

v x . [+*.Y (. %.%
1 1l

U 2
Poloime A = i)l n=l (rn - 2ot T+

1
) B = B,\A.
R o0 * 1

Dokaite, de mnofiny A, B maji ndsledujicf vlastnosti:

(1) A Je mno¥ina typu 6J, kterd neni mno¥inou typu Iy
(11) B je snoiina typu PFg) kterd neni mnofinom typu Gf,
(111) A Jo hustd v Bl, |

(1v) A 4 = 0,

(v) 4 Je nespodetnd, B je nespoletnd.
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4.4 P¥{klad. Bxistuje mnoZina ‘Cll. kterd nen{ ani typu P5 ani
typu GJ.
Ndvod Poloite M '-'1”‘2' kde M; = Rn(0, 1/2),
M, « (1/2, 1)\ R,
4.5| Cantorovo diskontinuum. OsnaZme R_ = <0,1>,
Rl -‘<0,1>\(1/3,2/3) = < 0,1/3> U<2/3,1>,
Ry = RyN | (1/9,2/9)0(7/9,8/9)]) = <0,1/95u<2/9,1/37U<2/3,7/9>U
U8/911> 3 ase atda;
 méme-11 ji% sestrojenou mnoZinu Rn' dostaneme mnoiinu le tak,
e ge viech intervalll mnofiny Rn vynechime prouti’fedni t¥etiny -
~ podejte pFesnou definici pomoc{ matematické indukce!
Zfejmé R OR,OR,2 .... & viechny tyto mmnofiny jaou usav¥ené.
o0
Oznodme C = nﬂo R, (Cantorovo diskontinuum).
Dokaite: oo :
(a) C =<0,1> =~ nL;)O M, , kde N Jo sjednoceni disjunktnich
otevienjoh intervall M., (1e1,2,...2%7Y), délke ka¥aéno
-n
intervalu ln.:l Jo 3 a ka!dy.intcrval ln,i jo "umigt¥n"
v proat¥aedni t¥etiné nikterého =z n di;;jllmktn:[oh usavienych
intervelll, které tvol{ mmoZinu <O,I)N 3\31 lJ'
{(b) Mno¥ina ¢ md tyto vlastnosti:
(1) € je uzav¥end
(11) llc = 0, = o ‘ |
(111) x€0<¢=> x = E; PRI $ 1 pro keldé nel,
(trisdieky rosvol x),
(1v) mnoZina C jJe nespoletnd, '
(v) mnoiina C je Fidkd,
(vi) mnoZina C je dokonald.
4.6 Diskontinua kladné miry. Pro kaldé £> O existuje F{akd usav¥end
mnofina Fc<0,1> takovd, ¢ AP > 1 -€,
‘ . G )
Ndvod., PoloEte F = <0,1>%, al (rn- ZT"T' r, 4 2—,,-‘-;1- Y.
1014-7T81
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kde {_rn} je posloupnost vEech raciondlnich Zfeel = < 0,10,

Jinf n & v o 4. Protole .11(<.0.1>\R) = 1, plyne z vlastnost{

Lebesgueovy miry existence ugav¥enéd anoZiny Pc<O0,17\R,
pro nif A,F>1 - E..

4,7 P¥{klad. Pro ka¥dé K &<0,1) existule ¥idkd uzaviend mnoina
Pc<K0,1> tak, %e illr = K.

N4dvod. Zvolte HCKO0,1> , .11H.‘>oc podle p¥edchosiho p¥ikladu
a poloite P = H\KO, 7D, kde 7 Je vhodné kladné Eisle.

Jiny nédvod, Necht {sn‘, Je posloupnost kladnych &igel

-

o0
takovd, #e Zl 281 o €31, g intervalu <0,1> vynschdme otev¥e-
Nn=

n

nf interval ddlky =, =se stfedem 1/2. Dostaneme ‘dva intervaly;
levy & nich omnaiime P, a pravy Py. PFedpoklddejme, Ze Jjame jik

definovali usavFfend intervaly P‘l"""n , kde {’1""'“1:} jo 1i-

bovolnd pn~tice vytvolend z &{sel 0,1. Z intervalu Pa a
1t n

vynechdme otev¥eny interval o at¥edu sﬁljvajin:[n se at¥edem inter-

valu P‘l""'an a o délce Sl Levy z intervalld, které obdr¥i-
me, oznalime P‘l""‘n’o'. pravy P‘l""'an'l. Osnaéme Rn sjedno-
cen{ vEech interval# P‘l""’an' kde {al"’“'“n} je n-tice vy-
tvo¥end v Zisel 0,1. Definujme P » nel R,. Potom F je Fidkd

C
uzav¥end mmofina, pro nis .llr - 1- ZJ. 201 6.
n=

Posndmka. Polofime-li apecidlnd# s, = 1/3"®, obdriime Cantorovo
diskontinuum se 4.5. '

4.8 Cvifeni. Uvafte, zda lze v p¥edchoszim pFipedu volit ¢t6f OC = 1,

4.9 Pozndmka. Rosmyslete si, jaké sndte klasifikece "velikosti"” mmo¥in
v B;. Js to jednak klasifikace podle poltu prvkd (mohutnosti -~
- prdsdnd, konelnd, nekonednd spoXetnd, nespoletnd), klasifikace
topologickd (prdsdnd, ¥idkd, prvni kategorie, hustd, residudlnf)
a klasifikace podle miry (prdsdénd, miry nula, kone¥néd miry, plné
miry - tj. mira dopinku je nula). PovEimn¥te si podrobn¥ ndsleduji-
cioh vstahll mesi t¥mito klesifikacemi:

(1) konelnd mnofina je ¥idkd a md miru nuls,
(11) nekcneind spofetnd mnoiina nemus{ (ale mife - uvedte pFfklad)

1014~-7T781
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bjt ¥Fidkd, je viak vidy prvni kategorie a m{ry nula,

(i11) nespofetnd mno¥fina mi¥e byt ¥{dkd, mile byt té% hustd, prv-
' ni kategorie a té% reridudlni,

(iv) nespodetnd mnofina mi%e mit miru nula, libovolnou kanefnou
miru nebo mi%fe byt plné miry,

(v) ¥idkd sno¥ina mi¥e mit miru nula, libovolnou koneZnou miru,
avSak nemliZe byt plnd miry v Zddném intervalu,

(vi) mno%ina prvni kategorie mfii¥e bjt plné miry.

Ndvod. Pouiijte 4.6. ,
(vi1) rezidudlni mno¥ina mb¥e mit mira nula,

Rozmyslete si t6% ostatn{ vstahy mezi tZmito klasifikacemi (vis
také (G - 0]).

4,10 | P¥#fklad., Je-11 P ugzav¥end mnozina, exietuje uszav¥end mno¥ina

§C.F tekovd, Ze ll(F \é) =0 a .ll(énn:- 0 pro ka¥dy
interval I, pro ktery In§.l 2.

Nd&vod. Necht G je sjednoceni vEech "raciondlnich intervais"”
J, pro néi .11(.1(11"). = 0. Stad{ poloZit é = F\G,

4.11"| PFiklad. Existu]e m3¥itelnd mnoZina ACB, takovd, %e pro kafdy

otev¥eny interval ICE;, plat{ .11(Iru)>o. ./11(1\1)>o.

N4dvod. Kechi {»In} je posloupnost v3ech intervald v K,
8 raciondlnimi krajnfmi body. Zvolte Fidkou uravienou mnofinm P%

kladné miry, P%C.Ii; ddle gvolte ¥{dkou usav¥enou mnoiinu kladné
airy ﬁCIZ\Pi. Indukef definujte Fidké uraviené mno¥iny
F;, Fi (neXN) kladné miry tak, aby platilo’
1 1
(1) e kL‘Jn (RluFd),

1l 1l
(14) anc'In\(PnUkU<n(FkUF2k))'
1l
Pak stal{ poloZit A = kul P,

Jiny ndvod. Nechli I =<¢0,1> a nechi C, Je Fldké
uzaviend mno¥ina miry 1/3 obmaZend v I (vig 4.7). Jestli¥e PCI
je nejvét5i ze styinjch intervald mmofiny C v I, bud Cy ¥{dkd

uzaviend mnoZfina miry 1/32 obsaZend v P. V nejdellim z omezenych
styénych intervald mnoZiiny coucl zgkonatrunjeme ugav¥enou ¥idkou
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4,12%

mmofinu Ca riry ZI.I'J3 atd. OsznaZme AO-UO!-‘ abud A mno-
n

Eine vEech bodd x + n, kde xe Ay, nE N.

Posndmka, V obou pE{padech je mnoiina A dokonce typu X5 .

P¥{xlad. Bxistuje nekone¥ni posloupnost disjunktnich m&¥itelnyoh

_ mnoiin A,CB; takovd, Ee pro k:aidy otev¥eny interval ICE,

plat{ ll(InAn) > 0,
¥ddvod. Podobnd jako v pi‘cdcho::[n' p¥ikladu svolte

el \(U v U pro i,neX, 1 S n
k<n : 0o

F{dkd uuv:hni mno¥iny kladné niry a polo¥te Ay = I:Un F: .

Porndmka. A, Jaocu dokonce mno¥iny typm P

X
CviSeni, (o) Neoxistuje miF¥itelnd mnoiina ACE, takovd, e

4.13

|4;14*|

11(101) - i’ .11 (I) pro libovolny otev¥eny interval ICK,.

Ndvod: Poubijte v¥tu o hustot¥ (vis 8.19)..

() BExistuje nespoletny disjunktni aystém mié¥itelnych
mrofin 79 takovy, ¥e pro kafdeu mmnofinu Med a pro kaldy otevi‘e-
nf intervel ICE, plasi Li(zowy> o2

(¢) S8jedmocenl libovolného (t¥eba i nespodetného) podim
intervald (nedegenerovanyoh libovolného drvhu) je mé¥itelnd mnofi-
nav B

1.

Hdvods Bui G = U Int (I;). Protofe ' G Jje oteviend, lse

padt GcUI cav U L"n'b }, kde G = Ll{ (ay,b,) - (dlxas 1se

provést také pomosi Titaliovy vity).

Ovileni. Bulte p, ¢qc¥, q¥ 2, 0F p¥ q-1.

Potam mnokina s¥oh x, jejiohl q-adicky rosvoj neobsahuje ¥islioi
py nd mirw nula.

B. PUNNCR
'4.15 Dirichletova funkce. Neeht D1 x+—0 pro x €8y :I.raaionilni,
D: x+>1 pro x raciomdlnf. Potom plati:
(1) D Je nespojitd v kaldém bodd x&8,,-
(41) D nemd Riemanniv integrdl na ¥&dném podintervalw B,
(1’.1) D = 0 ...‘o v !1]
1014~7P81
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(iv) D Jje funkoe druhd Baireovy t¥idy, avBak nenf{ funkef prvni

Baireovy t¥idy.

Je~11 b 4 spojitd funkce na By, sjistéte, ve kteryeh bodech
Je funkce yl) spojitd.

Bestrojte funkcl f : B —931 tak, aby f byla lpojitl
prévE v bodech dané koneZné mmociiny.

4,16{ Riemannova funkcc_._

(a)

Pololte 50(::) =0 pro x iraciondln{, 50(:) -%— pre x

raciondlni, x = %- (p,q aeld nesoundélnd, q > 0), 39(0) -1,
Fotom

(1) @ Je spojité prdvé ve viech rasionflnieh bodech,
(11) ¢ mi Riemanniv integrdl p¥es 11bovolnj :lntorn.l,
(111) [% nend nikde derivaci.

Ndvod. Pro x iraciondln{ pou¥ijte 46.6.a.
(4v) f Jje funkce prvn{ Baireovy t¥idy.

Zkoume)te, pro kterd k&N mi funkce jok kone¥non variaci na in-
tervalu <0,1>1!

(v)" Nechi {_rn} je posloupnost vEech radionklnfch Efsel, nechi

1014-7781

{.‘n} je posloupnost redinfch isel. Poloite y(x) = 0 pro
X iraciondln{, lll(r ) = 2, {Takto definovend funkce se
nasyvaji sobeond¥né Riomunnovy funkce.)} Plati:

(1)  Jestlife a,—> 0, jo Y epojitd ve viech iraciondlnich
bodech (plati toto tvrsen{ "obrdoen¥™?).

(:I.i)* Je-11 .a, ¥ 0 pro kafdé n, nemd funkce § derivaci
v ro:iduilni podmnozind ll.

Bdvod. Poloite G, ={xcH;; existujf r tak, ¥e

Ix - rk\< '1; \a i>2ix - » \} Potom Jo G, oteviend

podmnoiina a pro ka¥dé iraciondlni =x& n G, neexistuje
¥ (x).

(111;‘3:101:11,10 posloupnost {a ], 8.>0 tak, fe funkoe Y
mi derivaci na husté podmno!inl v 31.

Nd&vod, Je-li SCE;\R spodetnk podmno¥ina hustd v K,
(uvedts pFiklad takové mnoZiny) = je-1i {s, }polloupnolt v!cch
Jejich prvkd, poloite a = min {(r "'ﬂa'""(rn"n) 2},

(iv)* Bxistuje posloupnost {nn}, a, > O tak, e funkce
mi derivaci s.v., v By.

1
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s/

Fdvod Jaom-1i F CEN\R uzavfené mnosiny takovd, fe
A (BANUP) =0 (pro& existuji?), poloite:
1’1 "n

ln = min {_(diﬂt (rn.Pl))z,--..(diﬂt(rn.?n))z}. _runkn. q} od

pak derivaci ve vXech bodech mnoZiny lﬁ“’n'

4,17 Cvilendi, , :
{a) Punkce Pt x> lin%, xell. x ¥ 0, 50(0) =1 Jje darbouxov-

skd funkce prvni Paireovy t¥idy, ale nemé primitivmni funkei,
(b) Polo¥te f ¢ x+— x* ain xP pro x ¥ 0,

f1 x>0 pro x = 0. Zjistd¥te, pro které o, B je funk-
o T spojitd (resp. absolutn¥ spojitd ma <-1,1>, resp. md
kons&non varimei na < -1,1>, resp. je lipschitzovskd, reap,
hdlderovakd, resp. nd derivaci na !1. resp. primttival funkei
ns E;, resp. je darbouxovakd apod.).

‘4.18| P¥{klady. Nech} {_rn} Je posloupnost vEech raciondlnich Zisel,

b 1/3
{n) Pololse 2(x) = S (x-7xyp)
n=1 Zn

. Doklit.. fe

(1) ;]o‘ spojitd na By,

(41) £° existuje na By,

(141) £°(x) = + v pro x racicndlnf,

(iv) £(B;) = &,

(v) £ Jje rostouci na B,

(vi)* existuje iraciondlnf &fslo x tak, £¢ f£(x) = + oo .
Ndvod, Lse ufft Baireovy vity o kategoriieh.

o0  X=¥
(b) Punkce gt x Hgi 2;‘ je spojitd na B, mi derivaci
v irsciondinich bodeoh,‘ ale nemf derivaci v racicmdlanich bodech,
oo
(x) .
(¢) Punkce h 1 x> nz-}. h;n » kde h (x) = (x-rn)2 ain® T,

pro x A r ., x@Ry, B(r;) = 0, Je spojitd na B,, viastni de-

rivace f° existuje na B, a £° je nespojitd v kaldém raciondl-
nim bodd, (Je £  omesend?)

[4.19] PrMr1ad.

{a) Necht ¢ Je funkce ge 4.18a. Bud 50 inversni funkce k funkci f,
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Pak ¢ je spojitd funkce definovand na Byy md vlastni deriva-
ci vBude a ob¥ mmofiny {x€Ey; $'(x) = 0], {xeBy; 9 (x)?O_}
jeou husté v E,.

(b) Bxiztuje dokonce takovd spojitd funkce ¥ , kterd md viude
v E, vlastni derivaci a ob¥ mnoZiny {er f (x)coj a

{xekl; ¥ (x)>>0}  json husté v B, (viz 8.35¢c).

4,20 P¥{klady.

(a) Necht ¥Fc R, Jje neprdednd Fidkd uravFend omezeni mno¥ina.
Necht E\NF = (-00,a)u (b,+c0} U \;1-’ (agsb,) s kde sjednoceni
vpravo je disjunktni, Poloime

2 2 1
£1x —>» (x-a_)“(x-b_)° sin -

n n (x-a,)(x- bn) ( bn-an)

pro xe(an.bn) a8 f:x+*0Q pro x& (-o0,a)u(b,+®)UPF,
Dokafte, Ze '
(1) f Jo spolitd na El'
(11) f mé omegenou darivaci na By,
(1i1) £~ je nespojitd prdvE ve vEech bodech mnoziny P;

(b) Je~-1i P£<0,1> uzaviend F{dkd mno¥ina kledné miry (vig 4.6)
a f Je funkce sestrojend v bod¥ (a), je funkce f°|< C,1>
omerend, mi Newtonlv, ale nemd Riemanniv integrdl (pouZijte
Lebesgueovu charakteriszaci R-integrovatelnych fnnkc:[).

Tento p¥{klad pochdzi od V, Volterry.

(e) Je-1%i AC E, mnozina prvni kategorie typu Fg , existuje
funkce f definovand na B,, sajic{ v3ude vlastni derivaci
takovd, %¢ f° je nespojitd prdvd v bodech mnoziny A.

oo
Ndvod, Bud A= (U F., P_ omezend, usaviené a #idké.
n=l B n
Necht f, Jeou funkce sestrojené v (a) (pro mmoiinu F,).
S f(x)

PoloZte f(x) = o1 55

(d) Zformulujte (¢) jako charakterigaci mnoZin bodd nespojitost
i funkci, majicich primitivni funkei,

Ndvod, Vite, %e derivace je prvni Baireovy t#{dy. Ddle ulijte

charakteristiku mno¥iny bodd spojitosti (vie 5.12).

4,21 Priklady.

(a) Bxistuje epojitd funkce na < 0,1>, kterd nemd v 24dném bod¥

derivaci (vig téma 20).
27566 P4
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(b) Bxistuje #pojitd funkce na <0,1>, kterd nexd konefnoun va-
riaci na %4dném podintervalu <0,12>.

Kdvod, Tuto viastnost mé nap¥. kaldd funkce s (a).

(o) Existule spojitd funkos na <0.'1> , keterd neni monotonni
na fddndm podintervalun < 0,1)>.

N dvod, Tuto ﬂntnott mi nap¥, ka¥dd funkce s (b).

(4) Existule abaolutn¥ spojitd funkce na <0,1>, kterd neni{ mone-
tonni na ¥ddndm podintervalu 0,12 .

N4dvod, Tuto vliastnost md nap¥. neurlity integrdl funkce

(w'.tA --i-), kde A je mmo2ine pe 4,11,

(o)* Existuje abasolutnd spojité funkce na <O0,1>, kterd neni
na ¥didném podintervalu lipschitzovskd.

¥dvod, Nech¥ {%} je posloupnost mnoiin sestrojend ve 4.12.
Ukafte, ¥e 5 posloupnosti {‘n} lse vybrat posloupnost {Ank} ta-

kovon, Re .11 ((0,1>nA;k) ‘ﬁ-:—j- Polec¥te ?(x) = k pro
xG(O.l)(llnk ’ jﬂ(x) = 0 pro x€<0,1>\91nk.

Ukakte, Ea neurlity Lebesguelly integrdl fnnkéo P mi poladovanéd
vlastnosti.

l4.22| cintormn funkoe.(s)Bud C Cantorovo diskontinuum ze 4.5.
Neoht M, 1 majf stejny visnam jako ve 4.5, M, 4 = (a, 4,0, ,)

a pFedpoklddejme navic, Xe by, < Ay 4 kdykoliv 1 <j.

Poloime #(x) =2L-1 = o xenm ,, i-1,...,2%°%,
2 | |

Ddle poloime £(0) = 0 a pro y&C («<0,12> - 1L'Jn ln,:l.) bud

f(y) = swp f(x). Potom funkce I takto definovand na <0,1>
x<y,x¢l

se nasyvd Cantorova funice a md ndsledujfici vlastnosti:
(1) £ je nekonstantni, neklesajic{ a spojitd na <0,1>,
(1) £° = 0 s.v. v<0,12>, '

(111) £ nen{ abmolutn¥ spojitd,

(1v) 2£(¢) =<0,1p

(v)* sxistuje QC<0,1> miry nula tak, Ee £(Q) jo nem¥¥itelnd
mnciinae,

(vi) Je-11 xeC, je D £(x) = +00(vis 7.B),
(v:l.i)*v nespoletné podmnofind C je f£° = + 00,
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(viii)* v nespoletnd podsmo¥iné € je D I = O,
(ix) funkce g = -f neni neklessjic{, ale je g~ = 0 s.v.
(b) Vlastnosti (i) a (v) md té% funkce % : xr>f(x)+x, x€<0,1>,

kterd je navie rostowci na < 0,1>. PFunkce ¥ zobrasuje C
na mnoZinu kladné miry.

4,23 Cvi&ni.

{a) Existuje omezend lebesgusovsky 1ﬁtegrovat¢1ni funkce f de-
finovand na < 0,1> takovd, Ze fll ? - gl>0 pro libevelnou
°

riemannovsky integrovatelnou funkel,

Kddvod, Zvolte ra f charakteristiockou funkeil mmofiny ANCO,12,
kde A Jjeo mmoZina ze 4.11. (Pro dlker nerovnosti u¥ijte toho, %e
g Jeo s.v., spojitd.)

(b) Bud £ > 0. Potom rogshcdnkte, tda existuje omezené lsbesgue-
oveky integrovatelnd funkce £ definovend na <0,1> tak, aby

pro libovolnom R-integrovatelnem funkcli g platilo
f 1| i>e

f - -
o g

I4.24l P¥{iklady.

(a) BExistuje funkce f definovand na <0;1> y kterd je B-in-
tegrovatelnd, ale neni baireovakd.

Hdvod, Tuto vlastnost méd nap¥. funkce definovand v 12,15e.

(») Bxistuje (omegend) ldéla polospojité funkoce, kterd neni
R-integrovatelnd na <0,1).

Fdvod, Uvainjte funkei (- ap), kde y Jo Ffakd, usaviend
mnofina kladné miry v <0,1>.

r ' ‘ 8y +...ta,
|4.25 l Cesarova funkce. Poloime ¢ (x) = lim syp —=——-—=-
n-»o® n
. O
2 11% > n 1
x€EB,, Jjeatlike x-[x]-n_l — 3+ kéde a =0 neboc a =

pe
(vyluujeme rozvojs, kterd od jistého mista obsahunji pouze jednil-

ky). PFunkoe & szobrasuje kafdy interval na interval <Q,1>,
Plat{, ¥e & je druhé Baireovy t¥idy a neni prvni t5{ay.

]4.26*' PEikled. BExistuje: funkce, kterd kaidy interval ICE; sobrasuje
na B,. (BExistuje tedy funkce darbouxovskd, kterd neni apojitd '
v 34dném bod¥ .)
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N4dvod, Definuime funkce g, h takto:
Jestli¥e dvojkovy rozvoj &isla x - [x] je
—_ o x Y |
x — [I] - 0’a°aln--nk011...lolln '.1011-..1011||.10h°0b10b2ll"

kde k,m,n,p,q Jsou nezdpornd celd &isla, gq * 2, ay = 0,1,

bJ = 0,1 (4 = 0,1,..,k , § = 0,1,2,...), poloime

&x) -m+n= 0,byb3bg. .0

hix) -p +q= 0,b°h2b4... .

{(vprave je dvojkovy rosveoj). Jestlife x - [x] neni uvedendho
tveru, bud g(x) = h(x) = 0 (pFipomenme, %e p¥i dvojkovém rosvo-
ji uiiviqc stejné konvence, jako v 4.25).

Punkce g a h maj{ periodu jedna a obé zobranudi. kaiZady
interval na B,.

. (Dal8f vlastnosti t&chto funkci jmou studovdny v 11.6a, 23.13Db,
23,26, 23.286, 24.5a & v 24.60.)
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Obmaht

[5.2]

rTENMA S

Body nespojitosti funkse

A. Klasifikace bodd nespojitosti.
B. Oscllace Tunkce.
€. Charakterizace smoZiny bodf nespojitosti.

A. KLASIPIKACE BODU NESPOJITOSTI

Cvifen{. Ukafte na pF¥{kladech, %e existujf redlnd funkce f de-

5.2

finovand v B, takovd, e
(a) £ Jja neapojitd v prdvd jednom bodl,

(b) £ Je nespojitd v nekoneind mnofin¥ a spojitd v nekone¥né
mmoZing,
(e¢) £ Je neapojitd v kaldém hodd¥ 31.

Z td3chto p¥ikladi plyne, fe o poltu bodd nespojitostl funkee ne- -
1ge nic F{ci. Provedme bli¥3{ klasifikeci bodd nespejitomti,

Definice.

5.3

(a) Nechi existuje vliastal 1im f(x) = A a nech{ funkce f neni

x> 8

spoJitd v bodd a (tj. bud a € D{(f) nedo f(a) je rdsné

od A). Pak ¥ikdme, %o bod a je bodem odstranitelné nespoji-
toatl funkce f,

(b) Neexistuje-li vlastni{ 1im f(x), pak ¥fkdme, #o bod a Je
x>a
bodes neodstranitelnd spojitostl funkce f. Rosd¥lme tente

p¥ipad ddle.
(<) Bxistuji-11 vlastnf, ale risné 1im £(x), lim £(x),
. X->8_ x>a,
pak ¥ikdme, %6 bod a je bodem nespojitosti prvého druhu
a hodnotu f(a+) - f(a-) nazjvdme skokem funkce f v bodd
al

(B) Jestli¥e n3kterd s jednostramnych limit bud neexistuje
nebo neni vlaatni, pak ¥ikdme, %0 bod r J& bodem nespo~
Jitostl druhého druhu.

CviSeni. Ukaite na pFikladeoh, fe p¥{pady (a), (b,cc), (b, B)
x pedchos{i definice mchon skutein¥ nastat a ¥e funkce mi¥e mit ta-
kovyeh bodd nekonedn¥ mnoho.
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Vita., Neohl £ 11-——931 a necht M je mno¥ina jejfch bodd

nenpgjitosti prvého druhu, Pak M Je spolstnd.

¥dvod. Osnelme N = {:el; £(x-)< £(x+) } , My = M\, .
Ste¥{ dokdsat, Fe N, Je spofetnd, nebot dlkas pro M, Je
snalogicky. Nechi M) # g. Kaldému xeMy p¥iFadns

r € (£(x-),f(x+)), », raciondlni (pro¥ existuje?). Takto vznik-

14 zobraseni P nemus{ byt prosté. Tato potif se obejde takto:
8ta¥{ dokdsat (pro3?), %e mmofina 99'1({_1'}) .je spoZetnd pro
xafdé raciondlni Zfelo r. Re kaldému ze_y'l(Lr}) nalesndte
Crx >0 tak, f¢ f£(y)> r pro ye (x,x+ cf'x). Pro xl.xzey‘l(r),
x) £ x, Jo (:|:1.::1 + crx)n(xa,xa + cfx) « @, Vybrdnim raciondlniho

3{sla 5 kaldého intervalu (x, x + c’;} doka¥te pot¥ebné tvrzeni.
(Vig té% [ D II], kap. V, § 3, vite 71.)

Vita. Nechi MCE, je spoletné mnoZina. Pak existuje funkce f:

5.6 |

B,—> 191 takovd, %¢ M Je mnofinou prdvE viech 3e;j:_(oh bodd nespo-
Jitosti prvého druhun.

N&vod, Neoht {a ] Jje libovolné uepoFddéni prvkd mmofiny N,

1

Polozte f(x) = == -'é*i .
n

Cvideni. Roshodn¥te, zda vty obdobné pFedchoeim vétdm platf i

5.7

pro pFipady (a), (b, P) definice 5.2.

B, OSCILACE PUNKCE

5.8

Definice. Je-1i redlnd :hmkoo 4 dtfinovani na okolfl bodu x o€y >

poloime Limsup f(x)= J;I.nf sup f(t), Iiminf f(x)= ~Limsup(~f(x)),
X->X, >0 t&@o-df xX->X
oso,(x )= inf suplf(t) - (s, 00 Posledni v vd
¢ xo) Ju t,;fe(xot}xoifd') 2 osledn{ vjrasz se nacy

oscilaci funkce f v bodd Xge

CviZend.

(a} Porovnejte definici Ilimsup f(x) & obvyklou definiof
limsap f(x) ! = X,
XX,

(b) Jaky je vstah mesi °'°r(’o)' Limstip £(x), Liminf £(x)?
x> =%, x> x,
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(a) Je-11 funkce f defincvand na okoli beodm xell. potom f
Je spojitd v bod¥ x, prdvd kdy¥ osa,x = 0.

{d) Je-1f funkce f definovand na okolf bodu x ell. pak ¢

je lpojit‘. v bod¥ x,, prévd kdyf Limeup f(x) = Liminf £(x).
XX, XX,

{a) ¥Yypoltite 080,X pro Dirichletovn a Riemannovu funkei!

I5.9 CviZeni, Neohi f je redlné funkce dofinovanl ns oteviendm in-
tervalu ICE,. Pak plati:

{(a) Pro kaldé € By Je {er; osof(x)':bc_]' oteviend.
(b) Mno¥ina {xe€I; f je mpojitd v bodl x} je typu G4.

5. 10"| Tyrzen{. Necht £ je redlnd funkce definovand na ctev¥iendém in-
tervaln ICE,. Nutnd a postalujici podminka k tomu, aby existo-
vela hustd podmmodina HCI <takovd, ¥e¢ £ Jje -pojitd v kafddm
bodd H Je, aby pro ka¥dd redlnd Eisla a<h a kaldy otev¥eny
interval JCI byla nejvyike jedna s smoi¥in { xe J; £(x)> ],
{xed; f(x)<a) hustd v J,

Hdédvod, Je-1i f nespojitd v kafdém bod¥ intervalw JclI,

‘polodte - €J; Limint f(t)c r<s<Llimeup £(x){ pre r, scR
.' . {x. t2x, 1> x4 8 ’ !
r<we. Pak r,.en lr s ™ J, tedy ox:l.l.tujo JocJ’ tak, ¥e
rcs

ur.ano Je hustd v J, bpro vh?dni r, 8.

C.CHARAX?ERIZACE ENOE INy BOD& NESPOJITOSTI

[
g

5.11| Ovilens. _
(a) Neexistuje redlnd funkce f dJefinovand na R,, kterd je spo-
jitd prdvs ve viech raciondlnick bodech.

Ndvod. PouXijte 4.1(111) a 5.9b.

(b) Existuja redlnd funkce f definovand na B,, kterd je nespo-
Jitd prdvé ve vieocn raciomdlnich bodech,

N ddvod, Uvaiujte Riemannovu funkei.

5.12| Vita. Bud MCE,. Potom existuje funkce f definovamd na ¥,
jeji¥ mnofine bodd spojitosti je rovhna M, prdvd kdyE M je mno-
¥ina typu GJ.

Ndvod. Pro jedmm :anliak’aci poukijte 5.95. Je-11 M typu GJ,

svolte F C ‘1 usav¥end, Hl P, = BN M a poloite:
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f(x) = O pro x€M,
£(x) Je nojmen¥i p¥irozené Ziglo m tekové, Ze xel?, pokud
x#l.

5.13%| Pogmimka. Tvrzen{ odstaved 5.8, 5.9, 5,12 plati i pro libovolny
metricky prostor. Tvrszen{ 5.10 plat{ v libovolném iplném metric-
kém prostoru. Pokuste se o jejich p¥esnou formulaci (nezapomente
na to, ¥e& se té% mini definice osc, atd.!) a o jejich dikas!

]5.14' Definice. Bod x€M mnoZfiny MC B, nasjvéme oboustrannym bodem
kondensace mno¥iny M, jestliZe pro ka3dé <> 0 obsahujf oba in-
tervaly (x ~ (f, x), (x, x +J_) nespcletn¥® mnoho bodl mno¥iny M.

‘ IS.lSl Lemma. Jestlife McCE, Je neapot‘!efnﬁ mnoZina, jsou viechny jeji
body a¥ na spoletn¥ mnoho oboustranné body kondenzace mno¥iny M.

N4vod, P#i¥adte ka¥démn bodu xe€M, ktery neni oboustrannym
boden kondenszace nejvit3i interval a.,by 5 8y xS b, kte-
r¥ obsahuje spofetnd mncho bodd mmoZiny M; skoumejte vlastnosti
tukto vzniklého esystdmu intervald,

5.16} Definice. Nechi je ddna funkce £ :. E,—>B;. Bod nespojitosti
x funkce f nasveme bodem nespojitosti t¥{dy (A), jJestli¥e pro
ka¥dé €> 0 existuje J >0 tak, Ze osc,(y) <& pro viechny
"body & vijimkou spofetn¥ mncha v alespon jednom z intervald
(x - cr, x),(x,x-n-cf).
Bod nespojitosti x funkce £ nazveme bodsm nespojitosti ¢¥idy
(B), jestlile pro kafdé € > 0 existuje J >0 tak, Ze
o-of(y) < £ pro skoro vischna y v n¥kterém rz intervald (x-d,x),
(x,x+).

5.17] Vita. PFunkcs I 1 ll—bkl md spofetn¥® mncho bodd nespojitonti,
prévé kdy¥ ka¥dy jel{ bod nespcjitosti Je bodem nespojitosti t¥Fi-
dy (A).

5.187] Véta. Funkrce f: B—B, mi mnoZinu bedd nespojitosti miry nu-
la, prdvé kdyZ ka¥dy jejf bod nespojitosti je bodem nespojitosti
t¥{dy (B). ‘

|5.19l Disledek, Funkce £ : <a,p—>E, omezend je z t¥{dy R{¢a,b>)
(vis 23.51), prév& kdy? jsou vEechny jeji{ body nespojitosti s t¥i-
dy (B). ‘

5.2077| Problém. Podejte charaxteristiku bodd nespojitoeti m&Ffitelné
funkce koneiné s.v. v E,.
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" BN A 6

Lokdlni extrdmy funkce

Obeah: A, Zdkladni vlastnosti.
B. Charakterizaca mno¥in lokdlnich extrémi.

b

A, ZAKLADNI VLASTNOSTI

e — P ————————T—
e e —S—

6.1| Definice., Definujte lokdln{ extrém funkce f : B,—»B,, defi-
nujte té% lokdlni extrémy funkce f : l-—->31 (lcll) vshledem
k ano%iné M, (Vig t¥eba [ D I], kep. X, § 3.)

6.2 P#{klady. UkaZte, ¥e sxistuje redlnd funkce f definovand
na By takovd, e

(a) £ nemd ¥ddny lokdlni extrém,

(b) * md lokdlni extrém (minimum) v kaZdém bod¥ mnofiny A,
lokdlni maximum v ka¥dém bod% mnoZiny B a nemd lok#lnd
extrém v ¥ddném bod¥ mno¥iny C, pFifem¥ A,B,C jsou neko-
neXné mno¥iny a AUBUC « B, '

(e) £ mé lokdlnf minimum v A, lokdln{ maximum v B, A,B jsou
nekonedné a AUB = B, '

(d) f mi v ka¥ddm bod% lokdln{ minimum.

Z téchto p¥ikladd plyne, ¥e o poftu lokdlnich extrémi nelse nio
¥{ci. VEimndme si proto p¥{ipadu ostrjch lokdlnfoh extrémi.

B. CHARAKTERIZACE MNOJZIN LOKALNICH EXTRAMG
e —————— ———— ]

6.3 Yéta. Nechi ¢ : B,—>E,, A (resp. B) je mmo¥ina vlsch bodd,
ve kteryoch f mf ostré lokdln{ maximum (resp. minimum). Pak
mmo¥iny A, B Jsou spofetnd.

Ndvod. Ke kalddmu oci oniatu;je neN tak, Ze £2(x) < £{o)
pro ka¥dd xe(eo -—-%-. ¢ +-:'T). x # ¢c. Poloime A, -{Oii\!

f(x)< f(e) pro xe(o --11-1-5 ¢+ %J, x # c}. Metodou ddkasu od-

stavoe 5,17 dokalte, %e vEechny mmnoliny A, Jsom spoletné.
Jak lsze ihned x tvrzen{ pro mnofinu A dokdsat tvrzeni pro B?

6.4 Y8ta. Pro kafdé dvé disjunkin{ spocetné mnoZiny A, BCB,
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existuje funkce f : K, —>E, takové, ¥e nabyvd ostréno lokélni-

ho maxima (resp. minima) prdvé v bodech A (resp. B).
Fdvod Necht £ = {_nn}. B = {_bn} (posloupnosti Lan}, {bn}
mohou byt 1 konedné nebo priézdné). Poloite f(a )= 1]:'1’ £(®,)= - % s

f(x) = 0 pro x€AUB,

6.5] Vita, Necht f : E,—>E, je tekové funkce, kterd md v xafdiém
bodd B, lokdln{ minimum. Pak f nabdjvd pouse spoletn¥ mnoha

hodnot.
Ndvod, Poloite A;[xéllg pro ka¥dé te (x - %—. x + %)
plati 2(%) = £(x). Doka¥te, e f(x) = f£(y) pro libovolnd

x,YEA,, |x - J“(i « Z tcho tvrzenf ihned plyne.

Pogndmka, Stejnou metodou jako v 6.5 dokd¥eme, Ie plati takd
ndsledunifocf tvrzeni:

Nechf MCE,, f : N—>K, takové funkce, kterd v kaddém bodé

x& M nebjvd lokdlniho minima vshledem k M. Pak f(M) je spo-
getnd. Pomoc{ tchoto tvrzeni dokakte téZ v¥ium 6.3.

Ndvod, Polo¥te M =B a ukalte, ¥¢ f nadbyvd kaidé hodno-
4y pouse ve spolfetné mnoha bodesh smo¥iny B. '
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?ENM A '7

Derivace funkos

Obsah: A, Jednostranné derivace.
B. Diniho derivace.

C. Derivace funkcs,

A. JEDNOSTRANNE DERIVACE
T r—

7.1 Cvifeni. Necht f Je redlnd funkce na E 1 oznadte
Mo {xEEF; £(x) neexistujo}. Ukakte nn p¥ikladech, ¥e mohou
nastat pi‘ipady:

(a) £ Je spojitd a M jJe jesdnobodovd,
(b) £ Jo spojitd a M Je nekonelnd,

(e) M= By, (I v tomto pF{pad¥ je mo¥no sestrojit f spojitom,
ale konstrukce je neobylejn¥ obti{¥nd - vix A. Besikoviteh,
Bull. Aced. Sci. de Russie 19 (192%), 527-540, &i téma 20,)

Z t8chto p¥{kladl plyne, %¥e ani pro spojitom funkci nelsze nic ¥{-
ci o podtu bodd, kde f;' sxistuje., UvaBujme proto sowleen¥ deri-
vace f;, £ . Ani v tomto p¥ipad¥ nelse nic ¥fcl, (Jak lse dostat
vyaledky anslogické pro £ ?)

I?.i‘ Yita. Bud f funkce definovand na !1 4 osnatme mnolinu
X = (xeBy; existujf £ (x), £(x) a £, (x)ér (x)}.
Pak M Je spoletnd.

HNdvod. _
(a) Osna¥me M, .{xel; £l(0)<f£(x)}a M, = MNK,. Sta¥S
dokdzat, Xe Ia jsou spo¥stnd. Dokakte to napf. o mno-

3ind M, ndnladujicin spisoben. Ka¥dému x€K, pFi¥adte
raciondlni &islo r & (£ (x), ¢ (x)) a oznalte toto sobra-
geni jako . Btaéi dokésat, lo pro kafdé raciondlni &isle
* Je mno¥ine ¥~ {_r} spoletnd. (Srovnejte s metodow dikagu
v odstavei S5.4.) Pro tento (Zel studujte lokdlnf extrémy
funkce g, 1x —> £(x) - rx a pouiijte vitu 6.3.

(b) JeEt3 jiny ndvod, tentokrdte pro mnokinu K,.
Najdite ¥, Jako nnho!o, ddle najd¥te raciondln{ ¥isla

£(y) - £(x)
8.+ t, tak, aby a<s < X <%, < b —,L_,— > ry
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7.3

pro kaidé yé(lx,x) a I )_-xf(x) < r_, pro ka%dé

-ye(x;tx). Z nerovnosti odvodte, Ze ye(ax,tx).

ydx = £(y) - £(x) < rs (y - x). Definujte funkei
‘14:!2—) 33 p¥edpizam 1}-’ (x) = [rx, 8y, tx]' .

K dfkazu spofetnosti etaX{ ukdsat, ¥s ¥ je prosté. Bud tedy
x,yeM,, x £y, ¢(x) =Y (y). Potom (s ,t;) = (ay.ty) a
x,¥ leii v tosto intervalu. Tedy f(y) - f(x)<r, (¥ - x),
fi{x) - f(y) < Ty (x ~y)e Jelikof »_ = Tys plyne odtud. fe

X
0 <0,

Véta. Posledni vétu lre "obrétit'.', tak¥e dostdvdme plné Feleny

7.4

problému. Plat{i toti¥:

: Necht MC El Je spoletnd mno¥ina. Pak existuje funkce f dafi-

novand na 31 takovd, Ee {xekls £ (x), f_:_(x) existujl a
£(x) 4 £(x))= M.

N avod., PFipad M prézdnd nebo koneind je trividlni. Necht
{xn} Je srovndni mmoZiny M v prostou posloupnost. Polozte

| f(xn) = 1l/n, f(x) = 0 pro xe B, M., Ukakte, Ze

£ (x) =-00, £i(x ) =+ 02 a pro x€M bud alespon jedna

Jednostrannd derivace neaxistuje nevo je f(x) = 0.

%

Véta, Z v¥ty v odstavei 7.2 odvodte:

7.5

(a) Necht £ je funkce na intervalu (a,b) a v 34dném bodd inter-
valu (a,b) nemd derivaci. Pak mnofina bodd, ve kterych aleepon
Jedna jednostrennd derivace neexiastuje, je hustd v (a,b) (tj.
v libovolném otevieném podintervalu intervalu (a,b) existuje
alespon jeden takovj bod.

(b) Nechf f1(s,b) > E, Je konvexni na intervalu (s,b).
Pak f existule na (a,b)\ M, kde X Je spoZetnd mnpZina.

N 4dv od., Uvalte, ¥s konvexni funkce mé v kaZdém bod¥ vlastn{
ob3 jednostramné derivece - vig [DII], kap. V, § 11 nebo téi
téma 13.

Probldm. Je mofno tvrzeni 7.4.b obrdtit v tomto sayslu:
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Nechf M je spoZetnd podmmoZina intervalu (A,h) . Pak exiatujo
konvexni funkce na intervalu (a,b), kterd md derivaci prdvE v bo-
dech (a,b)\ M? OdpovZd na tento problém je formulovdna v odetavci
?7.7.
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7.6 Lesma. Nechi f, Jsou spojité funkce ne intervalu (a,b),
fn':_) f na (a,b); necht existuje vlastni derivace sprava

(fn),; (x) pro ka¥dé x&(a,b) a kafdé ne¢ N a nechi (fn);_z’,l
na (a,b). Nechf pro kaZdé ne¥ existuje vlastni derivace £,(x)
pro x€(a,b}\ Ky,» kde K,  Jje konelnd mnofina. Potom sd funkce f
na intervalm (a,b) vlastni derivaci eprave a plati

f;(x) = g(x) = lia (fn); {(x) pro kaidé xe(a,d).
n—eoe

Ovdobnd v&ta plati pro derivaci gleva, Dokafte!
Ndvods Pro x e (a,b) definujte funkce Pp na intervalun

(O,I:-xo) (resp. (0,+09) v p¥ipadd, ¢ b = + o°©) takto:
£ (x, 4B = 2 (x,) '
Pua(m) = ) .

Pomoci Bolzano~-Cauchyovy podminky a 26.8.b dokafte, fe

£(x_ + h) - f£f(x,)
fnﬁ ) ” ©- . Potom ufijte Moore-Osgoodo-

vu vétu,

7.7 P¥iklad.

(a) Bud (a,b) omeseny interval a posloupnost {an} nspofdddn{
dané spoletnéd mno¥iny M. Definujte pro kafdé i€XN funkei
£, taktos -

pro x& (a,ai)

4]
filx '-—){ -1
2 (""1) pro xe(ai..b).

Necht f = 120 f,. Pomcsci 7,6 ukaite, e existuji vlastnf

derivace f , f_ na (a,b) a ukaite, Zs f (x) = £(x),
prévd kdy¥ =x€(a,b) \ M, Zkcnetruovand funkce je navic naskle-
sajic{ a konvexni na {a,b). '

(b) Pokuste se "vylepSit" p¥iklad s (a) tak, aby funkee f byla
navic rostouci.

(e¢) Pokuste se problém vy¥e#it i pro neomeseny interval (a,b)!

B, DIRIHO DERIVACE

7.8 Definice. Bud f rediné funkce definovand ns okoli bodu
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Poloime £(y)

. - f(xn)
D f(xo) = limsup ~x ’
¥y x _+ ¥ o
o
D tx) (y) - £{x)
T(x = liminf
+ ° YK + y = % ’
0
_ 1(y) - £(x)
D f(xo) = limsup _— ’
y>x .~ ¥ o
0
£(y) - t(x,)
D f(x ) = liminft .
- o y-bxo- ¥ - Xo

Sisla D' f£(x), D, f{x.), D~ f(x_ ), D_ f(x,) se nazyvaji derivo-
vand ¥imla funkce f v bod& X4+ Je-11 funkce f definovand na

intervalu (a,b), potom funkce D'f, D f, D°f, D_f (nabjvejief i-
nevlastnich hodnot) nasyvdme Diniho derivacemi funkce £ na inter-
valu (a,b), Konednd bud horni a doln{ derivace definovdna ?ako

| £(y) - ¢t xo)

D f(x ) = min (D+r(z°). D_f(x,)} = ;{:}:z y - xg ,
. _ 7(y) - £(x,)

B f(x ) = max (D f(xo). D"f(x )} = limsup y - xg .

y——)xo

[7.9] cCviZeni. Ukakte, te

(a) Derivace ftxo) exiastuje, prdv¥ kdy% D f(xo) =D t(xo), tJ.
prdvd kdyf s=e v3echna derivovand &isle funkce f v bodd x
rovnaji.

©

(b) Jeou-11 E{sla D _f(x), D*f(xo) kone¥nd, je funkce f spojitd

v bod¥ x, sprava. Obdobnd zleva.

(e) Necht funkce f je lipschitzovskd na intervalu I, Potom
Diniho derivace D f, p*r, D_fr, D'f_ jsou omezené funkce na I,
Pokuste me tuto vdtu “obrdtit"!

(d) Je-1i r nekle-ajici funkce na intervalu I, jsou vEechna deri-
vovand &ismla funkce f v ka¥dém bod¥ intervalu I nesdpornd.
Plati 1 tvrzeni obrdcend - vis 27.1.c, 27.4.a.

(o) VypoltEte Diniho derivace Dirichletovy a Riemannovy funkce!

(£) Vypoiitejte Diniho derivace funkce f:x—» sin 1/x, £(0) = O.
x

(g) Vypoltéte Diniho derivace funkef{ g,h 3z 4.26.
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7.10]  Ysta. Neoht fi(s,b)—>B,. Potom {x&(s,b); D"f(x) <D £(x)}
Je spoletnd., Dokaite!

N 4dvod., Postupujte stejnd jako v odstavoi 7.2.
I'?.ll*‘ Pozndmka. Diniho deriveces lze definovat i pro zobrazeni 31
do libovolného metrického prostoru (2, §). 1p*l £(a) =

- lmsup ‘P(“l’:’:ﬁ“” - sjistite, jeky je vetsh mesi tdmito
X a+d+ -

Diniho derivacemi a Diniho derivacemi definovanymi v 7.8 v p¥ipa-
d¥ P = By, Lee dokdgat nap¥. analogii pFedchoziho tvrzeni.

Literatura k tomuto problému: A,P, Baisnab: On the abmolute Dini
derivatives, Rev. Roum. Math. Pures et Appl. 15 (1970), 1593-1597.

7.12%| vita. Bul f spojitd funkce na E,. Pak M = {x€Ey; D f(x) #

o D_f(x)} Je prvni kategorie v B,.

Ndvod Bud My ={x€B; D f(x)>D £(x)]}, K, = U\X;,
Staf{ dokdzat, %e mnofina M, je prvni kategorie v E,;. PoloZte

< f(y) - £(x)

<
Ak,r,l - {1681; D f(x) S r<e ¥ x

pro kafdé y,

xX<y<x + 1/k:_]'
pro k&N, r,s6R, r<g. Stal{ dokdcat, Ze kn!dé s mnoZin
‘k,r,l Jo Fidkd v X, (pro&?). I p¥edpokladu, ¥e "I:,r,l Je
hustd v n¥jakém intervalu (c,d) vyvodte, 2¢ D f T s na (c,d);

U%itim tvrgeni 27.1.¢ dokaZte, %e fumkce fr(x)} - ax je neklesa-
jiod na intervalu (o,d) a tedy D £ 2 s v kalfdém bod¥ interva-
lu (c,d), coZ je ve sporu s definic{ amofiny ‘k,r,s'

Véta (Saks). Bud f redlnd funkce definovand ne otevieném inter-
velnu I, Bud M = {xG I D+f(:) = ¢ oﬂ_}. Potom 11(1) = 0,

Ndvod, Bul ll;{_i:eI; f(x}< £(y) pro libovolné y, x<y<y +
+ l/n}o 00

Pak M = nL-Jx K,. Tedy stalf dokdzat, ¥e pro kaldf interval
I8y, L(D<1/m platt 1 (MOM N =0,

Zvolme takovy interval J. TFunkoe /N, NJT Je neklesajici a tedy
existuje interval J, M, NJCJ CJ a neklesajici funkce de-
finovand na intervalu Jo.lp(x) = f(x) pro xelnnJ {(vig 16,16),

Bud "1 '{.ero‘ lp nemd v bodd# x koneZnou dorivaci] .
Ay -{xeln'_nJ; existuje d> 0 tak, e (x.x+4.'f)ﬁl'n - ﬂ} .
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Potom A (A)) = 0, A, je spoletnd, a tedy ll{AIUAa) = 0.
Nyni stali dokdeat, ¥e ununn JCA U A,

Pogndmka, P!odohéze;]iv;i v3ta je specidlnim p¥ipadem ndsledujici-

[7.14%]

l'?.l5|

ho tvrzeni (tzv. Denjoy- Young- Sakesova vdta, jej{¥ dikaz se na-
chdt{ nap¥. v knire S. Sake: Theory of the integral, Warszawa -
Lwow, 1937).

Necht f je kone¥nd funkce definovand na intervalu ICE,.
Potom existuje nulovd mno¥ina ACI takovd, Ze pro kaZldy bod
x€INA nastdvi jedna z ndsledujicich mo¥noati:

(1) Bxietuje vlastnf £ (x).

(11) D'#(x) = D_f(x)E€R,, D"f(x) = + 00 , D £(x) = - oo .
(111) D7f(x) = D f(x)€ By, D'f(x) = + o2 , D_f(x) = ~ 0@,
(1v) D'f(x) = D™f(x) = + 00, D f(x) = D_f(x) = - o° .

Nakreslete si, jak vypadaj{ funkce, které v daném bodé eplnuji
nékterou £ mofnosti (1) - (iv)! ZjistEte, které pFipady a v kie-
rych bodech nastdvajf pro Dirichletovm funkei a pro funkce g,h
e 4.26,

¢. DBRIVACE FUNKCE

7.16%

Cvideni. Sestrojte redlnou funkei dsfinovanou na !1, kterd md
vlastni derivaci: .

(a) prdvé ve iipch bodech dané konedné mnofiny,

(b) prdvé ve vBgch bodech néjakd nekoneind apofetné mnoZiny,
(¢) prévE ve viéch bodech dané otevFend smoXiny, '

(d) prdvd ve viech bodech dané uzav¥enéd mnoZiny.

H4dv 0d. Poloite f(x) = [diat (x,l")]2 . D{(x) pro ka¥dé
XE 3-1, kde P Jjeo dand uzavFend mno¥ina a D je Dirichletova
funkce. .

'V&ta, Nechft f je libovolnd funkce definovand na E,. Potom

1014-7781

snofina 1):r = {xEBI; ve kterych existuje vlastni f'('x)_} Je typu
P

N&dvod. Poloite 'xk’rl'ra -{xeBlg s flx+h) - £(x) o,

N 2

pro 0 <\hl<1/k} pro k€N, r,7,&R, 1< ¥, Jo-li

{xn}c-lk,rl,rz, x, —>X, uvafujte pro ka¥dé h, o<\hi<1/k
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Cf(x)+h) - £(x,)

dostatednd velkd ne N tak, Ze plat{ NS Yy TR o X <71,
f(x) - f(x,)
r& — € r,. 2 téchto nerovnosti snadno dokdZete,
n ,
o
- 0O Y,
%e plati Dr m=1 r]Lb,'Jrg €R k=l “Il:,x;1 2Ty "
ry<r,
ra-rfl

7.1?* PFiklad, Necht !‘-‘-l!l "je mnofina typu @J = nulové miry, kterd

je hustd v B,. Pak neexistuje funkce f definovand ne E, tako-
Vd, !0 n ] Df.

¥ 4dvod. PFedpoklddejte, ¥e takovd funkce f existuje. PFedpo-
klddejte ddle, Ze plati: ‘

Pro kaZdé keN a pro kaZdy otevieny interval JCB) exiatuji
Xy1X5€Jd, X ¥ x, tak, %e \f(zl) - f(xz)la, k|xy - xal .

Polo%te Gn,k: = [x}l_:)!é‘leln (xl.xa). Potom Gn,k jsou husté v ll,
111 "12‘<.:_11 ‘

cody t(l Gn’knll,;l @. Spor obdr¥ite tak, Ze dokdietg, ¥e v 2dd-

ném bodd mnoZiny  Dnemile mit funkce f vlastni derivaeci.

n,x Gn,
Tedy existuje kEN a interval JCB, tak, Ze

1£(xy) - f(x )< k lxl - %, pro x,,%, € J. Vidime, Be funkce

f je lipschitzovekd na intervalu J, s tedy f existuje vlaatni

skoro v3ude na J. To je oviem mpor, nebof .11 (Df) = 0.

7.18 Porndmka. 2 p¥edchdzejiciho pFikladu plyne, %¥e tvrzeni 7.16 neni

definitivnf, tj. existuje mnoZina M typu Fg. , pro ktarou
neexistuje funkce f tak, Za Dy = M, ©RKaskytd ae problém charak-
terizace t&ch mnozin M, pro n&% existuje funkce f tek, ¥e D, = M,
Tento problém $e%il Zahorski (Punktmengen in welchen eine mtetige
Funktion nicht differenzierbar ist, Rec. Math., Mat. Sbornik, 9, 51
(1941), 485-510), ktery dokdral ndsledujici vétu:

Bud MCE;. WNutné a posta¥ujicif podminke k tomu, aby existova-
la funkce ¢ definovand na El tak, #e XM = Df je, sby mno¥insa
E;\ M byla sjednocenim mnoZiny typu 64 a mnoZiny typu GJg
miry nula.

Podobny¥ plny vysledak dokdzal Trodika (On sets of pointe whare
the derivative is equal to + c@ or =-o° reapectivaely, Mat.
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7,19%

8bornik, N.S. 43 (85) (1957) 429-450) pro pFfipad nevlastnich de-
rivaci.

Vita. Nechi g Je libovolnd redlnd funkce definovand na B,

kterd mid vBude vlaatni nebo nevlastnf derivaei, Potonm
(a) g Jo spojitd vEude & v¥jimkou spodetné mnoZfiny,
(b) g'e B,(B,).

(Uv3domte si, %e zde pFipou¥time jako funkce prvni Bairéovy t¥{ay
1 funkce nabyvajici nekone&nych hodnot - viz pozndmku 12.20.)

Ndvold.
(a) Je-1li £ nespojitd na neepoletnéd mno¥ind ukalte, ¥e axisinji

%isla r<as tak, ¥e mno¥ina M = .LxeBls Limin? t(y) S r<ss
Tt y—>x

< Limsup g(y)} (osnaZent vis 5.7) je neapoletnd. Je-1li xeM
£>X

oboustranny hromadny bod mnoziny M (tj. pro ka3dé J>0 je
(x,x +)NM A B, (x-S, x)NM 4 § - dokaZte existencil),
ukafte, ¥o f (x) neexistuje.

(b) PouZijte odstavee 12.9 a dokazujte tvrzen{ sporem. Bud P
neprézdnd usav¥end mno¥ina, o< [} takovd, ¥e mmo¥iny
{_xe P £(x) <], {xe?; t°(x)>P} jsou ob¥ husté v F.
Poloite G, = {_J:E F; existuji X11X € (a,b), x—l/n<x1<x<xacx+
1(xy,) - f£(xq)
¥2 =%

> ]3} . Hn = {_xel"; existuil xl.xae(a.b),
¥2 = X1

Jeow oteviené a huatéd v P,

+ 1/n,

x-1/n< XS X<X <X + 1/n, < OC_} a dokafte,

e vEechny mmofiny Gn, Hn

Z Baireovy V‘gty o kategorifch plyne, %e exiatuje
00
"o&'ﬁ Gy ja1 Hye Doka¥te, %e f'(x ) neexistuje. Tim

obdriite spar.

|?.20*a Vita. Necht g je libovolnd funkce majic{ vEude na B, deriva-

I?.le

ci. Potom mno¥ina {_xeslg g (x) =+ oO_} Je typu G a miry
nula.

¥ dv od, Pouiijte pi‘edchq:ajic:‘. vitn, 12.23 & 7.13.

Porndmka. Neohi McC B, Je mnoZina typm GJ a miry nuls. Venikd
otdgka, sda exietuje funkce f dafinovand na 31, kterd mi vinde
na By derivaci tak, Ze M = {xe By £°(x) = +00) , Ohstedné
Fekeni tohoto prodlémm podal V. Jarnik, ktery dokdzal, #e existuje
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funkce g definovand na B, tak, ¥s M = {x€B;; g(x) = + o}
a pro ka¥dé x€E \M mé funkce g kone¥nd viechna derivovand
&isla.

Uplné Felen{ podal Z., Zahoreki, ktery dokésal, ¥e takovd funk-
ce f existuje. :

7.22 Literatura. Zdjemce odkazujems na Zldnek A.M. Brukner - J.L,
- Leonard, Derivatives, [AMM) 73 (1966), 24-56, kde se mchou do¥ist
o dalifch zajimavostech a vysledeich v pFeshledné form¥ a na plvod-
ni{ &ldnek Z. Zahorski, Sur la premiere derivée, Trans. Amer, Math.
Soc. 69 (1950), 1 - S4.
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Obsah:

TR MA 8

Jiné druhy spojitosati

A. Silnd spojitoet.
B, Slabd spojitost.
C. Apreximativni spojitomt.
D. Dal%i spojitosti,

Y prvnim rofniku se definuje pojem spojitosti funkce v bod¥% a pojem
spojitoatl funkce v intervalu. Zopakujte pFisluiné definice. V tomto refe-
rdtu se budeme zabyvat obdobnymi pojmy pFi "trochu pozm¥nEnych" definicich.

8.1

A. SILNA SPOJITOST

" Definice, Necht funkce f je definovina na jistém okoli bodu

x,€5,. HRekneme, 3o f Je siln¥ spojitd v bod¥ x , jestliie plati:

3> OVE >o Vx (x& (x,- J,xo +d) #\f(x)nf(xo)l‘i £).

' Rnknomu, Ee funkce I definovand na otevienédm intervala Jc:ll

Je 8iln¥ mpojitd na J, je-1i silné apojitd v kaZdém bodd interva-
n J. . o

Pozndmka., Uvddomte 81, &im se 1i#{ definice silné epojitosti od ob-

vykld definioce spojitosti.
Definujte obdobnd "silnou spojitost zleva™ a "silnou spojitost

- gprava”,

CvilZeni.

(a) Punkce f Je silnd epojitd v bod¥ x, prdvE kdy¥ je konstantni
v jiatée okolf bodu x

o _
{b) Punkce f je =2iln& spojitd v cteviendm intervalu J, prdvd
kdyZ je v tamto intervalu konstantni.

Joa vid#t, ¥e definice silnd spojitosti, a¥ md dobry smysl, neni
voelku k nidemu. P¥ehosenim dvou kvantifikdtord v definici spojitosti
Jame obdrZeli definici t¥{dy eilnd spojitych funkci, p¥ifem¥ tato
t#ida splyvd s t¥{dou konstantnich funkef{. Pokusime se nyn{ zocbscnit
definici silnd spojitosti na robraseni v metrickych proatorech.
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8.4 CviZ%eni. Budte (P,Q), (q,6) metrické prostory, £:P —=>Q

sobragen{ P do Q. P¥ipomente definici spojitosti gobrazeni ¢

v bod¥ x €P a definici spojitosti f na P. Ddle si uvidomte

ekvivalencl ndpsledujicich podminek:

(1Y t je mpojité na P;

(i1) 1 ( G) jeo oteviend mmo¥ina v P pro kafdou otevienoun
mnoiinu G v (Q,5);

(111) FcQ ucavFend =>f"1 (F) usaviend v (2, );

(iv) £ (AYC £(A) pro ka¥dou mmoZinu ACP,

8.5 Definice. Necht f je zobrazeni (P, ) do (Q,6). Rekneme,
%o zobrageni f je milnd spojité, jestliZe £(X)C £{(A) pro kai-
dou mnofinu ACPF,

8.6 Cvideni. UkaXte, %e kaZdé silnd spojité zobrazeni je spojité a
segtrojte pFiklad spojitého zobrageni, které neni siln& spojité,

8.7 Cvideni. Doka¥te ekvivalenci ndsledujicich virokd:

(1) szobrazeni f Je =ilnd spojité;
(1) £{R) = £(A) pro. kafdou mno¥inu AC P;

(111) £{A")C £(A) pro ka¥dou mno¥inu AC P (A  snemend derivaoi
mno¥iny A, tj. mno¥inu vEsch hromadnych bodd smodiny A);

(iv) =1 (®) Je ugav¥end mno3ina pro libovolrnow mnefine BCQ;
{v) i (B) je ctevFend mno¥ina pro libovolnou mmo¥inu BC Q

{vi) £l (B} Je obojetnd (t). zéroven oteviend i usavFend) mno-
#ins pro libovolnou mno¥inu BC Q.

8.8 Cvi&eni.

(a) Bud f:(P,©)->(Q,5) siln¥ spojité sobrasenf, bud ACP
neprdzdnd souvisld mnoZina. Potom f(A) je jednobodovd zmno-
¥ina.

(b) Uka%te na p¥Fiklad¥, Ze zobragen{ f nemusi bjt siln¥ spoji-
té, zobrexuje-1i ka%dou souvimlon mno¥inu na jedrobodovou mno-
Einu.

(¢) Bud (P,P) 1lokdlnd souvisly metrickj prostor (p¥ipomente
definioci); nechi zobragen{ £ pFevddi kafdou souvislon
neprdrdnou podmnofinu prostoru P na jednobodovou mno¥inm,
Potom T je miln#é spojité.
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8.9 Problém. Charakterizujte viechna eilnd epojitd zobrazeni
ve sayslu definice 8.5 intervalu JCE, do Bl. Porovnejte také
s definiei = 8.1,

B. BLABL SPOJITOST

8.10| Definice. Rekneme, %o f:E —> B, Je slabl spojitd, jeatli¥e mno-
fina bodd neepojitosti funkce f md miru nula.

8.11| CviZen{. Ukaite, ¥e ndsledujici podminky jeou skvivalentni:
(1) £ Je slabd spojitd;

(11) Jje-11i GCE, oteviend mo¥ina, potom existuji mnofiny H,A,
kde H Jo oteviend a A nulovd, a plati t'l(G) « HUA;

(11i) je-11 PCE, usaviend mnoZina, potom existuje uzaviend mno-
$ine T a nulovd mnoZina B tak, ¥%e 1’"1(?) = T\B,

8.12| Problémy. VySstFujte dall{ vlastnosti slab¥ spojitjoch funkei.
Je nap¥. soulet slab¥ spojitjch funkci slab¥ spojitd funkce?
Podobnd pro soudin &1 skldddni takovych funkci. MiZete také gkou-
mat integrovatelnost, m¥¥itelnost apod.

8,13| Cvileni. UkaZte, Xe neplati ndsledujici tvrezeni:

Jsou-1f f.,g slab¥ spojitd funkce, potom je g =mlabd apojitd
funkce.

Névod Bul g Riemannova funkce a f nechi je charakteris-
tickd funkce mmo¥iny { 1/n}.

8.14] Cvifenf{. Je-11i ¢ npo:ji'ti, g slab® spojitd, potom je fxg
slabd spojitd funkce.

8.15| Cvi¥eni. Necht f a g Jjsou slab¥ spojité funkce a pFedpoklé-
dejme, ¥e funkce g mi ndqludu;]ici vlastnoat:

11(4) > 0 =DM (g(A)) > 0.
Potom je funkce X g elab¥d =pojitd.

0. APROXIMATIVNI SPOJITOST

8.16| Definice. Nechi MCBE, je lebesgueoveky méFitelnd mnokina a
necht x,&B). Jeatlile existuje

¢
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Jy (¥N< x -h,x +h>] . b sy,

11
() 1 _:0+ 1,

¥ekneme, %e hustota mnoziny M v bod% =x_. Jje rovea D(l,xo).

-]
Je-11 D(l,xa) = 1, ¥{kdme, %0 bod x_ Jje bodem huetoty smo¥i-

ny M.

@

Poznimky.

8.18

{(a) Z%eim& 0 £ D (‘-.Io) € 1. Limita v (%) nemmsi vidy
existovat -~ sestrojte p¥iklad!

(b) Bod x, oviem nepus{ lefet v M; Jestli¥e viak x, Je

vait¥nim bodem mno¥iny M, je bod X, bodem hustoty mpnokiny M.

(o) Je-11 x_ bodem hustoty mmofiny M & Q = B, \ M, potem
D(Q.xo) = 0, Nikdy se také ¥ikd, e bod x_. Je bodam ¥{dkoati
mnoZiny Q. ’

CviZeni, Nechi Mc E, Je lebesgueoveky m¥¥itelnd mnokina, necht

8.19

x,€ !1. FPotom L Je bvodem hustoty mnofiny M, prdvd kdyd

A;[Hn(x_,x_+h
lim —L[ xg s
h>0

(gde klademe (a,b) = ‘(b,a) pro b < a).

8.20

Lebesguneove véta o hustotd. Nachi M je lebesgueoveky m¥¥itelnd
mnoiina v 1!1. Potom skoro viiechny body mneofiny M Jscu body '
hustoty mnoZfiny M. Specidln&: Je-11i .Zl(l) > 0, potom existu-
Je xnel tak, Ze¢ D (I,xo) = 1, : :

X4dvod, Bod x Jje bodea hustoty mnoiiny M, prévE kdy¥ neurdi-
ty Lsbesguedv integrdl oharakteristickd funkce mnofiny M mé v bo-
48 x derivaci rovnou jednsd,

CviZeni. Necht M je mno¥ina kone3né miry. Definujme funkci

9‘! P X l——)/-ll[lf'l {(=00,x>], xe k.

Potom plati:

{a) Punkce o« y Je abeoclutnk spojitd na keidém usaviendém interva-
la JC 31 a OCI je neklesajici na B,.

(b) Je-11 A;(M) > 0, nent ofy ani konvexn{ ani konkdvn{ na E,.

(¢} Bod x,EB; Jje bodem hustoty mnoZiny M tshdy a jen tehdy,
”
kdyk Cﬁn(xo) = 1.
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|8.21| Definice. Necht x,68 a nechf funkce f Jje definovand na
okoll bodu Xge Rekneme, %o funkce f je aproximativn¥ spojitd
v bodd x,, Jestliie existuje mno¥ina MCE; tak, ZXe D(M,x )} =1

a 1im f(x) - f(!o)-
x-)-xo
+ xal

Hekneme, %3¢ f Jje aproximativn¥ spojitd na intervalu (a,b),
jea-11 £ aproximativn¥ apojitd v ka¥dém bod# tohoto intervalu,

Ia.za*?‘ Vita (Denjoy). Necht f je skoro viude konednd funkce na inter-
valu < a,b>. Potom je f mEFitelnd tehdy a jen tehdy, kdyf je
aproximativn apojitdé ve skoro viech bodech intervalu < a,b>,

Ndvod, Je-li ¢ l&iittelni a € >0, exietuje podle Luzino-
vy v34y spojitd funkce g na intervalu < a,b> tak, ¥e mnofina
Ag = {x€e<a,b> ; f(x) = g(x)} m& miru vétE{ nef b - a- E.
Pro viechna x,EAcN<a,b> , kterd jsou body huatoty této mnoZi-
ny, je f aproximativn¥ spojitd v X, (ze mnoZinu M g definice
lze vxit Ag). Odtud plyne, %e mnoZina 2 v3ech x€ <a,b> ,

v niochf je f aproximativn¥ spojitd, je mEFitelnd a .,11(3) = b-a,

Jeatlife f Jje aproximativn& spojitd a,v. v <a,b>, je f
m¥¥itelnd. Stedf vydet¥it piipad, ¥Ye¢ f je omezend. (Jinak bychom

peali f =1limf , kde f « min (max (f,~n),n)).) Necht
nreo

K€E, a |fl< K na intervalu <sa,b>. Necht J Je systém viech
funkel ¢ ns < a,b> takovych, e ¢ (a) = O, f’(x) 2 (fr(x) s,v.,
ig(x) -~ Nl < Kl x =~ 3] pro vSechna x,yc< a,b> .

PoloZte P 3 xl———)s?i‘nf ¢ (x) a dokafte, Ze F Jje lipmchitsovekd

na <a,b> , Potom uka¥te, Ye P = £ na mnoZini bodd aproximativ-
ni spojitosti funkce .

8.23| PFiklady

(a) Funkce spojitd v bod¥ x je aproximativnd epojitd v tomto
bod;. ‘ ‘

(b)* Necht f je nespojité Fedenf{ rovnice f£(x+y) = £{x)+1(y)
(viz 18,11). Potom f nen{ aproximativn# spojitd v Zddném
bod¥ 31-

¥dvod, Kiyby £ byla a}iroxinativné spojitd v nEjakém
bod¥ s byla by omezend na jisté mnozin¥ kladné miry. Nyni
u¥ijte 18,22, '

(¢) Nech¥ gix —» sin (1/x), x40, g(0) = 0. Potom g nend
 aproximativn¥ spojitd v bod¥ nula.
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8,24/ Cvideni. Oznaime K syatdm v3ech mZFitelnfch mno¥in MC 31
takovych, #e ka#dy bod x& ¥ je bodem hustoty mno%iny M.
Nech t je konednd funkce na Ey. Potom je f aproximativnd
spojitd, prdvi kdy¥ pro ka¥dé aa& B, platd

[xe'El; f(x)> a}s.ﬂf, {x€31; £(x) 43}61&.

IB.ESI Cvidant.

(a) VyKet¥ete mnozinové vlastnosti systému .ﬂ: (uzav¥encst na
jednotlivé operace). '

(b) Necht o&B, a f,g Jjsou funkce aproximativn¥ apojité
na B;.  Potom jsou funkce f+g, of, fg aproximativn# spoji-
té na B,. '

(¢) Roghodnite, zda limita stejnomérné konvergentni posloupnosti
.aproximativnZ spojityoch funkei na ( a,b ) je aproximativné
epojitd funkce.

8,26] Tvrzeni. Kaidd omezend aproximativn® spojitd funkce md primitivni
funkci.

N4dvod. UkaZfte, Ze takovd funkce je viude rovna derivaci svého
neur&itého Lebeagueova integrdlu.

8.27| P#iklad. Punkce g £ 8.2%c) mé primitivni funkei, ale neni apro-
ximativn& spojitd, '

B8.28| ©Pozndmky, % 8.26 plyne, %e kxa¥dd omezend aproximsativnZ spojitd
funkce f Je prvni Baireovy t¥{dy. Toto tvrseni platf i pro neome-
gené aproximativné spojité funkce - lxe nap¥. u¥it 12.9.
Spacidlné Jesou tedy mno¥iny {_xe B3 f(x) > n_} ’
{_xEBlg £(x) <a} typu Fg- pro kaidd a€E,.

Osnaen{, Jsou-11 K,PCE, ms¥itelné mno¥iny, pilme PC- X,
je-11 PCPE a kafdy bod mno¥iny P je bodem hustoty mno¥iny B,

Lemms ., Kechi EC B, Je nEfitelnd mno#ina, P C B ugav¥iend mno-
¥ina. Potom existuje usav¥end mnoiina HcEl tak, e PCHCE,

Ndvod, Necht P& 0 a nechi {(nn.bn)} je posloupnost

v3ech stydnych intervall mnoZiny P. Oznaime &, = 8,, pokud

a &€F, &, =b, -1, pokud a = - o0o; P = b, pokud

n n
bne 31' ﬂn =-a, + 1, pokud by, =+ ©° . Pro ga!di ne¥
poloime cg - -é- (o(n + ﬂn) & indukofl definujeme o; pro k>0
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_ ) ) "
tak, aby of e (et , B) a K -ofla (B, -eD".
Ddle defintujeme indukci °§ pro k < 0 tak, aby

c:e (&g, a:"'l) a c:ﬂ - og - “’: - cfn)a. Necht T je

mnofina v3ech bodd mno¥iny ¥, které jsou jejimi body huatoty.

k - % k! k+l
Zvolme HnCEn(cn » Oy )

;[1 ([En(u:. c§+1)] \ H:)S o-8 = |k (°:+1 - '°§>‘

Pak stadi polo¥it H = P u U nE |
: k,n B

unzav¥fenou tak, eby

8,37 ®vrgeni. Nechi Eef a nechi B je typu PEs. Pak existuje
aproximativnd apojitd funkce ) 4 definovand na K; tak, Ze

P(x) =0 pro x¢B a 0<p(x) € 1 pro xeB.
oD

Fdvod, Nechi By g, B = }31 F,» P, usavFené a neprdsdnd, .

Poloime Hl =F a indukof definujme usav¥iend mnoiiny Hn ‘talk,

sby. o1 Fku Hn—lc" HnC: B. Dtl;le definujeme mnoZiny Hr pro

viechna ¥fala tvaru p/2%, q = 0,1,2,..., p = 29, 2%41, 2%2,...

(indukef podle q ; pro q = O Jsou jiZ definovény). Je-1li

r = (2p+1)/29+1, volime H_ usavFenou tak, aby

r .
H,-CH, GH,»-, kde r’ = p/2% a 7" = (p+1) / 29. Polokme
| 0 pro x¢E,
Prxe>y o
1 pro x&B,

inf{r; x€H,}
Snadno se dokde, fe b mé poladované vlastnoeti.
P¥edchos{ tvrseni spolu s odsfavoem B.26 ddvd moZnost kon-

strukce takovych funkei, které maji malou mnoZinu bodd spojitosti
a maj{ primitivni funkci na B,.

|B.32*i Tvrgen{. Bxistuje omesend funkce ¢ na B, majfc{ primitivni
funkei takovd, e mnoZina bodl spojitomti funkows yD md miru
nula.

Ndvod, Nechi {rn} Jje poeloupnost vEech prvkd mnofiny R.
o0 a0

Polofte G, = &:11 (ry - 1/E2%, =, + 2/k2™ , 6= (Y a ,

B a Bl\ G. Potom lsﬂ a B je typu F5 . Funkce sesirojend
podle 8.31 mé po¥adované vlastnosti.
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[8.33"

Tyrsen{. Existuje spojitd a nikde monotonni (tj. kterd neni

[6.34%]

monotonn{ na ¥4dném intervalu) funkce na B,, kterd mi na B,
cmerenou derivaci,

Nédvod, Necht A je mno¥ina definovand v 4.11. Necht

1'1 (resp. 1’2) Je mnoZina vZech bodd mmo¥iny A (resp. E;N A)
kteréd jaou body hustoty této nng!iny. Necht AC Ti Jjeou mno-
3iny type PG takové, %e Jll(Ai\ Aj) = 0 (4 = 1,2).

Nyni stali seatrojit funkcae PP & mno¥indm 4,,4; podle
tvrzeni 8.31., Primitivni funkce k ) o W Po nd poZadovené
vlastnoati. :

Tvrzenf. Bud F neprdzdnéd ¥{dkd usaviend sno¥ins kladné mfry.

8,35

Pak existuje nekonstantni neklesajici funkce ¢ majici omexe-
nou derivaci na B, takovd, Ze 39 Je konstantnd na kakdénm
etyéném intervalu mnoZiny P.

Ndv od. Nalezndte mnofinu EBECP, Eeﬂ y B je typn PG,
tek, aby A, (PF\E) = 0. Pak sta¥f volit @ Jeko primitivnf
funkci k funkci mestrojené podle 8,31,

cv;Eeni.

(a) Punkce 50 £z 8.32 nemd Riemannlv integrdl na Zddném omexe-
ném intervalu J<C B;, pFifem} mi Newtoniv integrdl na J,
Podobnou vlastnost mé derivace funkce z 8.33,

(b) Je-14 § primitivni funkce k funkoi ¢ = 8,32, pak obl
moZiny {xe B3 é'(x) > 0} a .{xe Bys i'(x) - 0)
jaou huatéd v B,. Stejnou 'vlaatnqnt mé inversn{ funkoe

¢ 4.19a. (Funkce, kiteré maji na E, vlaatni derivdéi a
uvedend mno¥iny jeou huaté v E,, ne nagyvaji Pompeinovy
funkce.)

(e) Punkce sestrojend v 8,32 md ndsledujfci viastnost:
Mno¥iny {x€'Bj; £'(x) >0}, {xeB; flx) = 0},
{xe El; ix)< 0_} jaou hustd v El.

D. DALBI SPOJITOSTI

Symetrickd spojitost. Tomnto dileZitémm pojmu a jeho sdkladnim

vlastnostem je vénovdno tdma 9.

Dal%{ definice. Zkoumejte jeaiZtd tyto pojmy "spojitosti”, u nichi

poddvdme pouse definice.
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(a) Punkce f Jje kvasimpojitd v bod¥ x, jestli¥e ke kafdému
ckolf U(x) bodu x a kaZdému okolf V(f£(x)) Dbdodu f(x)
existuje otev¥end neprdednd mno%fina @ 4 GcU(x) tak, Ze
£(G)c V{£(x)).

(b) Punkce f Je "cliquish™ (Z¥esky termin?) v bod® x, jest-
life ke kaZddam £ > O & kaldému okoll U(x) existuje
oteviend nepridsdnd mmo¥ina € £ GcU(x) tak, Ze

-‘g')(f(n),f(v) Y=< & pro ka¥dé u,vEG.
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r8MA 9

Symetrickd spojitost a derivace

Obaah: A. Symetrickd spojitost.
B, Symetrickd derivace. ‘ '

C. Druhd Schwarzova derivace,

Prvni dva oddily tohoto tématu waji problémovy charakter. Jsou defi-
novdny nové pojmy - obdobné pojmim spojitosti a derivace a zkoumi se,
které zndmé vlaetnosti z "klasické" analyey se pFend¥ejf i na tyto pojmy.
V tdto souvislosti Je moinéd ai kldst 1 Fadu daldich otdzek; toto p¥eneché-
vdme iniciativé EtendFe,

A. SYMBTRICKA SPOJITOST

.
9.1f Definice. Necht funkce f je definovéna na okolf bodu x,€ E,.
Rekneme, %s f je symetricky spojitd v Xos JestliZe

%E:o[f(xo +h) - f(x, - b ]

Rekneme, %e funkce f je symetricky spojitd v intervalu (a,b),
Jestli%e Jo aymetricky spojitd v kaZdém bod¥ intervalu (a,b).

Rekneme, %e funkce £ je symetricky spojitd v uzavieném interva-
lu <A,B> , jestli¥e je symetricky spojitd v (A,B) a upo;jiti
zleva (resp. zprava) v bodd B (resp. A).

9,2 Cvifeni. YV dal¥im zkoumejte, gda plati ndeledujici implikace
(v&tiinow platnéd pro oby&ejnou apojitost); v pFipadd, 3e ndkteréd
tvreeni neplatf, uvedte protip¥iklad a pokuste se nalézt nutné
&1 postefujici podminky pro platnost takového tvrzeni:

(a) £ sapojitd v X, =p» I eymeiricky spojitd v X0

(b) £ symetricky spojitd v X =3 £ spojitd v Xq0

(e) £, g s=ymetricky spojité v Xg =2 XT + (3;, max{f,g),
. f.g symetricky spojité v X

(4) symetrickd spojitost alo!sné funkce - p¥{eluknd tvrzeni formu-
lujte, ‘

(&) f, symetrioky spojité (reap, spojité) v x

aymetrioky spojitd v x

ot In> T =>¢
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(£) £, symetricky spojité v (a,b), fnﬁ T v (a,b) ==f

eymetricky spojitd v (a,b), .
(g) t aymetricky spojitd v ca,bd=—>f omegend v <e,b>,

(h) £ symetrioky spojitd (a omesend) v < a,b)=> £ nabjvd
maxima v <a,b> , '

(1) £ eymetricky spojitd v (a,b)=> f darbouxcovaskd v (a,b),

(3) £ aymetrioky spojitd v O, f vyhovuje funkciondlni rovni-
el P(x+y) = P(x)+F(y) => £ linedrni na B, {srovnej té-
[ 18)- *

Pyreani. Hecht ¢ Jje symetricky spojitd funkce na otevieném
intervalu IC '1' Potom exisiujle hustd podmnolina intervalu I
tak, Yo f Je spojitd v kakdém jJejim bod¥,

Ndvod. Pfedpoklidedte, e £ Je nespojitd v kakddm bod¥
n¥jakého oteviendho intervalu JC I, Pak existule ctevieny in-

terval Joc:J a redlnd &ismla ri< r, tak, f8 mno¥iny

{xSJG; £2(x) > ra}, {xe I fix) < rl} json husté v intervelun
J° (sxrovnej 12.9). Pro kaldé xeJ, zvolme takové ffxl" 0,
.aby pro xa¥dé h, 0< h < (j; bylo \f(x+h) - f(x-h)i< %(x-g-rl).
Z Bairecvy vity dokdZete existencl otev¥endho intervalu

J;€Jd, @ E€>0 takovych, e mnoiina {xe Iy cfx:- E}

jJo hustd v J,. Zvolte ‘71’ uve.‘.rl, x <u<v, ¥ - x,< £,
(v} > T {w) < ry. Pololte £ = %’- (u+v), a, = x, + é (v - w)

a svolte s, tak, aby l'l - % (x+s)| < -%'- J’o' J,'l > £ .
Ddle poloite u’ = 2 8 ~ W, v =2 5 ~v, 4= 2 ., - w’.
Pak plati: |f(w) - £(v)| < l£(w) - £ + {£(u?) - 2up] +

+ 12y - o))+ L2(vT) - 2w

vyrasy na pravé strand odhadn¥te postupni ze eymetrickd spojitosti
¥ bodech 01y B, X 8. .

9.4 Lesma. Nech¥ f je onuéni symetriocky spojitd funkce na otevie—
ném intervaln IC E;. Potom funkce osc, (vig 5.7) je symetrie-
ky spojitd na I. DokaEse!

Véta, Necht f jJe symetrioky spojitd funkce na otev¥eném interva-
1w IC ll' Potor f Je skoro viude epojitd v I (vis D. Preiss,
Sas. pist. -mat. 1971).

1014-TT81
- 78 ~



9.6

N4dv od. Lse pfedpoklddat, ¥s f Jjeo omezend., Podle 9.4 je
funkce osc, symetricky spojitd na I a Je m¥¥itelnd (viz 10.4.0b).
Podle 9.3 jJe oacf(x} = 0 pro ka%dd x =z huatéd podmnoiiny in-
tervalu I. PFedpoklddejte, %e exiamtuje £> 0, Ze

Ay {xe1; oscy(x) > €]>0. Zvolts PcI usavenou tak, aby
pro ka¥dy otev¥eny interval JcI byle JA,(JOP) >0 a
osc,(x) > € pro ka%dé xeP. Podobnd jako v dikaza 9.3
uka¥te, %e existuje otevieny interval JclI =a n> ¢ tak, Ze
P,=JdnP¥ g & {XCPO; pro ka¥dé h, 0< h <7, platd
|oncf(x + h) - osog(x - n| < 4} Je huetd v P,

Jo-1i nyni x € P, bod hustoty mnoiiny P, (viz 8.16), ve& I,

x, < v, oacf(v) =0, ¥ dontatééné hlizko k x existuje

o'

uEPo, x <u<vy tak, Ze i (x°+ (n+v))€1’ . Ddle postupuj-

te obdobné jakeo v dilkaxze 9.3.

Cvieni. Omezend symetricky epojitd funkce na <a,b> je

9.7

rismannovaky integrovatelni.
Hdvod UZijte minuléd vity.

P¥iklad, Bxistuje symetricky spojitd funkce na By, kterd je

nespojitéd v nespoetnd mnoha bodesch,

Ndvod. Z2volte ane-' 0, = 1 +tak, aby
o0

8o
h(x) = n-zo lancoa nx| bylo konelné v nespofetnd mncha bodech,
ale aby h(x) = 4+ 00 a.v, Pak atadf{ polo¥it f(x) = O, poknd
h(x) = + 0 , f(x) = 1/Ah(x)), pokud h(x) < + oo,

(Cisla o
na neapofetnéd mnofin¥d. P#i dikazu, fe hi(x) = + oo s.v. ufijte
vétu 3 22.11.)

volte tak, aby Zlanl =+ o0 a h(x) < oo

Problém. Podle 9.5 je ka¥déd symetrioky spojitd funkce mEFitelnd.
Neni vZak dosud zndmo, sda ka¥dd symetricky spojitd funkce jJe
baireovakd, &1 snad nemusi byt dokonce funkei prvai Baireovy t¥#idy.

9.9 CviZ¥eni. Pro libovolnow funkei £ na intsrvalu (a,b) oznaime
Cp = {xe(a,h); t je epojitd v x },
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c; = {xg(a,b); f Jje symetricky spojitd v x}.

Z cdatavecs 5.9.b je zndmo, %Ze mno¥ina cr je vidy mno¥ina typu

Gd . . '

(a) Uxa¥te na pfikladd, ¥e toto tvrzeni nemusi platit pro mmo¥i-
nu O;.

(h)* Existuje funkce f takovd, ¥e C; nen{ lebesgueovaky m&¥i- .
telnd, '

"N 4&vod. Necht H je Hamelova bdge (viz 18B.9 ¥i 18,D),
nechi xle H, Pro x = Z'xixi polo¥te f(x) = 051.

(6)* Je-11 ¢ lebesgueovsky mé¥itelnd, potom j® mnoZina c;
lebesgueovaky m¥¥itelnd, ale nemusi byt borelovskd,

0 tZchto problémech se lze dodist v &ldnku: S.P. Ponomarev: Mat,
gamdtki 1 (1967), 385-390.

B, SYMBTPRICEKA DERIVACE

9.10| Definice. Necht f je definovdna na (a,b), bud x & (a,b).
Definujems
x = »
°. " nyo Zh

oxintujo-li llillita vpravo byt nevlastni, Si{mlo f(')(zo) nasy-

véme symetrickow derivaci fudkce f v bod¥ x,.

9.11| CviZeni. Zkoumejte ndeledujici implikace (v (d) a (e) p¥islud-
" né tveseni formulujte):

- (a) t'(:o)‘ existuje => f(')(::o) existuje,
(b) !‘(')(xo) existuje = f'(xn) existuje,

(e) f(’)xn exietulje —=> £ Jjs aymetricky spojitd

(spojitd) v bodd t S

(4) symetrickd derivasce soultu, soufinu, ndeobku a slofené funkce,

(o) nmd funkca f(') Darbouxovu vlastnost? (Porovnejte s tématem
11, odstavec 11.3.)

(£f) t 1libovolnd spojité, symetricky apojitd na (a,b), f(')
existuje vliastni na (a,b) = 8) spojitd na (a,b} (resp.
eymetricky spojitd, resp. prval Baireovy t¥{idy - porovnejte
s 12.2) : '
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9. 12 c'iéanio

(a) VyZetfete, zda plati Rolleova vita formulovand pro symetric-
kou derivaci a symetrickou apojitost. {(Viz také téma 26.C.)

(b) Nechi £(®)(x) = 0 pro viechna x&(a,b). Je potom f
konstantni v (a,b})? Co kdy% navic ja3td p¥ldéme p¥edpoklad
symetrické spojitosti (resp. epojitosti) funkce f na (a,b)?

9.13*P*Pozninkx. Lge dokdzst pdiledujici tvrzeni; jejich ddkasy jsou
viak obtiZné,

(a) Nechi r(" sxistuje =koro viude na intervalu {a,b). Potom
?° existuje skoro v3ude na (a,b),

{(b) Necht f Je spojitd na (a,b) a necht eximtuje viastni
f(s) na {(a,b). Potom nnqiina bodd, kde neexistuje f°,
je prvni kategorie v (a,b).

(¢) Obecndji: Necht f je apojitd na (a.b). Potom £~ existu~
: je viude tam, kde existuje 5), g vyjimkou snad mnoZiny
prvni kategorie v (a,b).

O nikterych ¢ tichto problémi se lze doZist nap¥. v ¥ldneich
C.EB. aull: [AMM], 74 (1967), 70B-711,
S.N. Mukhopadhyey: [ AMM], 74 (1967), 542-545,

|9.14| Problém. Lre dokdzat ndsledujfci vitu (vie 26.14.b):
Necht £ Je epojitd na (a,b) a nechl f(') =0 na (a,b).
Potom je f konetantni v intervalu (a,b).
Na zdkledd® této vdty formulujeme ndsledujici problém,

(a) Budte P,f definovdny na intervalu (a,b). Rekneme, %e
P Jje symetrickd primitivni funkce % funkei f na interva-
lu (a,b), jestliZe

(;) F je spojitd na (e,b),
(11) r(’) = £ na (a,b).
(b) Hekneme, %e¢ f£& 9N (a,b), jestli¥e

(1) k funkei £ existuje na intervalu (a,b) symetrickd
primitival funkce P, :

(11) existuji vlastni limity 1im P(x), 1lim P(x).
, x-» a+ x> b~

(e) Pro f&SN (a,b) definujeme (P je symetrickd primitiwvni

funkce k )

b def.
(SK) j £f = lim F(x) - lim B(x)
A x - b- x-» a8+

{(tev, symetricky l-iﬁtqgrdl)

27566 P6
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(d) Nesgdviei definice tohoto integrdlun na volbd ¥?
(¢} Zkoumejte vlastnosati systému SN {(a,b)!
() Vyliet¥ete vstah systémd SN (a,b) a N (a,b)!

(g) Pokuste se vybudovat (pokud to md smysl), celom teorii
SK-integrdlu,

|9.15*| Ulcha, Metodou kategorifi (vis téma 20) doka¥te, %e existuje
gpojitd funkce na intervalu <0,1> nemajici v ¥ddném bod¥ (0,1)
symetrickou derivaci,

¢. DRUHA SCHWARZOVA DERIVACE
o r————t e e —— e}

V tomto oddilu budeme gkoumat tzv, druhou Schwarsova derivaci
a jejf vstah k oby¥ejné druhé derivaci funkce. Ddle jsou formule-
vény pomoof tohoto pojmu poetadujiec{ podminky k¥ tomu, aby funkce
byla linedrni nebo konvexni na intervalu. Zdvirem (Vallé-Poussi-
nova vdta) je ¥e¥en vrtah mepi "primitivn{ funkol{ definovanou po-
moci druhdé Schwarsovy derivace" a obySejnou primitiva{ funkci.
Vysledkd tohoto oddilu lee wZit pFfi studiu nékterych otdezek souvi-
sejicioh s trigonometrickymi Fadami (vipx téma 22).

9.16] Definice. Xech} funkce f Je definovdna na okol{ bodu x E, s
necht existuje
f (x+h) - 2£(x) + f{x - h)
lim ‘é -
h->0 h

*
A€ 31-

Potom &Simlo A nasvems druvhou Schwarzovou derivaci funkce
v bod¥ x; piienme f(")(x) = A,

Pyrzeni. Jegtli¥se f md v bodd x druhor derivaci, potom exia-
tuge  £0"(x) a plats rr(x) - 20 (x), /
¥dvod. Polofte f(h) = f(x + h) + f{x - h) =& uZfijte vidtn
o ‘st¥edni hodnotd.

I9.18| Ovi¥eni. Sestrojte funkei f definovanou ne By, pro nif existu-
joe £'"7(0) & neexistuje 2£"(0).

Nd4dvo0d. Polo#te
x
f:x — f t ain (1/¢) dt, x€B,.
[+

Vita (Sohwarg). Bud P funkce spojitd na <a,b> a nechi
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" .
pro viechna x& (a,b) plati r( )(x) = 0, Potom je P 1linedr-
ni na intervalu <a,b>.

MNdivod. 2Zvolte g > O a poloZte pre  7-3

xRk - [Ke) » ZEL-F) ()], € (x - )x - v).

Je @(a) = #(b) = 0 =apro =x€&(a,d) jo y(")(x) = 2£ (prol?).

Bud 4 = max é‘(x). Xdyby a4 > O, f(xo) = 4, bylc by podle de-
x €m, b

finice #"(x ) S 0, - Tedy

(2 PE o

Podobné pro funkei '~P :

s x > -[r(x) -[ra) + L(%l;'—."'-'(—"- (x - u)]] + & (x-a)(x-b)

doksfte W= 0. Odtud a & (f) je

|2(x) -[#a) + HRL-H® (x _ 5)]] Sglx-a¥x-w].

Odtud tvrseni snadno plyne.

Y8%a. Nechi XcC(a,b) je konefné mmnofina. Bud P spojitd
' funkce na intervalu <a,b> a nechi pro ka¥dé x€ (a,b)\K
je P(")(x) = O a pro ka¥dé yeK Js

(1) lim F(y+h) - 2R(y) + P(y - h) _ o.
A0 h
Potom F Je linedrn{ na intervalu <sa,b>.

Porndmka. UvSdomte si rosdil mesi (1) a r(")(y). Také srovnej-
te tvrseni v 9,19 a 9.20 s p¥isluinymi tvrzenimi pro obdyejnom
drunhou derivaci. ' '

Vsnikd otdska, jak urfit P, zndme-1i F("). PF¥ipoments
nejprve véty, které snéte pro pFipad P".

Definice, 8isle Ae El* nasveme druh¥m Schwarsovya dsrivova-
nym ¥{slem funkce F v bod¥ x, kdyf existujf &fela h >0,
hn-r 0 tak, Ze

A« 1im
n»>o®

Px + Ez&) - 2;‘(1) + P(x - hn)

l0.23] Cvizent.

(a) Mno#ina koneZnych druhych Schwarsovych durivov,nych Eiael
1ibovolné funkce P Je ugaviend podsmo¥ina B;. Dokalte!

1014-7781
- 83 -



(b} Necht . 2372 gin (1/x), x >0,
- @ x> _
0 x < Q.
Potom ka¥dé redinéd &islo je druhym Schwarzovym derivovanym
islem funkce f v bod¥ O, (Funkce f Je spojitd a exis-
tuje £7(0)).

(¢) Zkoumejte souvislosi existence F(")(x) s druhymi Schwarzo-
vymi derivovenymi &f{sly funkce F v hodd x. Vyavétlete
podrobn¥, co rnamend, ¥e v¥echna druhd Schwarzova derivova-
nd Eipla v bod¥ x Jaou vEtSf nef -oo,

Vita. Je-1i F konvexni funkce na intervalu (oC, B), potom
jsou pro ka¥dé xe(o¢, P) vZechna druhd Schwarzova derivovand
gisla nesdpornd. Dokafte!

9,25| CviZeni. Doka¥te, %e plati "obrdcend tvrzeni" k vét¥ s pFedchd-
sejiciho cdstavoe. Nejprve pfesnd formulujte,
Ndvod. Zvolte oc<a<b<B a £>0 a funkei ¢ de-
finujte jako v odstavei 9.19. Je-11 .1 druhé Schwarsovo deri-
vované &islo funkce ¢ v bod¥ =x€&(a,b), je AT 2.
Odtud, stejn¥ jako v 9.19, odvodite ¢S 0 na (a,b).
9.26%| Lemma.Bud RBC<a,b> mmoZina miry nula, Potom existuje spojitd rostou-
c¢i funkce O takovd, ¥s & (x) = o© pro viechna x<BE.
"HNdvod k dbkacsu. Pro neN pud G, oteviend mno-
fina obeshujici RE, pro kteromn -11 Gn < 2°B, Polo%te
"Pn 1 x t--;.ll {Gnn(a,x)} . Potom poloite
oo
6 x+—> 1§1 '-Pn(x). Uka¥te, ¥a G né po¥adované
vlastnosti. |
9.27! Cvideni. Zkoumejte, sda Cantorova funkce md derivaci rovmon + o
v bodech Cantorova diskontinua (visz 4.22),
9.28%| Vdta. Bud F wspojitd na intervalw <a,b> a necht vEschna druhd
Schwarsova derivovand Zfesla jeou v3t%{ ne¥ - oo . Bud Bc<a,b>
mnofina miry nula a necht pro kafdé =xe <a,bd>\ E jsou v¥echna
Arehd Sehwarszova derivovand ¥isla nerdpornd. Potom je funkce P
konvexni. _ .
Edvod  Zvolte £>0 apolodte Pcw F4+eT , kde T
1014-T781
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je neurdity Labesguelv integrdl funkce & v odstavce 9,26,
UvEdomte si, ¥e funkecs T je konvexni. ProtoZe _tP‘c_ aplnuje
pFfedpoklady "obrdceného tvrzeni" ze cvileni 9.25, je _‘?& kon-

vexni a tedy také F « lim §g je konvexni,
g2 0Or

|9.29*! VEta (Vallé - Poussin). Nechi f Je konednd lebesgueovsky in-
tegrovatelnd funkce na intervalu <a,b>, bud i neurdity
Lebesguedv integrdl funkce f. Necht F je spojitd funkce a
nechf pro ka¥dé x& (a,b) je F(")(x) = f{x). Potom exiatuji
A,BER, tak, e pro viechna XECE,DD> Je

P(x) = fcp (t) dt + Ax + B.

Ndv od. Pfedpoklddajte, Se jl": (a) = 0, ozna¥te
5011 = min (n, mex(f, -n)). Bud ']Un neurfity integrdl funkce
Tn takovy, Ze k’Jn(a) = 0. Poloite

§n(x) = afxl})n. R =F- ¢n" Protoie é;:l - fn 8.V.,

je Rn(") 20 a.v. . Podle véty o stFedn{ hodnot¥ je

_in(x +h) - Ed)n(x) +§n(x - h) §;(x + 8h) - §:1(x ~ ®n)
- n® ~ 2en
x+6h

- T n.
26h x~6h fn

Qdtud odvoﬁte, ¥s viechna druhd Schwergzova derivovand &isla funk-
ce R, Jjsou vétE{ ne¥ - o0 v ka¥ddm xe& (a,b). Podle 9.26

n
je Ry konvexni, 2 Lebesgueovy v&ty o rdmén¥ limity a integrdlu
plyne W (t) — P (+) pro te<a,b> a
4)n(x) - f Yaltrat —> f %(t)dt.
a a :
x .

Pedy funkee R : x> F(x) - fi(t)dt je konvexni, nebot je
&

limitou konvexnich funkci. PFunkce -R je také konvexni. Odtud
plyne tvrzeni,

1014~-7781
- B85 -



Obeah:

10.1

TREMA 10

Polospojité funkce

A. Funkce polospojité v hodd.

B, Funkce polospojité na mnoZink.

A. FUNKCE POLOSPOJITE v BODE

Definice. . Rekneme, ¥e funkce f definovand v intervalu (a,b)c B,

10.2

je polospojitd zxdole v bod¥® ce€(a,b), jestliZfe plati:

VE:’O 3J70 Vx (xe(c-J,o-pJ)gf(c) - £ < f£(x)).

Obdobn¥ definujte polospojitost shora (fi(x) < f(e)+ E).

Cvi&eni.

|10.3|

(a) Punkce f je spojitd v bod¥ ¢, prévd kdy¥ je zdola i shora
polospojitd v e,

(b) Uxa¥te, %e funkce f Jje zdola polospojitd v bod¥d ¢, prévé

kdyZ 1im inf f£(x) 2 f£(e). Obdobn¥ pro polospojitost shora,
X—->¢ .

(c) VySetfets polospojitost Dirichletovy a Riemamnovy funkce.
(4) Definujte polospcojitost zdola v bod¥ ¢ sleva.

(e) Definujte polospojitomt v bodd vehledem k mnoZind.

(f} Zkoumejte polospojitost soudtu, scudinu a slofené funkce.

B. PUNKCE POLOSPOJITE NA MNOZINE

Definice. Rekneme, ¥e funkce f je polospojitd zdola na interva-

lu (a,b), jestlife je polospojitd zdola v kaZfdém jeho bod&. Obdob-

n& polospojitost shora.

10.4| Ovileni.
(a) Uks¥te, %e existuje funkce f zdola polospojitd na By, Je-
Ji¥ mnofina bodd nespojitosti je hustd v _El (t]. ka2dy otev¥e-
ny interval obeahuje alespon jeden bod neapojitosti f).
1014-7781
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lo. 5

(b)Y Je-1i ‘& omerend funkce na E,, potor jsou funkce oso '
lim sup g, lim inf g (viz 5.7) polospojité na By. Dokakte.

(¢) Kdy je charakteristickd funkce mnoiiny HCTEI polospojitd
gdola (kdy shora)?

(d) Kdy je funkce nabjyvajici kone®n& mnoha hodnot polompojitd?

Cvideni.

10.6

(a) Nechf f je funkce definovand v intervalu (a,b). UkaZte,

o e ndeledujic! podminky jsou ekvivalentni:

(1) £ je zdola polospojitd v (a,b),

(i1) pro kafdé c€BE, je mno¥fina {xe(a,b); £(x) > ¢} =
= f"l((o + 00)) otevi¥end, |

(111) pro ka%dé ceR, Jes mnoZina {xe(a, b) f(x) € e}~
-t 1((- oo e>») urav¥end.

Jak zni analogické tvrzen{ pro mpojité funkce?

(b) Necht £ (m=1l,2...) jsou spojité v (a,b), £, Af v (a,b).
Potom f je zdola polospojitd na (a,b). DokaXte,

N4dvod. Poulijte (a).

Vita. Tvrzeni 10.5.b 1lze za jiatého pF¥edpokladu obrédtit; dokaite

10.7

ndsledujicf{: Necht funkce f Jje zdola polespojitd a zdola omeze-
nd v (a,b). Potom existuje posloupnost {an spojityeh funked
na (a,b) tak, ¥e f Af na (a,b).

N4dvod. Polofte f (x) = inf [:f(v) +n lx—y\] x€ (a,b),
N yE(agb) -
ne N.

V8ta. Nechf funkce f je polcspojité sdole na intervalu <a,b>

10.8

(Jak Je to & polospojitoati v krajnich bodech?) Potom £ Je zdola
omezrend na <a,b>. Doka¥te, \

NA4Avold, Tvrzen{ dokazujte eporem a pouZijte Bolzano-Weier-
strassovu vétu o existenci hromadného bodu cmerené poeloupnoati,
Jinou moznost poskytuje metoda dikaru analogické vEty pro spojité
funkce.

Porsndmky.

(a) Vyelovte analogické vé&ty pro shora polospojité funkce.

1014-7781
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{b)

(2)
(d)

1014-7781

Z 10.6 a 1C.7 plyne, Ze funkce zdola polespojité na < a,bd>
jeou funkce prvni Baireovy tF#idy (viz 12.4), tedy polospo-
jité funkce,maji hustou mnoZinu bodl apojiteoasti.

Je p¥edpoklad omezenosti zdola funkce f v 10,6 podstatny?

Uyedené definice i celd teorie - obdobnd jako teorie apoji~
tych funkeci - lze vybudovat znaéné& ohbecndji v metrickych
nrostorech, Rovnd% mlifeme pFlpustit, Fe funkce nabyvajl 1
*nekoneénfch” hodnot.
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TR KA 11

Darbouxoveké funkce

Obsah: A, Definice a zakladni vlastnoati.
B. Soudet a limita darbouxovekych funkei.

C. Vztah darbouxovskych a spojitych funkei.

A, DEFINICE A ZAKLADNI VLASTNOSTI

11.1| Definica. Rikdme, %e redlnd funkce f definovand na intervalu
IcEl je na tomto intervalu darbouxoveskd, jestliZe pro kaZdé
X0 Xp& I, x3< x5, 'a pro kafdé c€B, leifc{ mesi f(x;) a

f(xa) exiastuje xe&< Xq1%5 > tak,- Za f(x') = ¢ (precizujte vy-
rok "lefici mesi f(x,) a f(x;)").

11.2| BEkvivalentni definice. Doka!ta; ¥a funkce f Je darbouxovakd
na intervalu I, prdv& kdy% pro ka¥dy interval Jc I je f£(J)
bud interval nebo jednobodovd mnoZina. Jinymi slovy, obraz ka¥dé
souvialéd mnoZiny GCI je opét souvisld mno¥ina.

|11.3. Pozndmka. Na pFedndSce se dokazuje, %e

(a) ka?dd funkce apojitd na intervalu I je darbouxovskd na I,

(b) existuje-1i vlastni derivace £’ v otevFeném intervalu I,
je funkce f  darbouxovskd na I (viz [D II], kap. V, § 7,
vita 82). (Plat{ tvrzeni (b) i pro jednostrannou derivaci?)

11.4| Tvrreni. Je-1i funkce f a8pojitd ne < a,b>, f{a) . £(b) < 0O,
existuje c&(a,b) tak, ¥e f(c) = 0. Doka¥te! Specidlnd ukai-
te, %e polynom lichého stupni md alespon jeden redlny ko¥en.

1105 GViéenio

{a) Pomoci 11.3.b uka¥te, e funkce sign, Dirichletova, Riemanno-
va nemajf primitivn{ funkci nap¥iklad na intervalu {-1,1}
(maj{ tam slespon zobscnidnou primitivn{ funkoi?).

(b) Uka?te na jednoduchém piipadd, ¥e tvrzeni 11,3 a nelze obrititl

Véta. Ukalte, Ze dokonce existuje funkce, kterd ka¥dy interval

11.6

1014-7781
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11,7*

It:Bl zobraguje na 31. Existuje tedy funikos darbouxovekd na
By, kterd neni spojitd v Zddném bodé B, (vysvitlete!).

¥ddvod.
(a) Uvaiujte funkce g,h z tématu 4, odstavec 4.26.

(b) Viz té% [ D II], kap. V, § 6, cviden{ 7. Uka¥te, e tato
funkce (sestrojili Knaster, Kuratowski 1925) je druhé
Bgireovy t¥idy (viz téma 12).

(¢) Bud H Hamelova Sdu B, (viz téms 18 anebo[D 11,
dodatek,§ 4, cvifeni 1) a bud 77 gobragenf H na 31
(prof existuje?).

Punkei f nyni definujeme takto:
n
=
£(0) = 0, fl(ll) - 1=1 T(hi)'
je-1i x = Ei r,h,  (ry nenulovd, raciondln{, h,€ H).

UkaZte, #e pro kafdy interval ICE;, je f£(I) = E,!

B. SOUSET A LIMITA DARBOUXOVSKYCH FUNKCT

Boudet.

(a) Budte g, h funkce £ 11.6.a. Dokakte, ¥e
h(g'l'(y)n(xl,xz)) = B, pro ka¥dé y,x,,x,eR,, X;<x,.

(b) Soufet dvow darbouxovskych funkoci nemusi byt darbouxovakid
funkce. Sestrojte p¥iklad!

{¢) Dokonce plati tvrzeni, %e kaZdd redlnd funkce f na E
jo soudtem dvou darbeuxovskych funkoi na By.

1l

N dvod. Budte g,h funkce z 11.6.a. Necht

u(x) = 2(x) - £(x) pre g(x) # 0,
h(x) pro g{x) = 0O,

Pomosl 11.7.a wukalkte, %e funkce wu, u+f Jesou darbouxovaké.

Posnixka, Toto tvrzeni vyslovil poprvé Lindenbaum roku 1927

et —————

AB14~TTY

bes ddkasu, dikas provedl Sierpineki roku 1953, jednoduchy dikas
pochdsi od Pasta - vig Colloq.Math, 7 (1959), 75%5-77. Zajimavé je,
§o Sierpinski spolu s Kuratowskim jif v roce 1926 publikovali
prdei, s které toto tvraen{ snadno vyplyvi. Sierpinského ddkas

s roku 1953 je saloien na jiné my%lence a - jak posnamendvd
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11.8

S, Marcus (Rev. Math., Pur. Appl. V, {1960) No 1, 103-105) - s¥ej~-
m¥ Sierpineski na svoji plvodni prdci ¢« roku 1926 gapomn¥l,

(d) Protofe soufet spojitjch funkef{ je funkce spojitd, tedy
darbouxovekd, naskyti se otdeka, sda sounfet spojité a dar-
bouxovské funkce je funkce darbouxovsid, Odpovdd je op¥t
negativni, jak ukazuje préce R. gv:rce, kter‘ vyjde v Gaso-
pise pro pSstovdni matematiky.

Limita.

11.9

(a) Fa jednoduchém p¥iklad¥ uka¥te, Xe existuje posloupnost
{fn} darbouxovskjch funkci na E; takové, ke f —> ¢
na 31 a T neni darbouxovekd. |

¥ . ‘
(b) Uka¥te, ¥e kaZdou redlnom funkoi na B, 1se vyjdd#it Jako

limitu posloupnosti darbouxovskych funkef na B,. (Auto¥i
jako v 11,7.¢.) '

Ndvod., Pomoe{ 11.7.a dokekte, ¥e funkce f, definovand
vztshem n rn(x) = (0 =1) £(x) + hi(x) = (g({x) = 1)f(x) =
= n £(x) + hix) = g(x) f£(x)

jsou darbouxovské na Byaf —> fnak,.

Problém. Nen{ dosud snémo, jak definovat konvergenci posloup-

1014-7781

nosti funkci{ tak, aby tato konvergence rachovdvals Darbouxovu
viastnoat (tj. jsou-1i T, darbouxovaké na intervalu I a kon-
verguji-li podle této definice k funkei f, je tato funkce dar-
bouxovekd & naopak - viz k tomuto téma 48),

UkaZte, Ze
(afF Bxistuje dokonce posloupnost {fn} funkei darbounxovskych

na By, kterd konverguje na B, atejnomérnd k funkoci f,
kteard neni darbouxovakd na '1'

Kdvod, Bud g takovd funkce nﬁ By a M= {xn} takovd
prostd posloupnost, ¥e ) g(I) = B, pro kakdy interval iCLII,
' B) g0 - {0}, _
7) M jo husté podano¥ina E,
(eaxistuje takovd funkee g a takovd mno¥ina N?).
Definujte funkei £ vstahem (x) pré g(x) # 0,

f(x) = 1 . pro g(x) = O, x+l,

1 pTOo X = X

n n
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|11.10*|

a posloupnost funkci £, vstahy

£(x) pro x;éll nebo pro X = X, (k S n),
f,(x) = . '
0 jinde.

(b) Definujeme-li tzv., spojitou konvergenci posloupnosti funkeci
{fn} k funkei f na intervalu I implikaci

xn.;el,xn — x =1 (x,) —> f(x)
jeo limitni funkce p¥i této konvergenci vZdy spojitd.
(¢) Ukaite, ¥e pro stejnomdrnou konvergenci neplati tvrzeni ana-

logické ¥ 11.9.b.

Ndvod. UvaZfujte Dirichletovu &1 Riemannovu funkci.

P¥{klad. Lze dokdzat, Ze exiatuje nekonstantni{ funkce f dar-

Ill.lll

bouxovekd na B,, prvni Baireovy t#idy, kterd je skoro viude
nulovd (mohla by byt takovd funkce =pojitd?).

. n n
Ndvod. Polo¥ime-1i ,m(x) = inf (22 X - [22 x]),
neN

f(x) = min{m(x), (1 - x)), =4 £ poZadované vlastnosti
(vis Croft, Journ. Lond. Math. Soec, 1963, str. 9-10).

C. VZTAH DARBOUXOVSKYCH A SPOJITYCH FUNKCI

Ka%dd apojitda funkce na intervalu I je na tomto intervalu
darbouxovakd, Obrdoend - darbouxovakd funkce je¥td nemusi byt
ani zdaleka spojitd (odatavce 11.5.b a 11.6). Naakftd =e otdrka,
ga jakych dal¥ich podminek ji% darbouxovakd funkce bude spojitd.

Tvrzeni.

1014-7781

(a) Bud f darbouxovskd funkce na intervalu I. Potom f ie,
apojitd na I, prdvé kdyZ pro ka%dé rec B, Je mno!inaf (M=
={xeB; f(x) = r} usaviend.
Ndvod. Jedna implikace je z¥ejmd, Naopak, volte x &k
chcete ukdrzat, s f Je spojitd v t S Necht tedy

limeup £{x) > f(x ), tJ. nechi existuje posloupnost {x | a
x—> X _
0

reB, tak, ¥¢ x> x, a pro vlechna n Je f(xn);'- r>f(x°).

o
Bxistuje posloupnost {sn} tak, Ze r(zn) -r, =X,

(vyuZijte toho, ¥e f Je darbouxovskd na intervalm (xo,xn)
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&1 (xn,xo)). Odtud vyplyne, %e f(xo) = ¢ (provdddjte podrob-

(b) Stali predpoklddat v Zdsti (a), %e mnoZiny f’(r) Jeou
ugavfené pro viechna raciondlni &isla r?

{c) Bud f darbouxovskd na intervalu Ic:El. Necht vnit¥ek mno-
¥iny { xcBy; £1(x) je nekonednd mo%ina’} Je prdrdny,
Potom f je apojitd. (Viz kup¥{kladu D, Gillespie, Bull.
Amer, Math. Soc. 28 (1922, str. 245-250.)

(d) Bud f wepojitd na intervalu I. Musi byt Int {xe Bl;

7 (x) Je nekoneéné:} =B 7
(e) Bud darbouxovekd na intervalu I, nechi ka%dé hodnoty

¢ f(I) nabyvd funkce pouze v koneind mnoha bodsch. Fotom
Je f spojitd na I. o

Nddvod. PouZijte (&) nebo (e).

(f)

Specidlnd, bud f prostd a darbouxovakd funkce na intervalu
I. Potom je f spojité & ryre menotonni na I.
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Baireovaké funkce .

Obmah: A. Punkce prvni Baireovy t¥idy.
B. Charakterietika funkei prvni t¥idy.

C. Balreova klasifikacse.

A. PFUNKCE PRVNI BAIREOVY Thipy

Vite, %e limita posloupnoseti spojitych funkei nemusi byt
spojitd funkce. Proto savedeme ndsledujfici definieci.

12.1| Deiinice. Hekneme, ¥e funkce f Jje prvni Baireovy t¥i{dy na in-
tervalu (a,b)cxl. jestli%e existuje posloupnost {_fn} funkeci
spojitfoh na intervalu (a,b) takovd, ¥s f —>f na (a,b),
Symbolem Bl((a,b)) oznalime asyatém viech funkci prvni Bairsovy
t#idy na (a,b).

12.2| Tvrseni. Necht existuje vlastn{ £’ na (a,b), potom
£gB,((a,b). |

Ndvod |[Existuje-li f'(c), je f£'(c) = limn [#(c + %')- £(0)].
' " : ' n- +oo

(viz té3 [T, p¥ikled 3.16).

12.3] Cvideni. Formulujte tvrzeni 12.2 jako nutnou podminku pro exis-
tenci primitivai funkce. Uka¥te na pFikladZ, ¥e tato podminka
neni postadujiocl. Sestrojte f&B, (a,b) tak, aby f ©byla dar-
bouxovekd a nem¥la primitivni funkci na (a,b).

12.4%| vEta (Baire). Nechi f& By ((a,b)). Pak v kakdém otev¥eném pod-
intervalu intervalu (a,b) existuje bod, ve kterém je f wmpojitd
(t). body apojitosati funkce f +tvo¥{ mno¥inu hustou v intervalu

(a,b)).
o
N4 v od. Nejprve odvodte lemma: Kechi <a,b> = nL-%) rn,

kde F Jeou uzcavFend, Fotom existuje mcN tak, Ze mnoiina

1014-7781
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F, obsahuje interval (plyne z Baireovy vEty o kategoriich).
Pokud ji nezndte, postupujte pFi dikazu tohoto lemmatu sporem

a pak uflijte Cantorovy vty o priniku do sebs gafagenych uzav¥e-
nych intervald. M3jme nyni £ > 0 a <A,B> C(sa,b). Definuj-
te mnoiiny- 'An,n - {xe <ABD lfm-m(x) - f_‘n(x)l 553 a osnalte

Bn = An,m (jak vypadd Bn?). ProtoZe B, jwou ugav¥iend a

CALBD = ngl B,» najdema podle lemmatu interval <a§,.|3>C(A,B)

-takovf, e |f(x) - f(y)| £ 3€ pro x,ye<oLB>. Existuje

tedy posloupnost do sebe vlioZenych uzav¥enych intervald I, tak,

te I_c(A,B) a |f(x) - #(y)] £ = pro x,ye I_. Hledany bod

leZ{ v priniku intervald In'

12.5| CviZenf{. Doka¥te, Ze Dirichletova funkce D[ (0,1) je limitou
funkei & B,((0,1)) a nepat¥{ do B,((0,1)).

Ndvod, Dé By (0,1) podle minuld vEty. Jeatli¥e {_rn} Je
mno¥ina v¥ech raciondlnich &isel, poloite fn(x) =1 pre x =

= Fyseees¥ :t'n(x) = 0 pro oatatn{ x. DokaXte, Xe

n!
fneBl((O,l)) a f,— D v (0,1), Rovn¥¥ lze vsit funkoe

€y p ¢ X > cos (n!TTx)zl, x€(0,1).

12.6] Pozndmka.

(a) Z Baireovy vty plyne nutné podminka pro existenci primitivnif
funkce: Necht f mé na (a,b) primitivn{ funkci. Potom je
t &pojitd na husté mmoZin¥ v (a,b).

(b) MnoZina bodd nespojitoati funkce prvni Baireovy t¥f{dy je prvni
kategorie, '

N4dvod. U%ijte toho, %e mno%ina bodd smpojitosti je typu GJ
(Viz Sogob) a uiijte 12-4-

B. CHARAKTBRISTIKA PUNKCI PRVNT TRfDY

IlE.'?“] Baireova charakteristika funkci prvni t¥{dy.

Necht f Je funkce definovand na intervalu (a,b)c B,. Potom
f& B,((a,b)}, prévé kdyZ pro kaZdou ugzavienou neprdsdnou mnofinu
Pc (a,b) existuje bod x €F takovy, %e funkce ri? je spojitd

v bod& Iao
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Ndv od. Je-11 fe& B;({a,b)}, doka¥te tvrzeni metodou uZitou
v dikaze v&ty 12.4 (uvédomte mi, Ze tento diikar lze provést

na libovolném tiplném prostoru - tedy i na mno%in& F). Pro dikaz:
opa¥né implikace lze pouZfit na’sleduj:’.ciho' obratu. Zvolte £ > Q.
Otev¥eny interval Ic (a,b) se napyvd reguldrni (pouze pro ule-
ly tohoto dikazu!), jestliZe existuje funkce ¢&B,(I) tak, Ze

| £(x) - f(x)l'i £ pro v3echna xe I. Bud G sjednocenf visch

reguldrnich intervald; potom lze psdt G = lr'g I,» kde I, jsou

oteviené, po dvou disjunktni intervaly. DokaZte nejdfive, 3%e ka¥-
dy interval I == je reguldrni - k tomuto \ifelu nalezn¥te takovy
disjunktni syetéam polouzavienyjch intervald J,CI, a funkei

A B (J), Ze |P(x) - £(x)]<E pro x€J, a Ze libovolny
kompaktni podinterval protind nejvyjSe koneXn¥ mncho intervall Iy

Kyni poloZte l[)n(x) = j“k(x) pro xE.J'k a dokaite, e funkce
"Pn mé poZadovand vlastnosti.

Je-11 G # (a,b), naleznite bod x € (a,b) \G, ktery je hodem
spojitosti funkce f]|[(a,b)\G] & zvolte J > 0 takové, Ze
| £(x) - f(xo)l<f. pro vlechna x&(a,b) \ G, [x - x | < J.
Nyni poloite :
0 ‘ /f(xo) pro. xe(xo -J.xo +d) (\[(a,b) ~ G],
g0 -
| Ny, (x) pro x& (x, - dhx, + NI,
Dokaite, Ze 506 BJ_((J:o -J,xo +ef)); z toho plyne, Ze interval
(:c‘J -J,xo +J) Je reguldrni, a tedy xoeG - to je oviem spor.
Tedy G = (a,b), a proto existuje funkce yeBl((a,b)) tak, Ze
lf(x) - ff(x)‘<£. na (a,b). Nynf si uvédomte, ¥%e stejnom#rnd
limita funkef z B, Je prvkem Bl (viz 12.18.(1)..

12,8"| P¥{kled. Necht f je funkce rovna 1 v krajnich bodech sty&nych
intervalld Centorova diskontinua a rovna ¢ jinde v (0;1). Potom f
neni prvni{ Baireovy t¥idy a je epojitd v kaZdém bod¥ husté podmno-
$iny (0,1). Porovnejte s vitou 12.4.

12,9"*] vita. Nechi f je funkce definovand na intervalu {a,b)c By.

Potom f&B,((a,b)), prévd kdy% pro ka¥dou uzavFenou neprézdnou
mnozinu FcC (a,b) & pro kaZfdou dvojici redlnych &ieel & < ﬁ
je nejvy3e jedna z mnoZin {xeF; f(x) <0C_} .

{xe?; £(x)>B) hustda v F.

1014-7781
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Ndv od. Je-11 fe€ Bl((a,b)), pou¥ijte véty 12.7. Pro di-
kaz opadné implikace pouZijte 5.10 a opét vyu#ijte Baireovy cha-
rakteriastiky.

12.10%| Cvifeni. DokaZte uzitim nékterd z vt 12.4, 12.7 ndeledujici
tvrzeni:

(a) Je-1i f funkca spojitd ve v3ech bodech intafvalu (a,b)
e vyjimkou spoletné mnoziny, je f&B,((a,b)).

(b) Je-1i f 1libovolnd funkce definovand na oteviendm intervalu
(a,b), jaou funkce osc,, Limsupf, limsup f vesm¥s prvnf
Baireovy t¥idy na {(a,b).

[12.11' Cvideni. Doka%te vity z 12.4 a 12,7 také pro funkce nabjyvajici
nekoneénych hodnot. (Rozmyslete si, jak je oviem nutno modifiko-
vat definici spojitosti v bodech, v nich¥ f nabyvd nekone¥nych
hodnot.) ‘ : :

C. BAIREOVA KLASIFIKACE

V oddilu A Jeme vy3li re systému spojitych funkeci na in-
tervalu (a,b) a definovall jeme funkce prvni Baireovy t¥{dy
jako limity posloupnostf funkei spojitych. Analogicky se definu-
}{ funkce druhé Baireovy t¥idy (jako limity posldupnoeti funkef

- prvaf{ t¥{dy), funkce t¥et{ t¥idy atd. UkdZeme, #e ke kaZfdémn
pFirozendmu &islu n miZeme naj{it funkci, kterd le¥f{ v (n+l)-
t#id& a nele%f v n-té t¥{d¥., (Nap¥. Dirichletova funkce je dram-
hé t¥{dy a neni prvni t¥{dy.) Jinymi slovy - z ni¥¥ich funkoci
dogtdvdme limitnimi p¥echody neustdle Bird{ systdémy funkof = vyk-

oo
Sich t¥{d. Osnalime-11i B o -‘é=& By sjednocen{ vEsch baireov-

skjch t¥{d funkei (B snamend mno¥inu vEech funksf n-té t¥{dy),
lze dokdzat, Ze existuje posloupnost funkoei 1.6 Boo Jejichi
limita Ji% nele¥fi v Bge . Mifeme tedy ddle definovat t¥idu
funkei B _, 41 Jako systém viech limit posloupnosti funkei

£t Boo . Definujeme-1i t¥idu Boo ,p ©Obdobn¥, lse opét dokdsat,

te B_, .o~ Boeyl ¥ @. Naskytd se tedy otdzka, sda nd¥§ pro-
ces nékdy "skondi". Jaky¥m zpisobem lse pak cherakterizovat takovy

syatém funkef{? TEmito a obdobnymi otdzkami 'se budeme rabyvat
v tomto oddilu.

]12.12' Definice. (Nebude-1i vyslovn¥ ¥elZeno n¥co jiného, rosumime slo--
‘vem funkce v¥dy konednou funkoi.)
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Rekneme, ¥eo pystém funked K definovanych na intervalu (a,b)c B
Je usav¥eny vshledem k bodové konvergenci, jestlife plati implika-
ce f EK, f —>f na {(a,b) =3 re&K.

12.13| Cviderd.

(a) Na kafdém intervalu existuji systdmy funkei ugav¥ené vzhladem
k bodové konvergenci. Uvedte p¥iklady!

(b) Necht pro ka%dé 1€1I je K, systém funkci na (a,b) usav¥e-
ny vshledem k bodové konvergenci. Potom Je iQI Ki systém

funke{ usav¥eny vehledem k hodové konvergenci. DokaZte!

(a) Je-11 YL 1ibovolnd mno¥ina funkci ma (a,b), potom existuje
*nejmeni{" systém funkei K takovy, 3¢ WcCK a K je uza-
vieny vshledem k bodové konvergencli. Precizujte a systém K
popidte. V tomto pFipad¥ ¥ikdme, ¥e systém K je generovén
mno¥inou a sna¥ime X = B ().

(d) Necht A ((a,b)) sznamend systém viech konelnych lebesgueov-
sky m#¥itelnych funkci ne (a,b). Potom A ({a,b)) Jje uzav¥e-
ny vahledem k bodové konvergenai.

{e)} Je aystém viech neklesajiol '(ner,o-touciéh, monotonnich) funkedi
na {(a,b) usavieny vshledem k bodové konvergenci?

12.14{ Definice. OsnaZme symbolem B « B((a,b)) nejmenk{ systém funkef,
ktery obsahuje ¥ ((a,b)) & je usav¥enj vshledem k bodové konver-
genel (tj. B = L@)). Prvkdm B budeme ¥fkat baireoveké funk-
ce (1 kdy% sde neni jednoind terminologie - n¥kte¥{ auto¥i pouii-
vaji téE ndsvu "borelovaké funkce"). '

|12. 15I Cvideni.

(a) UkaZte, Xe B((a,b))cA((a,b)). _
(v) Bud B mno¥ina viech polynomt na (a,b). Potom P = 3’(?).

Ndvod, UXijte Weisrstraasovy vity.
(¢) Dokalte nésledujici implikaci:
7 f€B, g€BR —> f + gE€B.

Xédvod. Bud nejprve T eystém vSech funke{ f&€B, pro n¥¥ pla-
ti: *Pro ke¥dou g&f je f+g€B". Z¥ejmé ¥ CT a T je gys-
tém usavieny vezhledem k bodové konvergenci. Tedy T = B. Nynf bud
V aystém vEech f€B, pro n¥¥ plati: "Pro kafdou g€B Je
f+geB". Vime JiE, He Cc V., Staif dokésat, e B je systém
usavieny vshledem k bodové konvergenci,
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(d) Recht feB ((a,b)), ?é‘?((c,d)) a plat{ ¢(c,d)C(a,b).
Potom t*fﬁB((c,d)). ' '

Ndvod. Postupujte obdobnd jako v (e).
(e) Dokazte, ze N ((0,1))\B((0,1)) # £

Ndvod Bud ¢ Cantorova funkce na <0,1>, lr(x) = P(x) +x
pro x& <0,1>, Doka¥te, ¥e obrasz Cantorova diskontinua Q p¥i
rzobrageni Y md miru l; tedy exiatuje neméfitelnd mnoZina
Mcy(Q) (vis 18.16.1b). Necht f je charakteristickd funkce
mnofiny Y l1(M). Pak f x 0 s.v., tedy r je mE¥itelnd. Ale

eyt = oy & oy¢B((0,2)), tedy £¢B((0,1)) podle (d).

[12.16] Definice. Poloime B, = B ((a,b)) = @ ((a,b}). Indukc{ definuj-
me mnoZiny Bn' nEFN, takto: Je-1l1 ne&X a je-1i definovdna
mno¥ina B, bud B,,; ®mnofina v¥ech funko{ na (a,b), pro né¥
sxistuji fyeB, tak, ke f —> 1, Ddle polo¥me Boo = B0 B,-

Prvkim mnofiny B, se ¥ikd funkce n-té Balreovy t#{dy (resp.
baireovskd funkce n-té t¥{dy, nebo prostd funkce n-té t¥idy.
Fro n =1 porovnejte a definici 12,1).

|12.1‘?| Posndmica. V 34.18 je dokdedno, ¥e pro ka¥dé n je B ,N\NB_ i 8,

Dikas Je viak znadn¥ obti¥ny; dokonce jJe tam dokdzéno, £e existuje
omegend funkce yﬁ Bpep N Bp-

12,18 Cvideni.

(a) Doka¥te, 38 B ol B.

(b) Doka¥te, ¥s soudet, rosdil, soudin funkei = B, Jje prvkem B,.

Je-11 f 4 0 na (a,b), f,g&B_, pak g/fE€B .

Ndvod, Pro podil vyu¥ijte vstehu

f (x) . g.(x) £{x)
n2 ‘“1 > , xe{a,b).
gy(x) + & g(x)

o
(e} Nechi k%l X, je konvergentn{ Fada s kladnjmi Sleny. Necki

nE N. Nechi pro ka%dé k je f,& B, a necht plati
()l = o, pro x&(a,b). Potom funkce = £, EB.

o2

Hédvod. Pro kafdéd Xk nalesnite ponloupnont{j’g} CB,

J=1
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|12.19']

k
tak, ab lim = f a naviec ab = ro viechn
' ¥ i yd k a aby \f;i) lc pro v a

} (podrobné vygvitlete). Poloilta—li gk izl 50!: y Je

L:e B,y 8 sta&{ dokdzat, Ze §k-—->r.

(d) Budte f €B (k =1,2,...), £,=3 f na (a,b). Potom

fe Bn.'
Ndvod., P#ipad n=20 Je jednoduchy. Bud n > 0 a svol-
te k, tak, aby ‘rki(x) - f(x)l < ;1{ pro x&(a,b),i=1,2,..

Nyni aplikujte (¢), dostanete, %e f - T, €B,.
1

(ef*Dokazte, Ze sxistuje posloupnoet funkei {fn} a funkce f
g vlastnostmii an.B‘,o . rn.:; £ na (s8,b), f#Boo .

Rozmyslete a porovnejte = p¥edchosim tvrsenim.

Ndv od., (Bxisten®ni dikas.) Bud 'ﬁ',, systém viech omesre-
nych funkei, které jsou stejnomdrnou limitou posloupnosti funkei

£ Boo .+ Prostor 'ﬁ;, s metrikou gb(f,g) = sup |f(x)-g(x)]
Is(aub)

Je tplny (proé?) a pro kaZdé n jJe ‘En {(systém vSech omerzenjch
funkei ¢ Bn) mnofina Fidkd v 'ﬁ‘oc . (Pou?ijte poznirky 12,17.)
Nyni tvryzen{ ihned plyne z Baireovy v&ty o kategorifch.

Jiny n é v o d. (Konstrukén:[ dikag.)’ Zvolte

Po€ B, (3 )) \ B, 1(( 1 ' 5 iy takovou, ¥e pro ka¥dé

n+1 n
(22 pets (x)|< a1

xE‘n+1n pla | Pp(x)|=n""

PoloZte fn(x) -j"k(x) pro xé(i-}ji.%-). k= 1,...,0

£.(x) =0 jinak. Doka¥te, %e £, Je hledand posloupnost.

(£) Budte feB , jJeBn takové, Ze y((a,b))c(a.b). Potom

- f*fG‘Bn"_.. Dokafte!

Véta, Doka%¥te, ¥e existuje omezend baireovskd funkce, kterd nele-

21 v Bgo (tJ. B NBgo o §). 0Odtud epecidlnd vyplyvd, Ze
systém B,, nen{ uzav¥en vehledem k bodové konvergemci (pro&?).

1014~-7781

- 100 -



12.20]

Ndvod, UZijte 12.18...

Pozndmka. Zplesob, jakym jsme definovali baireovské funkco, nani
cbvykly., Pro posluchade, kte¥{ snajf pojem ordindlnfho &iala,
p¥ipomenma, %a me obvykle definujf t¥{dy Bj pro libovolné

apoetnéd ordindlni ¥islo. Potom plati rovnost B = %élnf '

kde £ je prvni nespofetné ordindlni islo. Rada vjie napsanjch
tvrzen{ pro t¥idy B, sigtdvd v platnosti i pro t¥fdy Bj .
GtendFe odkazujeme na citovanou Natanaonmovu knihu [;Natl s kde ta-
to ldtka je vylozena velmi pFistupnou formou.

Pozgnamenajme jeXt¥, %a p¥Fedpoklad konednosti funkci neni podstat-
ny. P¥ipustime-1i funkce nabjvajicl také nekonednych hodnot (jak
¥ada autord Zini), je t¥eba ddt el pozor p¥i tvrzeni tykajicich se
soultu, astejnomdrné konvergence apod.

12.21] CviZeni.

(a) Polospojité funkce (viz téma 10) jsou prvni t¥idy. Doke¥te!

{b) Monotonni funkce a funkce s konednou variaci jsou prvni t#idy.

(¢) Jsou konvexni a konkdvni funkce prvni Baireovy t¥{dy?

() Budte aie(a.b), biekl, (1 = 1,2,...), ay # 8y pro 1 £ j.
PoloZte f(aJ) = b;' f(x) = 0 jinde v (a,b). Dokakte, Ze
f&€B,((a,b)). Rozhodn¥te, sda plati tvrzeni:
fe Bl(a,b). prdvd kdy% 1im bJ = 0.

j>o0

(e) Lge dokdrat prekvapujicl vysledek: Je-11i < lkonednd funkoe
na intervalu ICH,, potom jsou funkce Df a Df (horni a
dolni derivace - viz 7.8) lebesgueovaky m#¥itelné na I,

Plati vEak doikonce, %e tyto funkce jsou druhé t¥#{dy (uvidom-

te 81, e £ mi¥e byt libovolnd - tedy i nemé¥itelnd).

(viz [J I1), kap. V, § 3 nevo Pund. Math. 44 (1957), 238-240.
12.22*| Pozndmka. Ani pro spejitou funkci nemusi byt horni derivace funk-

e prvni t¥didy.

H4dvod., Necht Mc(0,l1) je mnofina takovd, %e pro ka¥dj in-
terval I€(0,1) je A,(INM) >0, A,(I\MN) > 0. Nechi £ Jo

neurdity Lebeaguelv integrdl charakterimtickéd funkce mno¥iny M.
Potom f je hledand funkce.
(Konstrukce mno¥iny M vig 4,11,)
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12.23

1014-7781

Pozndmky. P¥i definici systémd B, B, Jsme misto intervalu

(a,b) mohli uvs¥ovat nap¥ikled libovolny metricky prostor.
O funkcich prvai t¥idy na metrickém prostoru se lse dodist

v [ Ceen] .

P¥ipomenete-11 si definici borelovskych mnoZfin v metrickém
proatoru, zjistite, %e systém borelovekych mnofin je definovdn
v jistém smyelu podobnym zplisobem., Skutednd mori borelovskymi
mofinami a baireovskymi funkcemi je uzky vztah. Vite napf.,
%e funkce f Je spojitd na metrickém prostoru, prdvd kdyZ pro
ka¥dd cenl Jsou mnoZiny {x; fix) > c},{x; f(x) < c_}
oteviend. .

Podobnd £ Jje prvnfl t¥idy, prdvé kdy%f mnofiny uvedendho tvaru
jsou typu Fg . Pokuste me podobnym zpisobem charakterizovat
funkce n-té t¥{dy a funkce £z B,
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TEMA 13

Konvexni funkce v B‘l

A, NEkteré vliastnosti konvexnich funked,

Ubaah:
B. %‘- - konvexni funkce.
c’f m - konvexni funkce.
D. K - konvexni funkce.
A. NBKTERE VLASTNOSTI KONVEXNICH FUNRCT
(13.1 Definica. Nechf £ je redlnd funkce definovand na intervalu
IcE; (I interval libovolného druhu). Rixdme, 3e funkce f
je konvexni v intervalu I, plati-1i pro kafdé t¥i body x,
X5, xBEI, xl< X, < x4 nerovnost
X - % 3 - %
Poznédmka, Nahradime-li gnameni nerovnosti v (t%) postupndé sym-
boly <20 D obdr¥ime definice ryze konvexni{, konkdvni,
ryze konkdvni funkce f v intervalu I. Qvé¥te, Ze tyto defi-
nice jeou skvivalentn{ s b¥¥n¥ u¥f{vanymi - viz nap¥. [D 1],
kap. X, § 1. Je-1i funkce f konvexni v intervalu I, je funk-
ce -f konkdvni v intervalu I; stali proto vy¥etFfovat poure
funkce konvexni,
13.2 | CviZenf{, WNechi funkce f je konvexn{ v otevieném int'ervalu
ICE,. Potom: ' '
(a) PFunkce £ Jje v ka%dém bodé x&I spojitd, eximtujd
ob& jednostranné derivace f;(x), £ (x) a plati
(Q) -0 <f(x) S £ (x)< +o00. Dokaite!’
N4dvod. Usijte vetahu (§) a vlaetnost! monotonnich
funked k ddkazu (Q), Z ({) jif lehko plyne spojitost
funkcs.
(b) Funkce f_, f' jeou neklesajici v intervalu I.
(e) Nerovnost £ (x) < £.(x) plati nejvjie ve spofetnd mmoha
rdgnfch bodech intervalu I:
1014-7781

- 103 -



Fdvod Uzijte vysledku () a 7.2.

13.3] Cvileni. Nechi existuje £” v otevFeném intervalu ICE,. Potom
plat{ [ f Jje konvexni v I] —> Ef“ {(x)32 0 v kag¥dém bodd x€ I_-_).
Dokaite! '

13.4 c'iéﬂni-

(a) Necht funkce f, g Jjsou konvexn{ v intervalu Ic B,, 620
potom funkce f + g, of Jmou konvexni{ v intervalu I,

(n) VySetfete konvexitu inverezni funkce k funkci konvexni a ryrze
monotonni! :

(¢} Zjistdte, zda funkce slofend ze dvou funkci konvexnich muei
byt opét konvexni!

(d) Nekonatantni konvexni funkce f na oteviendm intervalu I
nenabyvd svého maxima.

13.5] CviZeni. Nechl f je konvexnf funkce v intervalu I. Jestlile
ve vztahu (@) zvolime pevn¥ body Xys X3€ I, potom pro v3echna
x5€ (X),X3) nastdvd v () rovnoat nebo pro vieschna X E (xl,x3)

nastdvd v (c?) oatrd nerovnost.

N4dvod. VyBetfujte funkci, kterd je rozdflem funkce f a li-
nedrni funkce, nabyvajici v bodech Xys Xq atejnich hodnot jako
f .0 Dokaszovand tvrgeni mSla p¥i vySet¥ovdni konvexnich funkei
nidzorny geometricky vyznam: konvexita védZe siln¥ vzdjemnou polohu
grafu funkce f a libovolné t¥tivy tohoto grafu urdend body x, ¥
tj. uselky o koncovjch bodech [x, £(x)], [y,f(y)].

13.6| V&ta. TFunkce f jest konvexnina intervalu IcEl prdv¥ kdyi
pro kafdé dva body Xy X,€I a ke3dé me (0, 1/2> plati nerov-
nost

()Y fim x, + (1 - m) 12) <n f(xl) + (1 - m) f(xg).

B. 3 - KONVEXN! FUNKCE

13,7 | Definice. Nechf funkce f Je definovdna na intervalu IC 31
a je déno ¥islo m& (0, 1/2> . Nechl pro kaidé dva body x,,
x, €1 plati nerovnost (). Potom ¥{kdme, ¥e funkce f Jje

m-konvexni{ v intervalu I.

Pogndmka. Studiem konvexnich funkci se aystematicky zadyval
J. L.V, Jensen. Zejména se zabfval funkcemi, kterd vyhovuji

1014-7781
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13.8

X Xl 1
vztahu 1’(-——2—-—-——) =5 i’(xl) +§1'(12), tj. podle zavedend

terminologie funkceml 4 -konvexnimi,

P¥iklady.

l13.9*}

113.10l

(a)* Existuje 1/2-konvexni funkce v E,, kterd neni v Z4dném
bodé x€B, spojité. -

N4dvod, Uiijte vysledkd = oddflu 18,B o nespojitych Fede-
nich funkciondlni rovnice f(x + y) = £(x) + f(y), x, yekl.

(b)* Existuje "ryze l/2-konvexni" funkce v By, tj. funkoe,
pro niz v () plati ostrd nerovnost, kterd neni{ spojitd
v #4dném bod¥ El' !

N4dvod. UZijte vyaledkd z odataved 13.4.2 a 13.8.a.l

Je pfirozené vyXet¥ovat krom® vlastnoati 1/2-konvexnich funkei
té% jejich vetah k m-konvexnim funkeim pro m&(0,1/2>.
Dikazy ndeledujic{ch tvrzeni jsou obti%ndjsi. '

Véta, Nechl funkce f je definovdna na oteviendm intervalu
ICE]_. Potom funkce f je 1/2-konvexni v intervalu I prévé
kdyZ je m-konvexni v intervalu I pro kafdd raciondlni &islo
mne{0,1/2 >,

N4 v od. Postupné doka¥te tato tvrzeni:

(a) Je-1i f 1/2-konvexn{ funkce v I, potom pro libovolné
neRN & libovolnou n-tici E{ael xl,...anI (nemuei byt
rignd) platil

n n
@ (X Z )T T & ).

Vztah plati pro n = 21 = 2 Indukei je) dokaZte pro
n= 2k, k€N, Uka¥te, £e z platnosti vetahu (Q)’ pro pFi-
rozenéd &fslo m =k > 1 plyne té% jeho platnost pro
m = k-1, '

(b) Je-11 déno raciondini &{fele mE(0,1/2>, m = 3.- y l-m = % ,
kde r, 8, t, u€N., Polofte n = s,u . Pak je
rea + 8t = su = n & vhodnou volbou ¥ i=l,...,n ve vsta-

hu (4) obdri{te potfebnou nerovnost.

Disledek. Z pF¥edchdzejiciho odstavce vyplyvd tvrzeni:

Necht m,, m, Jjsou raciondln{ ¥isla s intervalu (O, 1/2>.
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Potom plati: Funkce £ je ml—konvexni na intervalu I, prdvé
kdyg Jje mzukonvemi na intervalu 1.

13.11[ V&ta. Nechf funkce f je 1/2-konvexni{ na intervalu (a,b)e E;.

a<e<h<k < d<b. Nechl f je shora omezend na intervalu

(h,k). Potom f je shora omezend na intervalu (c,d).

N4dvod. Zvolte libovelnd# xe&(c,h). Potom lze nalézt 7,
‘Qé(h,k) tak, Ze bod x 1l1lze vyjdd¥it ve tvaru =x = mc + (l-m) s
kde m Jje raciondlni ¢islo z intervalu (0,1/2 > . Potom plati

£(x) € max (f£(c), max {£(t); te& (h,k)}).

13.12*|Véta. Necht f Jo 1/2-konvexni funkce na intervalu (a,b)c By,
kterd je shora omerend na intervalu (h,k)Z (a,b). Potom funkce
f Jje v intervalu (a,b) spojitd.

Ndvod, Zvolte libovolnéd bod xcf{a,b)., Podle 13,11 existu-
je interval (c,d)< {(a,b), ktery obsahuje bod x, na ndm# je
funkce < shora omezend konstantou G. Zvolte neN, n>1.
Pak exiatuje cz';L > 0 tak, ¥e pro viechna pe(0, rfl) je bod

x + npe (¢,d) a plat{ #(x + p) & -11-1- £f{x + np) + Eil f(x),

g &eho¥ plyne fi{x + p) - f(x) < f(x + zp) - f(x} < G ; £(x)

f{x) - ¢
n

Podobn¥ odvodte pro p& (0, ‘Fa) £(x) -« £(x - p} 2

Z tdchto nerovnosti a z 1/2-konvexity funkce f obdrZite pro
ipl < min ( Jl’ "é) nerovnost

{f(x) - ¢l \

|fix + p) - £(x)]| =
n

se které plyne ppojitoat funkce f v bodd x.

13.13* Véta. Necht f je 1/2-konvexn{ funkce na otevieném intervalu

IC El. Potom f Je m&_i‘ite:_Lmi v 1, prdv¥ kdyZ Je spolitd v 1.

i

Ndvod., Tvrzen{ stali dokdzat pro omezeny interval I (prod&?).

Nechf f je méfitelnd v I aneni v I spojitd., Podle 13.12
neni f omezend shora na ¥ddném intervalu (a,b)c I. Zvolme ¥y
a >0 tak, aby <y -, vy +J>cI. Ke ka¥dému keN
existuje y, tak, %e |y -y 1<%, £(y,) > k.

Z 1/2-konvexity vyplyvd, %e pro 0£g<g ja
max (£(y, +€&), f(y -&€))> k.

1014-7781
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|13.14l

Mno¥ina lk = {xe Iy f(x)> k_} je mé¥itelnd a dle pFedchosi-
ho je la(llk-) P . U¥itim Luzinovy véty doka%te tvrezeni:
Necht XM je urav¥end mnoZina lz(l) < +go , £ je mE¥itelnd
a kone¥nd funkce na M. Potom k 1libovolnému £ >0 existuje

pFirosené ¥fslo k tak, %e mira mnofiny A = { x; x€EN, f('»x):zlt}
Je menBl nei zvolend §E. Z tchoto tvrreni a vyie uvedend kon-
strukce odvodte spor,

113.15l

Tvrzeni. Spojitd 1/2-konvexni funkce na intervalu I je v tom-
to intervalu konvexni.

N4dvoad. V ndsledujicim oddilu dokd%eme obecn¥jii tvrzeni,
ge kterého 13.14 vyplyne.

c.* »-XONVEXNI FUNKCE

T

V tomto oddile jmou vySetFovany obesené m-konvexni funkece,
jejich% studium je pon¥kud obtiZn¥j3i nef studium 1/2-konvexnich
funkci. Mnohd tvrzen{ tchoto o0ddilu jaou zobecnénim ivah oddilu
pfedchdzejiciho, Nejprve vyZet¥ime vztah m-konvexnich funkei
k funkcim konvexnim.

13.16 ,

Vita. Nechf m €(0,1/2> a funkce f budi} spojitd m -konvex-
ni funkce na intervalu I. Pak Je funkce f konvexni na interva-
lu I (a tedy mw-konvexni pro vEechna me(0,1/2 >).

Ndv od. Dikaz provedte sporem. Nechi existuje m e (0,1/2>

a body X, X, €I tak, Ze plati f(m x; + (l-no)xa)> m, f(x, +
+ (1 - mo):t(xz). Od funkce f odeft¥te linedrni funkei ¢ pro
kterou plati f(xl) = f(xl), 5»7(12) = f(xz). Oenaéime-11
P=f- @, plati F (ax; + (1 - no)x‘z.) > 0.

Nyni nalesnite body %), $,€1 tak, aby platilo

tp<mX) + (1 -m) x, <ty F(ty) = P(¢,) =0, Fx)> 0

pro viechna xe(tl,ta). Pak ale plati

f(mtl + (1 - M)ta)S ?(ﬂ tl + (1 - n)ta)' t;j'

F(mt, + (1 - 11)1'.2)'5= 0, cof je ve sporu s mty + (1-m)t,€(t,,%5).

Osnafenf. Pro MCE,, M= me&(0,1/2> poloiime
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B (0) = {x&E;; x =mzy + (1-m)x,, x, x;6MF,
KO(M) = M, KLOD = K (K),

. |
o . k(x5 ), xew,

ch (M) = ;Qo KL ¥,

Dokaite, ¥e pro kafdé me&(0,1/2> Je mnofina och M huetd
v mno¥ind (inf M, eup M). ‘

113.17| Cvi¥en{. Wecht m&(0,1/2> , f je m-konvexni na {a,b)C K,
Mc(a,b)., Potom plati: Je-1i xl,xa.yEc.hm(ll). q€ <0,12>,

y = qxl + (1 - Q)xaﬁ pak
£(y) = q £(xy) + (1-q) f(x;).

13.18%| Véta, Neohi ne(0,1/2> , (a,b)c B, je omezeny interval.

Punkce £ bdudif m-konvexni na intérvalu (a,b) a zdola omese-
né na otev¥eném intervalu Ic (a,b). Potom funkce .f je rdola
omezend na intervalu (a,b). ‘

N&vod Hechl exietuje posloupnost { x,} bodd intervalu
(a,b) takovd, ¥s x —> x € <a,b> , f(xk)<-k pro kakdé

k€N, Ukafte, Ze existuje bod y€I a q€(0,1) 1tak, e Je
$=q¥ +(1-gq)x el (Uiijte 13.16.) Nyni vyberte posloupnost
bodd {s }, s, > 5 alisla qu, q-»q tak, %e plat{

sy = 9 ¥ + (1 -gq) x&ch ({y,x1). |

UZitim 13.17 obdrEite f(s,) = q £(y) + (1 ~ q) f(x.),

s fehol plyne f(s,) —> -o° .

|13.19 ILemu. Nech¥ @m&€(0,1/2>, £ je m-konvexn{ funkce, dafinova~

nd na intervalu (a,b)c B,, Nechi ?(x) = liminf f(y) > - oo
1 y>x

pro kafdd xe&(a,b). Potom funkce f je konvexni.’

Ndvod, Zvolte libovoln¥ x, Y,&(a,b) a qe (0,1/2>.

Nechi jeo s = qxg + (1 - q)y,. Zvolte déle x,, v, &(a,®),
A

X, —>» X, Y37, tak, aby f(x,) > ?(xo), 1(y,) — (3,

Uka¥te, fo existuji body Pgr» Pp—>q & body 5,6 ch.( {xk. ’k})

takové, Ee B = Py Xy + (1 - Pk)’k‘ UZitim pfedéhosioh valed-

kil 2 limitnim p¥echodem k — + oo ukafte, ¥e plat{
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£ Sqflx)+ -9 Ny

13.29* Vita. Neohlt m€(0,1/2> a f je m-konvexni funkce definova-

ni na intervalu (s,b)CE,. Nechf a<h <k <t a funkce f
Je shora omezend na intervalu (h,k). Potom je funkce f shora
otesend na kaldém intervalu (c,d), a<ec<h<k<a<h

Nd&vod. Zvolte liboveln¥ =x&(c,h) a ukaite, ¥e¢ mno¥ina
A(x,e) -{ye Bys xéchl( {c,y}) obsahuje bod intervalu (h,k).
Tento bod oznalte s. Potom x€ ohm(-[c,z_}) a f(x) 1ze od-

hadnout pomeci £(e¢) a odhadu f na (h,k) nezévisle na volb¥
¢. Obdobn¥ provedte i zhyiek dikaszu.

[13.21] cviZenf. U#itim 13.20 dokaite: Nechi me(0,1/2> a £ je
m-konvexni funkce definovand na (a,b)C E,. Potom plat{ pro

kakdé x&(a,d) :‘t'(x) = lim sup f(y) < 4090 , nebo pro kafdd
y>x

xc(a,d) Je F(x) = +00 .

13.22*[““. Nechi m&(0,1/2> a f jeo mkonvexni funkce na (a,D)C Ky,

Necht ¢ je shora omezend na jistém otevieném intervalu IC(a,b).
Potom f Je spojitd & konvexni na (a,b).

Ndvod., 7 13.21 plyne £(x) < + 00 pro vlechna x& (a,b).
Zvolte posloupnoati ,{xk} , {y;}tnk*. ¥e plat{ X, —> %y
f(xk) —> ;(x). xk'—b X, _f(xk') —> ?(-x). Polo!td

Ve -%-xk - 1—;‘— x;: a uka¥fte, fe piati V> X Ze vatahn

x, =By, + (1 - m)x/ odvolte pomoof 13.17 a limitnim pFechodenm

k-3 oo vetah %f(x) -1 = L ?(x) < lim :I.’(S'k)-5 f(x) < +eo

a odtud ;(x) = VF(x) def. F(x). Dile pro l:lbovolnoﬁ posloupnost
x,—> x plati f(x, ) —» T(x), kde T je podle 13,19 konvexni.
Spojitost f plyne s 13:2. ¥no¥ina {xe(hn.b); £(x) #£ ?(t)}

je isoclovand, Zvolte libovoln¥é y v této mnofind a ukafte pomo-
ol aparitu sz dikasu 13,20, ¥e p¥edpoklad f(y) > T(y) = }’(J)

vede ke spora. (Zvolte x€ (a,b), £f(x) < £(y). PFotom pro viech-
na s€A(x,y)(a,b) plati f{s) > £(y), ¢ Zeho¥ plyne

?(y) 21(y)); podobn¥ vede ke sporu piedpoklad :!'(Iy‘)“?(y) - ‘f\(y)'.
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Pro libovelny bod e€A{x,y)n(a,b) Jje f£(g) = f (gx + (1 - q) €
S q(£(x) - £(y)) + £(y); pro s—>y je g-—»0 a tedy
Ay £ 2y, '

|13.23*I Vita. Necht me(0,1/2> . Potom m-konvexni funkce f defino-

vand na intervalu (a,b)C E, Je konvexni, prévd kdyZ je spojitd.
Dokafte!

|13.24‘| VEta. Necht me(0,1/2> . Potom.m-konvexn{ funkce f defino-

|13.25|

vand na intervalu (a,b)< B, Je m§¥itelnd, prdv¥ kdy% je apoji-
td.

¥dvod. Dikas je obdobny dllkasu vity 13,13,

Porndmka. VEimn¥te si znadné podobmosti nalezenych vysledkd

s vysledky = tématu 18, Pro m-konvexni funkce lse nap¥. dokdzat

.v&tu analogickou vit¥ ¢ 18,20 a rovn¥é¥ del¥i v¥ty analogioké

tvrzenim ¢ 0ddflu By tématu 18. Punkce m-aditivaf, eplaujfed
pro jisté me(0,1/2> <funkciondlni rovniei

f(mx + (1 - m)y) s m £f(x) + (1 -« m) .f(y). X, !'E'lo

(srovne] s tématem 31) Jsou dilefit¥m apecidlnim p¥{padem
m-konvexnich funkef.

PE{iklady.

(a) NEkteré p¥{klady nespojitych funkef, které byly 1/2-konvex-
ni, resp. ryse 1/2-konvexni, jsme uvedli v 13.8.

(b)* Sestrojte nespojitou ryse l/2-konvexni funkeci v B, kterd
jeo sdola omepend.

Ndvod, VySetFujte slofenou funkci expu f, kde £ Je
nespojitd aditiva{ funkce v . ' -

(6) Sestrojte p¥fklady nespojitych m-konvexnich funkef v B,
m€(0,1/2> analogické pRikladim s (a), (b).

Podn¥ty k dal¥imu ros#iPent toimto oddilu lse nalést nap¥.
v 8ldpku R, Ger - M. Kucem: " ... " - vig 18,26, kde je uvedena
pFfeand citace. ‘ o

D. K-XKONVEXN{ PUNKCE
]

V literatufe lxe nalést rdsné pojmy, kterd jsou "podobné”
konvexitd funkoi. Uvedeme jeden s nich,
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13.27| Definice. Funkce f defincvend na intervalu ICB1 se nacyvé
kvazi-konvexnf (ddle jen K-konvexni; &k nedorozsumnéni nemife
dojit), jestli¥e pro kaué n&(0,1/2> =& kafdé x,, x,€I
plati podminka

(k) f(mx, + (1~ m)x,) € max (r(zl). £(x,)).

13.28| P¥{klady. Xalezn¥te p¥iklady funkci, které

(a) jaou K-tonnim:[;
(b) jeon K-konvexni, ale nikoli konvexni;
(¢) Jsou m-konvexni, ale nejsou K-konvexni,

|13.29| Cvi¥enf{. Konvexn{ funkce souviaej{ iisce s konvexnimi mno¥inami.
Plati tvrzeni: Funkce f definovandi na intervalu IC 11 h

konvexni prévé kdy¥ mno¥ina {[x. yl; x€l, f(x) = y_} je kon-

vexni, Srovne;j 8 obsahea tématu 35 — gde lse nalést toto tvrseni
v obecndjii formé. '

Obdobnou charakteristiku K-konvexnich funko{ uddvd ndsledujic{
~ tvrzen{:

Ndeledujici podminky Jlou ekvivalentn:(

(1) funkce £ je K-konvexn{ na intervalu IC !18

(11} pro kafdé a& ll je mno¥ina {:e I; f(x) < a} konvexni;
(111) pro kafdé a€B, je mnofina {:e Ii fix)s a} konvexni,

I13.30| Yita, FMunkce f Je K-konvexni na intervalu IC 31. prévd kdyi
splnuje obdé ndsledujici podminky:

(R)[Vxl,zzc I, m&(0,1/2>, f_(tl) = f(:a)]$[t(n1 + (i—l)xa) <
< 2(xy)],

(@[ Vayixp €1, ae(0,2/2>, £(x)) < 2(x)]> [0, + (1-m)xy) <
< (x)] .

Dokafte!

13.31| Bajaste pFiklady funkoi, které splauji pouse podminku (Q), %j.
: nejsou K-konvexni. DokaZte pak tvrzeni:

Ka#dé spojitd funkce splnujfcf na intervalu ICB, podminku (Q)
Jje K-konvexni.

13.32] Literatura. Studiu dal¥ioch pojml souvisejfocich s konvexitou je
) vénovine prdce: Thompscn, Concave Functions, Technical Repart
35, University of Missouri, Columbia; JjoJi obsah vEak vice sou-
vief s tématem 35, nebot pojmy jsou studovény na funkcich vice
proafnnych, -
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rENA 14

Hélderovakd funkce

Obsah: 4. 2Zdkladni vlastnosti hBlderovskych funkci.
B, H®lderovské funkce jako metricky prostor.
C. SBpeeidlni hélderoveskd funkce.
D. Funkce hdldercvské v bodi,

V tomto tématu budeme vyKet¥ovat jisté specidlnf t¥ldy
funkof, kterd hrajf velice dlle#itou \lohu v mncha oborech
matematické analyey.

A. ZAKLADNY TLASTNOSTI HOLDEROVSKYCH FUNKCT

ma——
r———

14.1] Definice. Bud o Z 0. Funkoi f nasyvdme oC-hdlderovskou
na anc¥ind MC '1' JeatliZe existuje konatanta K>0 tak, %e

|f(xl) - f(ig)l B3 ¢ ‘xl - lex pro vEechna x,,x,EM.
Mnofinu vEech &C-hdlderovekych funkel na mno¥ind M oxnalme
(M). Pro o= 1 misto terminu 1-hdlderovské se poulivd
osnadeni lipschitzoveké funkes s nyatém vEech téohto funkeil se
osnaduje symboles Lipl(l). ’

14.2] Cvileni. VUdejte pFiklady o<-hdlderovekych funko:t pro risnd
- oK1, Zkoumelte zda sndmé elementdrn{ funkce jsou oc-hdlderov-
ské, ' :

14.3]| Cvilen{. UkaZte, Ze 'fegf:,(l). prévd kdyZ f je omesend na
© sno¥ind. M. ‘

|14.4l Ovifen{, Pro omesenou mmo¥inu MC ll apro 0°F P<o€ pli;t:[
(a) I, (M)c xp(l).
(3) S (M) $ Hg(u).

Plat{ toto tvrseni i pro necmeszenou mnofinu M?

¢

|14.5l Véta. Pro o« Z 0 o MCE; Je mno¥ina funkei 33“ (M)
(p¥1 obvyNljch operacich) linedranf prostor, a navis plati (pro
M omesenou): Je-1li f.geaa’ctl), potom i f.ged, (M). Dokaite!

5
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14.6

14.7 |

Cvideni. Nechi feaéc(ll), gﬁgpfg(l’) a g(P)c M, kde
&, >0, M,PCB). Potom r-tgegq"pcr). Dokaite!

Ndvod. Qdhadndte

oup 1ZE(x)) - f(g(y))]
x,yEP {x - yi*
xFy

Cvideni.

14.8

(a) Jo-1i fed(J), kde oC> 0 a mmo¥ina J je interval,
potom je funkce f stejnom¥rn& spojitd na J.

(b) Lze implikaci v (a) "obrdtit" v ndsledujicim smyslu:
Je-11i funkce f stejnomdrnd spojitd ne intervalu J, potom
existuje o¢ > O tak, ke fedb (J)?

Tyrzeni. Je-1i a'P ((a,1)), kde oc > 0 & interval (s,b)

14.9

je omezeny, potom sxietu;je prévé jedna funkce Peaf:c( <ea, b>)
takovd, ¢ F = £ na (a,b). Doka¥te!

Ndwv od.

(1) Nejprve uka¥te, ¥e axistule prdvé jedno spojité prodloufe-
ni F funkce [ na interval <a,b>. Toto nap¥. vyplyne
zo cvideni 14.7.a a z v¥ty o rozii¥eni stelnomérnd spoji-
té funkce. Mi¥eme té% pomoci (B.-C.) podminky ukdrat, ¥e
existuj{ vlastni lim £(x), 1lim f(x),

Y
x>a_ x-?b_

(11) UkaZte pak, %e Fedf (<a,b>).

Posledni tvrzeni ndm #{kd, Ze vy!a'ti‘ovelni of ~-hdlderoveskych
funkci na omezenych intervalech "nesdvisi™ na typu intervalu.
MiZeme tedy v jistém smyslu ztoto¥nit systémy Jeac( <g,b>) =a
Foc((a,b))e VysvEtlete podrobn¥!

CviZeni.

‘14.10|

(a) Necht fech (1), kde ac>1 a J je interval. Potom
f Jje konstantni na J,

N4&vod. UkeXte nap®,, %3¢ f (x) = 0 pro viechna xGJ.'
Té% pFimy elementdrni ddkaz je =nadny.

(p) Plati tvrzeni z (a) i pro libovolnou mnofinu JC By?

CviZeni.

{a) Nechi funkce f mé omesenou derivaci na intervalu J.
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Potom je fle;c(J) pro vS3echna & (0,12 . Dokaite!

(b) Necht f£edE (1) pro néjské € <0,1>. Musi mit funkce
na intervalu J omeszenou derivaci?

(c)* P¥edpoklad v (a) mifeme nahradit slabiim poZiadavkem, aby
funkce f méla omezené Diniho derivace na J (viz téma 7).

14.11| Cvi¥eni. Ukaite, %o Lip, (<e,b>)CAC (< a&,b>), kde
AC (<£a,b>) znadi systém v3ech abaolutn® spojitych funkci na
intervalu <a,b>. '

14,12| Cvideni. KaZdd funkce z Lip; (J), kde J Je omezeny interval,
mé 8.,v. na J viastn{ derivacli (& to omerencu).

Ndvod., Pou¥ijte 14.]11 a Lebeagueovu v&tu o derivaci funkce
s konednou variaci.

|14.13| Pozndmka. Venikd nyni otdeka, zda tvrzeni 14,11 a 14.12 plat{
té% pro oC -hdlderoveké funkce, kde &€ (0,1). Snadno nales-
nete piiklady (provedte!), kdy oc-hdlderoveké funkce nemusi mit
omegenou derivaci. Velice rzajimavd je t463 ndsledujici vita 14.14,
P#iklad 14.15 ukarzuje, ¥e ani genlabend tvrzeni 14.11 nemusi pla-
tit.

14.14J Vita. Nechi oce (0,1). Potom existuje o¢ ~hdlderovekd funkce
na < 0,1>, kterd nemd nikde derivaci.

Ndvod, Bud H, uzdvér mnofiny {fe&gc(<0,l>); £’ je
po &dstech apojitd v (e (<0,1>), Ty )} (vir ndsledujics
14.21).

Ho Jje Banachiv proetor (viz 14,22,¢c). Poloite

A, = {reﬂo; existuje x&<0,1 - -3;—) tak, Ze pro viachna

he (o, %) je l'f(:x * i) - £(x) | < n) .
* UkaZte, Zs
(1)  Je-1i fGQH_, kterd mi alespon v jednom bod¥ derivaci,
Je fE€ zgl An ’
(11) ka¥fdd mno¥ina A, Je ugav¥end v H
- (111) kaZda mnoZina A, Je Fidkd v H,.

K dikazu posledniho tvrzenl stadi ukdzat, Ze pro kaidé
k>0 a €3> 0 existuje funkce s€H  tak, Ze ]u_;(x)\ Tk
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I14.15|

a n 5“06< £ . Zvolte (pro m eudé) takovou funkcil gy
aby platilo:

oy (B =0 pro $=0,1,..., /2,
5n ('%P -f:'l‘ pro J=1,2,..., m/2,

sy, Je linedrn{ na ka3dém intervalu < 2j/m, (2j+1)/m >
a <(2j+1)/m, (2j+2)})/m> pro j=0,1,..., (m/2)-1,
DokaZte, %o 1lim f] ’m“alc = 0, odtud tvrzen{ ihned plyne.
n>o2

Priklad. Eximstuje gpojitd funkce s konednou variaci{ na omeze-

14.16

ném intervalu J, kterd nen{ o« -hélderovakd pro %4dné o > O.
Tedy, 1 kdyZ platfi inkluse '

Lip; (<8,b>)CAC (<a,b>)c €(<a,b>)NBY (<a,b>),
neplati ji% inkluse
€(<a,b>)NBY (<a,b>)eUF (<a,b>).
x>0 o5 1
N & p Bud v (x) = —&— l‘)T‘- 72k
v o d, u kJ:-;?l':_lx-(lla) +1
(k = 1,2,... )

a uvafujte funkci h na intervalu (0,1}, kde hix+>v (x)
pro xe <1/2%, 172%-1>,

P¥iklad. Existuje dokonce funkce abeolutn¥® epojitd na omezendam

|14.1'?|

a uzaviendm intervalu J, kterd na tomto intervalu nen{ & -h¥l-
derovakd pro #4dné o > 0O,

Ndvod Uvalujte funkoi na <0, 3>.

- .
log x

P¥iklad. Bud «& (0,1), Jc 31 omegeny interval. Bxistuje

apojitd funkce na J, kterd nemi kone¥nou varimci, ale je
o-hdlderovekd na J.

Ndv od. .
oo

(1) Bud n%. 8, konvergentri ¥ada, kde a; >0, &, 4 <8,

pro viechna n&N, Nechi

By n=1 %a* ®* " A=) ®n
Na intervalu < Q,s> vy3etfujte nejdfive vlastnosti funkce
t definovanéd tekto:

£(x) = 0 pro x@ = {O,l,ll.';la.o--_} ’
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a
B
f(x) =1/n pro x = 81t B s

a
f Jje linedrni na intervalech <o, 90 85y +-§l> ,

8

n
<'n-1 t3 sn> .
oD

(i1) Najd¥te k danédmu o€ Fadu E'l a, tak, aby funkce ¢
byla o-hBlderovsekd, ‘

|14.18| Pozpdmka, Exiastuje spojitdi funkce na intervalu J, kterd nemd
konednou variaci a neni o€ -h3lderovskd na J pro ¥ddné
o >0,

|14.19| P¥{klad, Definujte funkei f nsa <£0,1> vztahem
£(0) = 0, £{x) = x® sin (x~®) pro x€(0,1>.

VyietRetes vliastnosti funkce f v gdvislosti na a,b , tj.
zda je absolutn® spojitd, s konednou variaci, oc-hBlderovekd.

ll4.20| Aplikace., Jako aplikaci pFedchdsejicich vysledkd na teorii
parcidlnich diferencidlnich rovnic ukd¥eme jedno tvrrzeni z to-
hoto oboru, ani bychom se zde poultdli do n¥jaké teorie &1
fysikdlnich interpretaci.

Pro t& (0,T> a x&E, definujme funkei u takto:

- t +o0 -(x-na -
u(t,x) = jj b ( = ) f(‘t’,f) dj aT ,
0 - 00

2 u k) (t -T)
kde f Jeo mi¥itelnd a omegend funkce na mmoZin¥é (O, T> x By.
Nech nynf{ f je lipschitsovekd v prom¥nné )5 stejnomErnd
na (0,7> , tj. nechi plati:

3x >0 Vie(o,r> Vfl;ja.enl(l-f(t,jl) - (s, ) = xlfr jal)-
2

Potom funkce u mid vliastni derivaci a@: na (0, x E,.
x

Dokaktel
V teorii parcidinich diferencidlnich rovnic se pak (Ea pied-

2
pokladu existence derivace g ;) ukd¥e, %e funkce u vyhovuje
X

Jisté diferencidlni rovnici. Dajf se nyni zkoumat dal¥f vlastnosti
funkce u, podminka na funkei f se oslabuje atd. Toto vie viak
budete probirat al ve vyk%ich rodnicich, nenapomeﬁte ale nikdy
porddji vEechna teto tvrszenf{ podrobn& dokagovat 2 nepofitejte &iam-
t& "mechanicky".
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B. HOLDEROVSKS FUNKCE JAKO METRICKY PROSTOR
— e

14.21| Zavedeni metriky. Bud o~e(0,1> a nechi JCB1 je omazeny in-
terval. Pro funkoi Tfedfy(J) definujme oC-normu funkce f vrta-
hem  fizle = Wrl, + HY , kde

(2 = sup |2(x)l a kde EX je tzv. of-hdlderovskd kon-
° x€J f
etanta funkce f, definovand pFedpisem

o ooz - 1)l
H -
£ x?l;gJ lx -y
xiy '

Pro f,gedb(J) definujeme funkei Ty : [f,2]l > U - gllc .

|l4.22| Véta. Doka¥%te ndsledujici tvrzeni,
(a) (JE(J), Tw) Je metricky prostor,

(b) (Fie(J), T) je metricky linedrn{ prostor (normovany linedr-
ni prostor).

(¢) Prostor (I (J), Tx) je dpln§ (tedy Banachiv).

Ndvod. Odvodte nejprve lemua:

"Necht f 6J€.(J), £, =3 f na J, necht posloupnost
{H:’ } je omezend. Potom fe&é’,cu)".

n .
(8) Prostor (I (J), Toc ) neni separabilni.

N4dvod, Hajdste nespofetnon mnoiinu KCJQC(J) tak, aby
Ty (T,8) 2 1 pro viechna f,geM, f ¥ g. (Uvidomte asi, Ze
oc-hdélderovakd konstanta funkce x je rovna 1, bereme-1i

J= <C,1>,)

|14.23*| Problémy.

(a) Vshledem k inklusi z odstavce 14.4.a sgkoumejte vztah
Hofc. H? pro oL < f?’ . V p¥{pad¥d monotonie (p¥i pevné
funkci f) vyBet¥ete jejich limity.

(b) Podle 14,11 vite, Ze
Lip, (<a,b>)c € (<a,b>) O BY (<a,b>).
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Do proutdru spojitych funkci mifeme zavést metriku f’ vz ta-

hem Sa(i',g) « sup | f(x) - ‘Stx)l
x&<a,b>

a do prostoru funkci s konednou veriaci BV(<a,b>) metriku

b
6" vstahem G'(f,g) = |f(a) - gla}] + Vv |f -¢gl,
. a

b
(kde V P znamend variaci funkce F na intervalu <a,b>).
a ‘

Vyfet¥ujte nyni prostor funkei Lip,( <a,b>) s metrikami

Sé ,Q’, ’L‘l {vetah tdchto metrik, konvergenci, homeqmorfiamus,
iplnost, separabilitu &j].) & gkoumejte té% vlastnoeti

‘Lip; (<a,b>) jeko podmmoziny prostoru ( €(<a,b> ),?)

&1 (BV(<a,b>),6") (usavienost aj.).

(¢} Na gdkladd inkluee Lip; (<e,b>)CR (<a,b>) zkoumejte té%
prostor (L1p1(<a.b>),t}’), kde metrika . je definovand
vetahem 7}(1'-8) = (R) [[|f-gl .

ar

C. SPECIALNT HOLDEROVSKE FUNKCE,

[14.24] Definice. Bud redb (J). Oznadme pro J >0

£5d) = eup e - #(y)]
X, Y€ J [x - y'x
O<ix-ylLd

Reknenme, e fecdf (J), prdvsé kdy% 1i H“(cf) = Q.
o, O p y d'—l)no f.

[L4.25] vsta. Prostor (r;‘f;c ol ¥, Tx) je uzavienj podprostor prostoru
1 ]

Ndvo d.' Ugavienost dokazujte nap¥. sporem, tj. existuje posloup-
nost cfn > 0. a konstanta C > 0 +tak, %e Hﬂ;(d;l) Z ¢ a

11m & = 0. Protoze
N oo

£(x) - £(y)] < 2 ¢ - falo H;{' () pro vlechna nek
lx - yl* P ?
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a X,yedJ, 0< {x - y‘ < cr , dostanete nakonec “f - rn llo> 0,

nebot (},i_.:lo lf;n(rf) = 0.

|14.26| Pozndmka. Prestory JEM'O(J). 3&(J) maj{ dal%i zsjimavé vlaast-
nosti (viz Z, Ciesielski: "On the isomorphisms of the spaces
H,(I) and m". Bull,Acad.Pol. Sei. VIII, 1960, 217-222), nep¥.

Jfac.o(J) = Ego"afc,rE(J) , kde uzdvsr uvaujeme v metrice T .

D. PUNKCE HOLDEROVSKE v BODE.

[14.27] Definice. Bud oce <0,1>. Funkel £ nazjvdme o¢-hBlderovakou
v bodd p, jestlife existuje konstanta K > 0 a okell U(p) bodu
p tak, Ze |f(x) - f(p)|I € X Ix - p\oc pro viechna xe€U(p).

Pro o =1 se uiivd opdt termin lipachitzovek4,

i14.28| Cviceni. Srovnejte definice 14.1 a 14.27, Bud ¢ o ~hidlde-
rovekd ve vech bodech intervalu J, mmai byt reIE(J) ? Zkon-
mejte funkeli =z 14.19,

[14.29] cvitenf. Ozna&te postupns nf.n'f(oc),cf mnoziny bodd, v nich¥
funkce f md vliestn{ derivaci, je oc-hdlderovekd, Je spojitd.

Ukaites, Ze plati: D,c Hf(l)CH'f( aca)c Hf(ocl)c cf , kda

0 < oy < ot

» < L.

1

E4-30*I V&ta. Bud f: 31-—-—) E,. JestliZe mno¥ina E; Cf Je hustd,
potom mno%ina Hf(oC) je prvnf kategorie pro ka¥dé «€ (0,1>.

N&vod., Ognadte B, = {peB; Ix,yeU(p,1/n) =

£(x) - £(p) _ £{y) - £(p) Bef) B.
Ix - pt* ly - p¥¥ > n'} : m=1 a

Y

Protote Hglec )< E,\B, stad{ ukdzat, fe mmoiina Bg ja hustéd.
Bud J 1libovolny otevienj interval, d€JN(E;\C,p).
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Veznéte h,k tak, Ze

max [£(8) , limsup £(t)] > h > k > min [£(d), limint £()].
t—>4a t—»4

Zvolte m<d tak, aby pro pe JN(m,d) platilo:

h - £(p) LI {6 R
la - pt* 4 - pl*

Pak existwjf x,y€ U(p,1/n) tak, Ze f(x) > h, fly)< k a

£ - £(p) | £ - ) 5 o
|x - pl*® \y - p¥¢

Tudif Jn(m,d)c B:.

ll4.31' CviZeni. Pomoci 14.30 ukaXte:

(a) Jeatli¥e mmoZina B, \ C, Je hustd, potom mno¥ina D, Je
prvnl kategorie.

(b) Jeetli¥e mnoZina C, = E,\R, pak mnosina B,\H, (1) Je
neepoletnd a hustd.

(e) Jestli¥e mno¥ina C, Je hustd, potom mnoZina E,\C, jJe
prvnf kategorie. '
Ndvod. Podle 5.9.b Jje mnoZina C, typu Gg .

(d) Jestli¥e smo¥iny Ces ByNCyp Jmou husté, potom smoZina
an(Bl\Hf(OC)) Jo residudlni pro ka%dé oCE (0,1>
(tj. Jeji dopln¥k je mnoZina prvni kategorie.)
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Obsah:

15.1]

TR H A 15

Stejnom&rnd spojitost

» Zdkladni vlaestnosti.

A
B. Soulin stejnomérnd spojitych funkei.
C. Cauchyoveky spojité zobrazeni.

D

. Stejnom&rn& spojité mnoiiny.

A, ZAKLADNI VLASTNOSTI

—
———a——

e e

l15.2|

15.3

Opakovani. Budte (P,g’), (Q,@) metrické prostory a f£:P->Q
zobrazeni, Definujte pojmyt f je spojité v bodE, f Je spojité
na mno¥iné ACP, f je stejnomirnd spojitd na mnofind ACP,

f Jje spojité na mmo%ingé ACP,

Cvideni.

{(a) Zkoumejte vztahy mezi spojiitoat{ a stejnomérncu spolitoasti,
UkaZte pFiklady spojitych zobrageni, kterd nejsou stejnomérné
apojit4.

(b) UkaZfte p¥iklad zobrazeni, které je stejnomérné spojité a neni
lipechitzovaké.

(¢) Zopskujte vitu, podle které spojité zobrazeni na kompak tni
mnozing je stejnomdrnd mpojitd.

(d) PFipomente té% vity o rozsiFent stejnom3rné spojitého zobraze-
ni (viz 47.5) a vitu o souvislosti a modulem spojitosti (viz
25.4).

(@) Zkoumejte té¥ aditdn{ a skldddni stejnom¥rn# spojitfch funkei.

B. SOUSIN STEINOMERNE SPOJITYCR FUNKC!

Cvideni. Uka%¥te na p¥ikladd, Ze soulin dvou stejnomdrnd epojitych

funkei nemusi byt stejnomdrnd spojitd funkce.

|15.4 l Vita, Nechi K zna¥{ mnozinu viech nezdpornjch stejnomdrnd spo-
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Jjitych funkei na intervalu <1,+ o= ), DokaZfte, Ze

lim sup %El < + oo pro kaZfdou teX.
X =» oo

HN4dvod. Provedte sporem, Nechi existuje fex a posloupnost
{,Ik} tak, Ze

(a) 1im X, = + 00

(b) =xp., -x, >1 proka¥dé k&N,

. f(xk
Cy s kde Cp = E r ’

F+

(e) Cr+l

(d) lim ey = +00 ,

»
(o) letxy,y) = 2l = o1 g = 0% ® iz, - %)
pro kaidé k. '

Bud de (0,1) &imlo, které existuje podle definica stajnomérné

spojitoeti ¥ & = 1. Ddle nalexndte k° tak, aby pro k > ko

byle o > 5— » Pro ka#dé >k, axiatujd Tiatoseee, by tak,
ie xkstl-: t2<._.. <tm’xk+1'

p o

S <ty - t3<d  pro 1s0,2,...,m 1,

P¥1 pevném k > L nalezn¥éte nynf j tak, aby

Potom ale ‘f(tJ+1)—-- f(tj)l > 1.

|15. 5] Lemma.

() Bud x r(x)eX, bud & > 0. Potom existuje d > 0 tak,

fe pro x,ye<l,+ ), |x - y|<J1 je  xlr(x) - t(pl< g .

Nddv od. ©Podle 15.4 nalesndte M>0 tak, aby f(x) <X
pro x&€ <l,+ o0), Navic'uiatuja Je (o, :_H) s vliastnos-
‘ &
ti:  pro x,ye<l,+ ©9), ]x-y|<<f jo lx f(x)-y £(y)] < R
(b) Bud x° f(x)éjC, bud € > 0. Potom existuje JI>0 tak, e

pro x,y& <l,+ o0}, |x - yl<J je xalf(x)— tiy|l<e.
Dokafte obdobn¥ jako v (a)!
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1 x
Vita. Oznadme JC  mno¥inu vBech funkef feX takovych, s
pro libovolnéd gex je f.gex . Potom

fex*, prdvé kdy¥ «x tix)eJC .

Ndvod. Nechi x f(x)ex . Bud gex a £ >0. BExistu-
3 My > 0, > 0 tak, Ze f(x)<My, x T g(x)<M, pro
X€ < 1,+00), Ddle nalernite af:v 0 +tak, aby pro

Ix - y“-‘-J, x,yE < 1,+ ©© ) bylo

£ £
lg(x) - gy} < E lt(x) - el < -

15.7] GCviZendi.
E 3
(a) Oznadme JC mnoZinu v3ech funkef reJC takovych, ¥%e
>

*
pro libovolnéd gex je f.gex « Ukaite, Zs Jf-**g-K-

o+ .
(b) Ukatte, 38 t&K , prévé kdyt x° t(x)e X .

: *

{c) UkaZte, %8 f + ge](t f.ge.]( , kdykoliv f,gex .
xk
(d) Vyslovte a doka%te an%{ogické tvrzeni k¥ (¢) pro systém .k- -

xx

xx
(e) Poloite .X;‘ux *** . Zkoumejte vlaatnoetl ‘Xn' a

C. CAUCHYOVSRKY SPOJITA ZOBRAZEKT

e —

15.8] Definice. Zobraren{ f metrického prostoru (P, [ ) do (Q,®)
nazvems cauchyovaky spojité, pFevddai-li kaZdou cauchyovekou posloup-
nost v P na cauchyovskou pos8loupneat v Q.

l15.9J Cvidendi,

(a) VySetFete vatah meri sauchyovekou spojitosti, stejnomdrnou
gpojitoati a apojitosti!

{b) Zkoumejte, zda asoulin Ei slofenéd zobrazeni cauchyovsky spoji-
tych zobrazeni je cauchyovaky spojité,

(6) Jaké nutné a postadujicf podminky musf{ splnovat prostor P,
aby kaZdé zobragzeni P do libovolnéhe prostoru bylo spojité
(cauchyoveky spojité, stejnomdrn& spojité)?
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|15.10|

K4dv od, Prostor P musi byt izolovany (kafdé cauchyovskd
poaloupnoet musi byt staciondrni, P musi byt stejnomdrnd isolo-
vany}.

(d) K tomu, aby kaZdd spojitd funkce na P byla cauchyovsky apo-
Jitd, je nutné a sta%i, aby P byl uplny.

(e) Nalezn¥te nutné a postalujici podminky na to, aby ka%dd spo-
jitd funkce na P byla stejnomd3rnd apojitd. Detallndjdim
zkoumdnim tohoto problému se budeme nyni v del¥im zabyvat.

D. STBJNOMERNE SPOJITE MNOZ INY

Definice. Bud (M,d) metricky prostor. Mno¥inu BCM nazvems

IlB.ll[

stejnomdrné spojitou mnofinou, jestliZe ka%dd aspojitd redlnd funk-
cena B je atejnomdrné apojitd na B.

Cvideni.

(a) UkaZte p¥iklady mnoZin, které nejsou stejnomdrn& spojité.
(b) Kterd mnoZiny jaou zarudend stejnom¥rné spojité?

*
(¢) Rechi B je stejnomdrn& aspojitd mno¥ine metrického prostora
(M,d). Potom (RB,d) je iplny metricky prostor. Doka%ts!

N4&vod. Nechi (E,d) nenf dplnj. Potom existuje cauchyovskd
posloupnost {pn}CZE rdznych bodd takovd, #e mnoiina

o . oo
é;{f{pn} nemd hromadny bod v E. Definujte A = é:& {Pan-l} ’

oo ; :
B= k:& {pan} » UkaZte, %e A,B jmou uzaviend a disjunktni pod-
mno¥iny (B,d). Bxistuje spojitd redlnd funkce f : E—> B
(ukaZte!) takovd, %s

1

(1) 0= f£(p) T2 pro. p&€ B,
(i1) f£(p) = O pre peaA,
(111) f£(p) = 1 pro pée& B,

Stadi dokdzat, ¥e f neni etsjnowdrnd mpojitd na BE.

{d) Libovelnd atejnom&rné spojitd mno%ina metrického preetoru
{(M,d) Jje uzavi¥end.

|15.1z| Cvifeni. Rekneme, %e podmno¥ina ¥ metrického prostoru (¥,4)

Je nezdporné stejnomdrn¥ spojitd, jeatli¥e ka¥dd redlnd, nezdpornd

1014-7781

- 124 -



|15.13}

a spojitd funkce na B Je stejnomdrn® spojitd na B. Ukaite, Ze
mnofina B je nezdpornd stejnomdrn® spojitd, prévE kdy%i je stejno-
mérnd spojitd. . :

Ndvod. Bud B <P nesdpornd stejnomdrnd epojitd mno¥ina,

bud f spojitd funkce na E. Poloite £, = mex(f,0), = min(f,0)
a uka¥fte, Ze funkce 1, a- jaou stejnomdrné spojitéd na K.

K dokonZeni dikaszu uvaite, %e" T = £, + I,

Definice;

|55.14*|

(a) Metricky prostor (M,d) se nazyvd W-.B prostor, jestliZe
jeho ka¥dd uzsv¥end e omerend podmnoZina je kompakini. {Je
ka%dy metricky prostor W-B prostorem? Uvedte p¥iklady!)

(b) Podmnofina E metrického prostoru (M,4) se nagyvd stejno-
mérné izolovand, jestlife inf {_d(x,.ﬂ >0, x,ye R, x o y}.
Uvedte pFiklady! Porovnejte pojmy: 1iszolovend mnoZina - stej-
nomérné izolovand mnoZina, :

Véta. Bud (M,d) metricky W-B prostor a E&M stejnomérnd

spojita mnoZina. Fotom E = AqUA,, kde A, Je kompaktni a
A, je stejnomdrné izolovand mnoZina,

NAdvod, MiZete pihdpoklédat,'ie. B ¢ je nexépornd stejnomér-
n¥ spojitd mno¥ina. Bud p_ &, r >0, Ulp,,r) = {x€E
a(x,p ) < r } . )

Dokaite, Ze existuje To > 0 tak, ¥e E\ U(po,r ) je stejno-

mérnd 1zolovand. V opadném pFipad¥® by existovala poeloupnost {p 3}
rﬁsnych bodh z E takov4, Ze

(1) Mmr =+ o>, kde ry = d(pi.po).

(11) d(pan. pan_l) < %1- pro ka%dé ne N,
= -~ -

(111) 1‘1-1‘2-1'3-..-,

(iv) r, 4+ 2<»r

a0 neX {prod?).

2ns2 PTO
Lehko zjistite, Ze

(a) d(pai.péj) 22 pro i+ §,

(b) pzj_lém pro i,j€ N, kde si-%- d(psy_11Payq) s

(e) U(szisj)n U(pai'.i) =@ pro 1 # J.
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|15.1ﬂ

PoloZite-11 nyn{
1 pro pgUlp,y.84) , 1€N,
£(p) -<
1 _—
5 d(poyp) . pro  p& Ulpyy,8;)

je f nerdpornd, spojité, ale ne ptejnom¥rn¥ apojitd na BE.
Tedy mnoiina A, = BN U(po,ro} je stejnomérnd irolovand a mno-

Zina Ay = Er1U(p°,r°) Je kompaktni.

Porndamky. P¥eadchori vysledky mi¥eme je3t# trochu zobecnit,

(a) Budte (M,d) a (¥,,d,) metrické prostory. Mno¥inu EcCM
- nasveme stejnomérnd epojitou vzhledem k (I],d]), jeatlize
kafdé apojité zobrazeni f : B—> Il Je atejnomérn& apoJi-
té na B.

{b) Uke¥te, %e tento pojem zdvisi na volb¥ metrickdého prostorn
(M,,d,). Udejte p¥iklady!

(¢) Hekneme, %e metrickyj prostor (M;,d;) obeehuje jednoduchy
oblouk, jestliZe existuji a,be&ll a existuje hoemeomorfiasmus
ht: <0,1> ~» lll tak, 3¢ h{0) = a, h(l) = b. (Interval
<0,1> chdpeme jako metricky prostor & obvyklou metrikou.)

(d) Uka¥%te, 2e diskrétni prostor a jednobodovy metricky proster
neobsahuji jednoduchy oblouk. Uvedte dalif pFiklady prostord,
které neobsahuji jedncduchy oblouk. Uvedte postadujici pod-
minky pro takové proastory! Uvedte pFiklady metricikych prosto-
rd, které jednoduchy cblouk obsahuji.

(o) Uka3te, %e véta z odastavce 15.ll.c¢ eziiatene v platnosti 1 pro
definici z (a), pFedpokldddme-1i, Ze (Hl,dl) obsahuje jedno-
duchy oblouk.

N4vod. Sta¥f polofit v ndvodu dikasu 15,11.c g=h#*r,
kde h Je jako v (e).

(f) Uka¥te, Ze za -pFfedpokladu (e) plati i vita z odetavce 15,14,
V &em je p¥ekvapivost tohoto tvrrpenfi?
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TEMA 16

Monotonni funkce v B,

Obsah: A. Zd4kladni vlastnosti monotonnich funkei.
B, Hlub%i vlastnosti monotonnich funkei.
C. RozEifovdni monotonnich funkei.
A. ZAKLADNI VLASTNOSTI MONOTONNfCH FPUNKCI
16.1| Definice. Rekneme, ¥e funkce definovend ns mno%iné GeBy Je
neklesajici{ na G, jestliZe pro viechny dvolice x,ye G, x<y,
plati f£(x) € f(y). Podobnd nerostouci, klesajici, roetouci.
Funkce definovend ns mnoZingd G se nazjvd monotonni na G, jest-
li%e je neklesajici nebo nerostouci na G.
16.2 Cviceni.
(a) Tvo¥i monotonni (resp. nekleasajici, nerostouci) funkce na
mnofiné M< B linedrni vektorovy prostor?
(b) Je soudin dvou monotonnich (neklesajicich, nerostoucich)
funkei monotonn{ (neklesajici, nerostouci) funkce?
(c) Nechi ¥ Je monotonni funkce na mno¥in¥ GcEl, f mono-
tonni na f(G). Jo fx¢ monotonni na G?
16.3 Tvrzeni. Necht £ ; < a,b> — ]!1. Potom funkce m, M, ﬁ', i,
kde m(x) = inf {£(z); ze<a, x>} , M(x) = sup {£(2); e <a,x>},
m(x) = inf {,f(u); re<a,x)} , Mx) = sup {f(z); ze < a,x)} ,
Jesou monotonni na <a,b>.
16.4] Cvideni,
(a) Zkoumejte, kdy nastane aleepon jedna z rovnosti{ f = m,
f =M, £ =M, £ =M, fxme@, ... !
(b) NajdSte viechny monotonni funkce f: B,—> E;, které spliujf
funkciondlni rovmicl f(x+y) = £(x) + £(y).
(Viz té% téma 18.)
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T 127 -



(¢) Bud f rostouctf funkce na <a,b>, X & <a,b>. Necht

1im f(xn) = f(b). Potom 1lim X, = b.
n-» oo n-=oe

(d) Necht f : E,— By Je spojitd a qnonotonn’i na B,.
Potom f(E;) = By, prdvé kdyi lim if(x)1= lim l£(x}| = + oo,
‘ : X>+o00 x> -09

16.5| Pozndmka. Bxistuje apojitd funkce na < 0,1> takovd, %e neni mo-
notonni na Z4dném intervalu («,f8)c<0,1> . Viz 4.21,c.

IE.—G] Tvrzen{. Bud funkce £ : A — E, neklagajici na mnoZin& A,
Potom plati
(1) Je-11 & hromadnym bodem mnoZiny A zleva (tim se rogzumi,
%e v libovolném intervalu (a-o,s), J > 0, existuje vidy
alespon jeden bod mnofiny A}, potom existuje

1im £{x) = sup £(x),
X > g- X< a
xe i x€ A

(i1) Je~1li a hromadnym bodem mnoZiny A szprava, existuje

lim £f(x) = inf f(x)
X—+g x>a
xE A XE A

Formulujte analogické tvrzeni pro nerostouci funkce,

B. HLUBSI vIASTNOSTI MONOTONNICH FUNKCI
—r bt e e — ——————3

16.7 Body nespojitosti.

(a) Necht 2:(a,b)—> B, Jje neklesajici na (a,b). Potom plat{:

V kaZdém bodd ce€(a,b) exisetujf limity 1lim f(x) = sup £(x),
X-»C- acx<e

lim £(x) = inf £(x), takie z¥ejm#
X-»C+ o<x<hb :

lim £(x) € £{c) € 1lim f(x).
X C= _ x> Qg+

Viachny body nespojitoesti funkce f lefici v (a,b) jsou
tedy l.druhu (viz téma 5) a jejich mnoZina je spodetn4.
Ndvod. Naprvn{ &8st tvrzenf poulijte odatavec 16.6.
(b) Dokafte, %fe k libovolné spofetné mnoZiné Mc B, existuje
rostouci funkce na 'El takovd, e nno¥ina M je prdvé mno-

¥inou viech bodd jeji nespojitoati.
{Srovnej 5.5.)
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16.8] PFiklady. :

(a) Necht M = Rn(u,l1). KaZdému ¢islu t=={%en (p, q nesou-~
d8lnd, O<p<q) pFiFadme &fslo s(t) = q °.
Zobecnénd ¥ada 1:%! 8(t) Jje absolutnZ konvergentni;

-
pro U<x<1l poloime f(x) fu 8(t).

DokaZte: *x

(i) f£. je rostouel v (0,1),

(11) f neni spojitd v Zddném bodé mno¥iny M,
(111) £ Je spojitd zprava v kaidém bod¥ mnoZiny M,

(iv) £ Jje spojitd v ka?dém bodd mno¥iny (0,1) ™M,

Pokuste se té% vy3et¥it derivacl (resp. Diniho derivace -
vig 7.8) funkce f.

(b) Necht £ je neklesajici a zdola omezend funkce na oteviené
mnozind DcB,. Definujme funkce 2 a F na D pFedpisen

Z By - £(x0)]

8{x) = f(x) - f(x=) + x <%
F(x) = f{x) - a(x), kde Xy1%5, 00+ JEOu viechny body
nespojitoeti funkce f. Potom funkce F je apojitd a nekle-
sajicf na D. TFunkce & se obvykle nazyvéd funkei skokd; vis

162 [J 11], kap. IX, §§ 2,3.

116.9I Tvrzeni.  Monotonni funkce na B, Je prvni Bajreovy t¥idy
nsa Elo ViZ 12.21.b- N

IlG.lOI Cvidend.

(a) Wecht f je monotonni, spojité a omezend na omezeném inter-
' valu (a,b). Potom £ Jje stejnomdrnd epojitd na (a,b).
UkaZte na p¥lkladech, #e po vynechdni kteréhokoliv pF¥edpokla-
du tvrzeni neplati.

(b) Nechi funkce f je monotonni na intervalu ICE, a md _
Darbouxovu vlastnost. Potom f je epojitd. (Viz oddil 11.C,)

[16.11] CviZenf. Necht B je podmmoZina (a,b) & £ je funkce majici na
(a,b)NE vlastni derivaci. Zkoumejte vztah meei monotonii funkce
f a vlaatneatml derivace funkce v zdvislosti na "velikosti"mnoZi-
ny BE.
Napffklad je-11 E =0 a £ (x) 2 0 pro vlechna xé&{a,b),
je funkce f neklesajicf{ na intervalu (a,b).

ObyZejnou derivaci ‘je moZno nahradit jednoetrannou deriveci (viz
téma 7), Diniho derivacemi, symetrickou derivaci apod. (Viz téZ
téma 27.)
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16.12| Lebesgueova vita, Necht ¢ je funkece monotonni na (a,b).
Potom f mé derivaci skoro vSude v (a,b).
Vie [ # II], kap. V, § 2.

[16.13' P¥fklad. Cantorova funkce (viz téma 4) je spojitd, nekonstantnf
' s monotonni na <0,1> a jeji derivace je rovna nule skoro viude.
Existuje dokonce funkce, kterd je rostouci a spojitd a md deriva-

‘¢l rovrou nule skoro viude.

|16.14| Pyrgeni. Nechl Bc <a,b> Je #{dkd uzaviend mnofina.
PoloZts @(x) = @E(x,E) (vzddlenost bodu x od mno¥iny E)

a f(x) -fj(t)dt. Funkce f je rostouci a spojita na <a,b>,

mé vlastni derivaci viude na <a,b> a pro x&E je £ (x) = O.
Plat{ tvrgeni bez pFedpokladu, %e B je Fidké?

¢, Roz31RovAxT MONOTONNICH FUNKCT

[16.15] Tvrzenf. Nechi Mc B, Je uzaviend a neprdzdnd, f:M—>E,.
Potom existuje g : E;— El tak, Ze plati:

(1) pro xsM Je g(x) = f(x),

(i1) Je~11 f gpojitd na M, je g epojitd na By,

(1i1) Je-1i f neklesajfof na M, je g neklesajici na B,
(iv) Je-1i f rostouei na M, je g rostouci na K.

N4dvod. Poloime g(x) = f(x) pro x€ M, Oznalme (an,bn) =
= In omezeny styény interval mnoZiny M a pro ern poloZme

X = 8

n ™~ %

glx) = fla ) + (£f(b,) - f(an))-

Pro neomezend etyéné intervaly (v p¥ipadd, Ze existuji) poloZme
g{x) = £(a) + x - a nebo g(x) = £(b) + x - b.

|16.16| Tvrreni, Nechit @ # ¥c By a f Je neklesajic{ funkce na M,
Necht J je nejmen¥{ interval obsahujici mnoZinu M. Potom
exigtuje funkce g, neklesajici{ J, pro kterou plati, Ze

g{x)} = £(x)} pro x€&M.

Zistane tvreeni v platnosti, je-1i J nejmeni{ uzavfeny interval
obsahujici mnoZinu MN?
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Obsah:

TEMA 17

Pexiodické .funkce v El

A. Definice g zdkladni vlastnosti.
B. Kvaziperiodickd funkce.

A. DEFINICE A ZAKLADNI VLASTNOSTI

Definice. Bud ¥ mno¥ine vEech Iconeén)'rch redlnjch funkci defi-

17.2

novanych v E,. Pro reF  oznakme
Gp = {PE E,; f(x + p) = £(x) pro viechna erl} .

Cvi&eni.

|l’?.3|

(a) VZdy je Oe Gpy Je-1li pe Ge» Jq -p€ G,

Je-11 P€G,, g€ Gf Je p - q€ G,

(G, Jje mditivni podgrupa redlnyjoh &isel.) DokaZte!
(b) MnoZina G, Je bud jednobodovd nebo nekonednd,

Definice. Hekheme, %e funkce fe.”  je pericdickd, jestliZe

17.4

Gf cbsahuje vice ne¥ jeden prvek. KaZdj prvek Gy nazveme perio-
dou funkce f.

Cvideni,

(a) Ka¥dd konatantn{ funkce je periodickd. Urdete vSechny jeji
periody. i

(b) Funkce sin, co0e, tg jsou periodické. Najdste vBechny jejich
periody. :

(e) Pro xeE, bud f(x) = x - [x]}. Potom je f periodickd,
doka¥te! S

Tvrzeni, Bud f perlocdick4 funkce. Potom 1im f(t) existuje,

17.6

prévé kdyi f je konstantni. Linchiad

Problém., Budte f, g periodické funkce. Zkoumejte, zda funkce

f +g, f.g jsou periocdické.
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17.7

CviZenf. Bud R mno¥ina raciondlnich &isel. Necht D "je Di-

17.8

richletova funkce, Potom RcC GD. Doka%te! Rorhodnéte, zda

R = Gp.

Pariodické rogSifeni. Bud p funkce na intervalu <a,b> .

1?.12

Necht existuje periodickd funkce te takovd, fe f(x) = }J(x)
pre x&<a,b> ., Potom nazveme f periodickym roz3ifenim funk-
ce © . Je-11i navic b - ae Gy, budeme Pikat, #e¢ £ Je periodic-
kym roziifenim funkce §o e pericdou b - a,

Najd3te nutnou a postadujici podminku na }0 s aby existovalo pa-
riodické rog¥ifeni funkce J periocdou b - a, V p‘ﬂpadé,

%e takové rog3i¥eni existuje, podrobn# popi%te funkei T,

V&ta. Bud (}; mnoZina viech kladnjch prvikd mno¥iny Gy.

Nechf 4 = inf G; > 0. Potom d&GC,. Dokaite!

Ndvod, Nechit 4¢G,. Bud {d ) posloupnost takovd, ¥e
dne G;, dn\ d. ProtoZe d' >0 a posloupnost {dn} Je

cauchyovexd, existuji pFirozend n, m tak, Ze
4] <.dn - dll< d.

Hlavn{ perioda, HReknems, %e funkce f mé hlavn{ periodu d,
jestlile f je periodickd, 1inf Gz> 0 a d = inf Gp.
Fodle véty 17.9 je tato definlce korektni.

Cvideni. 1
(a) Bxistuji nekonstantni funkce, kterd nemaji hlavni periodu.
(b) Bud d& hlavni perioda funkce f. Potom

Gp= {x3; x=n. d, n celé § .,

i

V&ta,

,ll'?.l)l

(a) Periodickd funkce £ je konstantni prév# tehdy, kdyi

Gf - 31-
(b) Nechf periodickd funkce nemd hlavn{ periodu. Potom mnoZina
G, Je hustd v 31.

Vita., Necht £ je periodickd funkce. Nech} existuje xoenl

tak, ¢ f Jje spojitd v bod8 x_. Potom js bud f konstantn{
nebo md hlavni periodu.

©

N&v od., Necht f nemd hlavnf periocdu. Pak je tedy
inf G; = Q. Budtse £>0 a d> 0 takovd, e pro

xé(xo-(f, xo+¢f) je If(xo) - 2(x)| < £ . Zvolte we k.
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Podle vdty 17.12.b existuj{ x°, x" e B, tak, fe x&l,, |x"V1<d'

a w-xo+x'+x". Potom

If(w) - f(xo)l = |f(x° +x7) - f(xo)l< £ .
Cdtud plyne, 2e f je konstantni.

17.14] Pfiklad, Sestrojte funkci, kterd md hlavni periodu a je viude

. nespojitd.

Il’?.lSI Lemma, Nechi existuje J > O takové, Ze pro funkci £ plat{

(0, d')c Gy. Potom G, =% a £ Je konstantni,

17.16%| v&ta. Nechi Gy m4 kladnou vnit¥n{ miru. Potom f je konstantni.

|17.1'?| Disledek. Pro libovolnou funkei f Je vnit¥n{ mira mmoziny G,

bud O ansbo + oo,

[17.18] Pozndmka. Dosud jeme uvedli pouze pFiklady periodickjch funkoi

f, pro ndZ Gp byla spo¥etnd mnoZina nebo G, = El. Specidlné,
pno¥iny Gf byly m#¥itelnsd,

|1'?.19*| Problém., Sestrojte funkei f periodickou a nekonstantni tak,

7,20%

aby mnofina G, byla neespoletnd.

N 4 v o d. VySetFete charakteristickou funkci mno¥iny

K = {xeBy; i?ﬂgin{lx—;%ml 10 5 p celsy =o0] .

Tato mnoZina je nespodetnd, md miru nula a plati
Xys XpE M => X b xzel.

Problém, Sestrojte nekonstantni periodickou funkei f, pro kterou

je mno%ina Gy nepdfitelnd. P¥Ffklad takové funkce lze nalést
v UZen. Zap. Kalinin, Gos. Ped. Inst. 69 (1969), 70-76.

B. KVAZIPERIODICKE® FUNKCE

Definice. Rekname, Ze funkce fey Je kvaziparibdicki, jestlife
ke kafdému x€ B, existuje raoiondlnf &fsle r, 4 0 tak, Ze
fix + rz) = £(x).
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17.22' Cvideni.

(&) Porovnejte pojem periodické a kvaziperiodické funkce.

(b) Jak ae eméni pFedchozi vysledek, jestli¥e v definici kvazi-
periodické funkee pFipustime r iraciondlni?

Il?-23| Vita. Ja-11 f analytickd funkce v By (viz téma 21) a kva-~
giperiodickd, potom f Jje pericdick4.

N4iv od. Existuje raciondln{ &islo r ¥ O a nespoletnd mno-
fina M tak, Ze pro viechna xc M jeo fix + r} = f{(x).
Podrobné vysvitletal

Existuje hromadny bed x, mno¥iny- M (pro&?). Pro xe B,

0
poloime g(x) = f(x + r) - f£(x)., Aplikujte nyni na funkci g
a bod x odatavec 21.7.b.

o
T{m dokdfete, Ze g = 0O na Jistém okoli bodun Xge Nyni 1i% enad-
no vkdfets, ¥ g = 0 na Bl - provedte podrobnd.

|17.24|-Pfiklad. UkaZte, %¥e tvrzeni pPedchozi véty neplati, kdy% v de-
finici kvaziperiodické funkce pFipustime r iraciondln{,

Ndvod Zkoumejte funkei f(x) = x°, I, = -2x.

1014-7781
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TEMA 18

Aditivni funkce

Cbzah: A, Spojité aditivni funkce.
B, Nespojité aditivni funkce.
C. Steinhausovo lemma.
D, Hamelova bdze,
B. Dal3i podminky pro spojitost aditivni funkce.
F* Skoro mditivn{ funkce. '
A. SPOJITR ADITIVNI FUNKCE
18.1| Cvi&eni. PFedpoklddejme, ¥e f je redind funikce definovand
na By splnujfci vetah
(@) flx +y3) = £(x) + £(y)
pro viechna x,yeaEl. Doka3te, %e pro ka¥dd raciondlni &{sle
a kaldé xe E, Je £{rx) = r r(x).
K dvod, Doka¥te tvrzeni pomtupnd pro r p¥Firozend,
r =0, r celé sdpornéd a nakonesc pro r = 2 .+ Psq oceld,
q
q ¥ 0.
18.2] Cvi¥en{. Uka¥ts, ¥s pro ka¥dou funkci g na El plati
(1) => (i1) =2 (111) => (iv) =2 (v) =a.(vi) ,
kde (1} g Je lipschitzovekd v B, (vis 14.,1),
(11) g Je stejnomdrn¥ spojitd v E,,
(i11) g je mpojitd v E,,
(1v) g Jje epojitd alespon v jednom bodd B,
(v) E Je omesend na n¥jakém otevieném intervalu v B§,,
(v1) g Je shora (resp. zdola) omesend na n¥jakém otevie-
ném intervalu v El.
18.3] Cvilenf. Jestli3e funkce g Je lichd v B, (tij. g(x) =
= -g(-x) pro ka%dé xcBE;, potom plati: ‘g Je shora omesend
na ni¥jekém intervalu, prdvd kdy¥ je sdola omezend na néjakém
intervalu v B,. Dokafte! ’
1014-7781
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18.4

Cvideni. DokaZte, Ze kaZdd spojitd funkce f v B, eplnujict

18.5

vztah () md tvar f(x) = & x.

Ndvod. Stad{ dokdzat, %e f(x) = x £(1) pro ka¥dé xe E,.
K tomu pouZijte 18,1, spojitest funkee f =a poznatek, %e ka%dé
redlné &falo lze vyjdd¥it jako limitu posloupnosti raciondlnich
gigel.

Cvi¥eni. Dokalte, %e pro funkei £ splnujfci () platd

18.6

implikace (vi)=(1) 2 odstavce 18.2,

N 4d4v od. Dokafte nmapFed implikaci
£ omezend v -1,1> =3 existuje Ke B, tak, Ze
| £(x)IS K |x} pro viechna x€E,.

CviZenf{, Nechl funkce f vyhovuje funkciondlni rovnici (),

18.7

potom jemou podminky (i) - (vi) navzdjem ekvivalentni a ekviva-
lentni{ tvrzeni, ¥e funkce f md tvar f{x) = a x.

Cvifeni. Uvedme jednu zajimavou aplikaci pFedchdzejicich vysled-

18.8

k. Je-1li f Felenim rovnice () a patfi-11i f do prvni
Baireovy t#idy ({(viz 12.A), potom existuje a& Bl tak, Ze
f(x) = 5 x pro v3echna x€B,.

R 4dvod. PouZijte 12.4,

Pozndmka., Plati daleko obecné&j¥i tvrzeni, vigz 18.13.

Cvideni, Pomoci{ p¥edchdzejfcfho visledku odvodte tvrgeni: ‘

¥

v 1
Necht pro kaZdé xEEl existuje vliastni 1lim 'a"ﬁ'f flt)dt =
R 4o ™7 7

= é_(x). Potom existujdi a,be B, tak, je %(:@) =ax + b

pro vischna x&B,.

Rddvod, Ukaite, Ze é‘(x) + §(y) " 2@ (%’1)

pro vlachna x,ye€ B, a tedy funkce VA xw% (x) - § (0)

je Felenim (QU}. Proto¥e pro RE 31\{0} jeo integrédl
R
x4

5%— L £(t)dt =spojitd funkce prominné x, je § , & tedy 1 Y
»= .
funkce prvni Baireovy t¥idy. Nyni etaf{ pou¥ft 18.7.

1014-7781
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B. NBSPOJITE ADITIVNI FUNKCE

V p¥edchozim jsme ukdrsali, jaké vlastnosti maji spojitd
Feleni rovnice

(@) f(x + y) = £(x) + £(y), I,}’GBJ_'

Otdzkou zistdvd, zda pFedpoklad spojitosti (&i jiné vlastnoati
ekvivalentni) je nutny, neboli zda existuji nespofitd Feldeni
této rovnices. ‘

18.9 | Hamelova bdza, V¥ linedrni algeb¥e se dokazuje, %¥e kaZdy 1i-
nedrni (= vektorovy) prostor X nad t¥lesem md alespon jednu
bdzi, tj. existuje mnozina MCX g vlastnostmi:

(1) Ka2d4 konednd podmnofina mnoZiny M je linedrnd nerdvisld,

(11) [KaZdy prvek mnoZiny X 1lze pedt jako linedrni kombinaci
prvkd n&jaké koneiné podmnodiny M (vyjdd¥eni je pak
jednozna&né). '

Protote B, lze chdpat jako linedrni prostor nad t¥#lesem racio-
ndlnich &isel, mi& tedy bdzi, tzv. Hamelovm bdsi. Viz té% dalsi
0ddfl D &i [D II], dodatek, § 4, oviZeni 1,

Tvrrenf, Nechf H je Hamelova béze E,. " Potom ke kaZdd funkci
T definované na mnofingd H existuje pravé jedna funkce g

definovand v El tak, Ze

(i) gl(x+y) = g{x) + g{y) pro viechna x, yEB,,
(11) gl{x) = £f{(x) pro kaZdd x&H.

Né&vod Bul xeB;. BExistu)f raciondln{ ¥fsla T sFgrecesl
a prvky xl,xa,...,anH (pro&?) tek, %e

n

= rlxl"'. -0 -H.‘nln-

Polofte g(x) = r f(x;) + ces * rt(x).
Doka%te korektnost definice a tvrzeni.

18,11 V8ta. Existuje nedpojitd funkce, kterd splnuje ().

Ndvod, Necht H je Hamelova bdse E,, x eH. Poloite
£(n) 0 pro heH\{xo}, f(xo) « 1 g ror3i¥te funkei f
podle 18.10. Funkce g nemd tvar g(x) = k x.

IlS.lEI Vita. Necht funkce g Jje nespojité FeSeni rovnice (®) v E,.
Potom graf g Je husty v Ea, tj. v ka¥dém intervalu
(a,b)x(c,d)C B, existujs bod mnoZiny graf g.

1014-7781
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Néidvod. Zvolme (a,b)x(e,d)c B,. Proto¥e funkce g neni
apojita, neni ani shora ani zdola omezend na intervalu (a,b)
(vig 18,5). Tedy mno¥iny M, = {_xG(a,b); glx) < o}

a lla = {xe(a.b); glx) > d} jacu neprdzdné. Bxistujf ta-
kovd y, z&(s,b), Za

sup g(My) - (d-¢) < g(y) < ¢ € d < g(s) < int g(K,) + (d-c).
Polofte x = é— (y+s).

[18.13"' Vita. Ka¥dd funkce, kterd splnuje (o) a je nespojitd, je
lebesgueovaky nem$Fitelnd.
{Dieledek: V El existuji lebesgueovsky nemi¥itelné funkce.)

Ddkasg, Phedpoklddejme, Yo f:5,—> 5, spliuje (), Jje
nespojitd a mEFitelnd. Podle 1B.5 funkce f neni omezena sho-
ra na intervalu (-1,1). Bxistuje tedy posloupnost x & (-1,1)
takovd, Ze f(x,) > max(n, f(x,_ 1)) pro kaidé n>1.

Oznalte M = {xecxn - 3,x, +3>; f(x)Z f(xn)3 '
X - {xe(xn = 3,x, + 3> f(x) < f(zn)} ,

o

N_.

¥ = lnﬂ(-ﬂ,h?) R P-n-I a

n
UkaZte, Ze
(a) Mno¥iny ln, ll; jsou m&Fitelnd a dvojice M, lll; Je sou-
m¥rnd se stfedem x,, takie lilln"- 3,
() 1% 'llnn < 4, {_Nn} je nerostouci posloupnost mnoZin,
(6) AP Z 1, tedy P4 0.
Ale P = {16(-2,4-2)-; r(x) = + O-O_} = @.
|18.14I Pogndmka. Uvafme cbeondj3i funkciondlni rovnieci
(®) £{x+y) = g(x) + h(y), x,y€E;.

Funkes f,g,h 1 El“"* El splouji (&), prdvé kdyZ existuje
funkce P 3 B —> B, aplinjici (@) a &{sla a,be®; tak, e

f(x) = F(x) ~a -»
g(x) = F(x) - a
h(x) = F(x) - b,

N &&vod. f(x) = g(x) + h(0) = g(0) + hi(x).
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C. STEINHAUSOVO LEMMA

|1a.15*|

Lemma. Nechi MCB,, a€¥, 0<lal<./11!. Pak existuji

|18.16

x, YEM, a seEN. tak, %0 X - y = 8 a,

Dikaz. PoloZte M = MOk tal, k lal + {al ),
| M, = ¥, -k |al proceld k.

Mno¥iny M, Nl; jaou mE¥itelné a '/Illk - ‘J'llk"

Protode Ulléc(u, fal ), plati
SAw = Ax>lal 2 AV,

z Sehof plyne, %e mmoziny llk' nejsou po dvou disjunktni.
Existujf celd m, n a sE€M NN,

Pro x=z +mfal, y =2 +nlal Jeat

x, YEM, x -y =(m~-mn) {al .

FPozndmks,

(a) S pomoci Steinhsusove lemmatu 18.15 a axiomu vybdéru lze do-
kdzat exiastenci lebesgueovsky nemé¥itelné mnoZiny v l!l.
Podle axiomu vjb#ru existuje mnofina MCE; =& vlastnosti:

Ke kafdému x& B, existuje prdvd jedno yEeM tak, 3e
x=-yE R, Protoke El = rLeJR (M+r), neni .lll = 0.
Kdyby .1, M >0, existovalo by a€R, O<a<J)X, a podle

18.15 by bylo x-y€R pro n¥jekd x,yeM, x £ y; to je spor
a8 definic{ mnofiny X,

(b) Obdobn =ami doksite: Pro PcCB,, ,Ilp:-o existuje
MCP, M lebesgueovaky nemif#itelnd,

D. HAMBLOVA BAZR

|18.17|

CviZeni. Necht H je Hamelova bdze v B, (vie 18.9). Potom

10147781

(a) O¢H,
(b) mohutnost mnoZiny H je stejnd jako mohutnost B,

(¢) H neobsshuje %¥4dny interval,
(d) pro ka¥dé a€X;, a1l existuje xe€H tak, Ze ax#ﬁ.
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IlB.lBl

Névod. Zvolte he&H. Existuli Ty,ee- P €R, Xj,..0,x @ H
tak, Ze 31:_1 Zrixi. Kdyby pro ka?dé i=1,...,n platilo
axis H, bylo by h = zzriaxi - zirixi, co%Z je spor & linedrni

nezdvialosti prvkd bdze H (nad télesem R).

Lemma. Pro libovolny} vektorovy prostor X platfi: JestliZe

h8.19%]

ACScX, mnoZfina A  je linedrné nezdvisld a linedrni obal S
splyvd & X, potom existuje bdze B prostoru X a vlastnosti
AC BC S,

Dikas. Viz B, Hawitt - K. Stromberg, Real and abstract analyeis,
1965, 3.26. (Z tohoto lemmatu plyne specidln& tvrzeni{ v 18B.9
o existenci bdze v libovolném vektorovém prostoru.)

M3%itelnost Hemelovy béze.

|18.20|

(a) Dokafta toto zeeileni tvrzenf 18,17.c¢: Zddnd Hamelova bdge
neobaahuje mnoZinu kladné miry.

Ndv o d, PouZijte Steinhausovo lemma 18,15.
(b) Sestrojte rezidudlni mnoZinu SC El a vlastnosti -115 = O,
UkaZte, ¢ S + S = Bl.

Ndvod Nechi #:+ R~> N je prosté. PoloZte
o

' —1 1
S = g:& izﬁ (r - of(r)+m re 2P ()n ) -

(¢} Z tvrzeni (a) plyne:
Pro ka¥dou Hamelovu bdzi H bud
(1) H je lebesgueovesky nem&¥itelnd, nebo
(11) A & = o,

KaZdd z tdchto moinosti mi%e skuteiné nastat:
ad (i) viz W. Sierpinski, Sur 1la question des la mesurabilité
de la base de M, Hamel, Fund, Math. 1920, 1, 105-111,

ad (11): poufijte lemma 18.18, kde S je mnofina mestrojend
v 18,19.b, A = g.

Pozndmka., 2 18.25 plyne, #e Z4dnd Hamelova baze neobsahnje Zddnou

118.21*]

rezidudlni podmmoZinu Zddného intervalu.

Ndvod, Sestrojte funkci g podle 18.11; g je omezend
na HN\ {xo'} a je nespojitd.

Darbouxova vlastnost.

1014-7781

(a) Lemma, Nechi P je libovolny podprostor vektorového prosto-
ru B, nad tdlesem R (Jinymi slovy: necht @ 4 FCE,,
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x +yeF pro ka¥fdd x,y€F, rxePF pro kafdé reR a xeF).
Necht f: B, —>» F a nechi ka%dy prvek + F md v szobrazen{ £
alespon 2 rldzné vzory v . Necht ¢ eplnuje ().

Potom pro libovolnd a,beE B;, a<b, jest f{(a,b)) = F.

Ndvod, Je-11 f(xy) = f{xa) = u, Jje také f(rx;+(l-r)x;)=u
pro kazZdé reR, '

(b) Necht P je lihovolny podprostor prostoru E; nad t¥lesem
R. Potom existuje funkce f: B;—> F, kterd splhuje p¥ed-
poklady lemmatu 18.21.a.

Ndvod Uvaite bdze H, B prostord E;, F pro které BcH,
Bxiastuje g: H—>» B tak, %e kaZdy prvek v B md v gobrazeni g
alespon 2 vzory. Horfi¥te g podle 18.10.

(¢) Podle {a), {(b) existuje funkece f aplrujici () a tako-
vd, te f((a,b)) = By, kdykoliv a&,beB,, a <b. Podle
18.13.f neni lebesgueoveky m¥Fitelnd v E;. Zvolme libovol-
nég ¢ < d, Jest

£ (e e 023y = £ (M) (orryaee)) = N e Covr 00,

TeR reR
takfe pro néjaké reR je f'l((c+r,d+r)) nem&fitelnd,

z &eho% plyne, ¥e i mnofina f_l((o,d)) = f'l((c-i-r,d-l-r)-f"l{r}
je nemEFitelind,

Stejn% doka¥te, e vzor libovolného uzav¥eného &1 polouzav¥e-
ného intervalu je nem&¥itelnd mnoZina. ‘

(d) Dokédzall jste tedy existenci funkce f:E,—> B, s témito
vlastnostmis

(1) t splnuje (@),
(i1) f((a,b)) = By pro a< b,
(111) £ 1(I) nen{ mé¥itelnd mmo¥ina pro #4dny interval
I4£EBE..
1

' (e) Zvolime-1i v (a), (b) za P vlaetn{ nenulovy podprostor B,

dosteneme aditivni funkci, kterd neni{ né¥itelnd ani darbouxov-
skd.

B, DALS! PODMINKY PRQ SPOJITOST ADITIVN! FUNKCE

lla.aa*l

Véta (Kestelman). Necht llcEl, lll>0, fxBl—-) El aplonuje

1014-7781

(¥) a |fiM]l < KeE,. Potom f je spojitd.

Ndvod, Zvolte libovolnd aec (O, lll). Podle lemmatu 18.15
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[18.237%]

existujf x,yeM, a s€N tak, 38 x -y = 8 a, Je tedy
|8}, 1£(a)l = |£(sa)] = f(x-y) = |£(x) - £(y)| < 2K,

If(a)l < % €2 K. Tedy f je omezend na intervalu (O, -lll).

V&ta. Necht McBE

!18.24'

y» A¥ >0, f:E,—>E; spliuje (V) a

£|M < K€B,., Potom f je spojitd.

Ndvod, FNajdéte interval (a,b) takovy, Ze
.;{1 [(a,b)nl]>ll[(a.b)\ H]. WOznaEte P = (a,b)nlﬂ{ub—x;

xe(a,b)nl}a' Dokaite _llP> 0 a fla+h) - K< r|P<K.
Zbytek plyne x viéty 18,22,

[18.25%]

Vita. Necht McB, AM>o0, f: E—>B, spliuje (P) a
f‘liAl. Potom f je spojitd.

N4é&vod, UxaZte, ¥e pro néjaké nas N plat{
11[lnf'l((—oo,n))] > 0 a pou%ijte 18.23.

VY3ta. Nechi c,de B;, o¢<a4, ¥MC (c,d) jo rezidudln{ podmnofina

1014-7781

intervalu (c,d), f : B,—> §; spluuje (¥) a f|M < K€E,.
Potom funkce f je spojita. '
N4dvod, Mno¥ina M + M obsahuje interval.

Problém, Crnadpe

.53 = {_'.l'e axp 31;- kdykoliv funkce f:El-—~> El splnuje (@)

a plati rir<kx pro néjaké KeE,, potom f Je spojité_}

(viz Roman Ger and Marek Kuczma, On the Boundedness and

Continuity of Convex Functione and Additive Functione, Aeq.Math.,

Vol. 4, 1970, 157-162). ’ |

Naskytd me pFirozend otdeka, jJak {plnd charakterizovat t¥idu $.

Z p¥edchosiho plyne:

(1) Ka¥dd rezidudlni podmno?ina libovolného intervelu pat¥{
do .B .

(11) KaZdd mnoZina kladné Lebesgueovy miry pat¥®f do -B.

(111) Kazdd mmofinu t#idy J3 Je neapodetnd,

(1v) Bxistuje nespodetnd podmnoZina By kterd nepat¥i do ﬁ.
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18.27

Vita. Nechi £:B,—>B, splouje () a navic platf

x2 f(—}) = £(x) pro ka%dé x€8B, x ¥ 0. Potom f Je spolitd.

|18.28| P

1 1 1
Ndvod., Z Nz * I - % plyne

£(x%) = 2xf(x) - x2 £(1),
2
a tedy o 2 = (x+ %) - 12 -_1_ plyne

£(1) = %-f(x). ‘

roblém.

(

a) Pomoci 18,5 doka¥te: JestliZe f:!l-——) Bl 'je homomor-
fiamus !1 do E; ve struktufe tdles, tj.
t(x+y) = £(x) + £(y), £(xy) = £(x).f(y),

potom bud fix,— x nebo f:xv—>» O,
2 2 »
Ndvod, £(xf) =(8(x))*Z 0.

(b) (??) Pokusta ss charakterisovat viechna t¥lesa, kterd maj{
pouge dva endomorfiamy do ssbe, P¥iklady takovich t¥les:
E,, R, t8leso celych ¥{mel mod p (p prvoiislo).

».” SKORO ADITIVN! FUNKCH

[18.29%]

V8ta (Jurkat; de Bruijn). Nechi f£:8—» E,, EcE,, necht sxis-
tuje Mc B, x By, .12! = 0 tak, %e plati (®), kdykoliv

(x,¥) € By xE N\ M. Potom existuje prdv¥ jedna funkce F:B,—> B,
splnujfci (Q) pro vEechna x,y€B;, tak, 3¢ F = f a.v.
Idea dliikasu (podrobnosti vig W.B. Jurkat, On Cauchy s functional
squation, Proc. Am. Math., Soc. 16 (1965), 683-686 nebo N.G,de

Bruijn, On almoet additive functions, Coll. Math. 15 (1966),
59-53)-

" Podles Fubiniovy véty existujf L, L, < 31 tak, ¥e

At AL -0 & Mc(lxB)u %1{1} x Ly

Déle je s¥ejmé, %e kdykoliv xc B,, Pc By, .J.IP = 0, potom
existuji y,sa EI\P tak, %8 x = y+s., Odtud ihned plyne

1014-7781 .
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|18.30|

jednosnadnost funkce F.

Navic odtud plyne, Ze existujf y,z& B;\ L (pro libovolné
gvolend xé& El) tak, %28 x = y + z.

Stad{ poloZ¥it F(x) = f(y) + f(e).

1014~7781

Vita (Hartman), Necht Me E» -llll = 0, Nechi pro funkeci
£f: Bj—> B plat{ (Q), kdykoliv x¢M, y¢M.
Potom (%?) plat{ pro vEechna x,y€E,. ’

Hdvod, PouZijte vétu 18.29.
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Obsah:

19,1

T2 M A 19

Funkce konedéné variace

A. Vlastnoati funkei s konednou variaci.

B. Body kone&né variace.

A. VLASTNOSTI FUNKCI S KONWENOU VARIACT

Vzhledem k tomu, %e toto téma je zpracovéno v [D II] anebo
ve skriptech J. Luke3, Teorie miry a integrdlu I, omezime se
poura ng strudné pozndmky.

19-2

Definice.  Pro funkei f : {a,b>—>B; poloime

b n
VI = sup {El \f(Ii) - f(xi-l)l} »
a

kde supremum ae bere p¥es vé;chna dileni a = X,< X< oo x, = b

intervalu < a,b>, &fslo V f se nasyvd variace funkce f na
a

<a,b>, systém vBech funkci s kone¥nou variaci oznalms BV(<a,b>).

P¥iklady.

(a) Zkoumejte variaci monotonni funkce.

b
(b) Funkce f je konstantni, prdvé kdy¥ V £ = Q.
a

(¢) Pro jakd o, 3 md konednou variaci funkcs
A |
f: xp—>x 8in —“B, £(0) = O na <0,1>»,
x

(d) Dokaite, ze Lip, (<a,b>)UAC(<a,b>)CBV(< 8,b>)C R(<a,b>).

Vliastnoati systému BV(<a,b> ).

Dokazujte ndsledujici implikace:
(a) f& B¥(<a,b>)=—>f omezend na < a,b>,b

b b
(b) £,g€BV<{e,b)=>f + geBV(<a,b>) a Vif+g) =V £ + V g,
a8 a a
b
b
(e) f€BV(<a,b>), ce B;=pc f€BV(C a,b>)a Veof = jel V 1,
. a 8

27566 P10
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(d) f,geBV(<a,b>) = f.geBV(<a,b>),
(e) f,g€BV(<a,b>) =>|r], max(f,g), min(f,g)e BV(<a,b>),
(f) f&€BV(<a,b>)&= f&BV(<a,c>), fe&BV(<e,b>),

b c |- S
piideny VI =V T + VL,
a a ¢

19.4 Jordanova véta ¢ rozkladu.
{(a) Pro fEBV¥(< a,b>) polo¥te
B
PO) = 0, PFixi—> x £, xé&(a,b) .

Uka¥te, Ze F je neklesajici na<a,b>. Je-1i f mpojitd
v x&e<a,b>, je TP seapojitd v bodé x.

{v) (Jo;'danova vita). Funkce f&BV(<a,b>), prdvd kdy¥ exias-
tuji neklesajici funkce Ty, fz tak, Ze¢ f = fl’fe v<a,b>.

Doka¥te!
x
Né&vod. Pelo%te fl(x) =V f,
a

19.5 BYV(<a,b>) Jako meiricky prostor.
' b
Pro TE€BV(<a,b>) polokte el » [£Ca)l+ V £,
&

UkaZte, £e¢ (BV( ¢a,b>» ), ll...Il ) Je Banachliv prostor.

Kdvod, Vi oitpvani skripta v dvodu odd{ilu A, kde jsou vy-
Eet¥ovdny té% dall{ vlastnosti tohoto prostoru. '

B, BODY KONBSNE VARIACE

——

Definice, Bud x_ ¢ ca,b>. Rekneme, %a funkce f definovand

v <a,b> mi variaci konednou v bods Xqs Jemtli¥e eximtuje

§> o tak, %8 T mi konelnou variaci v ¢ a.b)n(xo-s .x°+é'> .
Ka¥df bod £ < a,b> , v némE md f verlaci konednou, nazveme
BY~bodem funkces £,

|19.'?| Cvileni. Funkce f md variaci konefnou na intervalu < a,b) ,
prdvd kdyZ ka¥dy bod { &,b> je BV-bodem funkce f. DokeEte!

HNdvod. FPro dikas jedné implikace u¥ijte Borelovu vétu.

19.8 Qenadeni.

(a) Necht £ je funkce na < a,b>. Pro < ¢,d>c<a,b> nechi
V(f; <6,d>) znamend variaci funkca f na {c,d>,
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Je-1i xe < a,b> BV-bodem funkee f, poloime

1
1+ Vif3<a,b>n {x-d, x+d)

VJ (x) =

pro ta d > 0, pro n¥% je jmenovatel posledniho vyrasu ko-
nednj. Pro bod x, ktery neni{ BV-bodem funkce f, polokme
Vg (x) = 0 pro kafgé J'> 0.

(b) Pro kafdé =xe<a,b> definujme funkci v p¥edpisem

(x}) = Lim ¥
v(x) d’:o+J (x)

(¢) UckaZte, %o p¥edchoriy definice mi smyesl a Ze funkce v splnu-
Je nerovnost 0< v<1 na <s,b>,

19.9| Cvi¥eni. Bud oce<0,1>; seatrojte funkci f a bod oe<a,b>
tak, aby v(e) = o ,

19.10| Véta. Punkce v je rdola polospojitd na <a,b>.

Ndvod, Stadf dokdzat, e v Je zdola poloapojitd v ka¥dém
BV-bod& funkce f (pro¥?). Bud ce <a,b> takovj bod a svolte
£ > 0. BExistuje J > 0 tek, e

® VSie)> vie) - £,
Bud xE(c-J. o+cf) & bud J takové, Ze
<x-d7, x+cf'.>c<c-cf, o+ J». Protote '

v {f; < x- cf', x+(f’>n(a,b>)$\f(:f; < o= J.o+rj‘>n<n,b> Y, Je

v(x) = }'J" (x) 2 VJ (¢). Odtud a = (D Ji% plyne, ¥e pro vEechna
xe < ¢- J, c+J>n<a,b> Je v(x)> v(e) - £ .

|19.11 Cvifeni. Mno¥ina BV-bodd funkce £ Jje oteviend v intervalun
<a,b> . Doka¥te!

Ndvod, Uvddomte ei, e x Jje BV-bod, prdv¥ kdy¥ v(x) > 0
a aplikujte 19,10,

| 19.12 I Oyideni.

(a) Necht funkce f ja spojitd v bodd ¢ a necht o js BV-=-bodem
funkce f. Potom je v(c) = 1, Dokaite!
N4dvod. Protofe ¢ je BV-bod, exietuje J’a O tak, Ze

f =4 konednou variaci na < a,b> n<c-cf',o+J‘> + Poloite
U(x) = V(I3 <ec- J,x>n<a,b>) pro xe<e- d’,o+(f>n<a,b>.
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l
1+U(e+ I )=-U(e-)

Potom pro 0<J"€J je VJ—(G) =

Protofs funkce f je apolitd v bodd8 ¢, je funkce U spoji-
td v bod¥ o (vis 19.4.a). Odtud plyne tvrzeni,

(p) Je~1i f &pojitd v bodd® ce<a,b> a ¢ je BV-bod funkce
£, potom Je v wpojitd v bcedd c.

Ndvod. VynZijte 19.10, 19.12.a a vstahu v T 1,
(o) Nech¥ +v(a) = 1. Potom T je spojitd v bodd «c.

Ndvod., Bod ¢ je BVebodem funkce f. ProtoZe

lim V(f; < c- cr. o+rf:>ﬂ<a.,b>) = 0, Ja hodnota vyrazu
-0
+

lf(x) - £(o}] "mald* pro =x "bliské" bodu o. Precisujte!

‘19.131 Problémy.

(a) ¥ech¥ funkce f Jeo spojitd v bod¥ oce<a,b> . Roshodnite, zda'
¢ Je BV-bodem funkce f,

(b} Roshodndte, sda platl ndsledujici tvrzeni:
Bud f spojitd funkce na <a,b>. Potom existuje ¢
tak, ¢ ¢ Jes BV-bodem funkce f.

19.14) Pozndmky.

(a) Zjistite, %e odpovéd na p¥edchdsejici problém je negatiwvni.
Bxistuje tedy spojitd funkce na <a,b> takovd, e na ¥ddném
podintervalu <o,d>C <a,b> nemd variaci koneZnoun (sta&{
t¥eba uva¥ovat libovolnou spojitou funkci bes derivace).

(b) Yite, Ee sxistuje funkce definovand na <a,b> takovd, ¥e
nen{ monotonni na #ddném jeho podintervalm (viz 4.21,e).
Qdtud viak neplyns, Ie takovd funkce md na intervalu <a,b>
nekone¥ncu variaci.

{e) Existuj{ dokonee abmolutn¥ spojité funkce na <a,bh>, kieré
nejsou monotonni na ¥ddném podintervalu <a,b> (vix 4.21.d).

{(4) Existu)f{ ddle funkce, kterd majl v intervalu <a,b> omezenou
derivaci a které nejmou v fddném podintervalu monotommni (vis
8.33).
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TEMA 20

Bxistence a konstrukce n¥kterych funkef
zajimavych vlastnosti

Obsah: A. Uvod.

B. Bxistenéni dikary (metoda kategorii).
C. Konstruktivai dikazy.
D

. Spojité funkce s divergentni Fourierovou ¥adou.

A. UvoD

IEO.l] Uvod. V prvnim rofniku jste zkoumali vetah mesi spojitosti funk-
ce a existenci derivace. P¥ipomente, Ze

(a) mé-1i funkce v bod¥ vlastn{ derivaci, je v tomto bod¥ spojitd,

(b) md-1i funkce v bodd nevlastn{ derivaci, miZe, ale nemuei byt
v tomto bodé spojitd (uvddd&jte pEiklady!),

(e} je-11i funkce v bod¥ spojitd, nemusi mit v tomto bod¥ deriva-
el {vlastni ani nevlastnf, dokonce ani ne jednostranné dari-
vace!). ‘

Dédle jpte 28 serndmili g tvreenim (aesi bez dikarzu), e existu-
Ji mspojité funkce na intervalu, kterd v ¥ddném bod& tohoto interva-
lu nemaji derivaci. V tomto tématu as budeme t3mito funkcemi xaby-
vat., Ukdfeme existenci takovjch funkci (existen&ni dlikax) a té%
takové funkce sestrojime (konestruktivni dikae). DokdXeme dokonca,
¥e t&chto funkol je v Jistém smyslu "mnoho". Obecnou ddkazovou
metodu (metodu kategorii) p¥itom poufijeme (a to nejen v této Zda-
ti skript - viz nap®. t4% 12.18.e,14.14, 25.14, 23.6.b, 23,15,
21.14) k ddkaszu eximtence funkef jinjch zajimavyoh viastnosti.

V gdvidru tohoto tématu se zabjvdme otdekou, jak mohou vypadat
mnoZiny bodd divergence Fourierovich fad spojitych funkef.

B. EXISTENCN! DUKAZY '(MBTODA KATEGORIT)

20.2 | Opskovdn{i.

(a) Zopakujte vitu (Baire): Upln} metricky prostor jJe druh‘ ka-
tegorie v mobd. (K tomu pFipomente pojimy: husté a ¥{aké

mno#iny, mno¥iny 1, a 2, kategorie, iiplny prostor.)
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(b) Osnadte symbolem ¥ (<0,1>) prostor spojitfch funkei
na intervelu < 0,1> g ;etrikou £

@ (f,8) -&aéroﬂlf(x) -g(x)l .

NagnaZte my3lenku dikazu dplnosti prostoru (¥ (<0,1> );g" ).

20.3| CviZent.

(1) Nechf A Je mno¥ina t¥ch funkei z ¥ (< 0,1>), které maji
alespon v jednom bodd intervalu < 0,1> vlastni derivaci.

Ukdfeme-11, %e mno¥ina A je l.kategorie v ¥ (< 0,1>)
vyplyne odtud tvreeni:

"Bxistuje spojJitd funkce v < 0,1> | kterd nemd v 2ddném hod¥
intervalu < 0,1> vlastni derivaci," Vyavitlete!

Doka¥te nynf{, ¢ A Jje prvni kategorie v P (<0,1>)!
K4dvod, Osnadte (pro neN)

1
A = {£e €(<0,1>); existuje x& <0,1 -F> tak, e

pro viechna he(o,i‘) je | Elx+ :) ~fX) | < a .

Uka%te, Ze

o
( AC A
2 ::’I:Jl n°®

{b) ka¥dd mpo¥ina A, Je usaviend v ¢ {(<0,1>).
(¢) kaldd mno¥ina A, je F{dkd v € (<0,1>).

K ddkasu posledniho tvrzeni sta¥i ukdzat, Ze ke ka¥démm

€ >0 ake ka¥dé funkei he €(<0,1>) miZems nalést
funked ge €(<0,1>)\ A, tak, aby @ (g,h) < £ .

Zvolte tedy e>0 a hef(< 0,1>). Podle Weierstras-
sovy v¥ty (vis- -téma 30) nalezné€te polynom P tak, aby

asx |n(x) - P(w)l< £
xe<0,1> : 4

a ddle skonstrunjte funkei se €(<0,1>) = viastnostmi:
max |s(x)|< & .
X€<0,1>

fo, (x)|> n + max [B7(x)] pro vEechna x€<0,1> .
XE<SO, D>

(Nap¥, uiijte funkce ef(x) = arosin kx,

2
k>n+aa; \p (x)‘) .
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(11}

Stadi pak poloZit g = P + =,

{Pokuste se té% p¥i poeslednim ddkazu vyhnout Weierstrassovd
vEt3!) |

7 p¥edchosiho tvrzens (resp. = jeho dikazu) odvodte:

Existuje spojitd funkce na intervalu < 0,1>, kterd nemd

v ¥4dném bod¥ tohoto intervalu vlastn{ jednostirannou derivaci
{tj. ani zleva ani zprava). '

[ 20.4 I Poznénky.

(a)

(v)

(o)

Lse ukdzat existenci (tzv. Besikovitchovy) funkce P t3chto

‘vlastnosti: Funkce F Je spojitd v intervalu <0,1> a

nemi v ¥ddném bod¥ tohoto intervalu jednostrannor derivaci
anl zleva ani zprava (vlastnfl ani nevlastn{).

(Konstrukce Besikovitchovy funkoce je v Pund, Math, 12(1928),
str. 244-263.)

V Zem se 113{ funkce z odstaveld 20.3.i1 a 20.4.87
Je zajimavé, 3e existenci této funkce nelse dokdzat metodou
kategori{ (vis odst. 20.6.a 7) - mno¥ina vEech funke{ této
viaatnoati tvo¥i totif v prostoru ¥ (<0,1>) pouse mnofinu
l.kategorie (viz Saka, Pund, Math. 19(1932) =str. 211-219).
Metodou kategorii lge dokdgat i mnohem rajimav¥j¥{ vysledky.
Tak nap¥. V. Jarnik (Fund. Math. 20(1933), str. 56-58) ukasu-
je, fe existuje mno¥ina A 1l.kategorie v € (< 0,1>)
8 vliastnostmi: |
Jo-1i fte €(<0,1>)\ 4, t€ (0,1), -0° < a s+ , potom
mifeme naldzt posloupnost {_hn} rdlnjéh &{mel tak, Ze

£(t + hy) - £(¢)

lim =a, limh, = O.
n-hoe hn n-»o0
Rosmyalete!

Nejsiln¥j5{ vymledek tohoto druhu se na sédklad¥ citovaného
Jarnikova Zldnku poda¥ilo odvodit K.M. Gargovi. (K.M., Garg:

On residual set of continucus functions, Csech. Math. Journal

20.5% OQiEmi, DokaZte obdobnou metodon tvrzeni:

"Existuje apojitd funkoe na <0,1>, kterd neni{ monotonni v Zidném
jeho podintervalun."

Ndvod, Sountava F v3each podintervald intervalu <0,1>
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oo

8 krajaimi racionélnimi body je spodetnd. Nechf 9- = {In}
Poloite
B, = {2€€(<0,1>); £ je monotonnf na I_ Y.

Ukalte, Ee
(1) mnoiiny E Jjaou uzavitend (ne jlépe p¥es doplndk; pozor na negaci
v¥roku "f Jjo monotonni na Inl"),

(ii) kaldd mnofina B, Jje F{dkd (obdobn¥d jako v 20.3.{i)).
Tedy € (<0,1>)N\E, # #, odkud jit plyne tvrszeni.

n=1

20.6 (a) Vyavitlste jei#td jednou metodu existenZnfch ddkazd z pfedchozich
odstaved (tsv. metoda kategorif).

(b) Metodou kategorif dokaite ndsledujf{ci tvrseni:
Bxistuje apojitd funkce na intervalu <0,1>, kterd nadbjvd svého
{(ostrého) maxima v prévd jednom bodd. Toto cvileni je pondkud
"drastickd”; je vidadt, e piimy alkaz tohoto tvraeni je dsleko
snasi{,

Metodou kategorif té% Adokaite nédsledujfci tvrieni:
"Existuje spojité funkce na intervalu <0,1> takovd, Ze
(1) existuje prdvé jedno xle<0.1>, pro n&i% f(xl) =

= max £(x), ‘
xe,1>

(11) existuje prévé Jedno xae<0,1>, pro n&d f(xa) = min f£(x),
' x€<0,1>

(e)*

(ii1) Je=1i 0 S g <11, potom pro kazdé

y& (n:lm £(x), max f(x)) Je mnoXina f'l(y) nakonednd”.
x€ <a,b> xe&la,b>
Né&vod Ozedte {I} posloupnost usavienych intervalt v <0,1>
s "krajnimi® raciondlnimi body. Nechf D je mnoZina vdech funkec{
vyhovujfcfoh poZadavim (iii). Polozte ddle R = {f& € (<0,1>);

existuje =x &I, tek, fe pro vdechns x€I,, x # x, Plati
sign (£(x) - £(x.)
1},

0’
sign (x - ‘o) s

o<

.n -{fe‘ﬁ(( 0,1>); existuje x,& I, tak, !p pro v8achna xel,

sign (£(x) - i’(xg)) - 0}.

pl.ti -1 liﬂ (x - xo) -

x ¥ x,
Dokalte, e oo

(1) € (<0,1>)\ dc Hl (R U8,

(11) ln;!:lny R, » S, Jsou usaviend,
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(111) mno2iny B, a S, Jsou Faké v € (<0,1>).
Jiny dfikas viz V. Jarnfk, Cas. plist. mat. 63 (1933-34), str. 133-145,
(&) Dokaite ndsledujici tvrseni: |
*Bxistuje neklesajfc{ funkce, kterd nen{ ani konvexn{ ani konkdvni{
na ¥4dném podintervalu intervalu <0,1>."
Névod, Ukaite, ¥e metricky prostor (l(<0,1>),$-)). kde

M(<0,1>) Jje syatém vlech neklesajicich funkef na <0C,1> a

e (£,8) =mex 12£(x) - g(x)] , je vplnf., Potom postupujte
x€<0,1>

obdobnd jeko v 20.3.

6. ROMSTRURTIVNS DUKAZY

20.7 Priklaed.
(a) HNejzndm¥j¥f{ (a dlouhou dobu povaiovanf sa prv#) pFiklad spojité
funkce nemajfcf vliastnf derivaci v 34dném bodd B, pochés{ od
Weieratrasse (;gl’i):

f(x) = '% a® cos b1z, xRy,

kde O<a<l a b Jje liché pFirosend Z{slo. Je-1i

ab < 1, mnd sPejal funkce f dJdokonce spojitou prvou derivaci

(prof?). Lse ukésat, 3e v plipadd ab >1 nemé funkcs f v Edd-
ném bodd viastnf derivaci (viz Trans.imer.Math.8cc. 17 (1916), str.
301-32%). Jednoduds{ diikas tehoto tvrseni sa pledpokladu

ab > 1+ *Jt' 1se provést v téchto bodech:

(1) | cos(®™% (x + b))~ cos(®T x) | € PTIRl ,  a tedy

Bl n cos(d™T(x + h) - cos(dTx) a
s R l'( w-1" °

(i1) Zvolme pevnd xeli' abud bv® x= o+ f. , kde X je

celd, %'5;!(%‘ Bud h, '= '];i-!‘ (Je tedy

b-

0< by < -ii ). Protoke b Je liché, Je

§ a cos (b (x +h)) - con(d*7°x)
an * b, *
o _t1

oo
= —(EL-— IIZ_-. &® (1 + cos( ™ 5'.).).

- 19 -
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(111) Oleny posledniho soudtu jsou nesdporné a tedy (i) a (ii)
dévajl

f{x +h ) - £(x) 2 au
‘ x ‘ghfi 9—’_— .lh._jr.b"l »

odkud pro adb> 1 + -%- % ji dostanems tvrzent.

qumne.ile, e vhodnou volbou posloupnosti [h-} 1lze do-
kédsat mnohem v{ce. Pro pondkud modifikovanou funkei jsou tyto
dvahy provedeny v [B II] , kap. ¥V, § 10 (viz té% cvilenil).

(b) Dokaite: HNeexistuje-1i k dandmu xeky 81810 loel tek, aby

viachng Xy Pro m2m, m3la atejnou paritu, plat{

p* f(x)» + oo , b+f(x)=_-00.

(¢) Upravou vje uvedeného postupu (velbou vhodngch h, < 0) 1lze do-
kdzat obdobné vysledky pro levd derivovand Zisla.
() Dokalte: Pro skoro vlechna x&X, obsshuje posloupnost
oy (g o016, o¢, =" x - jn' f.& <"% ’ '%‘ )
nekoneind mnoho sud¥ch a nekone®nd mnoho lichych &iael.
Ndvod. Stad{ vyBet¥it, %e v intervalu <« O, ‘2.@') vyplni ¥ials
x , pro n3% exietuje noel tak,%e pro vdechnam> m,, meN Je o,
sudé, nulovou mnokinu. XK tomu stadf dokdsat, Z%e pro kaidé = ocn h]

prinik ak--]-'- 2k+-1
O oo < 227, =5
0 m b b

mnoiing miry nula. Pfitom M (m) Je mno2ina v3ech tekovich prirose-
nych 8imel k, pro n¥t jest

1
x-3

h.

1
2%+
, _l;-‘_z—)ﬂczo, an) # #.

<

(e) Kombinacf (b), (s), (d) dokaite:
Pro skoro vlechna xR, Je D' f£(x) = D £(x) = + oo,

D, £(x) =D_£(x) = - oo .

(£) Lze dokésat (vis Jarniklv Sldnek citovanf v 20.4.b), Ze stejnou
vlastnest maji - ai na mnofinu l.kategorie - vlechny spojité funkce,

20.8 Posndmky. .
(a) Xolem roku 1920 byl objeven rukopis nedokonXenéhe spisu "Grossenlshre”

f
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(b)

(¢}

(d)

A
(e)

€4

g

1014-7781

Zeského matematika B, Bolsana, v nimk byla obsaZenas konstrukce

8pojité funkce bes derivace. Bolsanova konstrukce pochésf{ asi

% roku 1830 a siskdvd tudiZ svétovou prioritu. Nepodstatnd modi-
fikovanou Bolsanovu konstrukel poddvé K. Petr v knize Podet ai-
ferencidlnf (str. 163-167). Podrobné vySetPen{ Bolsanovy funk-
ce Jo v préci V. Jarn{ks, Cas. pro ps&st. mat. 51 (1922), str.
248-264. ' :

¥

2 celé Fady konastrukci spojité funkce bez derivace uvelme jeXtd
dalsf avd:

(1) Konstrukce K., Petra ns zékledd dekadického rozvoje hodnot
argumentu (viz Cas. pro pé&st. mat. 49 (1920, str. 25-31).

{(1i) Konstrukice ven der Waerdena (vis nap?, [Alox], str, 181~
‘183‘).

Podejte takd pFimou konatrukel funkce s 20.5 - spojité funkce
na <90,1> , kterd nenfi monotonn{ na Z&dndm podintervelu inter-
valu <0,1>. (Vis kupk. [G - 0], kap, 2, pF. 21, té% kap. 3,
pr. 8).

Uv3domte si, e kafdd funkce spojitd s nemajic{ vlastni derivaci
na <0,1> Jje pfiklsdem funkce "nikde monotonni™ na <C,1> .
Takovéd funkce totiZ nemdZe byt monotonni na 24ddném podintervalu
<0,1> , nebot platf ndsledujfci vita (Lebesgue): Bul f mo-
notonn{ na intervalu <a,b> . Potom existuje vliastni derivace
t° skoro viude v < a,b> . Vyavétlete!

Plat{ dokonce tvrsen{ (jshoZ ddkes je snalnd obtfiny - vis 8.33):
Existuje funkce, kterd md v kekdém bod¥ intervalu < 0,1> vliast-
af derivaci a kterd neni monotonn{ na ¥4dném podintervalu inter-
valu <Q0,1> .

Lse dokdéizat nésledujicf tvrsenit Existuje funkce, kterd md
v kaZdém bod¥ intervalu (0,1) vlastni derivaci druhého Fédu
(resp. derivace vBech F4d0) a které neni monotonni np 2édném pod-
intervalu intervalu (0,1) .

oo

Funkel £ x+> n%o EP—’;?M- gkoumal v roce 1886 Mstydd

Lerch. Je to p¥fklad funkce spojité v E,, kterd nemd v Zédném
bod§ deriveci. (Viz Contributions a la théorie des fonctions,
1885.)
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D.” SPOJITE FUNKCE S DIVERGENTRI FOURIEROVOU HADOU

20.9| Uvod. Vv [J1I] kep. XIII, § 9 nalesnets pFiklad spojité funkee,
Jeji3 Fourierova Fads v jednom bodd diverguje. Budeme ee zaj{mat
o to, jak mife vypadat pro spojitou funkci mnoZina bodd, v nich¥
Fourierove ¥ada pfisluliné funkce diverguje. K tomu dZelu dokéfeme
Jeden ddleZity¥ vysledek z funkcionslni enelyzy (vdtu Benach-Stein-
hausovu),

Mecht B Jje Banachiiv prostor a {Tn} - posloupnoat spojitych
linedrnich funkciondld na B. Nechf eoxistuje v B mnoZina A 2.ke-
tegorie takovd, Ze

Vzel : sup \Tn(x)\< oo |
nel

Potom - l ‘
a8 r \ < oo |,
n‘gﬂu n

Bévod. Osnalte F, = {xe B; :\;px l'rn(_x) | < l}. Existuje
m,c X tak, Ze F‘o neni F{dké a tedy existujl x&eB, r>0

tak, Ze U(xo,r)c ?, . (Jest totik F, uzaviend.) Nyn{ snedno
o o

vyplyne, le kaldy funkciondl Tn- Je omezeny na U(O, r) konsten-
Z2m

tou 2m , a koneln¥ ne U (0,1) konstantou “—;—Q .

Cvi%en{. Z pledchosf vity odvolte: Budi T, posloupnost spoji-
tych linedrnich funkcionéld na Banachovd prostoru B. Pak platf
{xeB; aup \Tn(z)\ < °°J' je l.ketegorie, prévé kdy?

ne X

swp ol =+o00 .
nelN

‘20.10‘ Cvidenf. Oxznaime Gzﬂ, prostor vlsch spojitych 274 -periodickfch
funkef na E,. Pro feC,. bud 8.(f,x)) n-t} ddetelny soulet Pou-
rierovy Fady funkce f v bod¥ x ; ten lze - jakx zndmo -~ pFepsat

Pl = _8in (n + 1/2)x
ve tvaru s, (fyx )= | 2(2) ) (2 -v)at, kde o 24 ain(1/2)x

je tsv. Dirichletovo Jédro.

Dokalte:

(a) C,, ® Dormou Nzl = :.;]lf(xﬂ je Banachfiv prostor.

(b) Maokina vBech funkef feC,, takovfch, Ee v pevadm bodd
xosll je posloupnost {_an(f,xo)) omezend, je 1.kastegorie,
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HNdvod,
(i) UkaZte nejprve, Z%e 8, (. »x;) Jjsou spojité 1.’medrni funkcio—

nély na prostoru 02.15' a Ze lla (orx, i {IJ’(: - t)l at.

K tomu ukaite, %e existuje posloupnost {fn} c Gzn. “fn“ <1

takovd, e C.
v o 2

£ . - = I (x - ]
lin f () J'(x t)at J| a(x, - 01 at
i

(11) Osnadte a_ = f | ()] at. Ueaste, 20 1 a = +o00
T ne»oo B

napiiklad tiuto splaocbem: dokaZte, e

‘sin (n + 1/2) tl a + r,
t R

f’(a won —.)l sin (n + /)t I at a %o
3

poaloupnolt ™ je omezend, Ddle

kde

tﬂl’
T n ,B+V/2 .
| adn (n: vat] g n kZ=1 |sin(n : el o, >
D (k-1)%
nir n+l/2

?‘[ ‘“; T‘l a . Limite poslednfho vyrazu pro n —> o0

jo + oo , atedy 1lim a = + oo,
n-»oe

(iii) Nyni pou?ijte poslednfiho tvrzeni s 20.9.

20.11| Cvil%enf. TDokalte, Ze existuje funkee fe cm;_ s JojiE Fourierovs
fada diverguje ve vdasch bodech nespoldetnd husté podmnoliny Bl' kte-
rd je druhé kategorie v K.

Xdvod. Oanaime {rn} posloupnosi viach raciondlnich ¥fsel =«

= {fe Ou; sup |an(r,x-n)l < + 00_}. UkaZte, Zs
o .
z = Il'.le s, Je l.ketegorie (viz 20,10) a tedy existuje

£,6C,z\%  Osnafte 4= {xen; ow o, 0] = o0}
a dokafte, ¢ A Jje hustd v El a %o jo @S ; k tomu uZijte

rozkladu 4= () () @) Agps

k=]l n=] i=]
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‘i.k = {xEEl H l.n (fo,'x)‘ > k_}o
Je tedy El\ A nno!'i.na F& s hustym d.oplﬁkem, odkud plyne, Ze
B\ A je l.ketegorie. |

‘20.12" I Posnémka. Uvedme nyni jeden neddvay a velice dfleZity visledek
L. Carlessona (1966);: (Jjeho dikaz je velmi obtfiiny):

Budit fel, (I:'2 Je mpoiina funke! 2% -periodickfch pro n&#

(£)ffadx<+oc). Potom sn(f,.)——)f

o .
skoro viude v E,.
Uvsdomte si, Ze tento visledek spolu s 20,11 ddvajf uspokojivou odpo-
v8d ne otdsku, jek mdZe pro funkei fe€C,,  vypadst mnoiina bodd,
pro nél s, (f,x) nekonverguje k f(x).

1014~
4-7781 - 158 -



riMa 21

Analytické funkce v El '

Obsah: A. Funkce tFidy ¥ °°.
' B. Analytické funkce.
C. Neanalytické funkce t¥fdy € = .

A. FUNKCE TRIpY €°°

21.1| Taylorove ¥ada. Bud f funkce definovand i okol{ bedu Xy € 81,-
majici v bodé x, derivace vlech F4db - piime fz °€°"(xo).

Definujme Taylorewva fadu funkece £ v bodé x_  vatghem

)
S 1)y )
0 n
T, 2w xmx)t

kde Pada napravo je mocninné Fada o stiedun x, o polom&rem konvergence

B T 0. Symbolem ¥°°(G) osnadme jest3 systém vBach funkef,
mejicich v kaZdém bod¥ otevlenéd mnoiiny G derivace vEech FdaA.

21.2 | PFiklad. RKajaste funkei ge i.""(xo) tekovou, 2e
8¢ ‘€°°(U(x°.d')) pro 24dné J > O.

1 -_xz pro (x|l =1,
N &voa. Nejprve definujte funkei f£(x) ’{
o pre |x| >1.

Potompro nZ>1 a pro x€E,  poloite

7"' tﬂ. tz
P (x) = / f / f(nt)) @ty ... dt, P (0 = (D),
' -2 1 cd . '
m n m 1

Hledand funkce je g(x) = gl 2 ¢ rn(x) na (-1,1).

|21.3*] Véta. Necht {‘n} je 1ibovolnd posloupnost redlngch 3isel.
Potom exigtuje funkce g€ ¥ tak, Ee ;“"(o) = 8.

Ndvod. : _
(1) Existuje funkce j’eQ ((=1,1)) = témito vliestnostmi:
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o< jp(x}sl pro %<x<&, Flx)=1 prolx\'f%

a P(x)=0 pro [x[ = & .
{(ii) Pro xefdé n€EN, £ >0 existuje funkcs ra € ™ ((-1,1))

tak, Ze | |
() £(0) = £°(0) = ... = 2@ V(o) x0, o) =1 ,

([5) f(k)(x) T & pro xe(-1,1), k=0,...,n-1 ,
(J*) f(k)(O) 2 Q pro k.= n+l,n+2,... .

Fuokci f miZete definovet tekto:

’ xfn tz :
f(x) = fo A ...jo 5f$’('tl)dt1...c.‘.'c.n y kde jo Je funkce

3 (i)- oo
(iii) Zvolte {En} posloupnost kladnych &{sel tek, Ze ﬁgi Enlan\‘fa".

Funkei £ s (1i) %!Lialu!nou k nakg = €  oznsite fn
a poloite g(x) Ei 8, £ (x).

[21.4] Priciady. Ma mésledujfcich pFfkladech uksite, jekj mike byt vsteh
funkce £ a Jjej{ Taylorovy fady.

(a) Taylorova ¥ada mé polombr konvergence R =1 a f& i‘f“(El).

1
Nédvod. Zvolte 1, =0 @& f(x) = 1+ g2 Debo arctg x.

{(p) Taylorova fada konverguje pouse v Jednom bods.

Hdvod, oo
(L) Pololte f(x) = nz.b ™ ¢os n¥ x pro XEE,

e x,=0. FNavic jeo fc ‘6""(31). [Vis (6 =0],
kap. 6, p¥. 24 ).
(4i) Podle 21.3 existujs funkce fc € (0) tek, Ze

= oo
Tg (x) = o R X
Vs provéddjte podrobnd!

(c¢) Taylorova Fada mé polomér konvergence R = + o° a & f“(sl).

ale -r: (x} # £(x) pre viechna x # X,
° .--l/x2 pro x # 0,

Hévoea Polokte x, =0 a f(x) = {o pre x = O.
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B. ANALYTICKE FUNKCE

Poslednf pffklad nés vede k nésledujfc{ definici.

Definice. Funkce f se hazjvd snelytickd v bodd Xo» JeostliZe
(1) £ mé derivace vdech P438 v X,» ti. fefoa(xo),
(1) existuje & > 0 tak, Ze ri {(x) = £f(x) pro vlechns
0
xe(xo- o, Xy + A),

Symbolem- A(xo) {resp. A(G)) oznaZme systém viech funkef
analytickych v bod8 x, (resp. enalytickjch v ka2dém bod¥
oteviené mnoZiny G).

¢

Cvigeni.

(a) Ukate, Ze %m(xo) N\ A(xo) #¥g (viz 21.4.¢).
(b) Nacht funkce f je déoria mochinnou #adou s polomirem konvergence

B>0 tj. f(x) == a.x" pro xe(-RR). Potom

o

£
fe A(0)  a To(x) = néo a . . pre¢ x&{~-R,R}, tedy
£= 1 na (-R,R).  Dokaite!

Névod odvolts, 26 £7(0) = ay,a! Tvize (@ II] , kep.
11, § 21 Jaky je tedy vztah mezi analytlckymi fonkcemi "rozvi-
nutelnymi” v mocninnou #adu?

(c)” Dokafte ndsledujici Bernsteinovu vitu:

Nechf funkce f a v3echny jeji derivace ,jsou negdporné v inter-
valu J. Potom feA(J).
Tute v&tu aplikujte napf. na funkci a¥,

Midvod, Bul aed. Opskovanou integraci per partes doste-
nete pro zbytek Taylorovy fady v bod& a

1

R, (x) = (m - 0t [ f(n)(t)(x - t)n-l at. béle substituct

o .
Ry(x) = -——--—-——( - I;! f 2 x-@ b+ a1 - )T
I -
0

(n)

ProtoZe funkce f je neklesaji{ci, doataname pro a<x<b

n
odnad zbytku O £ R (x) ‘H R, (b ‘-'%:_.—:—;h— £(b).

Tedy 1im R (x) = 0.
n-=soc
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121.7 I Tvrszeni{.

(a) Nechf fe €°°(B1), potom mno%ina

A, = {erlg £ Je manalytickd v bods x} Jo oteviend,
Ndvod viz 21.6.b.

(b) Necht rea((a,b)), necht mnoiina
B= {xe(a.b); £(x) =0} mé hromadsf bod v (a,d).
Poteom £ = 0 v (e,b).
Nédvod Bad C=B'n(e,b). Jetedy C #8. Snadno
ukélete, Xe plati: [xne c, X, —> ¥ =;xe¢].
Ddle odvodte: Je-1i %, 0, existuje >0 tek, ze
U(xo,J)c c nap¥. sporem: Bud k,,‘, nejmend{ pfirosend 8fslo

tgkovd, 3¢ a # 0, kde f(x) = kéo 8 (x- xo)k . Potom

Lo

t;(_x—i;)k =yt -=Zk+1 8, (x- x")'l . kde napravo je funk-
s rizsnd od nuly v redukovaném okolf bodu 3 cok je spor
s predpokladem xoe'e.

Poulitim souvislosti ({a,b) dostévdme C = (a,b) a tedy
£ =0 na (a,b).

e wmamanyriont ruxce Tifor €°°

21.8| Cvident. Bud a >0, definujme funkei g :

2
exp "iJ‘"‘f pro x&(=-a,s),
x - a
s.(x) =
Q pro ostatnf €S, .

Potom 5,6 ©7(B)) o« funkee g, Je snalytickd v kaidém bodd B
s v§jlmkon bodd =z = ~a, x * a. Podrobnd dokaite!

21.8| CviSenf. Bud g > 0. Necht {rn] je prosté posloupnost vBech
r-—-J
racionflnich 8f{sel v E;. Poloite G(E) = :i';jl(rn' g™ 1,
rt El-.'l) a ukalite, #e mnokine G(E) Jjeo oteviend a hustd v El.

(-] .
NechE aG(£) = ll‘-,{ (b.-a.. by + .‘). xde intervaly (bn-al,b.-i-an)
Jsou otevienéd, po dvou disjunktnf, o > © (1ss tekto mmo¥inu G
vyJ4arit?). Déle definujte funkei fg :
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oo 3.n(‘:l.' - bn)
g (x) = an —g——— » xE€B,, Kkde g, Je funkce

n” Xy
s28, Krow {|f7w|; o0Trsa, xen). -
In .
Z vlastnosti funkce g, odvodte:

(a) O0< K, < +0° 3 fe Je xorektn® definovéna,
() fe¢ 20 na E; fg (x) =0 <=> xféoa(g).
(c) £ee€™(5)),
(d) fg¢ neni identicky nula na Zddnéa otevFfeném intervalu:
Taylorova fada funkce fz o stiedu x°¢ 6(£) Je identicky nula.

(o) fgeAlx) <=> xe&®E).

|21.10\ Pi#klad hledané funkce. Ponechme ognafeni x 21.9. PoloZte
o=t . kds E =i,

n=max£Ar; 0T r S m 1 S 8 < n aukstte, Ze

0<B < + & (volba K)).

Ddie definujte funkei £ vztaheam

Py ?,(x) oo L
£2(x) = 2. —§ » x6E  amofinu G = M e ).
n=l n .Bnl n=1

Dokaite, %e (a) re‘l?"?nl), (6) A8 =0, B\G jo hustdv B,
(e) pro x,€ El\G funkce f neni analytickd v bod¥ x, (uvaite,
$s f npeni idanticky rovna nule v Xddném okol{ bodu xo),

(d) £ nenf analytickd v Zddném bod§ B, (vis 21.7.a),

21.11| PPFfkiad. Matyds Lerch uvddi ve svd pridci "Uber die Nichtdiffersnsier-
barkeit gewisser Functionen” [Crelles Journal 103 (1888), 126-138 |
jing pfiklad funkce, kterd je = € “°(E;) s nenf snalytickd v %6dném
bods Ey. Polofime-1i pro a 1liché, a >1

. - a
f((x) = > -92‘(-5——-‘-—) , mé funkee /T poiadované viastnoati.
- a=0

Dokaite!

Névoad Sngdno ukdZete, Ze fet‘.""(nl). Definujte
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A= {nq bﬁt’; mcK, b liché} a ukaite, %Ze pro X, E A
Taylorova Fada funkce f nokonverguje, napf. takto:

jestlize x =a b, jo &V o,

2k

o=
f(zk)(xo) = (-1)F = -3-{1 . 820 | oo (B bar) = (-1)EYL S8
: k=0
e (x-x )% 2x -
Tedy Ti (z) = £(x,) + = '—(zpk)l—f—n‘—(-l)kﬂ' o . Pokud
0 . k=1

xZ x, pak fada napravo nekonverguje (nap¥. podflové kriterium).

DokaZte, %e mnoZina {a-m b; meN, b 1iché} je hustd v B,

(pomoci g-adického rozvoje, g = a). Tedy i mnoZina A Je hustd

v B, apodle 2L.T.a £ neni snalytickd v 24dném bods E,.

21.12[ € “(<0,1>) jako metricky proator, Pro f, g€ e” (< 0,1>)
{v krajnich bodech jednostrannd derivacel) poloZte

o0
_ 1 p; (£-g)
? (f’ 8)-5'0 —2-{ . l * pi(r_s) y kde

py(P) = max (rfYxt, 1s0,1,... .
ze<0,1> . ‘

UkaZta, e ©%°(<0,1> ) je dplny metricky prostor s metrikou S“ .

Nédveod. Obtiinsjsl je pouse ddkaz Uplnosti: Hach{ {_fn}

Jea SD-enuchyevak( posloupnost prvkd s £©°7°(<0,1>). Nalesndte

fankei f€ €7<0,1>) tak, sty 2.0 =3 1) naco,1> pro 1-0,1,... .
Vyuiijte Uplnesti prostoru ¥ (<0,1>) a vétu o derivaci limitnf

funkce. Nakocnec ukaite, Ze f —> f v proatoru ( e(<0,1> SRR

|11.1J[ Lezma. Pro a>0, MN>O0 poloime

LM, a) = {rs. % » 1> )5 existuje x°e<0,1> tak, Ze

\f(n)(xo)\ € M. a® pro vBechna n=0,1,..._]' .
Potom plat{
‘{a) mnolins J{ (M, a) je usavtend v E€™(<0,1>) pro kaidé M,a>0,
(v) mnokina ©7(<0,13)\ 2 (M,a) Jjo bustd v ( €°°(<0,1>), @)
pro katdd M >0, a > Q.
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N d v o Q.

(a) Necht f,c(K, o), £ —5°—+ f.  Existujf x& <0,1> tek,
%o |f(n)(xk)\ S ¥ e" pro kezaé n.
Z posloupnosti {xk} vyberte podpcsloupnost konvergugici k
x€<0,1>. Pak | 2™ (x)| S M o® pro kazaé n.

(b) 2Zvolte £ el (M, &), € > 0. K funkei f, nalezn¥te prialul-
né x, apolofte f£(x) = £ (x) + occos fix = x)). |
Zrejmé f& €°°(<0,1>). UkaZte, %e pro vhodnd o >0, B> 0

jo P52 )<E  a ¢l 0.

21.14| Aplikace metody kategorif. Ukaite, Ze existuje funkce z E’°°(<o 1),
kterd neni{ v Zddném bodd intervalu (0,1) analytiick4.

HNdvod. UvaZujte metricky prostor (?”(40 1>). f’ ) & mnofiny
2 (M, a) s 21.12 a 21.13. Poloite 2 « 0 821, ».

n=l m=1l
* oo .
Potom JL~ je prvnil kategoris v (€° (<D,1>), SO) tedy existuje

funkce f€ ¥°«K0,1>) \ % Ukaite, 3¢ £ mé poiadované viestnosti.
'V ddkezu neanalytiZnosti ppuzijta‘Lagrangoova tvaru zbytku,

21.15| Daldf problém. Jednim z problémd bliskjch tomuto tématu je nésledu-
Jied: Je=11 £ apojitd na By €a,d>C¥ 1’ Je funkce

sign R (<a,b>)?
UkaZte, Ze

(a) Je-1i f enalytickd v E,, Je aign feR(<a,b> pro ke2dy /
interval < a,b>. (Vig 21.7.b.)

(b) Je-li fg funkce 3 odstavce 21.9, (b -~ a)> g, neni
sign fg € R(<a,b>).

Névod Ziejnd sign fg = ®a(g) °© G(g) Jje prav¥ mnofins
bodd spojitosti funkce sign fg , pFidemi llo(e) < g .
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TEMA 22

Funkce dand trigonometrickymi #adami

Obssh: 4. Definice a zdkladn{ vlastnosti
B. Koeficienty trigonometrickych #ad
f.‘.?' Aplikace Schwarsovy derivace
D. U-mnoiiny a M-mnoZiny ‘

A. DEFINICE A ZAKLADNT VLASTNOSTI

22.1| Uvod. Zopskujte si pojem Fourierovy Fedy a sékladn{ vity, kterd jste
m8li. Uvidomte si, e jste mluvili vlastnd o Lebesgue-Fourierovi #ads,
nebof ve vsorcich pro O bn a8 vydlqtovnl Lebesgusiy integrdl.
(Mohli bychom mluvit také o "Newton-Fouriarové Fad¥" funkce
newtonovaky intsgrovatelnd nas umaevi*eném ingervalu £ 0,2m>t) Pripo-
meite 8i, Yo a,, b,—>0 a Fada g 8.  vidy konverguje (srv.

n=1 a
[d 117, véta 186).

|2a.:| Definice, Bud x€B,, 8 €L, a,b el (n=1,2,...).

Hadu
a -t .
(1) 3’1 + kZﬂ (.kcal kx + b, sin kx)

budeme nesfvat trigonometrickou Fadou. Oxnalme Jodtd jeko G~ systém
v3ech (konednjch) funkci definecvanych na B,, pro ndE existujf keoefi-
clenty a € ‘1' n‘,b ell tak, #s pro viechna xell plat{

fix) = . +Z( cos kx + b sin kx).
- 2, (poee kx4 by

@‘ Posnémka. Uvidoate si rozdfl mesi trigonometrickou a Fourieroveu
Fadoul Kal2dd FPourierova fada Je ovlem trigonometrickou Fedou; o Fourie-
rovd #add mluvime vidy jen v souvislosti s ol jakeu funkef{ £ a koefi-
cienty jsou ddny snémymi vsorci.

Vzniké viak otdske, sda nen{ keldé (nap#. viude konvergentni) trigono-
metrickd Fada Fourierovou fadon ndjaké funkce.

(Uvédomte ai, Ze (1) Jc formdln{ Fada, Prozatim nic nevime o jej{ kon-
vorgenci.)
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22.4| Cvideni. Rads

oo

;él (cos nx + sin nx), x€B,

Reni Fourierovou radou £4dné funkce. Ukskte! (Eonverguje vibec nikde
tato fada?)

‘22. 5 I Cvideni. Hada

E Rlegn
divergule. Dokazte!

Ndvod. Poukijte integrélnf kriterium.

22.6| Priklad. Trigonometrickd Fada

o0
Z sin nx
amz log B

konverguje pro kaidé x€E, neni{ Fourisrevou Fadou ¥édné funkcse.
(Tento p¥iklad pochdzf od Fatoua.) Dokafte!

N dvod K dikazu konvergence uiijte tzv. Abelovo kriterium.
Napf#. pro x # 2k plati

m
‘- 1
\ ?;1 sin "#‘  [*ia x/21
pro viachna n. Déle uiijte 22.9 » 22.1.

22.7 Véta. Nechi trigonometrické Feda (1) konverguje stejnomlrnd v B,.
Potom jeJi souSet jeo spojitd RM'-pericdickd funkce v B, a (1) Jo
Lebesgus-Fourierovou Ffadou této funkce. (Ukakte, ¥e Je také "Riemenn-
Fourierovou" Fadou této funkce.} Pamatujte tedy: Stejnombrns konver-
gentnl trigonometrickd rada je Fourisrovou Fadou svého soudtu. Dokalte!

B. KDEFICIENTY TRIG TRIGOHTBICIfCH
Lemaa. Bui n plirczend &islo, l,l: Ekl. T, * (a +b2)7 .

Potom existuje enanl tak, !o pro kekdé x& Ky plet{

a,c08 nx + bnlin nx. = rcos {nx +8n).

Dokaftel

[22.9%] véta. (Cantor-Lebesgue). Bul E mnolina kladné Lebssgueovy miry.
JestliZe pro kaldéd xR Jo

lim (a,cos nx + b sin nx) = O,
R> o0
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poton lim a, = © a lim b, = 0.

Nddvod, Mieme predpoklédat, ¥e Ec<0,22 > . Nechi nent
T, —> 0. Potom existuje vybranéd posloupnost {rnk} y Pro nid

r 2 5 > 0. Pro xcE Jje potom

By
cos(nx +® ) —> 0
AL
atady | lim cosz(nk +8 ) ax=o0.
k- o0 By
B
Poloine L fcoa nx dx, Pp © fuin nx dx. dJa qzli—é o,

B
Pp—> 0, nebot Py» Q, J8ou Fourierovy koeficienty charskteristic-

ké funkce mnofiny E. Plati

!cosz(nx +9n) dx = -'.]2* /-llE + (con 26n) a - (sin 28:1)‘-"2:1‘

Tedy fcosz(nx +9n)dx — -%-/112 > 0, c¢of je apor.
3 : :

v

!22.10] Posndmks. Jeatlile trigonometrickd Fade konverguje na mnoZind klsdné

miry, platd a,—> 0, b, — 0. Co lze tedy Pici o konvergenci tri-

gonometrickych Fad, pro néf neplatf al + b2 —> O

22.11%| ¥ ta. (Luzin-Denjoy) Bud B mnoZfina kladné miry. JestliZe pro
ka2dé x&E PFada (1) konverguje absolutn®, potom

E (l'nl +\bnl)<. oo,

nz]l
o _
Né&vod, Stadl ovelit, Ze 2. t, <©°° . Pro x€E jo
‘ oo =1
oo 2 <
S r cos(ax+8) € > r |cos(ax +9n)i< o0
n=1 ° B =1 ®
-]
Pro xeE bud = T OOIa(nx +@n) = A(x),
A=l :

Funkce 4 Jje m§fitelnd a konednd na E. Existuje Ec ®,
';LlEo > 0 tak, ¢ A je omezend na Eo' Potom

= 2

= r, f cos“(nx +9n-) da = Alx)dx < ©O,

n=]
En Eo
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Podlae névodu 22.9 Je j cosa(nx + @n)dx —— —%— ../llEo.

E,

Pro dostatedn® velké n, Jja

oo o ' )
-
%llEo = h * = T, fcoaz(nx +@rax < oo,
n=l n=no T h
(4]

Odtud vide plyne.

I22.12f Pozndmka. Jestlife trigonometrickd Fada konverguje absolutn® ns mno-
£iné kladné miry, konverguje absolutng viude v El’ ste jnomSrnf v
a je Fourierovou fadou svého souftu. Tento .soulet je funkce spojitd
v B {Vidite, Ze absolutni{ konvergence neni pro konvergenci trigono-
metrickfch (specidlnd Fourierovych) #ad "typické"). Co lze nap¥. Ffei
o absolutni konvergenci Fourlerovy fedy nespojité periodické funkce

. El?

l22.13] Poznémka, Predpoklédejme, Ze Fada (1) konverguje pro kadé x&E,.
Jeji soufet v bodd x ornadme f£(x)., (Je tedy f&T.) Zatim nen{
" jasné, zda funkc{ £ Jsou koeficienty a,s b, urdany _.iednozna&n&.
A jestliZe emo, jak se dajf "spodist"? UkéZeme nejprve, Ze konednou
funkci lze “rozlo?it” nejviSe v jednu trigonemetrickou Fadu.

*
C. APLIKACE SCHAWARZOVY DERIVACE

Pfipoments 8i pojem druhé Schwarzovy derivace (viz téme 9) a
Riemannovy sd{taci metody (viz téma 4)3). '

22.14] Definica. Nechf existuje M& Ey
{al < M, ip | < M. Potom funkci F, definovanou

tak, %8 pro kn2dé neEN Je

nxz Z a cos nx + b sin nx
) = - - = B 2 :
n=1 n

ngzveme Riemsnnovou funke{ Fady (1).

Pozndmks, VBimnBte si, %e funkce F vznikla "dvojndsobnou formélani
integraci" fedy (1). Funkce F Je spojitd - dokaZtel
Ka2dé trigonometrickd Peda, kterd konverguje na mnofiné kledné miry,
mé Riemapnova funkei, (Plyne z 22.%.)

i
]22.16' V&ts. (Riemann) Nacht trigonometrickd ¥ada (1) e omezenymi koeficien-
ty md v bodd x  soulet ASE; nechf F je Riemennova funkce
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Fady (1). Pax existuje F)(x) aplett F(x) =
Nédvod. Ukalte, 3epro h #0 je
P{xﬂ_*- 2h) - 21?(:&1 + F(x, - 2b) 8,

3 = +*
4h 2

o0
: 2
ain nh
+ nzﬂ (annol Rx, + bna:ln nzo) ( nh

Vidime, e P(')(x) Je R-soultem Feady (1), tedy F(.)(xo) = A
podle 43.15 a 4).16,

122.17] V&ta (Cantor). Necht trigonometrickd fada (1) mé soulet O pro kaidé
xXE El. Potom v8echny jejf koeficienty Jjsocu rovny nule.

¥é&vod Podle 22.9 né fada (1) emesené koeficienty. Bud »F jejt
BRiemannova funkce. Podle 22.16 Jje viude F ) =0 atedy F Jeo
linedrni (vis 9.19), F(x) = Ax + B.

Odtud pro x = I vyjde A=0. Pro x=0, x =2 vyjde

8, " 0. dJe tedy '
oo a_cos nx+b _sin nx

B == L 2 a . Hada vpravo konverguje stejnom¥rn¥.
=]l n zr

Podle 22.7 Je all/n2 = (1/.92:)] (-B)oos nx dx = 0, tedy a = O.

n
Podobné pro L

Poznémke., Venikd tedy otdska, jek lze ze soudtmu viude konvergentnf
trigonometrickéd Fedy "urdit” koeficienty. Vime gzetim, %e jsou urdeny
jednoznadng (to plyne ihned = 22.17). JestliZe tedy napf{kled f je
kone3né lebesgusovaky integrovatelnd funkce na < -%, Z> a Fouriero-
va fada funkce £ viude konverguje k f, je tato fsda jedinou trigone-
metrickou Fadou, v nif lse f rosloZit. Nabiz{ se tady otdszka, sda
soulet kaldé viude konvergentni trigonometrickd Fady aeni funkce
lebesguecvaky integrovatelnd na < -, >, Jak v dallfm uvidite,
odpovdd je negatiwvni.

22.19%|véta (Du Bois-Reymond, Valiée Poussin), JestliZe soufet £ vSude
konvergentnl trigonemetrickd ¥ady (1) Je lebesgueovsky integrovatelny
na <~ ,> , potom je (1) Lebesgue-Fourierovou ¥sdou f.

Xévod. Oma&:c F(x) Riemenndv soulet Ffady (1). Podle 22.16
jo viude £(x) = F*")(x). UEijte nynt 9.29. Je tety Ko =

P +ax+B me ¢ -f(fr(u)au) at.
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' .:2 pod ac b ai
Je tedy ?(x)-_o__.-“_a_z _nt'mnz;-n:nnx .
4 nxl n

Spodtéts, %e Pxvam) -2¢ (x% + $(x = 2n) 8,

<+

4h 2
e 2
ain nh

+ =2 .ceonx+bsinnx( ) .

nal ( n n ) nh
Podle 22.7 Jje
2 Ix
4 8, sin®™ ah

(%)

z = f? (x) cos nx dx, kde

o
Px) = Pix+2n) - 2¢(xn) + P(x - 2n).
Integraca per partes:

i 2xr  x+ih
&(h) = /4’(: + 2h)cos nx &x = -%j (ff(n)du) sin nx ax.
0
o
Opét per partens °
1T+1h iw
1 1
2(n) = — fladu - — £(x + 2h)cos nx dx.
n h n

Ale £ Jjs periodické, tady

LT
1l
«(h) =—5 ff(x) [1 - ¢cos n(x - 2h)] dx.
n
o

oatwd

AT ‘ . 2 i
fgo(x)co- nx 4x *xX(h) - 2 (0) +x(-p) = 48l mh f £(x)cos nx ax.
° R o

Odtud o s (¥) vidime, Ze 8, Je Fourierdv koeficient funkce f.
Podobnd pro 8,0 bn'
ain nx

>0
[22.20] PF{kled.  Funkce £: x —> Zi Joga . X&B), nenf Iebesgue-

ovsky integrovatelnd na (0, 2 5T ). Dokeite!
Nédvod Plyns s 22.6 a 5 22.19.

Iﬂa.zll Puzndlkj,_.‘ Viimné te .i, Xe poklﬂ sndme v tu 22.19' J. vita 22.17
snadnd. Vysvétlete podrobni!

22.22 ) Pozndmka. Vidime, Ze viude konvergentnf trigonometrické Fada je
Lebesgue-Fourierevou Fadou svého soudtu mapf. sa pFfedpokladu, Ie tento
soulet je lsbeagueovaky integrovatelny. Obecnd viak tento p¥edpoklsd
spln¥n nenf (vis 22.20). MiZeme si tedy pamatovat, 3s Lebesgueflv
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integrdl "neintegruje™ soudet kaZdé trigonometrické ¥sdy. Nikoho by mohlo
napadnout, zda neni mo%no zobacnit Lebasguetv integrdl netolik, aby tvrze-
ni{ v 22,19 platilo bez dal¥ich omezeni na soulet koanvergentni trigonomet-
rické #ady. Tento problédm je dspdsnd Feden. Takovému integrdlu se zprevid~
la PFikd lz-intagrﬁlr a plati nap¥. tato p¥knd vdts:

Soutet f v3ude konvergentn{ trigonometrické fady (1) je M,-integrova-
tolny na (0,2) a tada (1) Je lz-Fouriurovou *adou svého soudtu.

Poanamena jme, Zo lz-integrdl Jje opravdu dosti obecny. Nap¥. zahrnuje
nejen konvergentni Lebesgueldv integrdl (pochopitelnd - vvavétleta!), sle
takd integrdl Newtonlv (dokonce i Perrondv). Takto obecnd definice ness
8 sebou ovdem jistd "nerozumnd” vlastnoati. Je to vidit, JestliZe ae zmi-
nime, e llz—intagrél zahrnuje teké tzv. integrdl ve smyslu hlavn{ hodnoty.
Neplat{ tedy napi. véts: Je-1li f Ilz-intagrovatelnd na <0,2x>,

Jer £ M -integrovatolné na <0, I>; nelse tady nap¥. mluvit ani

0 neuréitém M,-integrdlu. ‘

D, U-MNOZINY A M-MNOZINY

e

22.23| Definicea. Bud EBc<-7,Z>. JestliZe jsou viechny koeficienty
ka?déd trigonometrické Fady rovay nule, jakmile mé tato Fada soufet nula
pro ka2dé x& <-F, ">\ B, npazveme mnolinu E U-mnoZimou. Je-1li E
tokovd, Ze existuje trigonometrickd Pada as souZtem nuls ns <~ ,X>\E,
jaj{% koeficienty nejsou veamés nula, potom mnoZinu E nazvems M-mnoZi-
nou. (Z frencousakych slov unicité, multipiicité.)

Cviten{. Prézdné mno¥ina je U-mnofina. Je-1i A M-mnoZina, B DA,
potom je B M-mno¥inou. PodunoZina U-mnoZiny Jje U-mnoZina., Ukaite!

fzz.zs] Véta. Nochf E md kladnou vnitfni mfru. Potom E je M-mnoZina.

Névod. Bud PCE uzaviend mnofina kladné miry. Fourierova fada
charakteristické funkce f mnofiny' F md soufet nula v <-T, .727}\ F

(prod?). & Parsevalovy rovonosti méme
T

2 oo

a
Zo Z(a2n+b§)=5%/f2=j—%_-.llr>o.
2 n=l I

22.26] Cvideni. Je-1i h > 0, je

o i 2
S 20kh < 3n,  Dokaeite!
1 x '

Ndvod, Bud n pFirozend, n-1<h ' £ n; pak

n_l 2
= ﬂﬁz—"b— = h. Déle
1 ok .
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o0 (=] o o]

2
> oo kh o= ¥ 1 o1 > 1,1 <
- < + s _ - 2h.
kn ok k= k° nf  kepey KE-1 T 27h
I22.26| Cvileni, JestliZe an-—> 0, pak
‘ 3 _"_12___2
lim sin kh . 5,  Dokelte!
h»0 ka1 *  k%n

Nédvod, Bud & > 0, n pfirosend,lak\'sg pro k= n.

i 8inh) £
< — 3| h}f = 3 .
ey S Lai =

Pak podle 22.27
' i h!

n-1

'84n?
= SRS

22.28| Lemna. Necht pro trigonometrickou radu je lim s
Potom pro Biemannova funkei P této #ady platd

Pro dost malé h Jo < &£.

n=1imbn-0.

F{x +h) -2 P(x) + F(x - h)

lim = 0
h—=>0 ) h
pro kaZdé x5 8. Dokeaite!
Nédvod. % definice F odvodte
F(x + 2h) - 2 F(x) + F(x - 2h) aoh
4h = 2 F
el 2
ain“nh '
+ an(.neos nx + bnain nx) (‘-;E—h—-— .

Nyni u2ijte 22.27.

|22.29| Vita (Cantor). Kaidd konqéné mnoZinae je U-mnoZina. Dokaite!
NAavod. Naecht trigonometrickd *ada mé soulet nuls v '
<=-T,T> \{"‘1""’1:} . Potom koeficienty konvergujf k nule.(Pro#?)

Podle 22.28 a 22,16 1lze ufiit 9.19 a teady Riemannova funkce nod{ Fady
Jje linedrni. Dikag dokonSime jako v 22.17.

122.‘30' Poznduka, Véta 22.29 byla roku 1909 szobecndna Youngem, ktery uké-
zal, %e spodetnd mnoZina je U-mnofina, Del3{ 3as se zddlo, Ze kaZdd
mno%ina miry nula je U-mnoZina. 4Ale v roce 1916 sestrojil D.E.Mendov
p¥iklad M-mnoXiny miry oula. (Tato nnq!ina jo semozfe jm8 nespolatnd.)
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Vsniklo tedy podesten{, sda kaidd nespodeind mnoZina nen{ M-mnolina.

2 roku 1921 pochésaji viak konstrukce dokonslych (& tedy nespofetnfch)
U-mnofin. Speolélnd Cantorovo diskontinuum je U-mnoZina. Dodnes vwiek
Fada otések, seuvisejfcich s trigonometrickyml Fedemi nen{ FeBena.
Opravdovym sdjemcim o trigonometrickd ¥ady lze doporulit rosséhié mo-
nografie: Bari N.XK.: Trigonometrileakije rjady, Moskva 1961,
Zygaund : Trigonemstric Series, Caabridge 1959 (existuje nov§ rusky
pleklad).
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TEMA 23

Dals{ t#{dy funked

Obsash: A. Funkce absolutnd spojité.

2’.1

[23.2

Bf Kmitajici funkce.

Cf* Funkce skoro vBude konstantni.
¥ Funkca omezand konvexilty.

E. Funkce majfc{ primitivni.

¥. Punkce s koneZnou T-—variaci.
3. Integrovatelnd funkce,

A. FUNKCE ABSOLUTHE spoJith

Definice. Hekneme, %s redlnd funkce £ Je absolutnd snojitd ns

<a,b>C 31’ jestliZe plati:

=< = < = <
5\2/0 d’;:-‘o(("'1<b1 2, <by = ...Za, <b, F b,

n J n
gl (b ~ ay) < )=> %lf(bj) - flapl < £) .

Systém vlech absolutn¥ spojitych funke{ na intervalu <a,b> znadime
AC {<ayb >). '

Cvideni.

(a) UkaZte, Ze AC (<a,b>)C €l<a,b>) N BY (<a,b>.

(b) Cantorova funkce je spojitd, md variesci kone3nou, ale neni{ absolut-
nd apojitd.

(e) Zkoumsjte, sda nésobek absolutnd spojité funkce, soulet s soulin
absolutnd spojitych funkei je absolutné spojitd funkce!

Je-1i f neurdity Lebesguedv integrdl ndjeké funkce s £ (<a,b>),
Je £ AC (< a,bd>).

(@) Vyslovte téX opalné tvrsen{ k (d)!

(f) Jekj je vstah mezi lipschitzovakosti funkce a jej{ absolutn{
spojitoati?

(a)
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[23.5%

(g)

* Je kaldd funkce omezend konvexity (viz oddf{l D) absclutn® spojitd?

Tvrzen{. Funkce f definovand na <a,b> je sbsolutn® spojitd, prévé
kdy: pro kazdd £ > O existuje o > O tak, Ze pro kadj} konedny
systém disjunktnich intsrveld <a,,b >C <a,b> , pro ktery

n n
Zl(bj - ay) <d  platt jzllr(bj) - fa)} < & . Dokaste!
j= =

Cvideni. Ukalte, Z%e funkce f(x) = V-; Jje absoclutn#é spojitéd na
<0,1>, ale pro kaZdé J > 0 existuje konelny aystsm intervald

I . n
Ca;b>C<0,1> tak, %o JZ=1 Ib.1 - aJ|<J ad%lf(bj) - f(aj)|> 1.

Porovne jte tento visladek 3 definic{ absolutnd spojité funkce a 3 pfed-
chozim tvrzenim! -

Tvrzeni. Funkce f definovand ns intervelu < a,b> Jje lipschitzovské,'

prévé kdyZ pro ka%dd £ > O existuje J > 0 tsk, %e pro kazdy

n

konedny aystdm intervald <ad.b3>c<a,b> ' 421 (bj - aj\ c:cf plati
J‘:.

n

Z |evy) - tap) < £

j:l j

Ndvod Stadf dokézat, Ze neexistuje poslowpnost {x JC <a,b>

takovsd, Ze f'(xn) existuje vlastni a li;maa] f'(xn)] = + oo (pro¥?).
n
1
)

Predpokldde jte tedy, Ze tekové posloupnoat e;iatuje. Zvolte hn&(o, F-
tak, %¢ | f(x, + b)) - 2(x )| ® nh (prejdste pripadns k vybran
posloupnocati £ posloupnosti {xn} }. Zvolte ny nejman8{ p¥irozend
3islo takové, Ze nlhl 2 1, pak volt.a n, jako nejmen#{ p#irozené
dislo takové, %e (n, = nl)l‘l2 2 ? atd. (‘nk+1 - n) hk-'—l 2%)
Nyni polokte <“i'bi> =C%pixy + h.1> pro i = 1,2,..;,n1 ’
<‘i’hi> = (12,::2 + h2>1 pro i = R, * ].,....1:12 atd. Psk platf

o0 oo .
12:1 (bi-ai)<+ml 1231 ‘f(bi) -f(.i)l = + 0O

Z toho anadno odvodite spor.

23.6| ¥Pirikledy.
{a) Sestrojte absolutnd spojitou funkci, kterd neni lipschitsovaskd!
1014-7761
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23-7

b ’
~(b) Existuje absolutn® spojitd funkce ne << 0,1, kterd men{ monotonni

na %4dném podintervalu <0,1>.

N dvod. Jeden pPiklad takové funkce je poddn v 4.21.4. Jinak 1ze
té% postupovat takto: Necht J Je posloupnost vEech racionélnfch

- xz

pedintervald <0,1>. Bud 'k,n ={r€¢§€(<0,1>);.j fl £n [xl - le
*

pro kaidd xl,xzs Jk} . Dokaite, Ze .k,_n Jeou mnoZiny uszaviend

8 Plaké v &L (<0,1>). Je-1i redf(<0,1>) \ kL_)N M, » m4 neurdi-
,NE

t¥ Labesguelv intaegrdl k funkci f poiadovand vlastnosti (z 3eho plyne,
o L<oaMN L w , #F o D
. k,neR

Pozndmka. Uvddomte si znovu rozdi{] mesi definicf sbsolutnf spojitosti

23.8

a podminkou lipschitsovskosti v tvrzen{ 23.5. Uvddomte si té2, jek vel-
kou chybu byste udélell, kdybyste zamdnili tyto dvd definice!

CviZeni.

23.9

1
- xﬁ
pro x€{0,1>, £ 1 x+—> 0 pro x€<-1,0> absoclutn¥ aspojitd

(a) Zjistléte, pro kteﬂ oc,[Se El Jeo funkce f ¢ X+ % sin

na <-1.1.>4 a pro kterd < € B md f Aderivaci na (-1,1)!

(b) Ukalte pomoci (a), Z%e existuje funkce definovand na <-1,1>,
kterd méd na tomto intervelu Newtondv integrdl, ale nemd integrdl
Lebesguelv!

CviZeni.

(a) Necht fc€(<ayb>)MNBV (<a,b>). Necht £ je absolutnd
spojitéd ne intervelu < a,c> pro katdé cc(a,b)., Pak
- e AC (< a,b> ).

(b) Ukaite na p?ikladd, e predchoz{ tvrsen{ neplat{ bes predpokladu
koneZnosti variace funkce f!

_.2:!.10’F Tyrzen{,  Necht IcR, Je otevleny intervel a nechf £ : I—> E,.

25.11

Pak f Jje konvemn{ na I, pravd kdy? existujs cel a neklesajfcl
funkce jo ng I tak, le £{x) = £(c) +j}9 .
(3

Cvisent, :
(a) Nechf £ : <a,b>—> B, g1 <oC,B> —5<e,b>, £,8 absolutnd

il
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spojité, Musi pak bft f * g absolutnd spojitéd?

K4&vod Polofte f£(x) = Vx opro xe<0,1>, g(x) = <2 sin? -:-Lx-

pre xec(0,1> , g(0)} =0, _

(v) Je-1i v (a) £ 1lipschitsovskd, je fkg absolutnd spojitd.

(¢} Je-1i v (a) g 1lipschitzovskd, nemus{ f£* g byt absolutnd spo-
Jits.

(d) Steéf w (a) doplnit predpoklad monotonie g k tomu, aby f*g
byla sbsolutnd spojit4?

*
B. mrufg_; FUNKCE

|23.12| Definice. Nechf f je redlnd funkce definovand na intervalu ICE.
Rekneme, ¥s f Jje kmitajfcf na I, jestliZe pro ka¥dé xc€I a ka2dé
€ > 0 existuje ye€I tak, 2¢ O<|x-yl<E a f(y) = f£(x.

23.13 | Priklady.
{a) Dirichletova funkce Je kmitsjfed.

(b) Bechf £ Jje libovolnd funkce definovand na intervslu ICE,.

JestliZe pro kaidy interval - JcI plati f£(J) = 'El, je funkee £
kmitajfef na I. Specidln® funkce f,g z 4.26 jsou kmitajfci na

E,.
1

(e) Funkce £ : I-—> By Jo kmitajfcf na I, pravd kdy: pro kae2dd .
te1(5,) {x€1; £(x) = t} nemd izolovany bod.

(4) Je-1i f : I—> B, knitajici na I, g: £(B)—> B, 1libovolnd,
Je g*T kmitajfel na I. ‘

(e) Je-1i £ 11— B Imitajlcftna I, g :J—>1 spojitd a mono-
tonni na &, je f£#g kmitajici na J.

(£) Je-14i £ : 1> E) kmitajici na I, g 1 J —> I neklessjfef
na J a Je-11 f konstentn{ pa ko2ddm intervalu (g(x-), g(x+)>
(kde x€J Je bod nespojitosti funkce g}, je funkce fkg
kmitajfel na J.

[23.14] Posndnka, Libovolné funkce £ : B,—> 5, Je soustem dvou kmitajfefch
funkef{ a je limitou posloupnosti funkef kmitajicich na El.

Hédvod, Pm_aiidtc 23.13,b, 11.7.c¢, 1ll.8.b.

2).15 | Tyrzeni. Systdm vlech apojitjch mitajic{ch funkei na <0,1> Jo
prvnf kategorie v € (<0,1>).
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Ndvod. Pouiijte 20.6.b.

Tady dfkes existence spojité mekonstantn{ kmitajici funkce nemiie

byt proveden metodou kategorii, musime se protc pokusit o sestrojen{
této funkecas,

23).16 | Vdta.

Existuje spojité nekonatantnf kmitajici funkce ns <0,1> .
Ndédvod ‘Necht G,< (0,1) Jsou takové oteviené mnokiny, Ze

3 .
(1) o = 1L;'Jl (ags03), 8 =0, by =1, by < @y, (i =1,2),
(11) Jsou-14 a,5c@, a<b, (a,0)NG =0, 1se pedt

&
<
(B N0y = U (g, By e <o <By <og < <B <,

20 e (xy, fy.
(111)  G,Cq .
PoloZte: £,(x) =0 pro € <ag,by > , 171,
£,(x) = 1 Pro  xE <apby>
£, Jo linedm{ na <h1,a2> a na <b2,n,> .
Indukci dnrin;:jto posloupnost {.fn} tak, 2e fn,,_l(x) = fn(x)
pro x€d,, _
- Jsou-1i -,beﬁ;, (a,0)NE, =g, plati
Lo+1(X) = £,(a) pro x& <'052, B2> ,
£,(x) = 2.(0) pre xe<oq, B,>,
(0 =% (f.(a) + £,(0)  pro
€ <0y, B> U<ty By> U <ops g > I,y Je linedrat

na intervelech < a,oc,>,< ﬁS’b> a na ke#dém intervalu
<pi’ 061+1> » (1 - 1’2’,,‘).
. Dokaite, ke existuje spojitd funkee £ : <O,>—>5; tak, Ze

fn':.—_‘,'. £ na <0,1> . Ukaite, Z¢ f mé po2adovené vlsstnosti
(bihem dikasu si kreslete obrdzek!).

23.17| Pesnémka. Vhodnou volbou mnokin G, v dikesn 23.16 (1ii) mtiiete doci-
11t toho, s £'= 0 s.v.
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23.18] Vata. bNech‘E f Je spojitd nekonstantnf kmitsjici funkce ns <s,b>.

Pakc VE = + o0 ,
a

HNdédvod. b x
(a) Predpoklédejte, ¥¢ V £ < +0o ., Nechf P (x) = V£ pro
a a

xe<a,b> . Hecht g je takovd funkce definovand na

b
I1=<0,V£> , e § (g(t)) =t pro vlechne tel. Psak
a

funkce h = f¥g ' je absolutn¥ spojitd (dokonce lipachitzovské,
jek apadno sjistime z definice), podle 23,13(f) je h imitajief
na I. Jelikof v kefdém bod¥ xeI, ve kterém existuje h '(x),
"je h'(x) =0, Jje funkce h konstantni na I. To je ovBem Spor.

(b) (Jing névod.) Nechi T (y) (pro y&E;) Jje podet prvid mno2i-
ny {xe <ab>; £x) =yJ (tj. T(y)EN nevo T(y) =

24+ 00 -T Jje tzv. Banachova indikatrix funkce f ns intere
oy }
valu <a,b>). Pak V£ = f’l’(y)d: (viz R. Sikorski,
a 2 oo ‘

Funkcje rzecsywiste I, Warszewa 1958 nebo [ Net] ), = toho tvrzen{
anadno plyne. :

23.19[ Definice.. Necht £ Je funkce definované na okol{ bodu x€ E,.

Rekneme, %e f Jje kmitajfci v bodd x (resp. kmitajic{ zprevs, resp.
kmitajic{ zleva), JjestliZe pro kaZdéd £ > 0 existuje YEE, tek,
2¢ O0< |yx|<E (resp. 0 < y»x< E, re8p. 0 < x5y < £ )

a f(y) = £(x).

|23.20I Cvident.

(a) Funkce f Jeo kmitajicf v bod® x, prévé kdy! js kmitejfc{ v bodd
X bud gprave nebo rleva.

(b) Zkoumejte vstah lokéln{ definice kmitmjic{ funkce podle 23.19 a
globdlni definice kmitaj{c{ funkce podle 23.12.

(¢) Existuje neklessjic{ funkca f na Ep» ktard je v ke3dém bodd
xeB; kmitajic{ sprava.

i23.21 Tvrseni. Necht £ Je spojitd funkce ne intervalu I. Pek na ka¥dém
intervelu J<I, ns ofmZ neni f konstsntni, existuje nespodetnd
mnoho bodd, v nich: nen{ f Imitejici zprava.

K&vod Je-li yeB takové, Ie My 20 8 je-1i xed
takovf, 2e f(x) =y a pro kafdé t >x, t&J plati f£(t) # =x,
dokéXete snadno, 2e £ neni v bodd x kmitajfci zprava,
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Srovnejte toto tvrzeni s vysledky 23.16.

23.22' Tvrzeni. Nechf f je funkce prvn{ Baireovy t¥idy kmitajfc! zpreva
1 sleve v kaZdém bod# ne intervalu IC B,. Pak £ Jje derbouxovakd
na I.

MNdvyod. Poulijte 24.6(e.

23.23| Tyvrzeni. Naecht ? Jje darbouxovské na otevianém intervalu Ic E,.
Necht v bodé x,é1 nen{ funkce f polospojité sprave (eni shors,
ani zdolg). Pak f je mitajicf v bod¥ x_ sprava. '

0
23.2417 | Problémy.

(a) Existuje nekonstantn{ darbouxovské funkce prvni Baireovy tiidy,
- kterd je kmitajic{ v kaldém bodd ll gprava 1 zlevae?

(b) Je keld4d spojitd funkce soudtem dvou spojitfch lmitajicich funkci?

(¢) Je ka2dé apojitd funkce limitou posloupnosti spojitfch kmitajicich
funkeil?

e

e
——

*
FUNKCE SKORO VSUDE KORSTANTHL

123.25| Dafinice. Nechf f Jje redind funkce definovand ne E;. Hekneme, Ze
£ Jje skoro vlude konstantni, Jjestlile existuje ¢€BEB; tak, Ze
£(x) = ¢ akoro vude v E;.

IZS.RGI CviSeni. Doksite, %e funkce g,h s 4.26 Jsou skoro viude konstantni.

v

N &vod. Dokasujte, %o g(x) = O s.v,, h(x) = 0 s.v. K tomu atadf
dokésat, %e pro kefdé k€N a libovolmou k-tiei 8870000l

(kde a; =0 nebo 8y = 1) mnolina t¥ch xe<0,1) , pro n&% dvoj-
kov§ roavo] x mnd tvar O,aonl...ak0b°0b10b2... , (kde bo’bl’“‘

je bud O nebo 1), mé miru nule.

23.27| Prikled. Je-1i HCBE, 1libovolnd neprdsdnéd mnolina, existule a.v.
konstantn{ funkce ¢ definovand na B, takovd, Ze pro kaZdf inter-

val ICB, Je f(I) = H,

X4 v o d. Vhodn$é predefinujte nikterou s funkc{ 3 23.26.

]23 +28 I Leama.

(a) MNechf ac 1’.‘2 je neprésénd oteviens mnorine, kterd nenf huatd
v E,. Nacht pro kaldé xeE, existuje teB; tak, Ze
{x,t]Jéhr G, Pak existuje interval JCE, a tisla a,D=E),
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(b)

1014-7781

a<b,[a]=[b] nebo [a] = [(b-1] , tek, %e plat{ bud
(1) ¥x{e}ce, Wx{v})nae = g ,  nevo
(11) J x{ajcext(®), (JX{b})Next ¢ a &

(kde ext(4) = Int (B, \ A)).

N dé&vod. Nejprve dokaite, fe axistuje xEEl,yl,yze El.yl # Y2
tak, e [x,y]_] ¢ ext(G), [x,yz]e ext(G). Je-1i Yy < Y
ukakte, %o sxistuje ICE, a redlné sfala «, f,xX <P iak,
B¢ 1 x {xJco, I x{BJcext(a). Polozte

b = sup {te < o, ﬁ); existuje interval LcCI tek, Ze

L I{t_}c G}; nyni jiZ snadno naleznete 3islo & a interval J
tak, aby bylo splnine (i), Je-11 1> Y ukafte obdobn¥, Ze
platf (ii). ‘ :

Necht g,h jeou funkce 3 23.26, nechf yeE). Bud £ 1libovolnd
funkcs definovand na By, %8 je f£(x) = h(x) pro xeg'l(y).

Pak graf (f) je souvisléd mnoZing hustd v EZ'
N'dvod, Hustots plyns ® toho, %Ze plati h (g-l(y)n(xl,x?)) =
= kl pro libovolnd X xzexi, z1‘< X, Souvislost dokesujte
sporen. dJe-1li AcC gref (f) usaviend i oteviend (v grsf (f£)),
existuje @CB, oteviend mnolina tak, %e A = G gref (f),
Ukefte, Ze¢ G splouje predpoklady (a); neehf J Jje interval v
El, a,be El s tvrseni (a). Ogznadme K = G, nastal-11i pFipsd (1),
H = oxt(@) v pFipadd (ii). Zvolte ddle celé 3{slo A. Nesédpornd

celd 3{sla k,m,n,p,q, q > 2, ¥isla a,;0,1, hd=0,1 (i=0,1,2,...

veesk, §=1,3,5,...) tak, aby platile: a n
{(X) Mno2ina M viech &fsel tvaru A + O,a @, ...8.011...1011...1

—— |
011_0 L] 1011. (&) 10b00b10b2l - e (kde bi’oj 1 prﬂ i’oy 2, 4' LN )

Je podmnokinen J.

([5) Pre ka#dé xeM Jo g(x) =y, hix)el[a], [a]+1> .
Necht ¥ = {xen; [x,‘h(x)] € EN(J x <a,b>)} . Dokxakte, 2e

H#@ a fe existuje xoel tak, e h(xo) = sup h(x).
e N

(Uvdamte @i, Ze pro %4dné x€B, nen{ [ x, £(x)]& hr(a@) ).

Ale snadno nalesnete xcX¥ tak, ¥s h(x) > h(x ), cof je hledant
spor.
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23-29

(e} Punkce h 2 23.26 m& gouvisly graf.

Vita, Nechf f je 1libovolnd funkce.definovend ns E,. Pak existuje

[23.30]

posloupnost funkci {fn} definovenych na E, tek, Ze
(1) graf (f,)} Jje husty v E '
(1)  grar (f,) Je souvisly,
(i1i) pro ka2dé neR Ja £, =1 s.v.

(iv) rllj-foo £,(x) = £(x) pro vBechne x& B,.

2’

N évod. Polotte £ (x)=£(x)} pro x¢g-1(n)..
fn(x) = h(x) pro 'xeg'l(n), JestliZe h s

funkce 2z 23.26.
Srovnejte tento vialedek a8 tvrzemfa 11.8.b.

Véta. Nechf f Jje libovolnd funkce definovend na E,. Pek existujf
funkce 1'1,1’2 definované na E, takové, s platf: )
(i) graf (f;) Je husty v E,, |

(ii) grar (fi) je souvisly,

(1i1) £, = £ 8.v,, £, =0 s.v.,

(iv) = £, + 1, '

N&vod Poloste f£(x)=2(x), f,(x)=0 pro xdg (1) vg (-1,
£2(x) = n(x), f,(x) = £(x) - h(x) pro x=g (1),

£,(x) = £(x) - h(x), £,(x) = h(x) pro &g (-1,
Srovaejte tento vfsledek s tvrzanim 11.7.c.

n.* FUNKCE OMEZEME KONVEXITY
m—ﬁ-_—-—

L]

pefinice. Necht £ Je funkce na intervalu <a,b> a nechi

D= {n =X <X < aee <z = bJ Jo 48len{ intervalu <a,b> .
Pro ka%dé J = 1,2,...,n oznaime

f(!J) - f(xj_l)

O t;=

S I 5 1

b . n
a poloime Ef*aupdzﬂ\g fj.- C]fj_l\ ’
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123.32l

kde supremum se bere pfes viechna d¥leni intervelu < a,b>. {falo

b b
X f se nasjvd konvexitou funkce f£. Je-ii X f < + ©© | ¥{kdma,
" - :

a
¢ funkce f mé omezenou konvexitu. Syatém viech funkci omazené kon-
vexity sneSime BC (<a,5> ).

CviZendi.

|23.331

(a) Sestrojte funkci omesend konvexity, kterd nen{ konvexni ns ('a,b).
(b) Spo3téte kenvexitu linedrni funkce.

Tvraenf{. Nechf f&BC (<a,b>). Potom v kaZdém bodd x& < a,b)

existuje £ (x). Funkce f; je omesend na (a,b). Déle v kaidém

bodd x&(a,b> exiatuje £'(x) a funkce £  je omezend na (a,b).

CviZeni. Doksite, Ze ka%ddé funkce omesmend konvexity Jje absolutnd

|23.34l

spojitd na <a,b> a md koneZnou derivaci viude v g a,b> 8 vy-
Jimkou snad spoletnéd anoZiny.

Lesma. _ Nechf c@(a,b). Potom f&BC (<La,b>), prévé kdyk

[23.36]

2880 (<a,e>) a E€B0 (<a,b>), Je-11 r=BC (<a,b>), potom

» ° b , ,
platt Xr=Ke+Ke+|tl(e) -2ia)} .
a & c

Cvideni, Je~li £ Xkonvexn{ na < a,b> , potom

b . .
Ef = £(b) -2 (a) .
a

23.37

2,.”

Vita, Mechf feBI(<a,b>>). Osnn&nebf* :bkp—;r:(:),

xe(a,b>, t¥(a) =2(a). Poton Kt - V¥ . Dokeftel
- ]

Problém. Pro reBC(<a,b>) poloime

123.”

|2l - %u[:;ml + e

Roshodndte, xda . I jo normon na prestorn . BG(<a,b> ), Pokud
Je to norma, skoumejte, zda BC(<a,b>) je Banachilv prostor.

Posndmka. V souvisloatl s pojmem omezené konvexity lse 3tend*l dopo-

rudit Sldnky publikovené nap®. v 3asopisech: Bull.Amer.Math.Sec. 73
(1968), 568-572, Monatshefte f. Math. T4 (1970} 389-397, kde mile
nelést daldi v¥sledky.
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E. FuNkCg MaJicf PrIMzrIVNL .

23.40| Definice. Osnalime j) systém vlech funke{ definovanych na 31 8 A~
Jicfeh na B, primitivaf funkei. Déle osnadme /2  systém vleeh lo-
ké1n¥ omesenych funkci = y.

[23.41] cvident.
(a) Ukaite, 2¢ ¥ (B))c Pe P. ssou tyto inkluse "ostré™?
(b) Bud £ :x—» sindpro x#0, £(0) = 0.

Potom f& -@. 24 ﬂ;

(e) Plat{ implikace: fneyg, £, —>f (reep. £, —3 f)#fey?

[23_-13 Posndmke. 2 23.41.b plyne, fe pro dve funkce f.geﬁ nemusi byt
r.;eﬁ . Naskytd se tedy otdézke, jaké dalid{ po!adafky méme kldast
na funkee f,g, aby ji¥ platiloe f.;eﬁ + Problém lze fomulovat .
obecndji; mifeme pii dané funkei _% definovend na B skoumat pofe-
davky na funkce f].""’tns'p" aby platile f (fl,..'.,fn)ep.

[23.43%|cvitens.

(a) MNechf § je funkce definovand na E, takové, Ze pro kaidé
fl..'..,fne‘e(]i‘.l) Je § (:tl,...,fn)ej). Pak f Je spojitd,

Ndvod. Je-1i xct) = [x&k)’---’ (k)J‘q[xl'l-o,&J ax,
§(x(k))—+ o # f (x), poloste: £,(t) =x, pre t¢ (0,4)
apro t tvaru -:; ’ :ri(t) = x}_“ pro te(—:i—-_'_l ka ’

2. o‘k >, £y Je linedrn{ na intervalech tvaru

2k
<"§'ka! %{r"‘ xk>!<—:i" xkr—:ﬁ>!

kde oC_ jsou volena tak, aby 0 < K, < —;'- -EE a aby
1 .
| *
1 1
]f} (f1’0‘0|rn), < ‘;EE ¥ ’f § (fl'.‘.’fn) < ‘—z"a‘i L3
1 l_ -xk
2k-!'l z“
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(b) Necht _‘P jo libovolnd funkce definované na B, tskovd, Ze pro
kaZdé re,/oo Jo § (f)ej) « Pak § Je linedrni na El

Né&voed Podle (a) je spojitd na + JestliZe pro nzjskd
El

XEE,, h#0Q Jje % (x+h)+'§(x-h)-2§(x)#0, polofte

£(t) = x pro t¢(0,%-) apro t tvaru -l'-, £(t) =x+h pro

*
1

te(";k]",_—1+0€k.?'0€k>, k 1liché, f(t) = x-h pro
te <_l_2k+1 + oy ;ZLE - ack), k sudé, f je linedrni na interve-
1 1 1 1

180h<—2Fr ’ Th"‘l + OCk> ,<2T - OCk » —zr > y kde {xk}
Jje volona‘tak: aby 0 <X, < 2;& a aby

=(k+l) -k ‘
\f 9 (r)\-r-% , ‘fa %(r)l<-%; a dokalte,
7-(k+1) 2 5Ky 2

2e reﬂ, §(ﬂ¢.@°. Podle 18.4 Je f linedrn{ na E.

(¢) Plat{ dokonce tvrzenf: Kechf § Jje libovolnd funkce definovand
' ra B, takovd, Xe pro ksidd fl,...,fne j:’ Je § (1’1,.. .,fn)e.@.
Pak ?f jo lineérnf.

Ndvod Uzitim (b) dokakte, 3¢ P jp linedrnf po kedé primce.
Z tohe jif tvrseni snadno plyne.

lZ).“l Cvideni,

(a) Nechf £ jeo funkce definovand na ‘otcvhnén intervalu ICE,,

necht & > 0. Rekneme, Ze funkce f =4 na intervalu I primi-
tivn{ funkci s plfesnosatf £ , existuje-1i funkce g msjfci na
I primitiva{ funkei tek, ¥e¢ | £(x) -~ g({x)| < £ pro kekdé

ze 1.
(b) Mechf £ Jje funkee definovand na imtervalu 3. Wecht pro katdé

€ > 0 méd £ primitivn{ funkci s pfesnosti E . Pak f mé
primjtivaf funkci, Dokaite!

(e) Nechf ¥y P, Jsou libovolné funkce definované na intervelu
<z,x> . Necht 701(11) A j"a(xz) a necht pro liboveolné
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te<x,n> platt | pix) - piwl< 3 g - il
Paixp) = P | < F |P(x) - Pyplxy)| . Hecht aste runkee
501 Je spojitd v bodd X, spreva a funkce ?92 v bodd x5 zleva:

Pak existuje spojité funkce Y definovend na < x,,1,> takovd,
fe Y (x) = Prix), YPixy) = ¥alxy).  Dokaite!

{d) Necht I,, I, Jjsou oteviené intervaly, nechf I = LU, je in-
terval. Necht f je funkce definovamé na I, kterd mé primitivn{

funkci e plesnosti £ jak na I,, tak na 12. Pk f mé primi-
tivnl funkci s pfesncst!{ £ ne 1. Dokaite!

Névod  Necht (0,4, Jsou pfisluiné funkce. Jestlile exis-
tuje =& Ilﬁ I2 tak, Ze ?’1(!) = ?z(x) je Alkag snadny.

Pokud tekovéd x nesxistuje, nalezndte vhodny interval

<x,x> ¢ I,NI, tek, %o jsou spinény predpokledy (c). Hledanou
funkei nyni siskéme kombinaci funkci 501, joa, l)u z (e},

(a) HWechf £ je funkce definovend na B, nechf £ > 0. Nechi pro
kaidé x€_E1 existuje okolf U(x) tak, Ze f md primitivn{
funkci a piwanoati - £ na U(x)., Potom 'f md primitivn{ funkci
s pfesnostf £ > O na B§;.

Nédvod. Ztvrzenf (d) a Borelovy véty snadno odvodfte, Ze f
md primitivnf fuokei 8 presnost{ E  na libovolném omezeném inter-
valu v B,. Necht jon jsou funkce z definice primitivn{ funkce
a8 presnost{ E na intervalu (n,n+2) (n celd). Nyn{ stsl{ pro-

vést ste jné “"napojovdni" jako v dftkesu tvrzeni (4) na keidém inter-
valu {(n,n+l) (pro funkce fn-l’ §on)°

|23.45| Véta. Necht £ ,....fn&.(/)o a nechf pro kaZdé tSEl je nejvyBsa
Jedna z funkef fl""’fn nespojitd v bodd t. Potom f = fl....,fne_{f%.

K4dvod., Prolibovolnd € > 0O, x€E, existuje okoli U(x) tak,
Ze n-1 s funkci fl....,fn 1zo na tomto okoli "nshradit kconatantou”.
Timto nahrazenia snadno sestrojite k¥ f primitivni funkei s pPesnosti

€ na U(x). NKyni sta®f pouZit 23.44.e, 23.44.D.

|23.46I Cvi%eni. UkaZte, %e neplatf{ tvrzeni:
Je-11 hGE(El), ge@, Je h.gé.@.
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Névod. Nechf £ je funkce z 23.41.b. Poloite

hix) = x" £(x), glx) =x Tf(x). (X dtkazu _ge.p derivujte funkci

} r(x).)

|23.41’| Cvideni. Bud J%o ayatém viech lokdlnd omezenych eproiimativné
spojitfch funkec{ na E; (vizg téma 8.C). UkaZte, Ze

(l) ECﬂo Cﬁn .
(b) j.-li § ﬂpodit‘ v En, fl,ooo’fne

i(fl....,fn)e JQ .

o' potom

o

?

F. FUNECER S KONRINOU L—vmncf

V tomto oddfle poﬁkihme na Jjedno nepetrné zobecn¥ni definice funk-
¢{ s koneZnou variaecf. '

23.48| Definice (Young). Bud 2’“) 0. Heknems, e funkce f definovand
na < a,b> né konefnou F-variaci, jestliZe Zislo

v 1
b n-1 e
:T't = sgp {[kzao \2(xg) - f(xkﬂ)lr]fipz{a*xoc X< eee<x = b} } .

Jo kone3nd. Syatdém viech funkci{ 8 koneZnou ]"-nriuci na < a,b>
oznalme symbolem BV]"((I,I))).

23.49| Cvilent.
(a) Je-1li < (0,1) a feBVp(<a,b>) nekonstantnf na  a,b>,
potom existuje v intervalu "« m,b> bod nespojitosti funkce f,
Dokaite!

N&vod. FNechf £ nebfvd maxima v bodsd ¢; & minima v bod¥
€ necht nap?. o, < &y. UveZujte body xe<a,b> (k=1,...,n)
takové, Be f(x) = £(ep) + =k,  kde c = f£(e)) - £(e,).

(b) X¥echt £ splauje pfedpoklady (i). Potom nen{ f na» 24dném inter-

valu <o, f5>C- <a,b> darbouxovaké, pokud neni ns tomto inter-
velu konstentni. DokaZte!

 Nédvod, Plyne s (a).

(¢)(T?) Mile mit funkee f 1z (a) bod nespojitosti 2.druhu? Porovnej-
te s ptipadem ]"= 1!
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|23.50| Poznémka.  Youngova definice 23.48 neni jedinym moinym zobecnénim
definice funkci 8 konelnou varisci. Zdjemce o Adsl8{ vliastnosti t#idy
BV (< a,b>) odkagujeme na literaturu Rjaszanov, Punkcii Klasea VJ..,
Vestnik Moskov. Univ. 23 (1968), 36-39,

G. INTEGROVATELNE FUNKCE

Poznémka. R0sné t¥{dy integrovatelnfch funke! mni Eédng integrdl
sde nebudeme konstruovet. Odkezujeme na skripta J. Luked, Teoris miry
a intagrdlu I, kde je té% uvedena Fada problémi k tdto tematice.
Uposornujeme pouse na oznaleni, kterdho wiivéme:

R(<ca,b>) je tfida riemannovaky intagrovatelnfch funkc{
na <s8,b> ,

b
(R) f £ Jje Riemanntv integrdl funkce f,
a

N{ (a,b) ) systém newtonovsky integrovatelngych funkci,

b
B¢ 9] j f Jje Newtondv integrédl,
s

L (M) je systém lebesgueovsky integrovatelngch funkc{ na mnoZi-
nd ‘ -

M =
(L)If jeo Lebesguetv integrdl.
N
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Obaah:

|24.1|

TEMA 24

Vetah funkce & grefu funkce

A. Vzddlenoat grefd funkeif.
B, Mno%inovd viastnosti grafl funkci.

A. VZDALENOST GRAXD FUNKCE

IZLRI

Cvideni. Pro neprdsdné podmnofiny AB v E, poloZime

4(4,B) = max {M:ip‘q(x.ﬂ). lzqu(x.A)_}, kde q je metrika v E,.
x X

Dokalte: _
(a) 4 nenf metrika ani na systdmu v3ech neprdzdnfch podmnotin E,
ani na systému viech neprizdnych omesenych podmnoZin ‘2'

{(b) 4 je metrika na systému vlech neprdzdnych kompsktnich podmnoZin

By

Cvideni.

(a) Necht $ar £ Jsou reélné fuskce definované ng intervalu
IcE, neeht @ Z p. Pk 4 (grer (F,), gref (P))—>o0.
(Gref funkce f : M—> M, Jje mnolina {[z,y] lle, y= r(z)_]- ).
Platf obdobnéd tvrzeni pro bodovou konvergencit

{b) Existuji 4dvl riizsnd funkce f, IP definovand na B, tak, e

a(grat (50), gref (Y)) = 0. Vyvodte s toho, Ze tvraen{ (a) nelss
obrdtit. '

Né&vod Polotte 50(:) = If’(x) = li.n-i- pro x # 0,
50(0) =0, 'Ii)(O) = l.

{a) Je-1i 50 spojité funkce na intervalu ICE,, ‘lF libovolnd
funkce dafinovand na- I a Je-1i d4(gref (}0), gref {1{1)) = 0,
AR X

(a) Neoht ¥ Je darbouxovaké funkce na intervalu ICB, takovd,
s pro libovolnou ‘lfl definovenou na 1 plati: Je-1li
d (gref {50). graf (?u)) =0, Jjeo ?9= lfl . Pak jo je spojité.

1014-7781
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Ndvod, Kayby 5P byla nespojitd v bodd 3 byle by mo¥no volit

‘lf(x) =5P(x) pre x# x;, 'f’(xo) =j0(x°) + ’Z , kde ‘2 je

vhodnd x»edlné 3ialo.

(e) UkaZts, %e tvrzeni (d) neplat{ bez predpckladu dsrbouzovskosti!
(£) Xecht ,On, %  jeou spojité funkce na kompaktnim intervalu
ICE). Necht algraf( ), graf(y)) —> 0. Pak Po=3 P-

Ndvod, Bul € > 0. Zvoume J > 0 tak, sby pro

el |x-x| <d piatile |50(‘1’ - Pl < %. Je-11 nyn{
dgrat(P,), graf(P)) < -m(‘;f. $) o [P -p]|=s £

pro kaidd =z£1, zl toho tvrsenf{ snadno plyne.

(g) UkaEte, 3o v tvrzen{ (f) nelse vynechat ani pfedpoklad spojitosti
99 ani pfedpcklad kompaktnoati I |

24.3 | OviSent. Pro neklesajic{ funkei £ definovenou na < 8,b> oznalime
A(L) = {[z.r] joxECa,b> , fx)STYS L} .
Neeht £, f, (n€N) jsou neklesajici funkce na < a,b> . Dekaite
skvivalenei ndsledujfcich vireki:
(1) 1m £, (x) = £(x) pro xeWec<a,b>, kie W je husté mno-
_ $ina v < a,b> , kterd obsahuje body a, b.
{11) 1lim fa(z) = £(x), Jje~11 x=a, x=0b nebe x Je bodem

n—> oo
spojitosti .

(141) a(A(L,), A(2)) —s O, (Vis 24.1.)

B. wmoZrmovd VLASTHOSTI GRAFU Exci

p—— —

|24.4[ Usaviend grary.

(a) Existuje fwkoe, definovamd ma R,, jejif graf je otevienou pod-
anoiinocu la? '

() Dokaite: Je-1i f spojitéd funkce definovend ns By, Je grat
() usaviend podmnoZina E,. '

(¢) Uvedte pfiklad nespojité funkee ¢ na B, JejiE graf je usavie-
nd podmnoline lz .
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(a)

Je=14 50 lokéln¥ omegend funkce na El' Je spojité, prdv3
kdyZ graf ( y) je uzaviend podmnoZina E,. DokeZte!

24.5 | Busté a F1dké grafy.

(a)

{v)
(e)

(Q)

(o)

‘Dokaite: Existuje funkce 50 definovens na §; tekovd, Ze

graf (?) Je h.ultj v E.

Ndvod, Tuto ilastneqt mé napfiklad funkce -g definovand

v 4.26.

Musi bt funkce s vlastnost{ (a) Adarbouxovsk4d?

Fechf % Je funkce definovand na intervelu I. Nechf mnoZine
bodfl spojitoati » Je hustd v intervelu I. Potom gref (59)

Je ¥*i{dkd podmnoiina E,. DokaZts!

Uxaite, Ze oxistuje funkce ? definovand na K, a vlude
negpojitd na El takovd, Ze Fraf (?’) je F{dkd podmnoZina Ez.

Ndvoed. Volte za f Dirichletovu funkei.

Necht ¢ Je darbouxovsid funkce definovamd na intervelu ICE,.
Potom graf (50) Je PF1dké podmnofina E,» prdvé kdyé ¢ je apo-
jité v husté podmnodind intervelu I, '

HNdvod DNejitive dokakte: = toho, ¥e 50 neni apojitéa
v husté podmunolind 1 plyne existence intervalu JCI a 3{sel
X < P tax, #e obk mootiny { xe&dJ; P (x) o},

{IEJ; 50(:) z p 3 Jjsou husté v J. 2 Darbouxovy viaatnoati
funkee (O pek plyne: I x <oc, 3> ¢ grat (P) .

- Souvisld grafy.

(a}

(b)

1014-T7781

Dokalite: Nechf 50 je spojité funkce definovand na intervslu
ICE,. Pak graf (f) Jo souvinld mnolina.

Névod. Neonfgraf () = AUB, ABFF . Polotte

A = {zeI; [x,2(x)] & L_} B, = {161; [x,2(x)]eB}. Existuje-
1i x€l, xenln By, Je Ex.f(x)JE ANB; existonje-1i x££I,
x€ AN Bl’ Je dlkaz anslogioky¥.

l;ch'i 79 Jo redlnéd funkce definovand na intervalu Ic:El.
Ja-1i graf ( f) souvisly, Jje 99 darbouxovakd. Dokeftel
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(c)*

*
(d)

{e)

27566 P1)

DokaZte, %e existuje darbouxovskd funkce, Jejit graf neni sou-
vialy.

N4&vod. Necht g Jje funkce x 4.26. Definujme -

¢(x) = g(x), pokud glx) # x, jp(x) = x+1 pokud g(x) = x.
Ukelte, %e funkce ? mé poiadované viastnosti.

Nechf 50 je funkce prwmi tPidy, definovand na intervalu

ICR). Nechi pro kaldé dva body x, x€I, x<x’ platt

pxe p((rx)), P(x)1e P((x,x)). Poton grat () e

souvialy. ‘

H4&voad. Nechi grer (99) » AUB, ABX¥ @, ANB 2§,

A a B Jjsou cteviené i usavenéd. Poloite

Ay = {xEI ; [x‘,?(x)JELJ, By -{er, [1,50(1)16 B_}.

Bud x bod apojitoati funkece fl-‘.ln-n-l (vis 12.7).

Lze pledpoklddat x&4,. Pak existuje okolf bodu x v Iln'él,

ktard leii v 4. Ja-11i yEBl, y dostateldnd blizko k x,

lef{ stydnf interval mnofiny ;N B, obsshwjict bod y, celf

v mnoXink B,. 2 toho dostanems, %e¢ 1 krajni{ body tohoto inter-

valu le2{ v B,; aviek slespon jeden 5 nich mus{ lefet v A,

cof je spor,

Necht 59 Jje funkce prvni t¥{dy definovand na otevieném inter-

valn IC El. Potom nédsledujic{ tvrzeni jsou okviv.longnfs

(1) 9’ Jje darbouxovekd;

(ii) graf (50) Jjo souvisly; .

(111) pro kefdé =xcI existujl posloupnosti X % Y X

- tek, te § (x,) — f(x}. )"(yh) —_— y(x).
Dokalte! ‘

’

Névod. ‘Poulijte 24.6.4.

- 193 -



Obsah:

25.1

TEMA 25

Modul spojitosti

A, Modul spojitosti a jeho vlastnosti.
B. Stejnd spojité funkce.

A, MODUL SPOJITCGTI A JEHO VLASTNOSTI

Oznadeni. Necht 771 Je mnoZina vlech nezdpornfch neklesajfcich

[25.4]

funkel g1 (0, 00 )—> By , [Jl, Je mnoZina viech relll ,
pro ofg lim f(x) = 0O, |
x> 0+
Definice. MNecht f Jje redlnd funkce definovand na intervelu Ig E3
pro c)‘ > 0 poloime
I
(.df((j) * gup |f(x) - f(y)l .

5YEI

| x-y| €
Funkci wg definovenou na (Q, o2 ) nasyvéme modulem spojitosti

funkce f na intervalu I; miato w}. pifieme ndkdy pouze e

CviZeni. .
(a) Dokafte, Ze wfem a pro x, yr.f.I plat{

|20 - 2] = @, (|xyD) .

(b) Roghodnite, zda ke katdé funkci ;Em (reai:. gemo) exis-
tuje funkce f defincvand na intervalu I tak, Z2e g = wi
¥ Jistém pravém okoli bodu O.

(e¢) Necht a> 0, O (a)EE,. Musf byt funkce @, spojith
na (0,a)7 Must byt l.Baireovy tFfidy na (0,a)? |

Véta. TFunkce £ Je stejnom®rnd spojitéd na intervalu I, prévé kdy?

1014-7781
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Speciflnd: Nechf ¢oc > O a nechi funkce f jo oC-hdlderovskd
na intervalu I (viz téma 14). Potom wiemo.

25.%9| Cvilenf.

(a)

(b)

(e}

(4)

(o)

Necht funkee £ Jje monotonni na omeseném intervalu I,
Potom W€ 77%. prévd kdy? f Jje spojitd a omegens.
Seatrojte funkci f, spojitou na < 0,1>, pro kterou
© im J‘lwrtc") =+00
—» O+
Rozhodn¥te, zda lze sestrojit funkci g na < 0,15-, pro kterou
}.’m dJ ‘1“)8(‘; ) neexistuje.

~» O+
Charakterizujte viechny funkce na intervalu I, pPro n&2

1n d wltd) =o.
- O+ '

Nechf funkce f md spojitou derivaci na intervalu < a,b> .
Pot in wa(J) max  [£(x)] Doka¥te
otom = x . akte.
—= 0O+ XE<a,b>

-IZ'E.SI Cvilenf{. Rozhodn&te, sda plati:

(a)

(b}

Nechf o¢ Z 0. Potom funkce f definovensd na intervelu I
Je oc-holderovakd pna I, prdvé kdyZ Je funkce

J"‘—’ Cf"mo): (J’) omezend na (0, 0° ).

Jastlife f Jo funkce na intervalu I a plati

‘1}- (f‘“w; (cf) » Kek, pro of € (0, ©© ), poton
0+

£ je o¢=hélderovekd na I a platf: Je-li K'ell takové,
fe | £(x) - iy} = K x—y\“’ kdykeli x,y€I, potom
S K.

25.7| Cviseni. - Sestrojte funkei f na <0,1> tak, aby pro kadé

—X
. xXeg(0,00) bylo - im cf wrid') = + 00 ,
-~ O+

25.8| Problémy.

(a)

(b)

1014-7781

Zkoume jte existenci derivace funkce 'w’I? .

VySetfete vetah funkei (W, , a Wp+ m‘.
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B. STEME SPOJITE FUNKCE

Osnalent. € = ¢ (<0,1>) snadf prostor vlech spojitjch funkef .
na intervalu < 0,1> s metrikou SD : ‘

(fs)'“f-“- swp |£-gl .
= -8 <o,1>Ig

I'zIZo[ Definice. Pro G'emo osnaime [6] mootinu vBech rc €
pro nék  |f(x) - £(y)] = G (lxyl), kdykoli xye <O0,1>.
Jeatlile .%Cg y Faknenms, znl f‘uiakco mno¥iny .ﬂ Jaou stejn¥
spojits, jestiite YV e>o03IS> o0V re B Vrye<o,1>s [xyi<
ISl - eplce . -

Dokafte: funkce mnoZiny .3 Jsou stejn® spojitd, prévd kdyZ existu-

o Gel, tax, e BcEL6].

25.11] Posndmka. Je-1i fe €, jo fe€[6] promsjexé Gelll
{napt. te € [“"g ]‘). Vznj.?;i otdska, Jak #velkd™ je v prostoru 14
anotina ¥ [G7] pr;ﬁ dané @'Emo. Jak dckéieme, je pro liboveln¥
dené G eTll, mnotina P[G] velmi "meld". Prevéind vétina
funkci f prostoru € (ve sayslu ketegorif{) se skoro nikde (ve smys-
lu ::(ry). neshoduje & Eddnou funkof s ‘(?L'G".l. Presnd j8{ formulace to-
hoto faktu je obsalena ve vBtE 2%.14, Tato vita jeo dokﬁllna obvykleon
metodon kategorii (vis 20.B) xa pomoci vty o hustotd (vis 8.19).

[25.12] Lemma. Weanf £ > 0, nc¥N, 6 €T, Existuje xew, I >0
a funkce te€ tak, Ze
(1) k>n, '
an fed S e, |
(114) kaykeli ge €, Br-gh < d , xe<0,1>, potom
| g(x) - gl > G UxyD) ' |
pro kaldé xE<x-2—kl*, RT3

nsbo pro kaXdé '3 <x+-&, Xt >

Ga{m

Ndvod. Polokte Cj‘ » . Zvolte ke !. tek, aby
1 £ i i
k>n, G(3L) <7 . Fumkei £ defimujte takte: f()=£(-1)

pro 1 3 0,1,...,k, v intervalech < &, 11> linegrns.
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Rozlidte dv; pripady: (of) % - [%])
L£)

(P ¥ -
Tvrazeni (iii) pak plyne s odhadu

|8 - &) 2 e - el -0 - g0] - M2 - sl >
>itixy -t(p)| -2d = T:’C"(’zi') G (} xy\)

29.13| Lemma. Nechf O € mo. Pro ne N Adefinujeme mnofinu Anc.'e
takto: TEA, » Jjestlile existuje x&N, k>n, tak, ¥s pro keidd
xe < 0,1> platt |2(x) - (M) 1> G (ix-y1)
pro vdechna y&  x - ﬁl- , z-%)
nebo pro viechna yé€ <’+4_k_’ x+al>.
Potom mno%ina € -\ A, Je #1dk4 v prostorn € .
Ndvod Weechf gc€, £ > 0. Podle lemmstu 25.12 existuje
xel, >0 a hef tak, ie
(1) k > n,
(31) fnll <
(111) kdykoli re‘C “f—h““ J xe <0,1>, potom
lzx) - 2} > 6"(1:—-;1) + @ (1 -~ 1) pro kezaé
y& <x-—l'-, x—&-)nobo pro kaldd ;yé(x_*--‘lf, x+§%—>.
Pro tate £, x, ¥ platdi
[t )(x) - (@] 2 e - sl - [a(w - ;(y)|:’
> 6 (lxy1) + @fixyl) - st - &) Z 6 (1x-y1 ),
tedy gif€ Ay
25.14| Vita. Hechf Ge mo Existuje fe € (<0,1>) tak, fe pro
vlochna ge € rLegl :]I.lt 11{_:;' £(x) = s(x)}
Mookina theh fe € (<0,1>), kter$ tuto vlastnost nemajf, je 1.ka-
tegorie v € (<0, 1>)' .
Ndved, Nechf Anc‘e , n€N, Jjsou mnofiny & lemmatu 25.13,
A= ﬂ A, - € N\ A je l.xategorie v € . ¥Neent
asl
tea, ge €061, B= {x 2(x) =gn}.
1014-7781
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Prodpoklédejte, ¥o 1, B > 0. Podle véty 8.19 existuje x&B tak,
%¢ D(B,x) = 1. Poloite E = {y; |£(x) - 2 |>6 (lx-y| )] .
Protoe BNE =@ , jest D(E,x) = 0. Podle definice mno¥in Ay
pro kafdd nelN existuje k(n) > n tak, 2e

1 1 > 1

Protole 1lim k{(n) = co , neni D(E,x) = 0. To je spor, e tedy
n-» oo

4.8 =o.

25.15| Lemna. Pro neN a t>0 poloime 6‘;1(1:) =nt1/n. Necht
X > 0 a re€€ . Jestlile existuje interval Ja < 0,1> tok, %e

- £ je o<-hSlderovakd na J, .potem existuje gel ) ¥( 6,)
n=l

tak, Ze
g=T na J.

F4ddvod. Doplaite f konstantnd na kafdé komponentd < 0,1>\J.

Véta, ‘hiatujo funkce fe € (< t_),l.”) 8 touto viastnosti: Na 244ném
intorvilu JC < 0,1> nen{ funkce f o ~holdarovskéd prb $48dnd o > 0.
Mno#ina vBech f s touto vlastnosti je rezidudlni v € (<0,1>),
Névod, Polofte G, (t)=n t1/B,  Osnaste @, mnotinu viech
tc €, pro ni1 existuje ge€[G,] tak, %e

/‘ll{x; £(x) = g(x)_} > 0. Podle vity 25.14 jsou mnoZiny G, 1.ka-
O

tegorie, takis 4 = r!\'ijl G, Je prvnf ketegorie v € . Podle 25.15

funkes 3 € \ G nejsou o-hGlderovské pro 24dné o > 0 na 24dném

intervalu JC 0,12,

[25.17%|Problém.  Hechi G, Te M nechf 1im Z(X) .4 oo,
' - © x>0+ T(x)

Dokakte, e existuje f& € [G°] tak, Ze pro 4dny interval
Je<0,1> nen{ f elementea ‘€E‘r] na J.

1014-7T781
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Obaah:

26.1

TEMA 26

-

Véty o stfedni hodnots

A. Véty pro jednostrennd derivaca,
B. Véty pro Diniho darivaca.
C. Vity pro symetrickou derivaci.

A. VETY PRO JEDNOSTRANNE DERIVACE

Zobecndni Rolleovy vity. Nacht £ je spojitéd funkce na intervelu

26.2

<a,b> a necht ax'iltu.je f(n)

jaou nulové body funkce f 8 néscbnostmi m,,...,m, (ceﬁl je nulovym
bodem funkce f ndsobnosti m, jestlille fr£(¢) = ..., = f("'l)(e) =

= O,r(')(c) # 0 ) takovd, Ze Byteoetmy, Zm+1, Pak existuje
fe(a,b) tak, ¥e r""(f) =0,

na (a,b). Nechf a< x1<...<xk‘-‘-h

Hadvod, Uvalte napfsd pfipad, %es v3echny kofeny jaou jednoduché
a pek teprve pPipasd obecnf (poulijte matemstickou indukeci) -~ viz té4%
[pIr], kep. V, § 7, vita 85. ‘

Véta. Necht P Jje polynom stupnd n maejfcf pouse redlné kofeny.

[26.3

Pak polynom PX)(k = 1,...,n-1) mé pouse redlné kefeny. Leif-1i
kofeny polynomu P v intervalu < a,b> , leii v tomto intervalu i
kofeny polynomd P(k).

CviZeni. Pomoc{ vity 26.2 dokaZte, Ze polynom

n .
Pz —d——[(x2 - l)n] (aZ na multiplikativni konstantu txv.

dxn

Legendredvy polynom n-tého stupnd) n‘vinchny koteny v <-1, 1> .

|26.4*I‘ Véta. KNecht £ je funkce spojitd nm intervalu <a,b> a f;

existuje (vlsstnf, nevlastni) v Ka,b)\ M, kide N Je spoletnd
mnotina., Je-1li f;(x) Z0 pro x€<a,b)\ M, Jjo f neklesajfof
na < a,b> . ' |

N4vod Stadf dokésat, fs f(a) S£(b). Nechf M= {a}.

1014-7781
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Pro € > 0 osnalne

A= {y€<.'b>‘ Vxe(a,y) [f(x) - f(a) T ~£(x-a) -E% -:—5]} .

8 <X
Dokaite, Ze A # @, A Jje interval (tj. yea, a<x Ty =>xsd).
Oznadte 8up A = ¢ a dokalte (pomoci spojitosti), 3e c&A.

Uvaiujte dva piipady (c¢ M, ¢c = 'k) a sjistite (8 vyulitim existence
derivace f (c¢) nebo spejitosti £ v bodd c), Ze ¢ = b.

Vshledem k libovolnosti £ > 0 ul snadno dostanete tvrseai.

26,.5! Poxndmka. Analogické vite k iltl 26.4 platf i pro nerostouef funkce.
Formulujte ji. 0Odtud a s predchdzejici vdty dostdvdme:

Necht funkce f je spojité na (a,b) (omezeném, neomezeném) »
£,(x) =0 pro xe& (a,b)\ M, kde M Jo aspoletnd. Potom f Je

konstantnf na (a,b).

|26.6l Cvidenf{. Ukalte, Ze podminku spojitosti funkce f nelze zaminit
sa podminku spojitosti zpreva - o tom podrobn¥ji viz D. Preiss, Caa.
pro pistovdnl matem. 94 (1969), 194-198. PoviimnEte si, ¥e z ddkazu
véty 26.4 plyne tento dodatek k 26.4:

26.7| Véta. Nechf jsou splniny predpoklady vty 26.4. Je-1li nevic
f, > O na husté podmnolin¥ intervalu < a,b> (tj. kazdy otevieny
podinterval intervalu <a,b> obsahuje bod, ve kterdm je £, > 0),
-pak £ Je roatouci v  a,b> .
Lse toto tvrzeni obrdtit?

|25.B] Zobecndni Lagrangeovy vity.
(a) Mechf f je spojitd funkce na intervalu <a,b> a derivace £

existuje (vlastni, nevlastni) na mnoZind P = <a,b) \ M, kde

X je spoZetnd. Je-1li k = inf £ (x), K = sup £ (x), psk
: xaP xeP

s v#jimkou pfipadi, kdy f Jje linedrnf na <a,b> , Je
x(b-a) < £(b) - £(a) < K(b-a).

Ndvod Pouklijte vfasledkd £ 26.4 a 25.7 na fankce
g€ :x>»Kkx-12(x), h:x 1 —» f(x)-kx.

(b) ®Becht funkce £ Jje spojitd na <a,b> a nechf existuje dorivace
t’ na (s,b)\ K, kde K je konednf mnoZina. Potom existuje
bod fs(a,b) tak, %e |[£(b) - f(a)| T |f'(f)‘ (b-a). Dokaltel
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N dvod. Poufijte Lagrangeovu vatu o stPfedni hodnoté na kaZdy in~
terval IC(a,b)\ K, JjehoZ krajnf body le2f v Ku{s,b).

26.9| CviZenf. Pomocf vity 26.7 odvodte, ¥s neerxistuje spojitd funkce f

definovamé na intervalu <0,1> takové, %e f (x):= + o© pro
X€ <0,1)>\P, kde P jo spoletné mnoina.

B. VETY PRO DINIEO DERIVACE °

[m Rolleova v3tas pro Diniho derivace. Fecht f Je funkce spojité na
intervalu < a,b> a nacht f£{a) = £(b) = 0. |
(a) Neni-l1i £ %0 na <a,b> , existuje alespon jeden bod
ce(mb) tak, 3¢ Df(c) TD _f(c) 20, D fe) FD'r(e) S0,
kde D",D_,D,,D' . jsou Diniho derivace definované v 7.8.
Jer1i £ <0 na <a,5> s Je
p,f(a) SD'r(a) 0, D£(b) ZD_£(b) ToO.

(b) Neni-13 £<0 na (a,b> , existuje alespon jeden bod c&(a,b)
tak, 2 D _f(e) TDr(e) €0, D'r(c) ZDr(c) T 0.
Je-1i £Z0 na <La,b> , je
p'r(a) ZD,2(a) 20, D_f(b) D (L) S0,

Ndvod, Dikes probihd na zdkladé stejné mySienky jako dfikas
Rolleovy vity.

Cvident.

{a) Ukeite na pF{kladech, s pPedpoklsd spojitosti funkce f jJe
podstetnf. Odvodte té% z vity 26.10 Rolleovu v&tu,

(b) 2 26.10 odvodte obvyklym postupem toto zobecnini Lagrangeovy vétyt
Nechf f jo funkece spojitéd na intervalu <« a,b> . Potom existu-
je aleapoR jeden bed c¢&(a,b) tak, ¥e plati

bud D f(c) T M -4 n+f(°)
b-~a

nebo pr(c) € Z(b) - £la) < D f(e) .
b—-a

(¢) Je-1i funkce f spojitd na intervalu <a,b> a je-1i DL 20
na <£a,b>, Jje f neklesajfici na La,b> . (0 vztahu mono-
tonie a "jistfch derivact” pojedndvd téma 27.)
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C. VETY PRO SYMETRICKOU DERIVACI

V piedchdzejicim Jjome ukdzall zobecn¥ni Lagrangeovy v&ty o stiedn{
hodnoté, nshradime-1i obylejnow derivaci tzv. Diniho derivacemi.
V daldim se pokusime nahradit derivaci tzv. symetrickou derivact
{0 n{ se podrobndji dodtets v tématu 9).

26.12] CviZeni. Ukefte, 2e pro symetrickou derivaci neplat{i Rolleovs vE&ta.

|26.13| Vita. Nech funkce f je spojitd na intervalu < a,b> ,
f(a) = £(b) = 0, nechf existuje symetrickd derivace f(s) na (a,b).

Potom existujl{ dva body xl,xze(a,b) tak, Ze

208 () =0 (x,) .
Ndvod, Dokaite nejdfive lemma:
Nechf funkce f je spojitd na intervalu <ol, P> , necht existuje
£(%) 4q (e, P), nechf floc) > r(B). Potom existuje bod |
ce(x, ) tak, 2o £%)(c) Zo.
(Plat{ dckonce, ie existuje nespofetnd mnoho takovich bodd.)

26,14 | Cvideni.

(a) - Odvodte 3 vdty 26.13 anelogii Lagrangeovy vdty pro symetrickou de-
rivaci.

(b) Uksite, %e je-1li f apojitd ne intervalu {a,b) a mié-1i v tomto
intervalu nezdpormou symetrickou derivaci, je £ neklesajfel v
(a,b). Ukafte, %e pPedpoklad spojitosti je podatatn¥.

(e) PFunkce f spojitéd na intearvalu (a,b) a majic{ v tomto intervalu
symetrickou derivacl je na intervalu (a,b) lipachitzovskd (vis
téma 14), prdvé kdyd f(s) Jje omezend na (=a,b). Ukaite, Is
predpoklad spojitosti je podstatnmy.

(d8) Seatrojte pfiklad funkce, kterd mé symetrickou derivaci rovnou nule
na intervalu (a,b) a kterd neni konstentnf v (a,b). Existuje
interval (o€, B)c(a,b) tak, e funkce s tEmito vlastnostai je
konstentnf na (o<, f) T
Co kdyX pridéme navic pfedpoklad spojitosti funkce £ 7
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TEM.A 27

Vztah derivace a monotonie funkce

E?ol c"iéeni-

(a) V prvém rodniku je dokszovéna v&ta: Je-1i f redlnd funkece,
kterd md v oteviendm intervalu Ig By konednou negdpornou
derivaci, je f  neklssajfici v I. Rozhodndte, zda lze vyne-
chat v uvedendm tvrzeni pPedpoklad kone#noati derivace (bez doda-
telného predpokladu spojitosti funkce. Viz té% 27.4.c¢).

(b) V 26.4 je uvedeno tvrzeni, které je v jistém smysiu obecn¥ jii:
Bud f spojitd v uzavfendm intervalu < a,b> C E, a necht

f; axistuje a Jje nezdpornd (vlasstnf, nevlastni) v g a,b>\N,

kde M je spoletnd mnoZina., Potom f Jje neklesasjfc{
v <ab> . UkaZte na ptikladd, Z2e mnofinu M nelze obecnd
nahrgsdit nespoletnou -~ tiebs F{dkoun - mnoZinou.

(c)* Doka¥te tvrzeni: fel(<a,b>), peZTo v <a,b) N M,
M spofetnd. Pak f£(b) Z f(a).
N4dvod Predpokléddejte, 3¢ f(b) < f{(a). Pro pro vhodné
7 > 0 platf f£(b) + No < f(a) + 7)a. MNecht g(x) =
= £(x) + 77: pro x& < a,b> . Pro kaldé ya(g(b), g(a))
poloite ‘}O(y) = gup {te(a,b > glt) =y } .
Pak D+g(?9(y)) S0 , tedy D+f(CfJ(y))‘—: _’77 . 2 toho plyne,
3e ?O(y)EH; ale gobrazeni "9: (g(b), g(a)) —> M je .
proaté, tedy M Jje nespoletnd - spor.

I 27.2 | Poznémky.

(a) 2 predchoziho vyplyvé, %e zobecnovéni tdchto vit md¥e bt vedeno
dvojinm smirem:

(1) Miato derivace uvaZujeme jednostramnou derivaeci, derivované
%fsla (viz téma 7 nebo [ D II], kap. V, § 8), symetrickon
derivaci (viz téma 9) apod.

(ii) Poisdujeme nezdpornoat derivace & jaji exiatenci s v jimkou
Jisté mnoZiny bodd. Jaek ukszuje p¥ikled funkce -sgn x,
muaime pFidat néktery daldi predpoklad o funkci .

Kone&n® je mo¥no oba zpisoby vhodnd kombinovat.
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[21.3]

.
V tomto tématu se budeme zaby¥vat nékolilkra v8tami, kteréd se vitidi«

nou vrtahujl k bodu (1i). Této problemetice je blizkd rovn&i
téma 26- *

{(b) Prakticky s kafdé véty o funkcich neklesajfcich je moZne plechodem
k funkcim (-f) odvodit analogiokou vétu pro funkce nerostoucf.
Spojenfm obou vdt dostansme vIdy vdtu, kterd sa Jistych predpokladd
tvrdi, Ze funkce f Je konstantnf. Budeme tedy vyslovné formulovat
vidy pouse tvrzeni{ o neklesajfcich funkcich; p¥{slulné formulace
tyrsen{ @ ddkasy pro nerostouc! funkce provedte ssmil

{e) Z kaidé vity prévé uvedendho typu miZeme odvodit zobecnénf primi-
tivaf funkce & tim i dald{ zobecnin{ Newtonova integrdlu. Tyto jed-
noduché ddsledky také nebudeme pFimo formulovat - plenechéme je
k semostatnému studiu &1 jako ném¥t k rodnikovim pracim.

(d)**Ln dokdsat, %e existuje nespoletnd mnofina M C(0,)) takovéd, ZXe
plati ndsledujicf tvrzeni: Je-1li f spojitd funkece ne (0,1)
takové, 2¢ f£'(x) > O ©pro vlechna =x& (O,1)\ M, je ¢
neklesajict.

MpoZziny M & touto vliastnosti jsou prdvé ty mnoZiny, které neobse-
huj{ %4dnoun nespoletnou usavienou podanofinu. Dikazy t¥chto tvrzeni
Jsou viak dosti obtiiné.

CviZen{.

(a) P#ipemente si, ¥e existuje spojitd nerostouc{ funkce v intervalu
<0,1> , kterd mé skoro viude v tomto intervalu deriveci rovaou
nule. (Kup¥fkladu Cantorova funkce, vis 4.22.)

(b)* Dokaite tote tvrzeni: Bud £ absolutnd spojité v intervalu
I= <ab> a necht £’ existuje a je nesdpornd v I\ N,
kde M Jje nulové mnotina. Potom f£(b) ® f(a). (Jek = téte
véty vyplyne, £s f Jje neklesajici v I7

Hdvod. Zvolte & > 0. .
(i) Je-1i =x&(a,b) \ N, existuje J- J(x,&) tak, %e pro

o<h < d jo 5‘—‘""&'“" > - .

(1) Intervaly <x, xh>, (O <h< ¢ (x,£)) pokrfvajt (a,0)\ M
ve Vitaliov# smyslu. (Vis [J II], kep. ¥V, § 1).
Bud 4 > 0. Podle Viteliovy vity (vis tamté:) existujf disjunkt-
n{ intervaly < X;, X * hi >, (1 =1,2,...,n,), leifci v (a,b),
X < Xy < eee< X, O0<h< J (x;, €), tak, e vndjBi nire
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n
mnoZiny (I~ M) N\ iL:Z‘L < x4 X thy > Jje mend{ ne% 4.

(iii) SouSet délek intervell < a, 1), (xg + by, xi+1)' (1 = 1...,n-1),
(zn + hn’ b > Jje mendf{ nei 4.

(iv) VyuZijeme-1i (vhodnoua volbou d) absolutr{i spojitosti tunkce f
(pro intervaly < a,x; > ,<x1+hlx&> , ...<x§+hn, b>)
a pro zbyvajic{ inte.valy volby &isal hy, 2nsadno zjist{me, Z%ao
£(b) - 2(a) > -£ (1 +b-3) . |

(¢) Pormulujte prévE dokézané tvrzeni ve smyslu pozndmky 27.2.b.

(d) Nestalilo v predchozim tvrzemi uvafovat pouze jednostrannou deri-
vaci nebo nap¥fklad D,fix) ?

27.4 | CviZent.

(a)* Pradpoklad absolutni spojitosti v 27.3.b  je zna¥n® silny,
‘0dvodime vitu obecnd jif.
Budi? f definovand na intervalv I = (a,b) a nechf pro vSechna

xél je Dfx)* ©. (Definice Df(x) vis 7.8,) Potem ¢

Je neklesajicf v I.

HNévod, WNeeht x,y, €I, x < y; s fix) > f(y,).
Existuje £ > 0 tak, %s pro funkeci ?D(x) = f{x) + E x
platf  P(x) > Ply,). :

Bud - X0 Yo ud
u ¢ = ab <:x1, y1> ten z interveld

<xyy >, <e¢, yo> 1 pro n¥j2 je cp(xl) > fD(yl) (prod
existuje?). Fostupn® sestrojime posloupnost irtervald <xn,yn>

do sebe zatazenych, L —i—ﬁ (yo - x°§ tak, Za

Pix,) > @ply,) . Existuje tedy jeding bod j €<x,7,>
pro vBechna pirozend n. FProtote (P (yy) - sa(j) + ?O(f’ -
- (F(xn) < 0, Je bud Ply,) - Cf?(f) < 0 nebo
ce(f) - Plx) < 0. 0dtud dostaname ihned D ?o(f ) o0,
cot je spor,‘neb_of D ?O(x) =Df(x)+ £ T E.

(b) Bul Mc(a,b) nulové mnoZina, Potom exietuje funkce Y spoji-
v,
t4 a neklesajfici! na intervalu < a,b > tskovA, 2e \fJ (x) = + oo
pro xc M.,
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Ndvod. Vis 9.260

(¢)* 2 27.4.b plyns tvrzenf: BudiZ f definovamé na intervalu
I = (a,b) anechi Df(x) 0 pro skoro vlechna x&I,
prix) > - 50 pro viechna xzcI, Potom £ Je neklesajici
v 1. '

Ndévod, Budif MCI nmnoZina vSech x, kde Df(x) < O,
Sestrojme k této mnoZind die'27.4.b funkel Y . Buld € > 0.
Funkce f(x) + £Y (x) splouje predpoklady 27.4.a, Je tedy nekle-
sajfci v I &« protoa £ > O bylo libovolnd gvoleno, je i f ne-
klesajic{ v I. Odlvodndte podrobni!

|27.5*] Véta.

(a) Necht fe € (<a,b>) mé véuda v (a,b) derivaci (vlsstn{ nebo

nevliastnf). Mechf £ ¥ 0 s.v. v (a,b). Pak f je neklesaji-
el, '

N4&vod Podle 7.19 je f'eB,(s,b). Z 27.4.c plyne, %8 £ Je
neklesajici na okolf keZdého bodu spojitosti derivace f. Nechi
(‘n’ bn) < (a, b) Jjsou viechny maximdéin{ intervaly, na nich® je
neklesajicf. Neni-li f neklesajicf na (a,b), Jje mnoZina

F = (abN E(an, b)) # $. Tato mnoZina je ovlem Ffdid

v (a, b).  Je-1i x, E F bod spojitostl funkce f'lr, Jje nutng
£°(x,) 0. (Uvddomte s1, ke £’(a)) 20, £(b) 20 pro kesdé
n.), tedy £° > =00  na n¥jakém okolf bodu x , a tedy ¢
Je neklesajicf na tomto okolf -~ to je spor s maximalitou intervald

(.ng bn) .

(b) V pPedchosf vétd stald{ predpoklddat pouze existence derivace
v {(a, D) N\ 8, kde S Jjes spcletnd. Rovnél predpokledy o spo-
Jitosti funkce f 1ze zeslabit.
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THEMA 28

Silnd derivace

Obsah: 4. Silnd derivace.
B. Body' atejnomérnd derivovatelnosti funkce.
C. MncZina bodd nespojitoati derivace funkcs.

A. SILMA DERIVACE

28.1| Definice. Bud f funkce definovend na otevieném intervalm ICE,.

Kekneme, %ea funkce £ md v bodd ael silnou derivaci, jestlile
existuje viastmi limita

£(xy)) - £(x,)
. im —_——
[xloiz]*[-.al T |

x 75,

Hodnotu této limity nasveme silnou derivac{ v bod% acT a budeme

Ji zna¥it symbolem £*(a). OsnaZme
I)r = {er; exiatuje vliastnif f'(x)} .

D; = {xEI; axistuje f*(x)} .

28,2 | Cwilend.

(a) Ukslte, 26 Dy CD, mpro acDy Jo f'(a) =f'(a). Tedy,
existuje-1i f*(a). existuje i f£'(a) a jeou si rovny. Platf i
obrdcend tvraemi? - _

(b) Ncch% ac D;; Pokud a Jjo izolovanym bodem anoZiny n;‘, pak

def. ‘
poloime 1im £*(x) = = £%(a). Potom platf

b ¥

x« Dy
1im £%(x) = Lim £°(x) = £(a) = £7(a) .
X->a x> a :
XED, z&Drp

(Limity v pfedchézejicfm F4dku jsou limity vzhledem k mnoZind -n;,
rosp. Df.)
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N 4dvod. K libovolnému £ > 0 existuje J' > 0 tak, %e
pro v8achna x& {a—cr, a+J)an a ye(a-cf, a+c5,), x#Ay
plati | £ - £(x) ey \ < & .

¥ ~-x
Limitnima prachodem y —> x dostanate, %o pro vdechna
xe (a~¢f, a+ g n De plati \ftx) - f*(a)l < &
Tedy 1im £°(x) = 7 (a). Vztah D*C D’ implikuje

b o g |
xEDf

lim £(x) = 1im £°(x). PouZitim (a) obdrifte tvrzeni.
X—hg X-ra
' IED} X& Df

(¢) Bacht £ je spojitd v bod8 a&T. Potom f mé v bodd a
silnou derivaci.

Kdvod PouZijte v¥tu o stfedni hodnots.

(a) Necht aED; a sxistuje f v jistém otevieném okolf bodu a.
Potom £  Jje spojité v bodé  a.

N d&dvod Pouiijte (b).

Pozndmka.

(1) 2 (a) & (c) plyns: £’ spojitd v bodd a —=> existuge r*(m;:,

existuje f'(a). NepFipominajf vém tyto implikace souvislost
totdlnihoe diferencidlu a parcidlaich derivaci?

(11) Z (o) a (4) plyne: Becht existuje viastaf £ v jistém

otevlerém okolf bodu a€I. Potom f  Jje spojitd v bodd a,
prévé kayk acD’,

28.3" | Tvrzent, .
(a) FPunkce f md v bodd a silnou derivaci £¥(a) (tJ.

acDy), prévé kdy: jsou splniny ndsledujici podminky:

(1) existuje interval <o¢,P>C I  takovy, 2o X < a < ﬁ
a £ je ..tjwolntnl spojitd na <o<.,ﬁ> .

(i1) existuje vlastaf lim £(x) = A.

x5

Porovaejte s posnémkou 28.2 (ii). Vis té® [ D IT ], kep. VII, § 1J.

Névod  Nechf acD}. Zvolte redlnd &fsla oc , B
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(x <a< P, <o<,B>C I)  tekovd, e pro viechna
X, xze<o<.,|3> . ’1""2 plat{ |
\£(x,) = £(x))]
| %2 " %" |
0dtud plyne (i). Déle z 28.2.c vypljyvd (ii).
Nechf platf (1) a (ii). Potom pro xe&<, ﬁ> je

< [ £Ma) |+ 1.

x
£(x) = £(C) + (L) / E
ol
Zvolte £ > 0. Existuje J > 0 tak, 2o (a-J, a+d)c <ox, >
a pro xe(a-(f, a+cf), x ¥ a, xeD, platt |

‘r'(x)—1|<E. Je-11 ‘a-(f<::1<xa<n+cj‘,

potom X,
£(x) - £(x,) l ’\ 1 )
5 -5 A ——-'-*xa =% (L) (£ (t) - 4) a4t
11

(b) Punkce f md v bod¥ a 8ilnou deriveci, prévé kdy? jsou splnény
ndaledujici podeinky:

(1) existuje interval <oC.ﬁ>C 1 tekov}, 2e a€ (X, P) af
Je BpoJitd na <, [3> .

(11) D't je spojité v bod¥ a.

TE.

Ndvod. Necht asn;.‘. Zvolte interval <o, B> podle (1i).
Spojitest plyne pfimo s dafinice silné derivace. Je-1i D'f spojitd
v bod% a, odvodte s T7.9.c %1 14.10.a, %e £ je lipaschitsovskd

na okol{ bodu a; nyni pouZijte (a).

28.4 | Piiklady.
2 sin % Pro x 7 0,
(a} Definujte f£(x) =
' 0 Pro x = Q,
Ukaite, %e funkce f Jje sbsolutnd spojitéd na < -1,1>, linof'(x)
x>
neexistuje a tedy neexistuje ani £%(0). Dokagte toto tvrgeni
pFi{mo & poulitim 28.3.s.
b) Poloit E
(0) Foloite pro  te(-1,0> ,
g(t) =3 0 Pro e . k), 8°2,4,6,...
a S |
t pre  te(3 » ':T), n=1,3,5,... -
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Pro x& (-1,1) poloite

£(x) = (L) f g(t) dat,

[#]
Doksite, Ie £%(0) = 0 a neexistuje derivace £ v bodach
poaloupnosti {%} « K Semu slouf piikledy = (a),(b)?

B. DODY STRJNOMERNE DERIVOVATELNOSTI FURKCE

V tomto odd{lu stdle pFfedpoklddejme, %e funkce f Jje definovand
na otavfeném intervalu ICE, a ména I vlastof derivaci i

38_.-51 Definice. Bod 5 €1 se nasyvd bodem stejnomdré derivovetelnosti
funkce £, Jestlile:

ke kaldému £ > 0 existuje okolf U(pbodu f a J'> 0 tak,
e pro viechna he (O,J) a viechna xa U(ff pro kterd

x +hel platf I @(x. h)‘ < € s, kde

%(x, h) = ﬂr"h)h' 2x} . ey,

je. 1 se nasyvéd bodesm neate jnomdrnd darivovatelnosti funkee I,
jestliie meni bodem stejnomdrné derivovatelnosti.

28.4| Cvileni. _
(a) Bed f‘” je bodem stejnom®rné derivovatelnosti funkce f,

prévé kdy2 fe 18

(b) Bud je: . Opnadme

\F(p;d) = lstlzp ‘@(x, h) |
xe(f-d f+d>n I

pro p>0, 4>0 a
lim (py, 4.
< aZo,al
p>r0,d> 0

E-]

Dokakte nésledujic{ tvrzeni:

X ( f ) = 0, prévd kdyi j je bodem stejnomdrné deri-
vovatelnosti funkce f.
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(¢) Tedy plat{ ndsledujici ekvivalenmce:

o f ) = 0= )’ je bod stejnomdrné derivovatelnosti
funkce £ <—3 f € Df<=> f’ Jje spojitd v bods j .

Ndvod, Uiijte (b), (a), 28.2 (1i).

28.7*' Cvifenf. Nechf <a,b> cCc 1 , ﬁ > 0. Potom mnoZins

ap = {_x; xe<a, b>, 06(1)’-“]3}
Je uzaviend a F{dkd v <a, D> .

N'avod. WNejdfive dokafte ap = Gp . Nechf @p  rent
F{dké. Tedy existuje interval <a’, b'> ¢ Gg . Bud e<a’, b™>.
K libovolndmu ﬁl < l?’ a posloupnosti t‘fn} . J'n'\ 0

existuje bod f'e. <a',b’> & redlné Zislo h € (- c};_, :‘{) - {o}
tsk, Ze plat{

f(f’+h1)-r(f')

e | > Py

Protoze f£°( f’)' existuje, mileme paldst hy >0, \hz\ < \h]_\

tak, Zs
£ (" +n,) - 2(f) £(f + ) - £(f") > B
'I hz L4 - Y 4 . hl Ld 1 .
f(xi'hz) - r(x)
Funkce x > ha a
f{x + k) - £(x)
x> :11 -

. ' » r) rl
jsou spojité v bodd f a axistuje okolil U(f) C<e ;b > bodu f

tak, %e pro kaldf bod xEU(f')plnti

f(x+ha) - f(x) . f(xth;) - £(x) '> ”) .
h, h,

Oznadt‘e c‘)‘é = min [CJ;, \ha\] . Existuje j'G U(fs,h,e(-fa',Jé) -
- {06} tak, e

f(j +:,’)7f‘(f} -f,(ju) ]> (31.
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 Stejnym spisobem jako se dokesovala existence okolf {J( f')ﬂIl dokeite,
Ie existuje otevienmf interval Izcll 8 ndsledujic{ vlaatnostf:
Bxistuje b, > 0, |n | <|hy| tak, ze pro xazaé xeI

1> P

Budeme-1i poeatupovat timto spisobem ddle, obdriime klesajic{ posloupnecat
otevienych mnotin {I-} a posloupnost bodd {h‘}

|hael < |Rpaal < i (oo Iy =min [, [ny,1])

2 plat{

f{x + EL) - £(x) f{x} + h4) - f£(x)
ll3 h‘

tak, 2e pro kafdé zxEI plati
f(x + h?.u-l) - £{x) _ fi{x + hy,) - f(x)‘ > p
1 -
Bon-1 hou .

Ukaite, 2e posloupnost {I‘} Jo meZne velit tak, sby

ﬂ 1, ¥ 8. .z‘vono 'r}e;.:l .

A=l

Pak pro kaidd ptirosend 8islo = plati

£07)* haay) = £ K7+ By) - 2| A..
P2m-1 _ B on

Protole h2- ——» 0, obdriite spor s exisienci derivace v bodd ’f] .
Tedy O3 jo M&ATY Jabd. '

C. MMOZINA BODU WRSPOJITOSTI DERIVACE FUNKCE

|28.8%| véta. Beoht £  je funkce definovand ne oteviené mnoZiné McE,,
" ¥terd mé v kaZdém boddé x€M vlastnf derivaci f£°(x). Potom
mno¥ina bodd nespejitosti funkce £ Je tyﬁu s a l.kstegorie.
Formulujte podobmé tvrgenf pro body nestejnomdrné derivovatelnosti
funkce T a pro body, ve kterfch existuje ailnd derivace,

Ndvold., Je-11 lcxl oteviend, pak existujl oteviend interialy

3

1LcE tak, Be le I =M. Kechf a b Jeou koncové body

intervalu I . Neecht &, ™S &, b,Th (o> o).
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Bud v pPirozené &{slo. Potom

gt = {x; xe<a b D, x(x)?%—}.

<j

je uzaviend a F{dké. Je-li A mnoZins bodd nespojitosti funkee f£°,
pak podle 28.6.c plati

O [~ ol
A= U U U Gg‘_’n a odtud plyne tvrzeaf,
k:l n=1 73] =
v
28.9 | Cvident.
(a) Nechf funkce f Aefinovand ne otevieném intervelu 1 md
véude na I viastnf derivaci f . Bud '+ <a,b>C I.
Hekneme, 3¢ £  ja stejnomirné derivace funkce f vzhledem
k <ab>» , jestliZe ke kaZdému & > 0 existuje cf >~ 0
takové, ¥e pro vdechna he& ({0, cf) a vSéchna xe <a,b > ,
pro kterd x + h&I, plats
| %(x, h) |< E , kde % Jo mavedeno v 28.5.
Porovnejte, jak tato definice souvisi 8 definicf v 28.5. Uvedte
priklady! -
{b} Jak zdviaf pojem "stejnomirmd derivace vzhledem k < a,b”>"
na intervalu < a,b > ? Uvedte pifklady!
1014~7T781
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Obaah: A.
B.

A.

PEMA 29

Zéndne limity a derivace

Zdmina limity a derivace.
Stejnomdrnd konvergence v bodd,

ZANENA LIMITY A DERIVACE :

29.1 l CviZeni. Zopakyjte si v3tu o derivovdn{ "limitn{ funkce", kterou zndte

g predndlek. Zkoumejte, sda jsou vdechny predpoklady této vity (naph.
lokdlnd stejnomirnd konvergence, atd.) podstatnd.

29.2% véta.  Necht jsou funkce

R P ) t° a % definované na inter-

vala (a,b)CE,, vesmés spojité a nechf platt £, —> f, r’ —-—-)? .
Potom plat{ £’ = § .

Ndvod,
(a) 2Zvolte libovoln# intervel <c,d> C(a,b) a pro ke2dé neN poloite

(b)

1014-7781

H, = {ts <a,d> \f"(t) - é (t)\( 1 pro v3echna = > n}.
Dokezite u¥itim Baireovy viity, Ze existuje interval < h,k >c<c,d>

a nosl tak, %e¢ mnoiina B, Je hustd v < h,k> .
(.

Poaloupnost {1“;1} Je stejné omezend na < h,k > . 2 Lebesgueovy
vty o sdmdnd limity a integrdlu a = vlestnostf pneurfitého Iebesgue--

x
ova integrdlu plyne J % (t) 4t = 1im fx;(t) 4t = £(x) - £(h)

a £'(x) = é(x) pro x&€ < h,k> . 0dtud vyplfvd, Ze £ = _%
na Jisté husté podmnoZind ihtervalu (a,b), a tedy i nade tvrzeng.
V nédvodu (a) jeme poulivall vt s teorie Lebesgueova integrdlu.
Bez Jejich ufiti lze postupovet téE timto zplscbem:

Oznaldme G sjednoceni vBech oteviemych intervald IC(a,b),

n
pro kterd plati:
(1) swp P(t) -tar Py < L
tal tex

- 214'-



(ii)

+ inr (US f(x) -f(Y) 5 sup (t) +‘_:!-_
tel xX-3 te1 n

]
Bl

pro libovolné x, yeI, x # y.

DokaXte:

oo
(6¢) Pro xsﬂ G, Je £(x) = %(x).
n=1

(B) Mnotiny G , REX jsou husté v (a,b).

(Postupujte takto: Zvolte libovoln& interval <c,d>C(a,b)
a poloZte nic{ t€<e,d> {2l - Pl < L pro
nzi, melX } . 2 Baireovy vty vyplyvd, fe existuje in-

terval < h,k> <€ <¢c,d> a iEen tak, e By
.o o

Jjo hustd v <h,k>. Pro xe<h,k> szvolte otevieny
intearvel I tak, % x€I, IC<h,k> , nsa kterém platf
(i); pro £, m 2 i, bude na I platit i podminka (ii),
1 __ L 1,
nsbot pro t_eI Jest _(P {t) -Esf.(t)f‘% (t) +e

limitnim prechodem ovd¥te, ¥e (ii) platf i pro f. Je tedy
<h,k>C G;, G, Jje hustd v (a,b).)
Z Baireovy véty plyne, Ze @1 G, Je husté v (s,b),
£ &ehot vyplyvd dokazovend tvrzeni.

(¢} Jiny moiny} postup dikazu - viz 29.17.

129.3 | Pesnémka. Porovne jte vitu z odatavce 29.2 s vétou pPipomenutou v po-

29.4

znémcea 29.1. Uvddomte 81, %e oviPeni spojitosti funkcf vystupujiecich
v pledpekladech vty z 29.2 Je jednodud#i ne¥ vySetFovdni stejnomsrné
reap., lokélné ste jnom¥rné konvergence z plredpokliadd pripomenutd vEty.

Cvileni. Sestrojte pesloupnost funkcd fn, fn—~>r, kterd

(a) vyhovuje pfedpokladim vty 3 29.1 a nevyhovuje predpokladim vty
) ] 2902;

(b) vyhovuje predpocklsdim vty £ 29.2 a nikoli plredpokladim véty
1 29.10

N dvod. VySetPete posloupnost funkci

A e —;‘i x2 lin—i- ’ xg(~1,1) 2

lgﬂ, x2;|+1

8, x—> 251 - HmI1r x=(0,1)
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L
29.5| Cvilenf. Rozhodn¥te, zda plat{ v&ta: .
Necht far Ls fl; a § Jeou spojité funkce definovené na interva-
la (a,b)C El takové, Ze fn—.——a f, 1"; . % %. Pak existuje £~

spojitd na (a,b),

Névod Bud f Centorova funkce na <O0,1> (viz 4.22),
Posloupnest f ~konstruujte takto: Poloite pro neN £,(0) =0,
fn(l) =1; Je-li M, systém stydnjch interveld n-tého Fédu

ke Cantorové diskontinuu (tj. M, = {(1/3, 2/3)} M, ={(1/9, 2/9),
(179, 8/9) }, atd.) & je-li IEM, derinujte f(I) = £(I);

na moozing (0,1) - U I dodefinujte f, Srojité konstan-
IeMuM 4 '
tsmi a na intervalsch z 'nﬂ. tak, aby :t";l byle spojitd. Dokafta, 2s

£, =3 £ 1a <0,1>, f;i-—a O na €0,1>. Funkce £, jak
znfmo, nemd v < 0,1> spojitou derivaci - vySetfovenéd tvrzeni tedy

neplati.

E?_:_g*l Gv:h!em‘(_.~ Rozhodnéte, zda plat{ vita:
§ Jaou spojitéd funkce definovand na intervalu

”

Necht £, £, £,

{a,b)C El takové, Ze fn—--) f, fx;__>§ , & existuje vlestni
£°(x) pro kaZdé x€(a,b). Pak plat{ £l = § .

Ndvod Buld < funkce z ndstavce 8.34. Necht ¥, jsou takové
kone¥né neprézdnd syatémy otevFPenfch podintervald 1 na intervalu
<0,1>, %e platf "

() Je-1i I, JEMN,, Je aist (I, J) > O.

(11) Je-1i a= U 1; ¢, aeX, ¢ < 4a, An(c,a) =g,
IS M,

existuje prdvé jedsn interval J& M Jc {c,a),
(411) McM . .

Funkce £ konstruujte podobnd jako v pFedchdzejficim pFiklad3. Oviite,

%e splnuj{ predpoklady vty a odvodts spor!

Pozndmka. Predchdzejfct dwé cvidenf ukazujf, Ze predpoklsdy vity
: 2 29.2 nelge v n¥kterych sm¥rech "os8labit". Rozmyaslete 3i dal3f obdobné

dlohy!

|29.8| Cvilenf, Formulujte a dokaXte vEtu obdobnou v&tE¥ z 29.2 pro Fady funkci.
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29.9(7?)| Problém. Nachf funkce f jo definovand v (a,b)cE; a f'(x)

existuje vlastnf pro vlechna x<{a,b). Necht r = 0 na husté

podmnoZind intervalu (a,b). Roshodnite, sda existujfl funkce 4

sa spojitymi derivacemi :E; v (a,b) tak, 2e plat{ fn—-> T,

f!; -— 0,

129.1()' Problém. Necht Je posloupnost funkef definovangch na interva-

n

lu {(a,b)<C ‘1' k nin} existujf primitivn{ funkce. Nschf ddle existuje
funkce f tak, %e platf fn—v- £, Jaké Jsou nutné a postalujied
podminky pro to, aby funkce f m3la primitival funkci? '

[29.11% CviZens. Mechf funkee £, definovamé v (a,b)CE, majf primitivaf

n

29.12

funkei, f#—bf " & jJe splnina podminka
ont.-:(a,b) VE >0 3 n e N >0

[(m)nwl lx - xo\ < dy= £,(x) - £(x)] < & ]..
Pak existuje primitivanf funkce k funkei . DokaZtel

Hdvod., Dokalte, Z¢ £ md primitived funkel s phanolti E
(viz 23.44) pro kaldé £ > 0.

Poszndmka. Tvrseni s tohoto cviZeni nefelf problém 29.10., Dokaite!

8. STesuoMiBmi KONVERGEWCE V BODE

Definice. Budte £, £, REN , funkce definovené na (a,b)C X,

[29.15]

takové, Ie platt £, —> f. Bud x,& (a,b). Hekneme, ke posloup-
nost {f.n} xonverguje k funkci £ stejnomdmmd v bodd X,
(snadime f, =37 v x &(a,b)), Jostlile platf,

Ves>o dd >0 3.°e- Vxe(x,_-cf,x. +c)

Vaz s, = | g0 -tml<ce.

{Porovne jte ste jnomdrnou konvergeneci v bodd se stejnom¥rnou konvergnef
na mnoiin¥!)

Véta. Buol {rn} posloupnost spejitych funkef definovanfch na inter-

valu (a,0)CR, f -—>1. Potom v kaidém intervalu <¢,d> < (a,b)
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l29.14

existuje bod Ioé(c.d) tak, %e plat{ fn=:’}f vV X, E {c,d),
DokaZtetl
Ndvod., Bul € > 0. Pro ka%dé necN poloite

Hy, = {xe<c,d> ; prokad¢ p2n, q>n plat{ lfp(x) - fq(x)IS

<g},
Z Baireovy véty dokaZte existenci nOeN a intervalu
< hk>C <c,d> tek, 28 < hk>C H . Pouiitfm ' BC -podmin-

ky pro ste jnomirnou konvergenci obdriite dokazovanéd tvrzeni,

{29.15]

Cvi%eni. Nachi [fn}' Je posloupnost spojitych funkeci na (a,b)C El’

necht fo=3 f v x,€(a,b). Potom £ Je spojitd v bods x.

Cvigeni{. UZitim tvrzeni z 29.1) a 29.14 ukaZte, 2e mnofina bodd spo-

l29.16¥ véta. Necht ¢, a, £

jitosti funkca feBl(c a,b>)} Jje husté v intervalu <a,b> (viz
téma 12)-

n® DEN Jesou funkce definovand na intervalu

(a,b)C B, x,&(a,b). Necht jaou splniny nésledujicf podminky:

(i)  existuje viastnf f_(x) pro katdé x&(a,b) a ke?dé neN,
(111) rn'._-:; g v x,c(ab).

Potom exiatuje f'(xn) 8 Jje f'(xo) * &lx).

Nédvod. Bud & > 0, mnenN. Zvolte x&(s,b). Potom

£00) - t(x) - (£ (0 - £,(x)) = £.(x) - £,(x) - (gg(x,) - £,(x)) =
= (x - x°)<1'.'(f ) - r.;('f )N kde )‘ le2{ mezi x, a =x.

2 (iii) plyné existence noel a cr> 0 tek, Ze pro m, n > n_,

lx - xl<d jo fea(x) - £a(x) = @) - £ x DI E Jx-x) .

Odtud vyplyvé
\f(x) - f(xo) - (fm(x) - fn(xo))\ <€ \x - xol , tj.pro n> n,

REX a 0<|x-x°l<cj‘ Jje

{x} - f(xo) fn(x) - fn(xo)
x - X, - X - X,

I
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Lze nalézt kladnd Jl < Cj, tak, aby pro 0< |x - xol < Cf])_

apro nh> n, platilo

I fix) - f(xo)

I X = X,

- fn(xo)

< 2&

a tedy s pouzitfm (iii) dostaneta, %e pro 0 < |x = xol < ‘J]'_ Je

r(x) - fix)
i X - x

- 8&(x,) | < 3£ .,

0

[29.17] Cvigeni. Pomocf 29.14 a 29.16 dokaite opdt vitu z odstavce 29.2.

EQ.IB_J Cvident. Formulujte tvrzeni analogické tvrzeni z odstavce 29.16

pro Fady a dokaZte Jjej! Uvidomte si rozdfl mezi timto tvrzenim a vEtou,
kterou zndte z pFrednddek.
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réMa 30

Interpolace a sproximace

Obsgh: A. Lagrangeevy interpcladnf{ polynomy.
B. Weilerstirassova vita.
C. Dodatky.

A. LAGRANGEOVY INTERPOLAINT POLYNOMY

|3o.1] Lemma. Nechf v intervalu < a,b>  je ddno n + 1 riznfch bods,
as x, < xl< vee < Xy S b, Dokalte, Ze existujf polynomy jk
{k = 0,...,0) stupnd n-tého, tak, e

Lix) =0 pro 1#x, A(x) =1

m Vita (Lagrangescvy interpoledni polynomy). Kechf funkce £ jo de-
finovdna na <a,b)>, [’i }:-0 jeou body < a,b> jako v 30.1.
Dokalte, Ie existuje prdvé jeden polynom Ln stupné nejvile n-tého
tak, Ze Ln(xi) = f(xi) (i=0,...,n).

n
Ndé&vod. Pro dfikas existence poloZte L (x) = Zo f(xi} 4(:),
p*i ddkaszua J'ednomdnolti uvalte pofet risznfch koPend polynomu n-iého
stuphd.

Posndmka. Polynomu ng se *{kd Lagrangeflv interpoladni polynom
p~-tého stupn# pro funkei f.

(a) Pomoci 30,2 dekalte, ie polynom n-tého stupnd je jednoznadnd urden
avymi hodnotemi v n + 1 rdsnjych bodaechl

{b) Dekakte pomocf (a), %e pro libovolné neN, libovolné navidjem
n
risné body {xi}i,o - & libovolné K& i:l axistuje Me& El tak,

3e pre libevolny polynom P : x —> cox’ + .00 t € s viastnostd{

n
‘P (xi)l = t' 1*.00-,‘ pl.ti lci‘ = l,i’o, veeyld

{rosmyslets dfdkladnd!).
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N&vod, Uvaite, Ze soustava coxg +oaes P(x ), i=0,...,n
n

ms prévé Jedno redSenf, které 1ze psét ve tvar ey = 2 P(xi),
i=0 .

kde xia nezdvis{ na P,

(¢) Necht funkce f mé (n+l)-derivaci v intervalu <m,b> .
Dokaite, %e ke kaZdému x&<a,b> existuje fc‘.(a ,b) tak, %e

'f(n*-l) { f )

f(x) = Ln(x) + ( )!
a+1l

{(x - xo) vas (X = xn).

Ndédvod., Poufijte Holleovu vEtu na funkci

fix) - Ln(x)
Py ) L) - G (- xy) ey - ).

30,4 | Cvideni. ,
(a) Bud <ab>c E. Po.oci' 30.3.c doka’te, Ze pii libovolném

v¥béru bodl {xi n} i=0 (0=1,2,...) Lagrangaovy interpoladnt
polynomy pro funkci exp & x—> o konverguj{ ste jnomarns
k exp na <a,b> .

(b) Existuje spojitéd funkce na < a,b>, kterd tuto vlastnost nem.
Viz nsep¥#. I.P, Natanson, Ecnstruktivnsja teorija funkeij, 1949,
34st 3, kap. II. Lze vdek formulovat toto obecn8j¥{ tvrzeni:

Bu!l f sepojitd na intervalu <a,b> , bulte {.xli,n}:ao
navzdjem rdsné body s <a,b> (n=1,2,...). Oznalme En(f)
hodnotu ne jlep8{ aprdximace f polynomy stupn¥ hejvibe n-tého
(vis 30.6) & 7, = max i3 I.B'i1 (x)] , kde ,L’;' jo defi-

novéna obdobn¥ jako v 30.1, JestliZe 1lim 3’; B (f) =0
' n-> oo

poton Ln‘-:;f na <a,b> , Dokaits!

K4dvod., Osnadime-li Pn n-t} polynom nejlepdi aproximasce pro
£ (viz 30.6), potom pro x&<a,b> Je :
2(x) -1, (£,0] 5 (20 - (0| + |1, (£-7, 0] ,
odkud snadno dokdZete tvrzeni.
n
POznm&. Pf.i “dﬂl‘ 'llltiCi' bOdﬁ {Ii’n}i=° ] n= 1,2,..0'
nen{ oviem odhad rychlostl rtastu Z’E snadny. Lsze dokdeat (viz

literatura citovend v (b), atr. 8512 ), 2e vidy Je
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]; > dogn a tento odhad nelse obecnd FAdovd szlepBit
sfm

(temtéX, str. 539 ). To je tzv. Bernstein-Fabarova vEta.

B. WRIERSTRASSOVA VETA
——  — —————==~.. =

” 30.5' Tvrzeni. Bacht £ je spojitd runkce na uzaviendm intervalu
<a,b> . Potom funkce f nabyvd na <a,b> svého maxima: poloZme

it = max |1£(x)| . Ddle oznadfme ¥ (< a,b>) mnozinu viech
x&<a,b> ' :

funkef spojitsich na < a,b>, Hn
a3
a X =nL£°nn. Dokaite, Z%e

-

anoZinu polynomt stupné = n

(1) ¥(<a,b>) je linedrmf (= vektorovy) prostor pFi oby%ejndm
definovdni soudtu funkef a nédsobkw funkce %¥falem. Ddle je H
linedrnf podprostor ‘€ {<a,b>) nekonsdmé dimense {(tj.
ke kaiddmu nEN niZeme naldzt polynomy _Pl,...,Pné H, kterd
jsouna < a,b> 1linedrn¥ nezdvislé). Tedy i ‘E(<a,b>)
md nekonaelnou dimensi.

(i1) | 83 £,g) = £~ g“ je metrike na ¥ (<a,b>), ve které
jo ©(<a,b>) Uplny metricky prostor. (Uvsdomte si, Ze kon-

vargence v metrice (\3 je stejnomErnd konvergence.)

30.6] Véta. PoloZme ;‘ (£) = %nfﬂn"f - Pl pro fe®(<a,b>).
€

Jostlile f& ‘8(< a,b>), n€N, potom existuje ?’e Hn tek, Ze
i\n(f) = |Ir - If“ . DokaZte! (Takovy polynom ; nazyvéme poly-
nomex nejlep3{ sproximace n-tého stupnd pro funkei f£.)

Hédvod 2 definice Qh(f) odvo&ti existenci posloupnosti
{r Ycm, taxove, 20 B ()= lr-pl S En(r) +L .
Pro tyto polynomy P, Je “Pk 1 = el « ﬁn(f) +1 =N
Pomoci 30.3.b dokaite, ¥e pii oznalenf - Pk(x} = agk)xn + es *+ af,k)
existuje X tek, Ze |a§k)| € X pro i=0,...,n, k=1,... .
fonoci Bolyano-Weierstrasaovy vty o existenci hromadné hodnoty po-

A
sloupnesti ukekte, le existuje PcH, a vybranéd- posloupnost {ij}

A

takovd, Ze {}in lp - P I = 0. Nyn{ dokakte, #¢ P je hledany
iy O j

polynom ne jlepdi sproximace.
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[30.7' Weierstraasova vita. Bud f spojité funkce na <a,b> . Potoa

ke kaZdému £ > 0 existuje polynom P tsk, %s pro vlechna
xeE<a,b> platd | '

| | f(x) ~P(0) < &
Dikag viz [ D II], kap. VI, § 24, vita 180.

30.8]| Cvitent.

(a) Na zékladé 30.6 a 30.7 si uvddomte, %e limite 1im E,(f) = O.
n—»oo

(b) Bud £ spojitd funkce na El. Mecht ke kaZdému £ > 0
existuje polynom P  tak, Ze

|£(x) ~P(x) | < E pro vlechna x€B.
Potom f Jje polynom. (Uvddomte si, Ze spojitou funkei na E,
tedy nelze obecné aproximovat stejncm®rn$ polynemy!)
N 4dvod. Existuje posloupnost polynomd l’n tak, Za Pn‘zs £
na E; a tedy prirozend 3islo n, tak, %e¢ pro viechna xekl

a vlechna pfirosend &{sla =m,n 3 n,

plat{
Iz x) -2 (0] <2
Tedy P, - P, Jjo polynom nultého stupné pro vdechna x,n ’3. B .

Limitnfm pfechodem obdrifme f = P + konst.,

(¢} Mnolins ‘€(<'0,1>) v3ech spojitfch funkci na intervalu <0,1>
opatfena metrikou 55(1’,5) = gup i£(t) = g(t)!  jo separa-
te<0,1>
biln{ metricky prostor. Dokaitel
[30.9%*| Lomma.  Nechf £ wé& v E, spojité derivace aZ do ¥4du k a vnd

jistého kompaktniho intervalu je nulovd. Potom pro ke2déd £ > ©

[ =]
, 2
méd funkce gl(x)=v7—%' f £(t) e"’l(""'t) at
- o0

derivace viech F444 a \:]e

lim auwp \;.1('1)(:) —f{‘i)(x)\ = 0, J=0,...,k.
Apoc0 ;enl

o0
Ndvod. Uknite, 2e 5&‘”(:) - f(‘ﬂ(x) 'V%: f (f(‘i)(t) -
= o

' 2 ' '
-t () TV % zrorte £ >0, ) e stejnondrnd

01
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spojité na B (pro3?) a tedy existuje d>o0 tak, %e pro

lx-tl<d e 129 - £} < £ .

Bdd M > sup Ir(-”(x)l (ukaZte, Ze takové M existuje). Platf
x-d

lg m(x) - 243y V— / ..dt +J ves AL + f dt, =

-00 xtd

‘EV;(-‘:—J - 42 at + 4M [."ltzdt) s

-.J.J"‘ f - 442 =1J2

2 L t=-+4lv_e

= +
]

pro viechna dostatednd velkd x.

{A

l)o.lo*lhbocnlni VWeierstrassovy vity. Kecht ge Ck(.Q.), kde () Je
oteviend podmnciing ll. Potom pro kaidy kompaktni interval

<n,b>cn a pro ka¥dé £ > 0 exiatuje polynom P tak, Ze
sup lz('”(x) -l < e s J = 0,...,k.
xECa,b>

Féved Bl PcePr), @) =0 pro xé ‘T lelpx=1
Pro xe€<aybd> . Bad € > 0, poloime f(x) = g(x) P (x) pro

xe L2 y, f{x) =0 pro xé.ﬂ- . Podle lemmatu 30.9 existuje

A> o0 tak, e I‘.l(d)(‘) - f('”(x)l < % pro viechna xenl,

30,..0 k) Pre XE<aB>  tedy platt P - 0] < 5.

o

Nyni ale Fade Z=° -;— (-1)* AP (x - t)*P xonverguje stejnomsrns
P

)
X o Alx-t) vshledem k x, t€ <a,b> . Obdobné tvrseni plati
pro Jj-té derivace, J=0,...,k. 2volinu-1:l tedy n dostatedn¥ velkéd

a polofime-1i r(x)-r"—Z Ll (-1)P .lfx - )P ‘fft)dt bude pro
xc<a,b> plasit l;‘-”(x) -r‘-”(x)l < &, 0.0k e tety

‘lu)(x) - P(‘”(x)l < E , j"0,...,k, xeca.b} .

30.11| Cvileni.
(a) Symbolem @4(0,1)) osnadme mnolinu vlech funkcf definevengch

o
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na intervalu < 0,1>, kteréd majf spojité derivace s2 do Fddu Xk

na <0,1> ., KNs mno%ink ek (<0,1>) savedeme metriku SO
n

vztahe (£, g) = = e 1eW () - £Py) .
shem  P(f, & 1=0t?<0,1|> ® - g7 |

Potem (9"((0,1)). Q) Je separgbilni metricky prostor.

(b) Pomoecll Weierstrassovy vty o stejnomdrné sproximaci dokaite, Ze
ke kxa%dé spojité funkci £ na (a,b) existuje primitivni
Tunkce.

Hdvod. Zvolte <c,d>C (a,b). BExistuje posloupnost polynomt

{Pm} tak, e P-—_—_>,r na < e,d> . Existujf polynomy Q.

tek, 3o Q= P.. Tedy Q =3 f na <c,d>. Podle (které?) vity

existuje funkee g na intervalu <e¢,d> s vliastnostmi

(Q(x} - Qe) ) =3 g na <e,d>, g =2 na <c,d> .
Nyni stal¥{ vyjdarit interval (a,b) Jako sjednoceni{ reatouci posloup-
nosti usavienych intervald. Dalsf postup je nyni{ jiZ snadny.

C. DODATKY

30.12 | Tvrzend. Bud f spojitd funkce na <0,1> takovd, Ze £(0) = O.

[ad
" Potom existuje poslouphesat polynemd {A.} ’ %(x) = kzo L™ xt

"(kde ke kaZdému n existuje k, tak, fe pro vBachna kako‘ Je
T 0) tak, e
]

An::} f ne <0,1> a ii-:coak’n=0 pro k=0,1,... .

N & vod, Prokaldé pFirozenéd &{slc n naja¥te ¢ & <0,1>
tak, Ze el < % pro vlechna xe<0, °n.> + Dafinujme

-1
e r(gn) pro x& <0, °n)

g(x) = :

| B £(x) pro xe<e,, 12 .

Zvolte polynom P, tak, aby pro kei¥dé xe < 0,1> platile
|py(0) - g0l L . Polopte a(x) =2 P (x)

a dokaite, %e posloupnost {_ln} “spliuje tvrsen{ vity.
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30.13| Vita. Bud }i ~ spojitd funkce na < 0,1> . Polynomem ve %

rosunime .P§ (x) = ?;oak [éi(x)]k .

Nutnou a postadujici poedminkou k tomu, aby k libovolné spojité
funkei £ na <0,1> existovala posloupnost {_P§ n}

polynomd ve § s vliestnost{ P§ a =X £ ns <0,1> je,
’ 4
aby —% byla ryze monotonnf na < 0,1> . Dokakte!

Nédvod. Je=11 § restouci na < 0,12, pouXijte
Weierstrassovu vitu na funkel £ % § "1, Druhou implikeci dokaZte
sporem; predpoklédejte, e existujf 5, HEC 01>, x ;!xz,
pro nii § (xl) = § (xz). Funkci f£(x) = x nemiZete
aproximovat. Tim obdrif{te spor.
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rEMA N

Zavedenf elementdrnich funkeil

Obsah: 4. Uvod. '
B. TFunkce logaritmus jako Fedeni funkciondlni rovnice.
C. Rlementdrn{ funkce jako Fedeni diferencidlnich rovnie.
D. Bulerova rovanics.
A. UGvop
31.1} Opakovdni. V pfedndiice s matematickd analyzy se v prvnim semestru
zavédd ji funkes ain, log funkeciondln{ rovnici. Zprsvidla bez dikasu
se vyslov{ ndsledujici vdty:
Véta A. Existuje prévé jedno redlnéd Zislo {které oznaldime ") a
prdvé jedna redlnd funkce sin tak, fe
(1,) funkce sin Jje definovand v K,
(II') sin(x+ty) + sin(x-y) = 2 sin x . 8in( % -3,
pro vlechna x,YEE,,
(III.) sin 0 =0,
_ x
(Iv) funkce sin Je rostouci v intervalu <O, 3 >,
in x '
V) lim 222X .,
( ] x>0 X
Véta B. Existuje prid+# jedna funkce log a visatnostmi
(IL) | funkce log Je definovand v intervalu (0,+ oo},
(IIL) log(xy) » tog x + log y pro vSechna x,y&R,,
: log X . 3.
(II;L) fl:)l x.-l i
. Lehko se nyn{ odvod{ zdkladni vliastnosti f\.-mke cf sin a 1log. Funkce
cos se 3avede vitahem
, coax=lin-(% - x)
a funkze exp se definuje jeko inversni funkce k funkel log na in-
tarvalw (0,+-°°), V pribshu pfedndSek se pak vity A a B dokéif.
Nesnalms strulnd mydlenky, jakym splsobem.
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[1.2]

Za¥neme nejd¥ive s funkc{ log. Jaji jednozna®nost vyplyne z tvraeni,
1
x
(Odlivodnéte podrobné!) Zavedeme-1i funkei E  vztahem

¢ log 1 =0 a z tvrsenf, %e (log x) = pro kaidé xe(0,+o0),

o

E(x) = s x x€E

n=0 Bt "’ 1
lehko zjistite, Ze tato mocninnmd ¥ada md polomér kdnvergaﬁce + >,
neni t&Xké dokdszat, Ze EB(0) =1, E(x + y) = B(x) E(y) pro viechna

lim B(x) = + 00,
xX-npo

1im B(x) = 0 a ¥e inversn{ funkce k funkci E splnuje poladavky
X —o0

(IL) - (IIIL). Pondkud obtiZin¥j8f je Adlkar vity 4 pro funkei sin.
2 axiomd (I.) - (V’) cdvodine, e funkce 8in méA derivace vEech F4dA

5
a pomoc{ Tayloreva rosvoje odvodime, %s sin x = x - 37 *+ % - ...

x,yEEl, E Je spojitd, kladné a rostoucti na El’

Zavedeme-1i nyni funkce 38, C vztahy

S(I) = X --'321' + g'sr = sse 3 erl,
© , xt

0(1)31"‘2"1_ +Tr “---,xeﬂl

(ob8 moeninné Fady maji polom¥r konvergence + oc !) a zadefinujeme-1i
& vstahem X a 4inf {x > 03 G(-;—)= 0} » ukédZems, 2e funkce

3 a redlné 3islo A vyhovuji tvrzeni{ vity A. Jednoznalnest funkce
sin a 3fsla ST paek vyplyne prdvé z Taylorova rozvoje (podrobn¥ pro-
vedte!).

E

B. JUNKCE LOGARITMUS JAKO HESENT FUNKCIONALNI ROVNICE

UkéZeme jiny splasob Fedeni funkciondlni rowmice f(xy) = £(x) + f(y)
- bes poufitf mocminnych PFad, :

Lemma. Ke kafdému a>1l akatdému x>0 existuje celéd nm

31.2

tak, 3¢ o® £ % S a1, Dokaite!

a o -
Ndvod, {n } Je rostouci. Pro x = 1 vede pledpoklad
Cr- -]
a8 S x pro vBechoa m > O ke sporu.

Lemma. Ke kaldému a>1 akaZdému n celému, n=>1 , existuje
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£ > 1, pro néf plattf = a, DoksZte!

[ ]
KAvod. Definujte indukc{ poalc:upnost' {zn}ngo, t, =8,

2 =

S, T %p1 zn> 1 pro n€l.

31.4| V¥is. Pro ka%dé a>1 existuje prdvd jedna rostouc{ funkce

£ 1 (0,+00) -—-.>El tak, 2e f(xy) = £(x) + £(y), f(a) = 1.
Funkce f  je navic homeomorfismem (0,+ o0) na El. DokaZXte!

Ndvod, PoloEte A;-{-E— : = xn, m,n celé, m > 0}.

Pro Jednosnadnost dokafte f{x) = sup A poutijte 31.2 na ¥fslo x".
Pro exiatenci o_v&i‘te, e funkce f 1 xi—> sup A, vyhovuje v&tE,
Ukalte, ¥o

X, 7> 0, 25t B1 e Be kil =

|2x) - 20 - 2| < £ .

Z toho dokalts ponoci' 31.2 %14danou identitu. Funkce £ Jje spojitd

v bodd x&(0,+c9): zvolts —;'— < £ , apak &f{sloc = podle 31.3;
d > 0 voits tak, aby —x*——;-i-::‘: a zéroven I;J>-,]E;. Protole

funkcs f Je rostouci, stadi nyn{ pouse dokdzat, 3a f£{(0,+00))= E,.

Véta. Ke kazdému a>0, a # 1 existuje prdvd jedno spojité £ :
: (0,+ o9) —> E, ‘tak, %3¢ f(xy) = £(x) + £(y), f(a) = 1. Dokalte!l

K &v od. Stadi dokdzast jednoznadnoat. Zvolte b > 1, najdéte po-

dle 31.4 £, tak, aty f(xy) = £ (x) + £ (y). Polofte h = txe7),

Potom h Ja apojité gobrezeni E, na Rl, hix + y) = h(x) + h(y).
Tudi? podle 18.4 h(x) = e x a tedy f(x) = ¢ fo(x).

Poznémka. Funkci f = vty 31.5 nazyvéme logéritmam o zdkladu =
a piSeme f(x) = log, X. Neopsk tedy mileme 1log, definovat Jjako

jediné spojité relenf funkeciondlni rovnice f(x;y) £(x) + £{y) na
(0,+ o@ ), splaujici podminku f(a) = 1, ’

31.6| Cvileni. Dokalte

{a) log, x = log, a . logax ,
(b) 1lim log x = -o0 , 1lim log, x = + o0 pro a>1,

x-)o x>0
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3.7

(e) Jestlile a>0, a #1 , potom zobrazen{ inversnfi k log, na-
sfvdme cxponer;ciclou 8s zékladem a (g : x+—> ax, definitorie-
ky klademe 1% = 1); odvolte jeho zékladnf zndmé vlastnosti.

Jl.8

1.9

Tvyrseni. Zobrazeni f ! [ x,y] > x je spojité v (0,+ co) ’E],i

limita 1lim f(s) -iistujo pro viechna a na hrenici tdto oblasti,
> a .

vyjma bodu [ 0,0]., Doka¥te!

Ndvod. Uvaite, 3¢ x’ = o 1°‘a x

Tvrzeni. Libovolnd spojité zobrazenf g : (0,+e2} —» (0,+ o0},

pro nd% g(x y) = gix) gly) nd tvar g(x) = x%, kde ae.nl.
Dokaftel

Kédvod. Zvolte b>1 a dsfinujte £ : El—> El pfedpisem
£(x) = log g(v*); ukate jeko v 31.5, Ze f£(x) = c x.

Pozndaka . Zavést logaritmus o libovolondm zdkladu lze takd jingm zpid-

I)l.lﬂl

soben. M8jme funkeicndlnf rovaici £ (V) =3 f(x). Ka2dé jejt

Fesen{ na intervalu (0,+o0), které je tFfdy ©! a neni jdenticky
nula, se naz¥vé logaritmem o obscném sékladu, lse ukdzat, %e kaZdd ta-

kovd funkce je tvaru

(V) .],. I X x]i—i:oo -:‘;_-_E% pro ndjaké ac(0,1}u(l,+0c9),

Cfslo a nasjvéme sdkladem logaritmm (l.(n) = 1) a funkei ./1.

logaritmen o zsdkladu s. K dikezu tohoto tvrsen{ je t¥eba znalosti

dosti rozsdhlého apardtu; hiavnd se uZivaj{ v¥ty o monotonnich a kon-
vaxnich FeSenich rovnic

So[f(x)] - ¢x) = Fx) a (f’[f(x)] = 8(x) ¢ (1).
Pokud funkse f,F (resp. f,g) spliujf jisté podminky, pek existuje
t#ida monotonnich Feden{ 50 a ka2dé toto Feleni lzse zapsat vsorcem,

x nshol Jjo mo%no odvodit ( v ). Zdjemcim o toto téma dobfe poslouif
knina: M. Kuszma, Functional squations, PWN 1969, Warsszawa.

Pozndmka . (Jiny pPriroseny zplirob zavedeni logaritmu.)

Polofte f(x) = fx 4% . Ukalte, %o tato funkce Jjs logaritmus,
1
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t. spliuje axtomy (I;) - (III,) (vis [J 1], xep. viI, § 2).

Exponenciela se ayni definuje jako inversnf funkece k logaritmu
(arovanej s 31.1). :

C. BLEMBRTARNI FUNKCE JAKO ReSeNf DIFERENCIALEICH ROVNIC

[31.11] vata o neurditfch koeficientsch. Nechi Fady Za >, Z b 2

n=0 =°
. , oo 00
maj{ kladnf polomdr konvergence a nechf == ., P = 2. b, 0
) n=0 n=0

v Jistém okolf bodu O. Potom 8y = bn pro vlachna n., DokalZte
(Vil 21.7ob)l

31.12| Lemma, Nechf je dfne diferencidlnf rovnice y =y s poXétedni
podminkou y(0) = 1. Dokaite: sa pledpokladu, ¥e tato rovnice mé
feden{ £, kterd je analytické v bod¥# O (vis tédma 21), Je nutnd

b =
f(x) = v jistém okoli bodu O.
=0 al

"R Avod K urieni koeficisentd pouijte vitu o derivaci mocninné
Fady a witu J1,11.

. L d
31.13| CviZeni. Dokajte, ¥e Fada Zwo i méd polomdr konvergence +QJ,
n

nl
a tedy Jjeji soulet je Felenim dlohy 31.12 ne E,.

|31.14[ Poznémka, Uvddcate si, Ze 31.13 odstranuje prfedpoklad existence
andlytického PeSeni, ktery byl v 31.12 nutay (pro&?). Metoda 31.12,
31.13 je jedaou z metod Teden{ diferenciélnich rovnic-feSeni pomoct
fad. Zopakujte jeitl jednou jeJi prinecip!

L

i
nr Dokekte, is

31.15 Cvi&ui. Poloime pro x  komplexni ot =

3 z Ty ]
01.02=01 2 .

U

BM3

N4é&vod. Poutijte vitu o ndsobeni sbsolutndé konvor;ontn:(ch #ad
" (vis [DII], kep. III, § 4).

|31.16| CviSem{. Omesime-1i se v 31.15 na redlnd x a definujeme-1i fumkei
exp pledpisem exp x = o‘, 'xell, lehko odvodime vAechny snémé
vlastnosti exponencidlni funkca,
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31.17

Cvileni. Odatavce 31.12 - 31.16 dokazuji{ existenci exponencidlni

|31.18

funkce. Odvodte odtud, Ze existuje prdvd jedna funkce 1log takovd,
%e epliuje podminky (I;) - (III;) dvodu. Ukeifte, 2e vynechdnim kte-
rékoliv vlastnosti (I;) - (III;) se narulf{ jednoznaZnost. VypiSte
dald{ vlastnosti funkce 1log.

CviZenf. Metodou odataved 31.12 ~ 31.16 dokeite existenci a jedno-

[51.19]

spalnost funkce sin 8 vlastnostmi (I,) - (V,) uvodu.

N4dvod. Reste rovnici y" +y = 0 @8 poldtednimi podminkami
y(0) =0, y'(0) = 1. Pro jednozna¥nost ukakte, e ke2dd funkce f
splaujic{ (I,) - (V) Je snalytickd v bodd O a Yesi uvedenou rovni-
c¢i. Pouzijte vty 31.11.

Cvideni. . Naznalte, Jjak lze ¢ 31.18 vybudovat teorii goniometrickjch

[31.20'

funkei.

C_v}c‘.en:(. Poloite v analytickém vyjddfeni{ ain, kterdé doatanete

[31.21'

v 31.18, = komplexni a snalogicky toto uXinte pro fadu vyjadFujifc{
cos, DokaZte, 2e pro libovolné = |Lkomplexni, s = x + iy, Je

e® = ¢X(cos y + 1 sin y) (Eulerdv vstah).

Pozndmka. Z Bulerovg vztahu lgze pohodlnd dckdsat Hoivreovu vdtun,

rovnii 1 nSho plyne, Ze komplexn{ exponenciela je funkce 2 & i-perio-
dické, tedy nap?. nemd v komplexnim oboru inversni funkci.

D. EULEROVA ROVKICE

Na sévér pledvedeme pro zpestfeni jeden pFfklad funkcjiondlni
rovaice. ' :

[31.22‘*[Eu10rova rovaice. Bulerovou rovnici nagyvdme funkciondln{ rovnici

plx + Px) = P (M)
Ukaite, Ze jadind Fedeni tdto rovnice v El, kterd maj{ Darbouxova
vlastnoat, Jjacu konstanty.
Névod Necht 30 mé Darbouxovu vlastnost a splauje ( A)
pro v3echna x&E,. Necht existuje a€E, tek, Ze io(a) > 0.
Polofte W(x) = x+ P (x) a ukelte, ie l)u“(x) = x+n@n,
kde  WOox = x, Yo = ’1}’(1{":-1(1)). Déle ukaite, Ze
<,0[1Fn(x)].-= 50(:) a pro vdechna x& <u,1i)(a) >
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Y T YD T Y (A D)

JestliZe (AA)' neplat{, psk existuje bE(a,liJ(a)), pro n3l
nastévd jedna z t&chto dvou moZnosti:

Yho) < Yha < P

Yo < P < i .

V prvaim pF{pads existuje ce (b, IIU(a)) tak, Ze lfln(c) = I'Un(a).
Odtud 50(11) = 50(0) a a =c., Obdobn# uksite, %e nemiZe nastat
ani druhy pfipad. z (A A) plyne

a-x=n [(P(x) - So(a):] = a- x + @(a)
pro viechna x&<a, 'llu(a)> a vlechua ne&N, Tedy pro

XEL 8, 1}1 (a)>  je 50(:) = f’(a). Ste jnou konstrukei lze provést
v bod¥ I)Uk(a), odkud plyne, %e 50(1) = ?(a) pro

IE <tf1k(a), ‘?Ukﬂ‘(a}} . Jeliko¥ l]‘.i;wq)k(a) =+ 00 ,

platt 50(x) = ?(a) pro viechna x= a, a tedy i pro xEEl.

31.23} CvilZent. . Ukaite, %e existuje nekonstantni felen{ Eulerovy rovnice,
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Obsah :

J2.1

TEMA 32

Zdnénnost u funkci dvou prominnfeh

A. Zdnénnost limit.
B. Z2ém¥nnoat parcidlnich deriveci.

53]

A.  ZAMENNOST LIMIT

Vita. Je-1i funkce f epojité v okolf bodu [ a,b], potom plats

(@) 1im £(x,y) = lim (lim £(x,5)) = 1im Qin £(x,7)).
{x,3)»[a,0] x>a y>b y*b x>a

Cvideni.

32.3

(a; Uvidomte si pfesny vyznem symbold vystupujicich ve vetahu ((P)!
(b) Ssadi pro platnost vztahu ((P), Ze funkce f Je apojitd v bods

CviSenf. Limity ve vsteshu ((P) oznaldte po Fad¥ (I),(ID),(IID).

Déle necht [a,b] = £0,0]. DokaZte néslsdujic{ tvrseni:
a) Pro funkei

| Xy pro [xy) # [00] ,
b ] [x,y]t——a 12*72 .
0 - pro x=y =0

neexistuje (I), existujf (II),(III) a (II) = (III).
(b) Pro funkei '

y+x lin%- pro y#0,
T [x,y]a-—v
0 pro y =0
neexistuje (II), existuji (‘I)_:(III) a (I) = (IIXI),
(¢) Pro funkel .
x+yain% . pro x ¥ 0,
£ 1 [x.y]\-—}
4] pro x =0

 peexistuje (III), existujf (I),(II) a (I) = (II).

(d4) Pro funkei :.1;;-}-4—;:1!1%— pro xy #0
£ [xy]— |

o . pro xy =0
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existuje (I) & neexistuje (II),(1II).
(e} Pro funkei

fy‘z ty sin% pro [x,7] #[0,0],

f:[x,y]i—-} .
0 pre x =y =0

existuje (II) a neexistuji (I),(III}.

(£) Pro funkei

. [ ] ;2—‘?;3 +x nin—;— pro [x,y] # [0,0},
1| x5,y | —>
0 ' pro x=y =0

exiatuje (III) a neexistuji (I),(II).

(g) Pro funkei

12 _ o2

x - F ro [x, R .
Fgll¥ ! [IJ]" > 12+y2 i [ y:l ’ [o 0]

o pro x=y =0

existujf (II),(IIT), (II) # (IIX) a neexistuje (I).

32.4| Cvilenfi.

(a) 2Zjistéte, zda existuje funkce £ : Ea—a» ‘1 takovd, Ze neexis-
tuje 24dnd g limit (I),(II),(III).

(b) Zjiatdte, zda existuje funkce f : E, —> B, takovd, e existujl
' limity (I),{II),(III) a vSechny jsou navzédjem rdzné.

(¢) Dokaite ndsledujfc{ tvrzenf{: Nechf existuje limita (I). Necht
v jistém okolf bodu b existujf limity 1lim f£(x,y) = ff(y).

Potom existuje limita (III) & (I) = (IID).

B. 2ZAMENNOST PARCIALNICHE DERIVACT

V tomto oddile se budems zabjvet sémdnnost{ parcidlnich derivact,
tj. zkouménim, 3da plati rovnost

_ 2% b . 2% b
35 522y Y 3oor (P

32.5{ Cvifeni. Ukaite, 2e pro funkci

v 5= : | pro [x,y] # [0,0],
£ [x,y] —> -
10 - pro x3y=20
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v bodé [a,b] = [0,01 neplat{ rovnost (--}:I-). VySetfete té2 3apo-

2
jitost funkef f, %. —'3—5—, 3—3—5:% v bodd [0,0], resp. v jeho

okoli.
32.6| Tvrszeni. 2 o
I
(a) Nechi funkce ?ﬁay s —aay gx Jsou spojité v bodd [a,b].
Potom plati ('I:f'). (Viz nepf. LD 1], vita 170.)
(b) Nechf funkes 3%, 95 majfvbvods [ab] totdlnf diferen-

cidl. Potom plat{ (-}:I'). (vis [ D II], v&ta 191.)

axady
spojitd v bodd [:n,b] . Potom existuje i ——2—;-* {a,b) a pla-
7ysx

' 2,
ar 2°f .
(¢) . Nechf exiatuje v okolf bodu [a,b] a nechi Je
?y . E.! ] 2

w2 (£E). (viz [D II], vata 192.)

32.71 Cvileni. Porovnejte navzdjem jednotlivd tvrseni s pPedchdsejiciho
‘odstavce!l Ukeite:

(a) Punkce
x’sin%*-y’sin% pre xy # 0,
P sini’
= pro x#0, 3y =0,
f1 [x,y]t——) 4
y"ain-%'—— pro x=0,y #0,
L 0 pro x =y =0

spliuje predpoklady v 32.6.a a nespliiujs predpoklady v 32.6.b.

{b) Funkce

Oy sin 2 pro xy # O
f:[x,y]k———) y’ann o '

O pro xy =0
spliuje pfedpoklady v 32.6.b a nesplnuje pPedpoklady v 32.6.c.

|32.a*|pouunka. Nechf JcCE

je otevieny interval s bud f : J—> B,

2
. 2
funkce takové, fe na J existujf 3:; ’ §§ ' 3_?; gry .

Predpoklddej-
2
me navic, ie 79?5}- Jje omezend na J. Potom skoro vlude na J exia-
4 .

2
tuje 73’—5? a plat{ (-I:I') (Dikaz tohoto tvrzeni je moZnc nalést
v Sasopise Math. MNachr. 22 (1960), 3-4.)

|32.9| Definice. Nachf funkce f je definovend na okolf bodu [a,b7].
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Pro "maldé" h,k poloime F(h,k) = f{a+h,b) - f{a,b+k) + f(a,bd).

Dvojnou limitu (pokud existuje wlastnf) 1lim F(h,K) - pe(a,b)
\ ‘Th,xJ»{0,0]

nagveme dvojnou derivac{ funkce f v bod§ [a,b].

32.10| CviZenf. ©DokaZte ndsledujici tvrzeni:

2 2
(a) Ea—f;- (a,b) = lim (lin Ear)) = 2L (0,0, obdobnd

v obrdcendm poiadf (polfddns fomulujte toto tvrzenil),

2
(b) Nechf existuje —3% v okolf bodu [a,b] . Potom existujf

2
2°F

@1,926(0,1) tek, ¥s PF(h,k) = hk 7x77 (@1h, sz) N
Rddvod. PouZijte v8tu o stfedni hodnots.

‘nl
(¢) Necht existuji %5_ , QLL;? v okolf bodu [a,b], necht

2
funkce a—fﬁ Je spojitd v bodd [a,b]. Potom plat{ (-3:1')

8 hodnoty v této rovnosti jsou rovny Df(a,b).

(d) Porevnsjte (¢) s tvrsenim 32.6.c.
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TEMA 3

Spojitoat funkci vice proménnych

Qbsah: A. Spojitost po plfimkéch.
B. Funkce odddlend monotonni,

A. SPoJiTesST PO PRIMKICH

33.1| Cvileni.
{a) Dokalte, e funkce

—-ng— pro [x,y] # [0,0],

x ty
b gl [x,y] —_—
0 pro x=y =0
nd nésledujic{ vliastnosti:

(1) pro vBechna x€E, Jjo funkce f£(x,e) spojitd na El'
(i1)  pro viechna y&E, je funkce f(e,y) spojitd na El’

(ii41) funkce f nen{ spojitd na- Ey-

' (b) DokaXite, e funkce 2

o pro [x,y] # [o,0],
x4y
g [y} r——
0 pro x=y =0
mé ndsledujici vlastnosti:

(i) pro ka2dé kesl je funkce ?0 i X —>glx,kx) ;pojitt
na ll'

(i1) funkce ’lP t ¥y b—> g(0,y) Jje spojJitd na By,

(ii1) funkce g neni spojitd na E,.

2
(0) Doka!ta, %o funkce ‘/J
—;—i—x‘v pro [x,y] # [0,0] .
x

h t[:,y]o———)
0 pro x=y =0
mé stejné vliastnosti Jako funkce g se cviden{ (b) a navic:
{iv) h je neomegend funkce na libovolném okoli poldtku.
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(d) Dokaite, Ze funkce

pro x A 0,
W tx,y]l———)
o - pro x = 0
md nédsledujici vlsstnosti:
(1) pro vBechna ¢€E, & mneN je funkce
CF I X P> Cd’(x,cx'/n) spojitéd ne E;»
(ii} funkce L') ty +——> w(0,y) Jje spojitd na E;,
(iii) funkce f neni spojitd na B,.

(o) Zjimstéte, kterd g nédsledujicich dvah je 8patn& a prod:
(1) Funkce

f 3 [x,y]‘-——-—*

1 pro zxy =0,

0 pro. xy #0
neni spojitd v poddtku. '
(41) Punkce j mé v poddtku parcidlni derivace a\
2f0,0) , _2f(0,0) _ ,
7x 2y °

(iii) Punkce’ j mé v poldtku spojité parcidin{ derivace.

(iv) Mé-1li funkce v polBftku spojité percidin{ derivace, md i
totdln{ diferencidl.

(v) Mé-11 funkce v poddtku totélni diferencidl, je spojitd,
' tady funkce j Je spojitd.

33.2.| Cvideni. Bud f funkce x cviZXenf 33.1.b a necht {,Epi’qi]} e
posloupnost visch bodl s 32 s raciondlnimi soufadnicemi. Polofte

) [x,y]l——) % %if(x-‘pi,y-qi).

{a) DokaZte, %e v kafdém bold¥d s alespon jednou iraciondlni souradnief
Jje funkce F spojitd (poufijte vdt x tématu 48, oddil F).

(b) Dokakte, fe v kaXdém bod¥ s raciondlnimi soufsdnicemi je funkce F
"spojitd po kaZdé pFfimce ti{mto bodem prochézejici" (poufijte
Weierstrassove kriterium pro ste jnomirnou konvergenci ¥ad).

{¢) Dokaite, Xe v kaZdém bod¥ s reciondlnini soufsdnicemi je funkce F
nespojitd (podobnd dvaha jako v (a) ).

131.3 Cviseni{. Analogickow uvahu jeko ve cviSen{ 33.2 provedte s funkcemi
s odatavee 33.1.a a 4.
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|33.4I CviZeni. Uka%te, %e 8 funkci g2 odatavee 33.l.c¢ neni moZno provést .
uvehu z 33.2, tj. neexistuje funkce P : E2 —> El 8 nasledujfcimi
vliastnostmi: . :

(i) v kaZdém bod¥ s alespon jednou iraciondlnf souradnicf je F
apojit4,

(ii) v kgtdén bodé s raciondlnimi asoufednicemi je nespojit4,

(ii1) v ka2ddm bod¥ s raciondlnimi soutadnicemi je "spojitd podle
ka2dé pfimky”,

(iv) pro ka2dé p,qeR existuje posloupnost {[xn,yn]}
[’n"nl'—" [P.Q] tak, Z¢ ¥ (xn.yn) —3 OO0
Ndvod. Vokoli katdého bodu spojitoati je funkce omezend.

35.5! Pozodmkea. Disledkem obecndé Gelfandovy viéty je ndsledujici tvrzeni
(ddkaz vis Alexejewlcs: Angliza funkcionalna, PWN 1969, str. 235-8):
" Neoht funkece f t <0,1> x<0,1> —> B, Jje "spojitd na rovnobsz-
kéch s ocami®, Potom existuje mno¥ina T < < 0,1> takovd, Ze
<9,1>\ T Jo prvn{ kategorie a ks?df bod mnotiny T x <0,1> je
bodem aspojitesti funkece £,

|33.6 1T I Problém. Naskftd se otdzka, zda je moZno ssstrojit funkei _
f:xa-—> 31' ktord je "spojitd po ka2dé pFimce™ a mnoina bodd nespo-
Jitosti funkce £ je nespoletnd (resp. kladné miry).
Je mofno podat charskterissci mnoZiny bodd nospojitoati funkce s t3mi-
to viastnostmi?

33.7 Cviéon:[.

(a) 2 pfedchdsejicfch pFf{kladd vyplyvd, Ze spojitost funkei fr(x, «)
a f(e,y) pro viechna 1,y€E) na B a spojitost funkce £
na 12 nejeou skvivalentni. Co 1lze ¥{ci o Jejieh vetahu?

(b) Viian¥te si té% otdzky existence parcidlnich derivaci funkci
= odatavefd 33.1 & 33.2.

{(e) Lze sestrojit funkei £ na Ea tak, aby

(1) funkce f(x,*) a f(e,y) byly v B, stejnomdrnd spojité
pro vischna x,yell:

(i1) fuwnkce nebyla spojitd na 22?
(d) Dokafte vétul

‘Je-1i funkce f(x,*) apojitd na E, pro ka¥dé x€E, a jo-1i,
pro katdé e X 31, £(e ,y) spojlitéd v x, ate jnomErnd vghledem
k ysk (co se tim pfesnd rozumi?), potom Je ji¥ funkce f
apojitd na !2.
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Uvddoute si rosdfl v pPedpokladech (c) a (4)..
{e) Doksite té% ndsladujicf vitu:

"Je-1i funkce f£{e¢ ,y) spojitd na B, pro kaldé yEB, & stejno-
mérnd vihledem k xel1 iipachitsonkl na '1 (tj. existuje-11
X>0 tak, %o pro vlechna x, y', y €B, plat{

| £(x,7") - 2(x,3” )| S x |5 —y”l), jo f spojitd na E,.
Plat{ toto tvrzem{ v pFipadd, kdyi plfipustime, % K mnile gdvi-
set na x (tj. kdy? pouse f(x, e )E Lipl(El) pro xaZdé xe k)7

[33.8% ] Cvitent. Neshf £ 1 E,—> E, m4 ndsledujfct viastnosti:
(1) pro kedé x€E, Je f£(x,¢) polynocm,
(ii) pro kefdé yecE, Jeo (e ,y) polynom.
Potom f Jje polynom ve dvou promdanych,

B. FUNKCE ODDELENE smowoTONNY

Véta. Bud f redlnd funkce definovamd na oteviené muofink Gc E,.
Pradpoklddejme, %e pro kaXdé x, & 31‘ Jo funkce CFI definovand
o .

plredpisem 1Px° = f(xo,y) spojitd na mnoXiné

xo,* ) o
a = {Y‘EEI 3[10:1160} a pro kaldé yoEEI je funkce

"f'y (x) = f(x,yo) spojitd a monotonni na mno?ind
o

G* Yo = {x&il H [x.yo]EG}.

Potom £ Jje spojitd na G.

Uvidomte si ndsorny smysl této vity.

Ndvod., Zvolte [xo,yo'ja G. X libovolnému € > O existujf

d >0, 7,>0, 7,>0 te, e

£
l r(x’yo) - r(!olyo)l < ? pro lx = xo\ < J !
E
\f(xo + J,y) - f(lo + J:.Vo) l < 2 pro m‘y =Y \ < 721'
E
2

|eix, - d,y - f(xo‘- J:JO} | <

pro |y -~ 3,1 < 7y
Bul '72--1;(521,‘72) abud [1,y]€EG takovy bod, Ze

x-(f<x<x°+cf a yo-"z<y<yo+”z.

(+]
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33.10

Pfedpoklddejme, 2e funkce ’lF j® neklesajic{., Potom
(ix, ~ o) = £z, =y)) + (20x-6 7)) - 2(x,7)) =

< f(xy) - fxy,) T (f(xo+d",y) -tz + diy) + (£x ¢ Ay, -

- f(xo,yo)) a odtud Jif plyne tvrsent.

Definice,  Nechf funkce f Je definovend na mnofin§ MCE_ .

33.11

Nechf 1€K, 151 n. Hekneme, ¢ £ je odd¥lens monotonni

v proudnnd 9 l.jntlih Je monotonni v prom3nnd Xg p¥i "pevnd zvo-
lenjch” ostatnich prom¥nngch. (Preciszujte! Funkce f mtiZe byt nekle-
sajic! nebo merostoucf v prominné v gdvislosti ne volb® sbyvajfcich
promdnngch. )

Oznaleni. Pro jednoduchost gzdpisu zavedme ndeledujfci oznalenf:

33.12

x= (H....,xn 1)81 (n 2}.

Pro d’>0 a xéEnl

G(x',J)’ {xen -1 4 \I -xi\‘cf pro 131,2,....11-1}.
MnoZina vrchold krychle C(x’, ) je mnoZina 201

definujeme (n-1)-dimensiondln{ krychli

bodd x takovfch,
Ze ]xi-xi’la J pro ka%dé i =1,...,n-1.

Lemma. Budte '12 >0, d>o0, yeB, ek _,,

A= G(x',cf)x <y'- 77 v+ 77 > . Predpoklédejme, %¢ f je redlnd
funkce definovand na H, kterd je spojitd v intervalu <y'-?z, vy’ +7>
pro kaldé pevné x€C(x", ') a oddélens monotonni v promémngch x
pro i=1,..,,0-1. Potom f nabjvd maxima na mnoZin¥ H v bodd

[x*, ¥*], xde x* je vrchol krychla C(x’, Jr.
Ndvod. 2 pPedpokladu oddélené monotonie v promdnnych XypeeerXp g
plyne, ke pro kaldé [xl,...,xn_l,y]en Je r(xl,...,xn_l,y) =

< r (x;_ - J"""l;-l z c}', ¥) pro jistou kombinaci znamének +,-,
Kazak s 2°1
maxime na intewrvalu <y’ - 7, y o+ 7)> v jistém bod§

¥y (€000 E’n—l)’ kdcﬂ 61 =21, 0dtud Jix plyn-o tvrzeni.

funkel f(zl' + &1 J’“"xn-l + En-l J,. ¥) nabfvd

[33.13%|véta. Mecht £ [xpseeesmy 303 > £xseeeix, ,7)  Jo redlnd

funkce definovand na otevf'ené anoZing Gcln (n > 2).
1
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PFadpokléddejme, %o £ "je spojitd v kaZdé promdnné a odddlend monotonni
v promdnnfch X, Ppro i=1,...,n-1. Potom funkce f Jje spojitd
na @,

¥dvod Dikes provedte indukcf, Pro n = 2 je tvrzeni obsaZeno
v odstavei 33.9., Nechf n.> 2. Protofe f je spojitd v promdnnych
XyjeeerXy 7 B oddélend monotonni v Xjyeee1Xy o PTO pevné X, , a Y,
je funkce f spojitd v [’1"""1\-1] pro pevné y. Zvolte

[x', y']eG a &£ > 0, Podle induk§n1ho pfedpokladu existuje

Jd >0 tak, e c(x’, ) {7y Jco o |fxy) - 2x"yy’ )I<%
pro vdechna x€C(x’, J). Hech {x: ; 1Tis 2“-1} je mno#ina
vrcholfl krychle C(x’, d ). Zo spojitosti funkce f podls proménné y
plyns existence kladnyfch Sfamel ‘?Zi, 154i= z""l takovych, e

c(x’, J) x<y - 7[1' y o+ 7]1.) C'G, pPiXemZ pro viechna

Ye<y =N ¥ 4> platt  |f(x], ¥ - 265, 3] < %
Nacht ”2 = min {"Zi ;1S4 a"'l} a poloZte

B=0(x', )<y -7,3 +7>. Poton pro ke2d bod
[xfy]en, 1=1=2 platt |z, ) -22’, 5| < €

Podle odstavee 33.12 nabjvd funkce f hodnoty sup r(x,y)
Lxs:']@-l

v bod¥ [x*, ], xa x*  je vrchol kryechle C(x’, .
Stejnd lze dokdzat, %e funkce f nabjvé minima v bedd [x™”, y**],
kde x** je vrchol krychle C(x’, d). odtua se ji% snedno
dokdZe, %e pro libovolnéd [x,y]c—: H platl |£(x.y) -2z, )M <
< &.

33.14| CviZent. Uvedte pfiklady funkei, kterdé ukasuji, Ze predpoklady

o monotonii v odstaveich 33.9 a 33.13 neni mo2no vynechat.
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TEMA 34

Universdlni funkce

A. Pojem universdlni funkce.

B. Universdlni funkce a baireovaké tFidy.

A. POJEM UMIVERSALNI FUNKCE

J

) |

Uvod. Vysvdtlime nejprve, v Liak&n smyslu chdpsme “universalitu

Nechf je dén systém F funke{ 'definovamfch na intervalu
JCE;. Heknemo, %e funkce P, definovemé na mno%ink J xJ je
wniveradlni funkci pro systém F sy Je=1i spln®na ndeledujici

Pro kefdou funkei ra? existuje tfeJ tak, h plati

F( ayty) =, tj. Fxt,) = f£(x) pro vlechna xedJ.

¥ celém tématu nésev funkce znamend vidy konednou funkei.

Zavedeme ndsledujici osnadeni: y(ll), Tesp. A (El), reap.

€ (B;) bud systém vech funkci, resp. visch lebesgueovsky msritel-
nych funkei, resp. vlech spojitjeh funkci{ definovanych na 81. Analo-
gicky definované systémy funkci na < 0,1> snalfime fP. /\ s €.
Index 1 (nahofe) u oznadeni syatému znedi mno¥inu viech funkef z to- ,
hoté systému, kterd nabfvaji pouse hodnot z intervalu < 0,1 > (napk.

1_50 (!1), 1.50. 1(6 apod.),

CviZen{. Osna%te mohutnost mnoZiny N vSech pFirczenfch df{se) sym-

bolem a, mohutnost mnoZfiny vdech bodd intervslu <0,1> symbolem
¢, mohutnost mnoiiny .30 symbolem f.. l '
Ukaite, Xe pint:ﬁ a<e< f.

Cvilenf. Nechf mohutnost aystdmu ?' funkci definovanych na inter-

valu JCE;, Je nejvyse rovaa ¢ (resp., Je vétd{ neZ c), Potom

Obaah i
34.1
funkce”.
podminke :
4.2
34.3 |
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34.4 |

existuje (resp. neexistuje) universdlnf funkes systému f .
DokaZtel ‘

Problém., Rozhodndte, sda existuj{ universéln{ funkce pro systémy

34.6 |

funkel :
0 FPap, YW@y, F, WP,
®  Aap, A,

Problém. Rozhodnéte, zda dxistuji universdlni funkce pro systémy

ruket € (y), '€ (), €, €.
Hd'vod, Uvaite, %e¢ hodnotami na mnoZing vSech reciondlnich %{sel
v E, resp. v <0,1> , je spojitd funkce ne B, resp. <O0,1>,

Jednoznadnd urena,

'V souvislosti s predchdzejlfeim odstavcem se nebix{ otdska, sda
existuje univeradlni funkce(pro systém _?_ ), kterd mé jektd n¥kterd
dalS{ vlastnosti.

Cvifemi. DokaZte, %e neexistuje spojitd universdin{ funkce pro systém

‘34.'[1

@, resp. €.

R&vod., Voprvém pfipadé uvaite, ¥s universdln{ funkce by byla

omezend., V Jdruhém pPipadd lze odvodit spor ndsledujicim obratem:
Zvolte posloupnost funkef rrnéle- y L f. K tmto funkcim

by musely existovak hodnoty t,&<0,1> tak, Ze by platilo

Flo,t,) = f.. BExistuje hromadwf bod posloupnosti {tn} - osnalite ho

t. Ukalte, ¥e potom platf F(e,t) = f. Vhodnou volbou funkee f od-

vodte spor.

CviZenmi. Roshodnite, zda existuje spojitd universdln{ funkce pro

‘aystém ‘e(ll), resp. 1€ (%) )

Nddvod, V prvém plfipadd ulijte Gantorovy diagondinf{ metody.
¥ druhén pripadd phdpoklid_ejto, e takovd spojitd univeradln{ funkce
F existuje. Je-1li pro keldé n€ER i

X - {re 1€ exstuje te< -a,n> tek, Zs plat{ f = F(s,t,)
na < 0,1)} . Jascu mno2iny l‘ usaviend v 1? s Je
I - e

Podle Baireovy vty éxintujo n e n’ tak, %o M, obaahuje vaitfni
' o
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34.9

bod. Snadno sestrojite posloupnost {f‘k} s fke ltn tak, Ze
(2
£, —> T, 4 1‘6’ . Pak postupujte podobné jako pfi dbkeszu v 34.6.

Problém. Rozhodn&te, zda exiatuje 'spojité universdlnf{ funkce pro

systém ‘%Joc (<0,1>), oce (0,+0°), vBech oC-holderovskych
funkc{ definovanyfch na intervalu <0,1> .

Zformulujte pPesnd a pek Fedte obdobny problém pro systdm funkef
¢k, xeN.

B. UNIVEBSALEf FUNKCE A BATREOVSKE THfDY

NeZ zalnete Predit daldf dlohy, seznamte se s vfsledky tematu 12,
¥V daldi{m ulivdme tam uvedendho oznadeni.

Cviéen:(;

[34.10%]

(a) Poloime Bo = ¢ a definujme baireovské funkce na intervalu
<0,1> stejné jake v 12.B. Platf '

Byc ByC ...cB C Boc BcAcHF
uvddomte 8i, co zatim vite o universdlnich funkcfch t3chto aystémd.

{(b) Tvrzeni z 12.B dokaite té% pro funkce definovanéd na
<0,1>x<0,1> . Tidy baireovskjch funkci na tomto interva-
lu oznadime analogicky .Bar B,’ y vee 3 _ﬁm, ﬁ .

Uiivejte pouse tvrzem{, kterd jste dokdzali!

L

Cvideni. Dokafte, Za existuje funkce FeBl, kterd je universdl-

n{ funkci pro syatém €.

Hdvod. V aystému € savedems obvjkljn gplisobem metriku.

Zvolime aystém otevienych intervald Iﬁ,...,nkc (0,1), kde

k,nl,...,nke N, 8 ndeledujicimi visstnostmi:
(i)  existuje-li i€X, 0 i<k takové, %e n; # Ei' pak

Iﬂlgoo,nknlall"'lsk = ’;
I . el ;
(11) pro kaZad k€N pletf Iy . .,,n ¢ 'ny,eeeiny
(1) dlem Xy 0 ) < Vk

PoloZime Z = {SE <0,1>; exiatuje {nk} ’ 'EQ Inl"""k} '
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[34.11]

V prostoru ‘6’ zvolime systém otaevFemych koull Sn n,
. ' -ee '

tek, aby m&l vlastnosti (ii) a (iii), kde misto symbolu I pieme
3 a eby pro ka%dé k&N tvolil systém viech koul{ tvaru

3“1""'nk pokryt{ prostoru €.

Definujme zobrazenif (P 12—, ?0: t— 501’- tak,

aby pro t€ 3, { } k-l nl....,nk byle ﬁot k=1 "1"""’1

" DokéZeme, Ze gzobrazeni :,0 Jje spojité na mno2ind 2 a sobra-
zsuje proator % na proatur € .
Definuame ddle funkei § pfedpisem

§cx, B = P, @

pre xe<0,1> a tei.

DokéZems, Ze tato funkce je spojitd na mnofind <0,1> x Z.
U2itfm vyaledkd z 47.22 lze funkci § rogdifit na mnofinun
<0,1> x <0,1>, prifemt rosbtfeni § o =z tr1ay B .
Funkce f Je h_ladanou univeradini funkei pro systém €.

Cvigent, Necht je ddna posloupnost funkei f,EB . Poloime

fix 5 limsup fn(x), Je-11 v¢ras vprave koneimf; v ostatnich pr{pa-
dech polo¥ime f£(x) = 0. Pro strudnost savedeme oznalenf{ f = Lim Lo
ktaréd m4 prdvé popsany smysl. Potom funkce f jJe baimovskil
(v které Baireovd tr{d# le:{?). '

Vyslovte a dokaZte obdcbné tvrzemdi pro systémy ,Boa ’ B x’

Bos -

Ngvoa. Operaei Lim popiste pomoc{ bodovfch limitnich pre-
chodd a 2k14d4ni funkc{.

¥*
Cvifend, Oznadme B, maoZinu viech funkel ze tifdy B = €,

o
které jsou restrikcemi polynomd 2 racionélnimi kosficienty na < 0,1>,
[ 3
Bodovim limitnim pFechodem vytvofime mnoZimn Bl obdcbnd jako

*
2 t¥idy B, vytvoffme tFfidu B,. Ukaite, Ze plati B, =

Ndvod. Uiijte Weierstraassovy vity o aproximaci spojitd funkce

powmﬂyo
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34.13| CviZenf. Vyjddfete ke2dé x& < 0,1> pomoc{ desetinného rosvoje
(nepripoudt{me zdpis 8 jednomistnou periodou 9, tJ. kondfc{ “ssmymi

devitksmi™). Toto vyjddfenf je jednosna¥né. Ufslice sza desatinnou %ér-
kou oznafte postupnd ’1'12;'“ . Potom funkce A ! x —x, keN,
Juou_vesnh funkce s Bl' (Punkce ‘k prifazuje 2islu x &islo X
urdené k-tou cifrou v desetinném rozveji 8{sla x.)

[34.14] CviZenf. Pro keidé ke X definujte funkei O predpisem
O, =0 pro xe€<01>N{wx}, B, wx) =1

Prvky systému B: 1se sefadit do prosté posloupncsti Pl,l'
Poloite pro [x, tJ&€<0,1> x<0,1>

e
1, (nt) * 2 R® O (v).

Funkce 1‘. leif ve t¥{48 B a Jje wmiversdln{ funke{ pro t#{du Bo.
Dokafte!

34.15| Ovisemf.  Polofte pro ke¥dé tE<0,1> a mek
| =1
k=1 10%

(tj. je-11 t sxapsdno ve tvaru t = 0,.1112:’,...,' Jo

hl(t) = 0,.1a,a,... ' ha(t) = 0,.aa‘am..., atd.; uifvdme nézor-
ného sdpisy, i kdy: nen{ zcela korektni).

Pro kaktdé REN Jdefinujte indukoil

L (x,t) = i.-il*_obrn(x, b, (t))

pro [x,83E<0,1> x<0,1> ; P, Je funkce definovand v odatsvei

[
34.14.
Dokanlite, 2a !‘neB a P, Je universdln{ pro t#idu Bn'

Né&ved Poulijte matematickou indukei a visledkd s pledchézejfcich
odstaved., Druby induk¥mf krok provedte takte:

Mecht re ‘nﬂ.‘ Potom exiatuje posloupnost {fk } -funkef = t¥{dy
B, £y, —> f. Bulte ¢£,€<0,1> takové, S F (. ,t ) =1 .
Ukaite, Ze jo moimo vybret 1'€<0,1> takevé, 2o h (t%) = .
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34.16

. .
Potom plat{ F .(x,t7} = Lim Fix,t,) =Lim £ {(x) = £(x)
n+l" ™ " k> +o0 L N k_)-l-ook ’

pro viechna x&<0,1> .

Pozndmka. Obdobnd lze zjistit, Ze funkce

[34.27]

: L F. R t
Feoo [ xth—> Iij:-n-ea k (x hk( ))

Je universdlnf funkcf pro t¥idu B, .

Metodou transfinitni indukce lze tyto vysledky ddle roszSifit i

na t#{dy B, , kde o Jje libovolné spoZetnéd ordindlnf &islo (vis
poznémka 12.20)., V &4sti o universdlnich funkcich pro baireovské funk-
ce ze systémd Bys ke8 , atd. by byle pro nds do jisté miry pohodln#j-
&1 pracovat s funkcemi, které nabyvajf{ i nakoneZnfech hodnot. Protole
Jaou predchhzejic{ odstavce padny velmi stru¥n& a jde o dvahy dosti né-
ro¥né, doporudujeme, aby p¥i zpracovéni byle poufito pivodntho pramens,
tj. uSebnice [ Nat] (nebyvd viaek snadno dostupnd).

Shronuti. Shrneme vfsledky z pPedchdzejicich odetaveld, jimiZ se dtendl

34.18

;

eventudlng podrobnéji nezabyval:

Ko kaZdé t#{idas By, keN, & By, exiastuje universdln{ funkce,
kterd je prvkem systdmu _B . ©Cdtud nap?. plyne, %e mohutnost tdchto
asystémd nen{ v&t3{ neZ c¢, Predchézejicich vfsledkd 1ze ufit k doplni-
ni tématu 12 ndsledujicim zpiisobem:

V&ta. Pro t¥idy baireovskich fumkel pleti Bn-i-l\ B, ¥ 0, pro kaldé

celd nezdporné 2ielec a, a BN\B_ , ¥ 0.

Nédvod Kk dikasu., Nechit existuje takevé neM, Ze plati

By = By, .- B. Necht F_  je universdln{ funkce pro tF{fdu B,.

Poloite f (x,t) = min (1,-;: (F,(x,t), 0))
pre [x,t]e<0,1>x<0,1> , a déle

(‘Os [xt]—> 1lim R &-(x,t)
' >t oo 1+l§(x,t)
Funkce 50 nabyvd na < 0,1> x <0,1> pouze hodnot 0,1
a Je ‘FEB . Funkce £ 31 x¥+> 1 - fﬂ(x,x) je prvkem systému
B a tedy existuje t &< 0,1> tak, %se f = ?9(- ,to).
0dtud odvodte spor (50 (to,to) = 1/2). Pro funkei F,, proved-
te gnalogickou dvahu.
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I 34.19]

|34.20|

Poznénka. Analogickd tvrzeni plat{ i pro t¥idy 155;r y kde 3‘ Je
spodetnd ordindlnf #{alo.

Pozndmka, v [Nat] Je citovdn vysledak L.V. Kantorovidie. Pomoc{

[34.21]

tohoto visledku 1lse naldszt pro ti#idu Bk universdini funkei v t¥f{ax
Bkﬂ’ ¥k =0,1,... . Pro k=0 sgrovnajte 8 odatavcem 34.10.

Problém. Materidl tohoto tématu poskytuje mnoho jednoduchgch problé- .

|34.22I

md, vhodnfch k procvidovdni. Problém formulovany v 34.6 lze nap¥.
modifikovat timtc gplaobem: 2Zjistéte, 2dam axistuje spojitd funkce
F takov4, aby pro kaldou funkei f 3 vydet¥ovandho aystdmu funkel
existovalo t, tak, e funkce F{a ,t.) -f je konstantni,

Prcblém, Roghodndte, zda axistuje konelnd mEPitelnd funkce P

definovand na < 0,1> 2 <0,1> tekovd, ahy k libovelné funkei
te /A (resp. f£& /\) existovalo t,E < 0,1> tak, Ze plati
£=F(e,t,) skoro viude v <O0,1> .,

'Ndvod Dokaite, e libovolns funkce fa/\  jo ekvivalent-

ni {tj. je rovna skoro véude) n&jaké funkci fe B,.
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TEMA 35

Konvexni mnoZiny a konvexni funkce v B,

Obsah: A. Konvexni mnoZiny.
B. Konvexn{ funkce.
C. Totdln{ diferencidl konvexnich funke{.
D. Hlub31 véty o konvernich mnoZindch.
B. Antikonvexnd mncZiny.

Text tohoto tématu je rozddlen do n&keolika odd{lf, které lze po prostu-
dovdnl prvého oddflu ¥fsti vcelku neazdvisle na sob¥.

A. KONVEXNT MmoZImy

35.1 Dafinice. Pro MCE, oznaline
K(M) = {xﬁEn; = X * (1 -OC)xa, xE<0,1>, xl,xzel}.

Mnofinu M nasveme konvexm{, plati-li K(M) = N.

35.2 CviSeni.

(a) Vyavdtlete geometricky visnem definice 3%5.1 & uvedte jednoduchd
priklady konvemich mnoZin. Ukaite, e koule U(x) o stfedu x
Je konvexni mncZina. ’

(b) Zjistéte, sda prinik a sjsdnocenf{ konvexnich mnoZin je opét
konvexn{ mnciina.

(¢) Jsou~-1li M, P konvemni mnofiny, jsou mnoZiny M + P, AN také
' konvexn{, Dokaite!

(4} Charakterisujte dplnd konvexni mnoZiny v B;.
(e) Zjistdte, zda ugévEr a vnitfek konvexni mnoZiny je konvexni.
(f} Pro konvexni mno¥inu M platf W = (0°,

(g) Kecht M je konvexni mno¥ina, a€M, behr M,xe<0,1).
Potom oCa + (1-oC)bel.

(h) Nechf McE, n>1l. Pro xeR _,, y<E, polokime
w = {yex; [xylen), W= {zex_; [xyle u).

p 4

1014-7781
- 251 -



Je-lli M konvexn{ mnoZina, jsou i mnoZiny M, W xonvexnt

pro viechna ern__l, yeEl.

(ch) Pro McE, meent W) = {1 (xv); xyen}.

Zkoune jte vlastnosti mnoZiny W(M) v zdvislosti na vlasstnoatech
mno¥iny M. '

35.3 Definice. Bod x&E, nazveme konvexni linedrni kombinec{ bodd

XpseserXy axistuji~1i nezdpornd %isla Cyreeey oy tak, Ze plat{
n n

x = Zx- ) 4 Z x = 1-
i1 ¥4 j=1 1

35.4 Véta. MnoZina McC B Je konvexni, prdvé kdy: kaldy bod x, ktery
Je konvexnf{ linedrni kombinaci bodl z M, lei{ v N,

B4dvod, Indukeél podle m dokaZte, Ze konveuni linedrni kombinaca
m  boddl konvexnf mnoZiny M 1leif opit v M.

35,5 Detinice. Necht McE,. Nejmensi konvexni mnoZinu obsghujfc{ mnozi-
nu M budeme nazjvat konvexnim obalsm mnoZiny M budeme Ji zna¥it
ch M (zkratka angiického terminu “convex hull").

Platf tedy chM= N{P; McP, K(P) =P J.
DokaZte pomoci 3%.2.b, %e tato definice j;a korektni,

35.6) Cvilent.

(a) DoksaZte, %e mnoZina viech konveimich linedrnich kombinac{ bodd
mnoZiny lclh Jjo prévé mnoZina ch M.

Kdvod. Je-11i P = K(P), McP, je mno¥ina vlach konvexnfch
linadrnich kombinaeil bodfi ¢ M ¥dst{ mnokiny P.

(b) Pro MCE, plat{ Jdiam ¥ = diam ch M. DokaZte!
Né&vod, Nechf x je konvexn! linedrnf kombinaci bodt x;, X,;
potom lly - xS max (ljy - xlll , Iy - X, ). Usijte
indukce, (Viz téi 3%.26.b.)

(c) Ukalte, %e krychle C(x,d) Jje konvexmim obalem mno¥iny svjch
vrchold (vis 33.11). '

B. KONVEXE! FUMKCR

35.7 Definice. MNecht McE, Je konvexn{ mnotins. Budeme ¥f{kat, %e

funkce f : M —> El je konvexni ne mnoZin¥ M, jestliZe mnoZina
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M, = {[x,y] ;i xeM, y = f(x)} je konvernf v E ..

[35.8] Gvident.

(a) Dokaite, Zs pro n. =1 Jjs definice 35.7 e'kviv-lentn! s definieqf
13.1 (srovnej 13.29).

(b) Dokafte, %e (tsk jeko pro ==l; vis 13.6) funkce je konvexni
na maoiing ICBI, privié kdyi pro viechna xl,xaell, ne(o,; >}

finx, + (1-m) xz) E | 1’(5:1) + (1-m) f(xz). (@)

135.9 Pozndmka. Je-1i splndna nerovnost (< ) pro vBechna X 1%y (- |
a jisté pevnd svolené m €(0,1), nazfvédme funkei f m-konvexni na
ano2ind M. Také v Rl majf m-konvexni funkce podobné vlaatﬁoati
jako v B, (vis oddfl 13.0), nebudeme se jimi vdek podrobnkji sebfvat.

(Vis E. Dedkc, Uber konvexe und interne Punktionsn, sowie eine Ver-
allgemeinerung von beiden, Ann, Univ. Sci. Budapest. de Rolando
Eotvos nom., sec. math., tomus V, 1962.)

35.10| Cvidemi. Pomoci vfsledkd x témat 13 a 13 nalesnite %'-konnxn:t
funkei ¥ 32' kterd md tyto vlastnosti:

(1) pro kaldé xeE, Jje fuakce £f(x, o) spojitd na B,
(i1) pro #4dné yc E; neni funkce f(e ,y) spojitd.

35.11| Vita. Je-1i funkce £ Lkonvexami na oteviend mnokin¥ MNCE,, potem
T Jo apojitd na M. '

Névod. Zvolme libovolnd x,eM. Pak existuje o > 0 tak,
Ze Cm(xo,J Jo M. Mnofina vdech vrchold krychle Cn(xo,cf ) je ko-
ne¥nd a f Jje proto na ni omezend. Odtud plyne omezenost f na
cm(xo' cr) (poukijte 35.6.¢ a konvexitm f). Osnadte

K = sup {_lf(x)l ; xecm(xo,ar)}. Necht ddle x je 1libovolng
bod s Un(xng); oznadte u = W(x—xo).

Bed x (nqﬁ. 'xo) 1ze vyJjddPit jeko konvexni linedrn{ kombinacl

bodd x,, X, + w (resp. x, x, - w). Uit{m nerovnosti ()

s 35.8.b na tyto kembinsce obdriite dvojici nerovnoatf, = l__:tor‘ plyne
K-r(x) -
| o) - 2tx) ] & — 2 Hx-x 0

Tim je dokdadna spojitost funkce f v bodl X, .
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|35.12

CviZeni.

|35.13*|

'(a) UkeZte, Ze v ndvodu k 35.11 je dokonce dokézé&na lokélnf lip-

achitzovakost funkece £ (viz 14.1).

(b) Pokuste se dokdzat spojitost (pop¥. lokdlni lipschitzovskost)
konvexni funkce pomoci tématu 13 (funkci parciaslizujte na p¥im-
ku, rovnob%inou s i-tou oscu).

Véta. Konvexnd mnoZing MC En Jje lebesgueovasky mBfitelnd e

35.14

A, (hr W) =0,

Ndvod, Uiijte 35.11. Fostupujte indukei dle dimense prostoru
E.. Tvrgeni zlejmé platf pro n~l (vis 35.2.4). ; "

Nezna%ime prfechod od n k n+l: Nechi McE, M= K(M).

+1!

o
Protote M = t;Jl Moy

mnoziny M. Oznadte N, = {xsEn; existuje yeE,, [x,y]el}
apro xeM , M= {yekl; ['_x,y]&llj. .

Podle indukdniho predpokledu je .1 (hr M;) = 0. Déle poloZte

pro xall CIDJ_(:) = inf llx, sz(x)= sup 'x' ‘Vyuzijtle konvexitu
funkeci Sol, -?’2, aplikujte 35.11 na tyto funkce na Int lll.
Doastanete, Ze grafy funkel 501 ‘ Int My, Cf2 | Int M jsou
.lm_l-nulové mnofiny. UZijte jestd Fubiniovu vEtu a obdrifte

(0,k)), sted{ sa zabyvat pfipadem omezené

Apap (b W) = 0.

Tento dfkaz je prirozeny, nikoli v3ak nejelegantn®j8{ - pokuste se
nalézt elegantndjif{ ~ ufijte napf. apardtu z 35.2.c.

€. TOTLLNf DIFERENCIAL KONVEXNICE FUNKCT

V 13.2 jsme ukédzali, Z%e mnoZina bodd, v nichi konvexn{ funkce
nsa El namd derivaci, je spoletnd s tedy nulovd. Pokusime se o zobec-
néni t#chte dvah.

Cvigeni. Ilnoiina'bodﬁ, v nich? konvexail funkce ne E, nemd- totdl-

[35.15]
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Vita, Necht £ je konvexni funkce na C, = Cn(0.1/2), x, & Cn'?-
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[35.16%]

Ndvod., Sporem dokeZfte, 2e pro libovolnd xe& cn plat{

f(x)

’-'-'f(:':o) + grad f(xo)o(x-xo). kde grad f(x,) =

2[7%:_ f(xo)"'f’ 7‘% 'f(xo)] pro }ibovolny bod xoecno

1

ve kterém existujf viechny percidlni derivace 2 f(x ),
- Ex (Y

(i=1,...,n). Déle ukaZte, Ze v tdchto bodach plati. Ke ka%dému

£ > 0 existuja J > 0 tak, Ze
i x-X | < J => f£(x) < f(xo) + grad f(xo)o(x—x°)+Ellx-x°“ .

Odtud shrnut{m plyne tvrzeni.

Vita,

(a)

(b)

+ 4
] = o, 2 3. > 1
Polofme Dy, {xecn ; 7% £i(x) - gxi fix) = ?_}

pro i=1,...,n, k€N, kde C, = C_(0,1/2).
(0dSvodnite korektnoat definice Dik')
Potom mnoZiny Dik Jsou vBechny uzaviemé a ‘ln Di

kde LJ Dyy ,
k=1

Ndvod. Dikaz prvého tvrzeni pmveate sporem: Je-11
o

yn—-é‘ X, Y,&D4, @ 931 f{x) - 39:‘1 £f{x} < % :

pak podle 35.11 gxiatuje _1 tak, Ze

a2t - 1

75 f(yj) —9?1 f(yj) < 5. tedy yd¢-nik , cof je hladany
spor. K ddkazu druhé Sdsti tvrzen{ uZijte vysledkt z tématu 13
a Fubiniovy vity.
Qzname D mnoZinu v3ech bodd s cm°, ve kterjych neexistuje
totdlni diferencidl. Potom D Jje typu !'6’ a prval kategorie
v Cno, pridem# .lnD = Q.

[ =]
Né&vod. TUkatte, 2¢ D=1 LUJ p, (uijte 35.15) a
i=1 k=1

dle (a) jJe D typu JFg5. Ridkost mnoZin bil: pro v3echna
i, 'k dokaZte 3 (a).

I35.17| Shrouti. UZitim pfedchozich vysledkd dokaZte tvrzeni:

Je-1i funkce f konvexnf na otevifenéd mno¥in® M, potom mé skore viude
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135.18*]

v M totdlni diferencidl; mnolina bodl, v nichZ totdln{ diferencidl
ngexistuje, je typu Fg a prvé kategorie v M.

Pozndmks, MNaskytd se otdska, xda charakteristike mnoliny bodl, v nich¥

|35. 19|

konvemn{ funkce nemd totdlni diferencidl, uvedend v 35.17, je dpln4.

Tim rozsumime toto: Je-11 MCE otevifend konvexni mnoZina, Dc M nule-
vk, typa Fg . a prwni ketegorie v N, zdali potom existuje kenvexnf
funkce £ na M tek, sby D byla prédvé mnoXinou viech bodfi, ve kte-
rfch funkce f nemd totdln{ diferencifl,

Odpovéd Je sédpornd, nebof 1lse dokdxaet, ¥e mnoZins bodl, kde funkce,
konvexni na B nemé tothlni Aiferencidl, leifi na spoZetn¥ mnoha
lipachitsovakfch nadplochdch {a existujl nulové mnoZiny prvn{ kategorie
typn Fg , které tuto vlastnost nemajf),

MiZeme se tedy snovu ptét, sda tato posledni charskteristika je dpind.

p. ELUBSf vETY O EKOoNVEXN{CEH MNOZINACH

Y tomto cddilu je odvoseno D¥kolik zédkladnich vEt o konvexnich
mnolindch v L tyto vty jeou dllefitym prostfedkem pFi hleddn{
v jistém smyslu "minimélnich" 31 "maximdlnich” mnoZin 8i bodd,

Cviseni. Nechi lcll; ognadime aymbolem u* symetrisaci mnoZiny

M, tj. mnotinm
.'* = { I ’% (’1 - 12)5' ’1!’2E'} -
(a) Roshodolte, sda plati pro N, Pc‘-‘l tvrzeni:
Mc?P —> WP
(MuP)* = uPr*, (MaP)* = wn?*.
{(b) Charsakterisujte l*. je-1i M 1libovolny intervel v E;.
(c) Ukaite, %e plati obecnd
26N = -xe¥*,

35.20| Cvileni. Pro McE,, n>1 definujeme symetrisaci takto:
l.chi IGln_l, ’1.’26 31, p.k
I* '{[I, %‘ (Jl - Yz)] H .[Iryile- X, iallz} »
Ddle pololme
¥ ={tsv) ;s Darle ).
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35.21'

(a) Co znamend vytvédreni mnoZin l*. " geometricky?

(b) VydetFujte sami viastnosti N v E» m>1 a ukaite, fe
* . . i "]
plati M x%%m{{_x,y] A (lx +‘lx)} .

() Je-1i Icnn konvexni mnoZins, potom i mnoZiny x* [} X Jjsou
konvexni, Dokaitel

Véta. Bechi McR Jje konvexn{ mnoZina. Potom diam M* < aign M,

*
A %) = A1 o,

Névod. K odvosend prvého vstehu uzijte vyjddrent M* x 35.20,
Rovnost budeme Adckazovat indukci podle dimemss prostoru E.- P¥ipad
n=1l nedini obtiZ{ - u2ijte 35.19, Indukénf krok doka%te pomoci
Fubiniovy vity; uvaZte, Ze platf (-*)x = (lx)* a ufijte 35,13,

Cvidenf. Mechft McE, n>1, dmNS1, M=0M Potem pro

35.23

libovolnd yEEI platf Jdimm (Iv) = [lax (1 - 4,2, o)] a‘pro
Iyl > %‘ joe W =g, Jsk se amBnf vsorec pAi dism M = A7

Véta.

(a) Necht McE, Je konvem mnotina, dism M %1, Potom plat{
A,0% 3 [u 0,3)] .
Ndveod. Uiijte opt indukce. Budeme dokagovat obecnd jBf for-
mulit -
Pro PcRy, P=K(®) platt A (P) = V(amP)*

kde Vv, =1 [Ul(o,%)_] .

Obtilnijli se nife jevit jen provedemi induk¥miho kroku. Nasne¥{-
me ZSdot dprav:

A = A %) = (de)dy = [Ad(*)7 ay=...
| 1 n+l _{1 o 'a

W

je outmé uift odhedu 35.22 a vstanw V, o A [0, 0, ].

~

(b) Nechf MCE,. Potom platf L 00 =v . [atemu]®.

N dvod, Dikes sted{ provést jen pro diem Me& (0,+0°),
UEijte pritom (&) a 35.6.0.

27566 PLT
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. T 1
35.24| Problém. Necht McE, adlaaM=1, J M= A [u © 1].
Co lze PFici o mnoZink M7

35.25, Osnaleni, Qk(l), k€N, znadf{ mnoZinu vBech konvexnich linedrnich
kombinac{ nejvySe k  bodl mnoZiny lcEn Ddles definujme rekurent-
nim predpisem mnoZiny lk(ll). ke N:

oo = xo, B = x & W), k=2,3,... .

35.26| Cvideni.
zk I3
(a) Ukaite, ¥e plat{ rovnost KS(N) = Q% (M) , k&N,
Ndv od. Uiijte indukce vzhledem ke k.

(b) UkeZte, Ze platf ch M = H Kk(l) = H Qk(l).

35.27| VEta (Carathéodory). Pro 1libovolnon lcEn plati ch M = Qnﬂ'(ll)

Nd4dvod Vyutijte linedrad zdvislosti m vektorﬁ v pFipadd, e
ma>n. Je-1li xGQ‘(l), m > n+l, potom er‘ (M},

35,268) Lemma (Radon). Nechf mnoZina MC E, »f alespon n+2 bodd. Potom
existuje AcM tak, ¥¢ ch AN ch(M \ A) # 9.
HN4advod, Podobnk jako v 35.2T7 vyulijte linedrnf zdvislostl ksZdfch
n+l bodd anoZiny M; najddte xl”"”kEI a acl,...ockenl
tek, %e pro alespon jeduno iE{l,.;.,k_} je o, #0,

k
Z oG =0 a = o x = 0. Polofte A = {x ; o0y > 0_}
i=1 i=1 _

@ Véta (Helly). Nechf $ Jje systém konvexnich podmno!in B 0’ obasshu-~

Jief alespon n+l mnoin. Nechf

{i‘) systém \7\) Jje kone&ny, nebo

(i1) vBechny noi:lnj z _6 jsou kompsktnf. MNecht ka%dfch n+l
mnoZim = 2 md neprdzdny prinik. Potom cely aystém -ﬂ mé
neprdsdog prinik.

N&vod, DMechi piat{ (i). Dikas provedtes indukc{ podle poXtu mno-

Zin systémm \2 « ¥V induk¥nim kroku vyufijte lemms 35.28. Plat{-11

(11), prevadte v8tu na pripad (i) vwyuZitim kompaktnosti.

Ias.sol Cvitenf, Nechf r > 0, McCE. Nechf mnoZina M md alespon
n+l bodd. WNechf ke katdé (n+l)-bodové mnoZin§ Pc M existuje bod

27566 217
1014"'7781 - 258 -



xpeB,. tak, 3¢ Pc U(xp,r). Potonj existuje bod xeE|

Mc U(x,r). DokaZtel

tak, Ze

Ndvod. Uzijte vEtu 35.29 na systém \B = {-U(y,r); yel}.

Ndvod, Ukgite, 2 K(M) je kompaktnf a pouZijte 35.26,

jedna uzaviend koule B = U(xo,r ) 8 témito vlastnosimi:

(1) Mc B,

(11)  Je~-1i B, = Eﬁ(x._l_,rl) uzaviend kouls, pro ni2 chl,
= :
r; ¥r,.
n
. <
Pate: (X)) m o -
Ndvod.

I35.31 Véta. Pro kompaktni mnoZiou Hcgn Jje mno2ina ch M kompsktni.
a, 35.27.

35.32 *| Jungova vita. Necht McE, diam M= 1. Potom existuje prdvd

potom

{a) Exiatencs. Mecht Ty = inf {r; existuje ern tak, e
McU(x,r) _} . Zvolte {rn} ’ rn'ﬂ r. Potom existuje podpo-

sloupnost { rnk} posloupnoati {rn} a posloupnost {xk} ’

xkexn tek, 3¢ x —> xeln, MC U(xk,rnk)

MC UWx,r) . ‘
(b) Jednoznadnost dokaite sami sz podminky (ii).

. Dokaite, 2e

(¢) Odhad. Pomoe! 35.30 ukafte, %e sta¥{ pFedpoklédat, 3e ¥ Je
(n+l)=-bodovd. V tomto pt{pad® pak ukafte, fe xcch M,

o+l
Je tedy xaz = “iai (aiell), tekZfe pro kaldd
i=]1

je{1,...,001} platt

n+l n+l
( ra -(a=x) o ( é oylay - ’))

i=)
n+1 n+l
= 121 i( -(aj-x)o(ai-x))ﬂ- E (24 “ai-njlla =
<2 i & = L(1-0c) a sedtenim pro j=1,...,n+l
2 5 1 2 J
dostanemt P % 2—(:-::'-_-) .
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35-33 CViﬁeni.

(a) Sestrojte mnoZina N teak, sby vs vztahu (._f,) 2z v&ty 35.32 pla-
tila rovnost. Charakterizujte nejprve pro n=2 takové mnoZiny N,

(b) Charakterizujte vEschny mnofiny M, pro n&% je nejmenif (ve smys-
lu velikosti polomdiru) uzaviend koule obsshujfci M prinikea
v3ech uzavienych koulfl obsghujficich M,

35.34(77)| Lebesgusdv problém. Kompaktn{ konvexn{ mnofina Mc E, s8e nazjvé

universdlnim zekrytim, Jestlije ke kaldé mnoZind AcC E, s vlastmost{
dism A £1 existuje euklidovaky pohyd £ iachovévadici orientaci
(tJ. sobrezem{ E  na L které vznikne aloZenim otofen{ a posunutf}
tak, 3¢ f£(A)C M. Podle Jungovy véty 35.32 je

,"' . 0
B0, § 3(an /
universdlnim sakrytim v E . Dosud neni vyleSen problém, ktery zaldt-
kem stolest{ formulovel H. Lebesgue: Popsat universdlni zakryt{ v Ez.

které md nejmenS{ Lebesgueovu miru.

35.35| Definice. Necht ack, a+0. 54‘-31. L'{ern; l0x=b}.

Potom L nasyvéme nadrovinou v prostoru E, a mnoZiny
L+={_xeln; aocx = b}. L'={x€En; a‘oxfb}
uzavienfmi poloprostory urlengmi nadrovinou L. JestliZe mnoZina
NcE leif celd v L' , réesp, L' a LNAN # @, nazfvdme L

opirnou nadrovimou mnoZiny M.

|35.36| Cvideni.

(a) Mno#iny L, L', L™ s derinice 35.35 jsou konvexni.

(b) Necht M je kompaktn{ mnoZina v E . Oznadime-1i systém vdech
opdrnych nadrovin mnoZiny M symbolem E‘% a Jaou-11 L
popsény tak, ¥s plat{ M C L' pro vlechna LE‘E% , potom
plati

c¢ch M = n Lt .
Le
(e} PouZijte (b) k vyjddreni kompaktni konvexni mnoZiny.

I)E.}?I Poznémka. V praxi je Zasto nutné PFedit optimalizedni dlohy tohoto
typu: Hledaji se extrémy linedrni funkce ne mnoZin¥ Fedenf specidlnich
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35.38

scustav linedrnich nerovnostf. Gecmetrickd interpretamce tohoto problémm
Je tato:  Jjest naldzti opirnou nadrovinu konvexninho tdlese, kterd je
prinikem.koneind mnoha uzavFfenfch poloprostor), je-1i Aén smr normély
této nadroviny. Tyto Ulohy se FeS{ metodami tzv. linedrniho programové-
ni,

Cvifemi, JestliZe libovolné dv¥ opErné nadroviny (které jaou spolu

35.39

rovnob¥indé) kompaktni konvexni mnoZiny MCE, maji tou vsddlenost,
Pfkdme, %¢ M m4 konstantnl 3f{¥kum, ‘

Nalezndte kompaktni konvexn{ mnoZinu M konstantnf X{¥ky v E
kterd neni uzavienmym kruhem.

E. ANTTKONVEXNY MNOZINY

|35.40|

Definice. Mnoiina Mc B, se nazfvé
(i) antikonvexni, jestliZe pro kaidé body z;ye. l,- x#y, apro
ka¥dé me(0,1) platf mx + (l-m)y¢ M,
(ii) m-antikonvexnf, jestliZe me (0,1) a plati:
pro kaZdé body x,yeM, x#y, Jeat m x + (1l-m)yg N,
(1ii) totdlnZ asymetrickd, jestliZe pro ke2dé xeM a pro keldd
Y& En’ y #0, existuje cf; > 0 tak, Ee pro kafdé
JG. (0, cj;) jest x + (fyel nebo X - pr :f. M.

(Viz S. Marcus, On anticonvex sets, Rev. Roum., MPA 13 (1968),

Cviteni.

|35.41|

(a) Ilustrujte pojmy zavedand v definici 35.39 na pFikladech.

(b) Doka3te, %e monotonn{ 8jednoceni sntikonvexnich (resp. m-antikon-
veaxnich) mno¥in je antikonvexnf (resp. m-antikonvexni) mnoZine.

(¢) Dokalte, %e podmnoZina sntikonvexni (reap. m-antikenvemni, resp.
totédln® asymetrické) mnoZiny je antikonvexmi (resp. m-sntikoavex-
ni, resp. totdln¥ asymetrickd) mnoZina.

(d) DokaXte, Zea kaZdd %- -antikonvexmi mnoZfina je totAlnd ssymetrickd.
Kalezn&te totdlnd asymetrickou mnoZinu, kterd neni -% ~antikonvex-
ni,

Probldm. VyBet¥ete vztah mszi konvexitou mnoZiny M a antikon-

vexitou mno2iny hr M.
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35.42| Cvitenf,  Nechf funkce g i B —> By Jje tifay €1 v 5.
Potom graf* g Jje sntikonvexnfi mno2ins v Ez, pravé kdy: g nemd
3ddn¥ inflexni bod a nen{ linedrni ns Z4dném intervalu.

35.43| Problém. Existuje zoBmzeni £ <0,10—> E3 8 vlastnostmi
(L) (o) = £(1),
(ii) £(<0,1>) Jje antikonvexni,
(iii) 24dné 4 rizné body £ (< 0,1>) neleZi na kru¥nici 77

" [35.44] cvitent.

(a) Ukaite, %o ka2dd mnoZina MC E, linedrnd nezévisld nad t3lesem

R (viz 18.9) je m-antikonvexn{ pro ka%dé me (0,1) M R,
KaZdd Hamelova béze je tedy m-antikonvexn{ pro ke2dé me (0,1)OR
v B (a Je nespodetndl). o .
{b) Pro kadé m&(0,1)Nn R exiatuje nem3fitelnd m-antlikonvemi
~ mnotina v B, (vis 18.19.c).
(e) Uvaite, zda lze (b) roziifit na pF{ped libovolného me (0,1).

|35.45| Véta, 24dnd totdlnd asymetrickd podmnoZina B, nemd kladnou
Lebeagusovu miru,

Bdvod. Nachf M je totdlnd asymetricksd, ..11 X > o.
Pomoc{ 8.19 odvodte spor.

|35.46| Leama. Mechf o = 2, ‘McE ~ Jje spodetnd antikonvexn{ mno%ina.
Pak existuje xcE, tak, ¢ MU {x] Jje antikonvemnt.

Ndvod, Ukalte, Ze mnoZina vlech bodd leficich na pFimkdch urie-
nych vieml dvojicemi bodd z NM,' je prvni kategorie v En.

I35.47| Véta. Necht n 2 2, Pak existuje antikonvexni mnoZina, husté

v
En'

Ndvod. S poulitim lemmatu 35.46 sestrojte mnoZiny. Ay» neN
s vlastnostai
(1) pro ka2dé neN, xeD existuje yeln tak, Ze

lx-7ll < -%—

(1) A A ,, Pro nel,

e
7
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(D Jje libovolnd, piedem zvolend, hustd mnoZina v En)'
Poutijte 35.40.b. |

35.48| VE&ta. Exiatuji %-—antikonvumi’ mnoZiny A, neN tak, Ze

N

n=1

Nédvod. Nechf H jeo Hamelova baze (viz 18.9).
Pro nin, riG»R pre 1 = 1,-oo’n, l polo!ta

_ n
A(rl,rz....,rn) = :i.%l ryhys h,cH, hy # hj pro i # j} .
Uka%te, Ze ka2dd mnoZina A(rl. -'--,rn) Jje %— ~antikonvexni a %e

= U Keper.

ri&R
nelN

35.49(77) Problém. Existuje kone3nd mncho -;*—antikonvemich mno%in

Ay v B, tak, Ze E1= 91 Ai?'f
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PEMA 36

' Monotonnf tranaformace

Obash: A. Definice, zdkladnf viastnosti.
B, Vstah monotonie & spojitosti.

A. DEFINICE A ZAXLADNI VIASTNOS?TI

36.1 Definice. Hekneme, %e zobrazenf £ definovené na mnoZins NCE,
s hodnotemi v ln Je
(a) monotonnf, jestlille pro kaZdé x, yeM platf
(f(x) -2z o (x-3) T 0 ;
' (b) ryse monotonnf, jeatlile pro ka2dé x, yeN, x # y platf
(£(x) ~L(y))o (x-y) > 0O ;

{¢) silnd monotonni, jestlile existuje konstanta ¢ > QO takovd,
e pro kaldéd =x, yeM plati
(2(x) ~£(y o (x-3 Z ¢ Hx-yl?
( l.ccll Jo eukleidovakd norma v E,).

J6.2 CviZeni. Srovnejte definice 2 odatavce 36.1 s definic{ monotonnt
funkce pro n = 1. dJak vypadaj{ siln¥ monotonni funkce v E,?

360’ Cvi%ent.

(a) Je-1i A i B, —> B linedrna{ zcbraseni, skoumejte nédsledujicf
podminky:
(1) pro viechna x€E, Jo AxoOx z 0,
(ii) pro viechna xeln. x¥ 0 Jje Axo0oxXx > 0
(111) existuje >0 tak, #e pro vlechna x€E, jo
Axox ® o flxh?,
{b) Zkounejte nutné a postadujici podminky na totdlni diferencidl
4 T sobragend T, aby T bylo monotonn{ (ryze monotonnf,
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36.4

silnd monotonnf) zobrazeni (analogické pro E), kde se vySetfuje

souvislost znaménka derivace a monotonie).

Cmezenoat.

36.5

{a) Bud £ monctonnf zobrazeni E, do E. Potom obrez libovolné
omezend mnoiiny je omezend mnofina. :

Ndvod. Dokaite sporem.

(b) Bul f monotonnf tranaformace definovand na U(0, B+e£), £ > O.
Potom mnozina £(U(0,R)) Jje omezend. Ukaite na priklads, ¥e
Je~1i € = 0, pek tvrzgeni nemusf platit.

B. VZTAH MONOTCNIE A SPOJITOSTI

Hemispojitost. Budl M otevfend podmno¥ina B, & [ zobraseni

|36.6|

definované na mnoZind M- s hodnotemi v E,. Rekneme, Ze sobrasent
f je hemispojité {spojité po polop¥{mkdch) v bodl x € N, Jjentlite
pro kaidé we B, plat{

lim  f(x, +tw) = f(x).
t—»0,

Cvidend.

36.7

{a) Uvedte pFiklady transformaci, které jsou hemispojité a nejsou spo-
. Jité slespon v jednom bods. (Srovnej s tématem 33.)

(b)(?7?) Predpoklddejme, 2e zobrazend £ Je hemispojité v keZdém
bod¥ E,. Jak vypadd mnoZina bodd spojitosti funkce f 7 MiZe
' bft prézdnsd?

' /
Tvrzeni. Bud £ hemispojité sobrasent E  do B, X, ¥ EE.

36.8]

Nacht pro kaZdé ye Rn platf:

L)

(w - £(3)) o (x, - 3) 0.
Potom r(xo) = w, DckaZte!

Ndvod Pro 1ibovolné s & t> O poloito y =X, - te.
Pouiitim spojitosti skaldrnfhe soulinu jiZ vide snedno dokdlete,

Véta., Bud f monotonnf a hemispojité sobrazenf E, do B,

Potom £ Jje spojité. DokaZte!
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Navod. Nehf x —» x; a f£(x;) 30 f(x). Podle odstev-
ce 36.4.a existuje konstanta L > O tak, ze D r(x )N = 1.

Podle Bolzano-Weierstrassovy vdty existuje vybrand posloupnost {xnk}
a weE,  tak, e f(xﬁ) ~—> w. Pomoei odstavce 36,7 dokelte,

e w = f(xo). 0dtud odvodte spor.

36.9 CviZent.

(a) Sestrojte spojitou monotonni trensformaci En do En takovou,

e lim f£(x)  neexistuje (srovnej s 16.6).
ixl—>o@

(b) Sestrojte monotonni trensformaci T i1 Ej —> B, takovou, 2e

ME,) = E, @& T nenf spojitd. (Srovnej s 16.10.b.)

36.20.(t?) | Problémy.

(a) Cherskterizujte mno2inu bodd pespojitosti monotonnf transformace.
(srovn.dt. . ) 16-70‘0}

(b) Charekterisujte mnoZinu bodl, ve kterfch 4 monotonni trensformace
totdin{ difsrencidl, (Srovnejte s 16.12.) -

36,117 vata. Je-1i £ monotonn{ a spojité zobrezem{ B, do L

1m I = oo , pak f£(E) =E . (K dikezu se poulivd
Ixli->»oc

Jjisté modifikace Brouwerovy vty ¢ pevném bodu.)

Posndmka. Monotonn{ trameformace lze definovat v cbecnych Hilberto-
vfch prostorech, Plat{ véta analogickd tvrzeni v tomto odstavei, pomo-
e{ které se dokaszujs existence siabého Fedenf{ nelinedrnich parcidlnich
diferencidlnich rovnie eliptického typu.
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rEMA 37

Harmonickd funkce

Obsah! A. Definice s sdkiadn{ vlastnosti,
B. Dirichletova #loha.
C. Harmonicld funkce v 32. :

K harsonickym funkcim, o nichi pojednévd toto téma, vede Felemni
ndkterych fyzikdlnich probléml. Tyto problémy zde v3ak formulovat
nebuleme, Stendf se 8 nimi sezndm{ podrobn#ji v teorii plroithﬂch
diferencidlnich rovmi¢, rovnic matematické fysiky, 2i v teorii poten-
¢idlu & harmonickych funkcich.

—

A. DEFINICE A Zixyparef VLASTROSTI
o T e

37.1 Definice. Becht £  je funkce definovand na otevilené mnoZin¥
Gc En, ktoréd md v kaldém bodd# x€0 derivace

22
"'-"'_2' (I) (ial’--o’p)-
3:1 a
Oznadme symbolem A £  funkei
2 o
Arix—» . £ {x) ze Q.
i=1 3:1 ’

Rekneme, ie fun.kc; £ Jje harmonickd na mno¥in¥ G, Jjestlile

(1) £ Jje spojitd na G, -

(1) Af = O na G

MnoZinu vBech harmonickych funkc{ na G osnalme Jé’n(.e) (nikdy
pouse  J(G) ). '

Posnémka. Rovolel A f£(x) =0 ("nesaémé® je funkce f) se Fiké
Laplaceova rewaice. Prvky H@) jsou tedy spojité fedeuni laplecsovy

rovoice.
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37.2 Cvident. Ukaite, Ze existuje nespojité feSeni Laplaceovy rovnice.
Ndvod. Pro [x, y]c-: Ez‘, [x, y] # [0, 0] definujte
‘fl(x, y) (reup. ?2(1:, y)) Jjeko redlnou (resp. imagindrnf) Xdst
komplemiho &isla -(x + iy)~4. PoloZte

.fJ‘i(x,y)
fr(x, y) = e « cos ?2 {(x, y9, £ (0, 0) =0,

Potom Af = 0 vE, & f nenfspojitdv E,.

37.3 CviZeni. Dokaite ndsledujic{ vlastnosti systému é‘eM(G):
(a) 26” (@) tvor{ (vzhledem k obvyklym operacim) linedrni{ prostor:
(t) Necht he 98,,,,(&), G, C G otevfend. Fotom
he J,(6,) (korektntji byohom w11 psét k|0, & I, (a0,

{c) Nechf G= U‘ Gac ’ G oteviené. Nechf h Je takovd
oCE

funkce na G, 2 he I, (Gc) pro kazdé oc € A.
Potom he& %M,(G).

(a) systea o, (B,) oddluje body, tJj. pro keidd y # x(cE))
existuje he 95,,,,(3!‘) tak, %o hix) # h(y).

37.4| Cvidenf. UrSete dimensi prostoru I, (G).

Kdvod., Pro n>1, oc,eﬂl Jje funkce
[ll'-."xn.] —_— 8 kxl . cos k (12 - ol )

harmonickd na l. pre ke2dd k& K. V pifpadd n = 1 zéle?{ na poltn
komponent mmnoZiny @.

37.5| CviSenf, Bul Fe& Im(G). Rozhodnste, zda 1ze F vidy spojitd
rog#ifit na G .

7.6 Cvideni.
(a) Bud ac¢ E, oteviend mnofine, £ funkce na G.

f
Necht na @ existujf % (i=1,...,n). Potom zobrazenf
i

xt——)[ H(x)...., jin (x)]

mnotiny G de K, budeme sne¥it gred £ (gradient funkee f).
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Je-1i v zobrazenf G do En' v = [vl,...,vn] 8 sxistuje-1i

2 vi
pre ka2dé xe @ derivace

" (i=1,...,n), potom funkci
i

X —> {x) definovanou na G nazveme divergenc{
i=1 2y

v (zkratke div v).

Dokaits, Ze : At = aiv (gred 1)
za predpokladu existence pfislulngch derivaci.

(b) Nechf g mwé darivaci v intervalu (a,b) C B, a = 0.
Bud @ ={ern; a<llx“<-'b}. (Je oviem

n
Hxll = ( Z xia) vz Pro x€ G Jdefinujme

i=l
vix) = x. g (lxl). |
Potom divv =0 na G, prdvi kdy? existuje c¢ce& ll tak, Ze

g (t) = v {a,b)

p 4
(neboli .v(x) =c @ EIT ).

(c} Necht funkce h mé derivaci druhého ¥ddu v (a,b)C E, a necht
op&t @ = {_xekn; a<lxl< b_} . Pro xEG definujeme
P(x) =h(fixl). Je-1i n > 2, Je

Fe Hn(6), pravé kayt existujf &fsls Cy, C, tsk, Zs

R(¢) = ¢ t¥ P 4 c, v (ab).

2
Ndvod., Platf grad F(x) =g () xl) . ﬁTI . Poloite
g(t) = £ h'(t) a utijte (b).

(4) 2Zformulujts podobné tvrzemf pro pFfpad n = 2.

{e) Pro n =1 podejte charakteriastiku 951(0) pro libovolnoun
- otevienou G.

(£) Buld @CE, otevfend mno%ina (n > 1), 0¢ 0. Nechi r
uwd spojité derivace druhého ¥4du ne @; bud R > O.
Pro teB®, tF70 poloite

2
‘f(t) =Rt
tot



Potom f& 2, (G), préve kdys  |t]®® £Hep(t)) e (@),
Dokakte! -

Ponéwke. Uvddomte si, %o (¢(©)) = t. Podejte geometric-
kou interpretaci zobrazeni (’0 .

(g) Je=1li u, uze 98,,,,(0), pak u je konstantni{ ne ksidé kom-
ponentd anocliny 6. DokaZtel
(h) Najakte vlechny funkce £ jedné proménnd s touto vlaatnost{:
Je-li uadln(a), Jo td uedby(a).
Ndv o‘d. Bejprve dokalite, #e £~ je spojitd.
(1) Hajddte nutné a postadujic{ podminky pro funkce
0, v E%M(G), aby u.vedl, (@)

7.7 Vita. Bud gc I. neprdzdmé, omssend a otﬁhnl. Bul f sapoji-
td funkce na &, harmonické na G. Potom existujf
by, B,ehr G tak, do £(b,) = £(x) = £(by) pro kaldé xe< @
(tsv. v#ta o maxismw a minimu harmonickfch funkef).
Dokaiite!
Névod. Bud lf'- max_ f(x), m, = mex f(x). HNechi
xc 3 %€ hrQ
N, > my. Pro nald E > O platf pro funkel gi(x) = r(x) + £ x*
teké M > m. (Jeovkem x¥r=xox) Bd N = gy
. . 2%y) = '
mto‘. J. ’e 3, j. ﬁ = o (1’1.0--,!‘), t.d’
Agly) & 0. Ma druhé strend je viak Agly) = Af(y) +2m> 0,
B. DIRICHLETOVA GLONA
e EEmEn—— .
57.8| Definice. Bel OCR, oteviend, § F G ¢ R. Bul r
spojitd funkce ma Mrenici mnoiiny G. loch‘_! existuje spojitd funkoe
P na 3 takevd, Be
radn@), P=f na bro.
Potem fumkei P aasfvéae Felonim Pirichletovy dlohy (piisluiné
1004~TT81



Xk mnoZ2indk G a funkei f£). Mnoiinu ¢ E, Dsxzveme reguldérn{,
JestliZ%e pro k a 2 d 0o u funkci spojitouna hr G existuje Felent
pfialuiné Dirichletovy \lohy. MnoZiny, které nejzou reguldrnf{, nssveme

ireguldrni.

37.9]  Vta (jednosnadnost Dirichletovy wlohy).
Bud Gc R,  omezend oteviend mnoZina. Bud  spojité fumkoe
na hr 3. Potom existuje nejvide jedno Feleni Dirichletovy dlohy
pfisluliné k £ a @.

Nédvod, Uijte 37.7.

37.10 | Cvilenf. Na pffkladd uka!t.é. Ze pPredpoklaed omezencsti je v 37.9
podatatnyf.

Nd&vod Zkuste polotit 6 ={ xe By ixll > 1) a £=1
na hr Q. :

37.11| CviZent.
(a) Bud ac B éuunl oteviend. Necht h, Je posleupnost
‘funkef spojitych na 3 o harmemickych na G. Nechf posloup-
nost {h‘} \ konverguje stejmomfrnd na hr G. Potom {h‘}
konverguje stejnomSrng na G. Dokaktel

Hdvold. Utijte 37.7.

{(b) Pre r > 0 polofte G = {xe B 0 < ix < r},
necht dfle £(x) =0 pro [ xW = r,  £(0) = 1. Ukaite,
Ee neexistuje Fedenf Dirichletovy dlohy pifeluind k¥ £ a @,

Ndvold. Pledpoklddejte, Ze¢ existuje Feleni F Dirichleto-
vy Qlohy pfisluimé k. £ a G. Potom O0F PS1 ns G
Pro mald £ > 0 uvaiujte na @ = {xe.l‘: e<hzV< ')

1 Eg (x) = —2UxZD *+plr) ka t) = log t
fumkol  He lx p(e) wptm * K P mlce

pro n=2, p(t) = t?-n pro n> 2. Protoie Hg(x)= O pre
jxl=r, HBg (x)*1 pro j§xl = E, jo funkce Eyg - P
harmonickd a neklsdw na hr Gg . Podle 37.7 je Hg E F
na Og . Myni svolte se@@. Pro ketdd Ec(0, 1 sl) je
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0 & F(z) = Hg(z); odtud pro & ~» 0+ vyjde F(z) = 0.
Jo tedy F =0 na G, takfe f(0) =0, co% je spor.

(¢} Tranaformujte Leplaceovu rovnici do peolérnich soufadnic.

[37.12| Posznfimka. Mno%ina G .z pifkladu 37.11.b Jje tedy iréguldrn{.
V dal3im sestrojfme p¥iklady reguléraich mno%in v E,. MnoZinu vSech
komplemich &1sel ztotoZnime obvyklym zplisobem a EZ' Pfipomenme, Ze

.i? = 9“? +1sin7’ﬂ .

' C, HARMONICKE FUNKCE V B,

[37.13%] Cvitent.

. (a)* MnoZina U(so. R) = {_:c-: B, \=z - zol < R_} je regulérni.

Ndvod. Bl £ spojitdna hrU (z,,R). PoloZme
T

2
1 11} R = 1
'Y 3 f(so +Re )

=

2

av

i
u(s_ +re il y =
° %-2Rrcos (2P - ) +r?

pro re (O,R), pe < 0,25 } {tomuto integrdlu ee nikdy F{kd
Poissondy integrdl), u(z, +R oi? ) = r(so + R eiCF ).

Dokakte, 2e¢ funkce u Fel{ Dirichletovu dlohu p¥isludnou

k £ a U.(:o, R). [_Der:lvaci za integradnim gnsmenim zjistfte,

¥¢e u Jje harmonické na U(so, R). Dikaz spojitosti © na
U(x,B) je ponkud obtfindjif.] |

(v) Bud ac E, oteviemd, h hermonické funkce na G. Potom h
mé apojité parcidlni derivace v3ech ¥4dd na G. DokaZte!

Ndvod. Zvolte =3 &3 avydetfujte - h v dostatelnd
malém okoli bodu 3, PouZijte 37.9, 37-1‘.3.;‘\ a éétu o derivo-
védn{ za integreinim znamenim. '

(¢) PF stejném onnafrgni Jjeko v (a) plati:

u(lo) = i%f _/ f(:o + R .11’ ) d!ﬁ (tzv. v8ta o priméru).
~3T

() Bud h hammonickad a omezend v E,. Potom je h konstantnt
"(tzv. Liouvilleova vita).
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Ndvoa, Pomoc}r 37.9 a 37.13.¢ odvodte, %e pro ka%dé R > 0
je h(0) = ?156-‘_/ h(R oty ad . zvorte 1= rei? .
=t 4

Pro R > r odhadnte | h (r .icp) - h(0) | pomoci Poisaondva
integrdlu pro U(0,R) a uvaZuyjte R —> ©° ,

*
(e) Bl @c E, oblast (= otevFend a souvisld mno¥ina), nechf
h, & JBZ(G), hn/h v G Potomjebul h= +0° na @
nebo heﬂ'oa(G) (tev. Harnackova vi¥ta).

Ndvod. Nejprve dokaite:

(%) Budte 5,€0, R> O takové, %o h(s)) < +oo
a U(s,R)ICG. Potom h =3 h v U(so,k).
K ddkessu tohoto tvrzenf zvolte g > 0 tak, aby

U('Q’R + & )€ @ ; nyni vyjédFete hodnoty funkce

h, = b, (m>n) v kruhu U(:O,R) pomoci hodnot. téte
funkce na hr (U(z,, R*£)) (Poissoniv integral).
Pro T & m vyjde odhad

4
hy() - by (s) = (R;E) (hn('o) - hn("o"l) .
0dtud jJif tvrzemi v ( X ) plyne.
PoloZte M = { g2&0G; h(s) < 00}. Pomoeil { % ) dokalte,
e M je oteviend { uzaviend v souvislé mnoZind G,
Je-1i M =0, Jje podle (%) funkce h harmonickd na Q@.

A

0

(f) Bul OCE

, oblast, he ¥ (¢), h2 0 na G. Potom Je
bu¥ h= 0 ne @ anebo h > 0 na G. Dokaitel

Ndvod, Vydetfujte posloupnost h, *n . h e poukijte (o).

Poznémka. V#tSina tvrzemf, formulovanfch v 37.13 pro E,, plati obec-
né i pro BE,. (Vyslovte je kupf. té% pro B;.) Vyjddreni Poissonova
integrdlu je oviem jind.

Zatim vime, 2e v E2 Je libovolny kruh regulédrn{ mnofina, kdeZto kruh
g ndho? je "vynechén" atfed s, Jje mno%ine ireguldrni. Venikd tedy
otdzka, jak poznat, zda dand mnolina je reguldraf. NMikteré odpovédi

ns tuto otdzku a dal¥f{ informace o Dirichletovd \lose v E, 1lze nalézt
napt. v pPf{stupns psamém Sldénku J. MaPFfk: Dirichletova Yloha, Cas.plst,
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mat. 82 (1957), 257-282, nebo ve skriptech Teories potencidlu II.
(vis té2 [J II7, kep. XITI, § 10 - eviZent.)

37.15| Posmfimke. Viimndéme si znovu n¥kterfch vliastnost{ hermonickgch funkef
v 82. Uvaloveli jsme prostor X = 1!2 a Jeho oteviend podmnoiny.
Kaidé oteviend mnoZind U  jams pPifadili systém funke!l, kterf jame
snadilli A (U). Vime, 3¢ J£(U) Jjo linedrnf prostor redlngch
spojitfeh funkcf. Méme tedy definovdno sobrazenf (oznafme ho A )

H: v —— W syatému otevienych mnoZin v X. Toto sobrazent
md vlastnosti: .
(1) Jsou=14 Uy c U, otevrend, jo I (U,) € H(U)).

(31) Je-14 U= y Uc » Uy oteviené, a je-1i £ funkce
ne U takovd, fe fec Je(ux) pro kaidé & , potom
te ¥ (v) (dopoustime se sde mendich nakorektnosti).

Zobreseni s témito vliastnostai se nasyvd avazek ("sheaf").

Ddle vime, Z¢ v X existuje "dostatedné™ mnofstvi. reguldrnich mnoZin
(pPesndji Felemo existuje oteviemd bdse metrického prostoru B,, kterd
Jo tvotena regulérmiai mnofinemi). 3Zjistill jeme téZ, Ze limitm nekle-
sajici posloupnosti harmonickych funkci je bud funkce harmonickd nebo
funkce identicky rovaa + oo

V p#{padé ‘2’ o kterém mluvime, byly hermonickd funkcs definoviny
Jako spojitd Pedeni Laplaceovy rovnice. Je oviam ulitedmé vyBetFovat
.3cela sbatrektnd svasky, kteréd majl vlastnosti vypsanéd vfBe. V defini-
¢i reguléraf mnoZiny je potom vhodné poiadovat, aby pro kafdou spcjitou
funkei £ na hranici existovalo prévi jedno feSeni Dirichletovy dlohy,
které je nesdporné, jakmile f = O.

Neni nutné vydetfovat podmnoZiny 'R, nebo X, iyto prostory 1se
nghradit Jistymi tf{dsml obecnfch metrickyfch nebo topologickfech proato-
0. Teorie, kterd vyBetfujs vliastnosti "obecnfch harmonickych funkef™,
se naxyvé axiomatickd teorie hammonickych prostord.
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rdMaA 38

Niktaré vity o posloupnostech

Obsah: A. Cauchyovae véta.
B. Stolzova véltg.
A. CAUCHYOVA VETA
38.1 Cauchyova vita. Bud {_ ’n} pouloqpnost reélnfch &1sel, definu-
Jeme pouldupnost {_bn} vstahem: b, =% (al + 8y + ...+ 'n)‘
Potom plat{: existuje-1i limita 1lim o = 4 (vliastnf, nevlasstnf),
axistuje 1 1im b, a lim bn 2 A, Dokafte!
Rdvoad
(a) Nechf sprvu A€ B, Existuje K > 0 tak, 3¢ |a, - Al=K
pro vBechna n&eN. Zvolte £ > O a najdéte indexy
n,, oy (n1 > no) ‘tak, aby
&
\‘n -4l < <  Proviechna n > n_,
& < £ Sechn >
m 5~ Ppro viechna n B,
(na Sem zdviasf =n,7) a vyufijte nasrovnosti
D, | '
1 -1
b -als & L la -4l +i L g, -al
L = B J jm 41 B ‘ J
pro kafdé o > n,. Obdcbnd pro nevlastnf{ A (vis téf [DII],
kap. IX, § 4, vita 28 a cvilenf 2).
(b) UZijte Stolsovu va&tu - 38.6.
Pogndmie. Vita = odstavce 38.1 slou¥i Jjako zdklad tzv. Cesarovd
s3ftac{ metodd (vis téma 43).
38.2 Cvidenf.  Ukaite, ¥e mils exiatovat 1im b, & nemusi existovat

lim 8,
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Véta. Bud {'n} posloupnost kladnfch X{sel., Necht existuje

38.3
1m 2L, p istuje i n\n/ \n/—-
. = Ae otom axistuje 1 8, & 1lim 8, A .
DokaXtel
Ndvold,
(a) Bul nejdfve O < A < +©0 , Zvolte £ > 0 (0 < E < 3)
a nalesn¥te n tak,‘aby ano(h-&)n’no < & < ano(m )"0,
n
pro kaldd a > n.. Ddle vyuZijte poznatku, Ze 1lim 'VI= 1
n
a nalezndte By tak, aby _A-E_{Van<g+£
pro kaldé n > n. Obdobnd pro A=0 & A =+oo ,
(b) Pouiijte tél Cauchyovu v&tu ns viras _
%— (19; 8 t logtuz/al)-'... + log (an/a.n_l)).
8.4 Cvisent, Dokalte obecnd# jA{ tvrzemi, Ze vidy (a}-I > 0)
n n
liming 21 = ynipe 5, = limswp \/ai = limeup ‘o1
% 8n
8.5 Cvileni.
(n) Pomoci vty 38.3 vysvétlete, prol je Cauchyovo kriterium pro kon-
veorgenci fad "silnd JA{" nei d ‘Alembertovo kriterium.
Naleznkte ddle priklad Fedy, ¢ jeJif konvergenci lze roszhodnout
Cauchyovim, ale ne 4 Alembertovim kriteriem.
(b) Pomoci vEty 38.3 ukelte, Ie lim N
ijnl
B. STOLZOVA VETA
38.6 Stolzova véta. Necht {xn} Je libovoln& posloupnost s {’n}

js reostouei posloupnost redlnych 2isel, kterd neni shora omezend.
Nachf existuje (viastmf, nevliastni) limita 1im m= A,

n>o0e In ~ Yn
Potom 1lim n

5 = A, Dckaite!
n-»ee v




Ndavod. Dikaz rozddlte na dvé 2dsti,
(a) AcB,. Odvodte z definice limity implikaci

B VQ“%=> T, <e)
E>Q noeN REN yn - yno
a pomcci toho odhadnite viraz _;_n_ - A .
a ,

(b) A - nevlastnf. Ukaite, %e je moZno poulft (a) na pPevrdcemou
hodnotu.

38.7 CviZent,

(a) Srovnejte Stolzovu vitu s l'Hospitalovyl pravidlen.
(b) UkaZte na pPikladech, Ze Stolzovu viEtu neni moZno "obrdtit".
(¢} UkaZte, 2%s nelze vynechat pifedpoklad neomezenosti poaloupnosti

{yn} *
(4) Pomoci Stolzovy véty urlete 1lim 8,, kde
a n—» oo
> o
i=1

a =F—-‘ y» k piivogené (viz téma 44).
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TEMA 39

Hromadoéd hodnoty

Obsah: A. Hromadné hodnoty posloupnost{,

39.1

B, Posloupnesti funkeci.
cf" Prerovndvéni Fad a komplexnimi &leny.

A. HROMADNE HODNOTY POSLOUPNOSTS

A

Definicae. Zopakujte 8i pojem "hromadné hodnoty” posloupnosti redl-

39.2

nych %f{sel (vig kup®. [ D II], kap. II, § 2). Oznadme symbolem
B* ({s,}) mnoZinu véech hromsdmgch hodnot posloupnosti { s,y ,

necht ddle H ({an}) = H*({an))nEl.

CviZeni.

39.3

(a) Udejte vstah 1lim suwp & , lim inf o, a B¥ ({_an}).

{b) Posaloupnost {an} je omezend, prédvs kdy: H ({an}) = B* ({an}).

(¢) Nalesndte posloupnost {‘n} tak, aby mnoZinas H({an}) byla:
(o) prisdnd, (Fl) Jjednobodovd, (J“) dvoubodové, (rf) celd E,.

~

. Cvient., Bud aekl. Necht a, *Da- [nn] (tzv. zlomkovéd &dst

5f8la n &), 0 = 1,2,... Urdete H({_an_}f:l v zévialosti
pa tom, 2da 8 Je celd, raciondlnf &i irecionélnf, Vig kup¥.
[p 11],kep. 11, § 2, cvid. 5 nebo téma 46.

CviXemf. Dokalte nésledujicf tvrsemi:

Hechf £ je spojité funkce na uzavremém intervelu Jc By,

nechf {_an}cdi Jeo posloupnost takovd, Ze E({an‘;)c J.

Potom H ({f(an) }) = f (H ({an}) ).

Névod. Uvatte, 2o jle o ikas dvou inkluef. PFi ddkezu jedné uij-
te napf. Bolzsano-Veierstrassovy vty o hromadné hodnotd omegend posloup-
nosti, p#i dikezu druhé pak Heinsho definici limity.

!
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o0
39.5] Cvilenf. Naleznte B ({sinnal,_ ) v sévislosti ns a.

Ukazte odtud, %e 1lim sin n x existuje, prdv8 kdyt x je celist-
n->ce
vym ndsobkem .

N4&vod Poulijte 39.3 a 39.4. Vis téf [ D IT), kap. II, § 2,
cvid, 6, 7.

39.6| Cvident.
(a) UxaZte, 2e mnoZina H ({'n }) Jo usavitend v El pro ks?dou
poaloupnost | {_an} .
(b) MNaskyftd se otdzka, zda charakteristika mnoZin l({an}) pomde{

uzaviencsti (v (a)) Jje Uplnd. Odpovdd na tuto otdzku je pozitiv-
"ni. Dokalte, Ze libovolné uzaviend mnoZina v E, Jeo mnoZinou kes
nednych hromadngch hodnot ur&ité posloupnosti.

Ndvod vis [0 -0] kep. 5, § 2.

Poznémka, v [G - O] Je pod Zarou k tomuto probldmu uvseden "jed—
noduB3i” névod ddkazu predeslého tvrszeni od ruského pfekladatels.
Je tento ddkaz sprdvny? ‘ :

39.7 * | tvrzent. :
(a) B\ﬁ {‘n} cmezend posloupnost. Potom mno%ina H({an}) Je

souvisld, prdvé kdyZ existuje v,}brané posloupnost { -"n} g pos-
lowpnosti {a,) takovs, 2¢ H({a }) = B({y }) o limita

1im - Y }) = 0. DokaZtel
> oo n n~1

UvZdomte 8i, 2e v tomto pF{padd (poufijte 39.6.a) Je mnoZina
H({a }) bulto jednobodové nebo je usaviens interval.

N4dvod, Nechf je aplnine podminka o vybrané posloupnosti a
nechf posloupnost {an} nenf konvergentni. Zvolte
Xy, X€ B({an}), x < x, Stadf nyni Ackédzat, Ze kaldé

je(xl. x,) leif v mno%in§ H({a;}). Druhd implikace je snad-

nk j31.

(b} Je pPedpoklad omezenosti posloupnosti {an} v bodd (a) pod-
statnf?
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B. POSLOUPNCST FUREGT

P¥ipomenme v8tu, Ze z ka%dé omezend posloupnosti redlnfch %{sel
1se vybrat konvergentmi posloupnost, V tomto oddile ukdZeme, e tato
vita neplat{ pro posloupnosti redlnych funkc{.

39.8| Definice. ﬁokneie, %e posloupnost funkecf {fn} na mnofind M
Je stejnd omeszemd, jestliZe existuje K > O tak, %e nerovnost
lfn(x)] €K platf pro viechna x&MN & vEechna né&N,

UkéZeme v daldfm, Ze existuje posloupnost funkcf {f, } steind omeze-
nfch na ndjekém intervalu <« a,b > , pro ni% 244nd podposloupnost

nekonverguje,

39.9] Priklsdy. Bulte £, g, definovény ne <a,b >C E, predpisenm:

£.(x) = sinnzx g(x) = nx-[nx] .

.Ukaite, %e 2ddné podposloupnost posloupnosti {fn) ani posloupnosti
{‘n} nekonverguje na < a,b> . Dokalte toto tvrzen{ p¥ifmo bes po-

moci nédsledujici vity!

Se znalostmi teorie Lebesgueova integrdlu lze odvodit vitu znalng
obecnd .

39.10%| Véta. Bud £ omesend, lebesgueovaky integrovatelnd funkce na inter-
vela <0,1> (t3. re&(0,1)). Rozdifme f periodicky na B,
s periodou 1, Predpoklddejme ddle, %¢ f nen{ na intervalu <0,1>

skoro vBude rovom jisté konatantd. Potom 24dnd podposloupnost posloup-
oD s .
nosti {f(nx)_} a=l nekonverguje ne #4dném intervalu <a,b>cC El’

Hdvod.
(1) Pro libovolnf omegent interval <o, [3 JC B e

n~» o®
Lo 0

(*) 1im f{nx)dx = ([3-06)]‘.1'; ozname Ia/r.
o D

(1i) Predpoklddejme, %e f(n_ x)—> g(x) na <a,b>, zvolite-li
: ﬁ e - ﬂ/ .
<L, ﬁ>c_ <a,b.”> , jest f g = lim" [f(n, x)ax =(p - <IN,
. o .
B ' K <
tadyJ (glx) - M) &x = 0, Odtud plyne, ¥ g = N

a.v. v <ab> (jeké vEty jsme pouZili?).
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39.11

(1i1) Aplikujete-1li (X ) na funkci:& | £(x) - M| a interval
< ab 2 , dostévéte lim /If(nk x) - Ill dx =
ko0 ‘
ar
4

= (b - a)ojlf(x) - u| ax, ale
y2 F

1lim ]If(nkx)-ll dx-‘-’/lg(x%-ll dx = Q-

> oo
k 2 Fa

4
(vysvétlete!), tudis /If(x) -ujax=o0 a

f=M s.v. v<0,1>,

¥ PREROVNAVANT EAD S KOMPLEXNIMI BLENY

Zopakujte si ndsledujic{ vity o pPerovndvén{ Fad.

[eard oo
Necht Fada = s, lkonverguje absolutné (tj. =Z lal < + 00
n=l n=1 B

8 & E’!) a m4 soulet 3. Necht {nk) Je prostd posloupnost obsahu-

L
jici prdvE vBechna pPirozend %Zisle. Potom Fada = ank (vznikl4
— , k=1 %
z Pady Zi a, "pFerovndnim™) Jje také ebsolutnd konvergentni a md
n:

soutet s (viz [ D II]. kap, III, § 2).

m .
Riemannova vdta: Nechf fada =. a, 8 redlnfmi %leny je neabsolut-
: n=1 e

n¥ konvergentn{. Bud 8EE, (pffpadn§ s =+ co, s = -oco ).

- =]
Potom lze tadu = a. pPerovnat tak, aby m2le soulet = (tj.

n
n=}
existuje prostéd posloupnost {_nk} obsahuj{c{ prdvd vi3echna pfirozend
%{sla tek, 26 = a_ = 8). (Viz [D 11], kep. II1I, § 2.)
k=1 %k .
Véta,
ey
(a) Bud ddna konvergentn{ *ada 21 8, 8¢ soultem 8. Budte L>0
n=
a {nk} prostd posloupnost obsahujici prdvd vischna pPirozend
<
&{sla takovd, Ze - k| =< L. Potom fada = a je
’ e k-1 ™k

konvergentn{ a md soufet s.
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‘ Y
N&vod Otadndte rozdfl = a, - Z'an s vyuZitim
k=1 k n=1
Bolzano-Cauchyovy podminky a toho, %e lim a, = o,

n-e oo

(b) Ukaite, %fe tvrzenf z (a) nelze obecnd zlepdit, tj. je-1i ddna
prostd posloupnost {_nk} oi:nahujiei prévd vSe;:hna pPirozend 3{a-

la, pro ni¥ 1lim swp ]nk -] =+ oo , existuje konvergentnf

k-»+00
[ L
fad Z takovd, Ze Z a dive je (resp. k rgaj
ada ey an ’ k=1 ony rgu) P onverguje
oo o0
a = # Z a ).
n=1 *n k=1 %

(e¢) VyBetfets, zda platf:
-~ =]
Pro kaZdou neabsolutn® konvergentmi Ffadu 21 e, a pro kaZdou
n=

rostouc{ funkei f£(x) definovamou na <1,+o°}, lim f(x)=+ee
x> +o09

existuje "pFerovnsni® {_nk} tak, e [n.k - k| = £(k), k=1,2,...

s = a‘k bud diverguje nebo konverguje k jinému souStu ne¥
oo k=]
Z 8- (Lze jeBté& navic hodnotu tohoto soudtu predepsat?)

n=1

O
39.12{ Oznalemi. Bud ddna Fada zan 8 komplexnimi &leny.

n=]l
o0
Symbolen M =M (= a,) oznaime mnokinu souttd vdech konvergent-
n=l
nich ¥ad, kterd viniknou z Fady S s, prerovnénim, Déle zavedme
n=1 :

toto osnafenf: Re % = max (Re s, 0), Re z = -min (Re =z, 0),
In' = = max (Im £, 0), Imz = -nin (Im 3, 0)

pro ka¥dd s&E., Zrejmd Jsou to nezdpornd 3isla a je

Re s =Re' 3 -Re 5, Imz=In z-In =,

lR. s|= R¢+ g + Re 3, [Il sl=m* g + In s.

C{lem zbyvajici 3dstl je zobscnémi Riemannovy vEty na Fady s koms
plexnimi ¥leny. V literatule je pouse uvAdéno, Z%e neabsolutn® konvergent-
ni fadu s komplexmuimi %leny lze pFercvnat tak, Ze vislednd P?ada divergu-
Jje. Plat{ viak mnchem obecndj¥f vita:
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O
Bud = a, konvergentni ¥ada s komplexnimi Zleny. Potom bud K
n=1l

obsahuje jediny bod nebo obsmhuje prdvé vdechny body Jjisté pi¥imky
nebo obsahuje viachng komplexn{ &{sla. Jej{ ddkaz je upraven z ¥1ldnku

V. Jarnfka: Uber Umordnung unendlichen Reihen, V&stnik Krdl. (es,
Spol. Nauk 1927, kde je vySet¥en mnohem obecns j¥{ piipad,
O

Dikaz vé.ty rozloiime na nékolik %dstf{. KRada 21 L bud stdle
n=

o
fada s kompl. &leny. Ziejm# stalf pledpoklddat, f¢ = a = O.

n=1
[
39.13| Lemma. Nechi .Zl s, = 0. Potom pro ka2dé redlné P Fedy
n:
o -
= Re" (a, i) , > Re” (a, 1P
n=l n=l

bud obd konverguji nebo ob® divergujf.

Ndvod. Sporem.

o ‘ Fr =]
Je-11 =. a, =0, = hln\ < + 29, je Ale znémé vEty
n=1 n=1

oo =0
(viz dved) I(Z ‘n) = {O}. Nechf v daldfa . a_ = O,
n=1l .

n=l 2

[~
Z ‘an‘ = + ©©, YVzhledem k 39.13 rozlisfme dva pF{pady:
n=l :

o
1. pa lno (8, .—in’)‘ < + 0 pro alespon jedno ff:
n=]l

oo -1
II. = lRo (a, o cr)l = 4+ O9 pro kazdé Cf.
n=l

39.14] Prfpad 1. Nechf existuje <, tak, is nZﬂlR.(an e"iFo) } <+ oo,

oo

Potom " ( = a

J
n) Je ptimka uai((f,°+f) s ueEl.
n=l

Ndvod 2 39.13az Zl eyl =+ ©° vwyplyvé, Ze ob¥ ragy
n=
= Re+(an o+ )) ’ 2. Re” (‘n e 1o + 2 )

n=1l n=l
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020 Im (an e"i ?9

= I
jsou divergentnf. Hadu > Re (an o 1o + 2)) = -
n::

n=l
lze tedy pPferovnat k libovolnému souitu (je neabsolutnd konvergentni
redlnymi Zleny). MNskonec stadi uvdZit, Ze abs. koavergentni fada

OZG Re (a a-i‘ﬁ" nd souwdet O.
n=1 Ca )

39.15| Smir divergsnce. Nejprve dokaZte toto tvrzeni{:

= i
(_a) Bud déna rada EL g, a necht 2, =T, § a v T, = 0,

X < Fn < [3 ' l;‘5;1[‘151.1| = + 00 , Potom existuje alespon

jedno ‘f, K < Cf = P (nazjvané smEr divergence Fady

-4
= s, ), Kkieré m4 tuto visstnost: Pro ka%dd >0 e
n=1

;
Elgnl = + oo

kde sifitdme ples ty indexy n, pro n3f je ¢ - cf < cfn <<}a+cf,

N & vod. Dikaz provedte metodou vlofenfch intervald, nebo sporem
a Borelovou vitou. ' '

{b) MnoXina vBach sm3r} divergence dané Fady je uzaviend.

(¢) Nechi je déna Fada Zl a, & nechi pro ka¥dé redlné P Jje
nB

DO
Z |re (a, ¢ 1F)| = + 0o . Potom v kazdém otevieném dhlu déiky
n=1 :

o
St existuje alespon jeden smdr divergence fady Ei 8,
, ke

Nd&vod, Poutijte tvrzeni (a) na ithel (?w%. <f’-f%’) .

39.16 | P¥{pad 1I.

(a) Kecht Zl 8, 0 = nzl Re(an.e' CP)I = + ©@  pro kafdé
n= = -

redlnd P . Nechf - fo o B + jsou sm¥ry divergence

D
fady = a,. Potom lze tuto Fadu pPerovnat k libovolnéma soutu.
n=l o

Nédvod. Bes ¢jmy na obecnosti bud P, = 0. Ukaite nejprve,
%e posloupnost {an} l1ze rosloZit na Aty¥i “disjunktni’posloupnosti

{ea)s {ea)s {2}, {£,) tex, 2o
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ZRe L =t oo, Z]mb|<+m

n=l n=l
ZRub oo , Zlh°\<+m
n=1l . n=1l
Ol
Zmd + oo, Z Inf, = - oo,
n=l n=1
Ima, = 0 , | Imf, < 0 .
Volte nejprve’ b, a h na zéklad¥ toho, Z%e (Fo a

L
(f,o + T jasou améry divergence rady Z a,, zbyld &leny

urdujf 4, a f,. Je-li s 1libovolnd komplemi &islo, bud
srbirs-i > (Ta by - In ¢).

n=1
Prerovndni #ady k souftu £ nyni konstruujeme podobn® jeko v Afkszu
Rismannovy vEty postupnd takto: 'Po;noci c’l.j a f;j zajistime
"kom{hdn{" imagindmich 3%4st{ kolem b, pomoci by =& . ey "komihd-

- -
ni" reélngch S4st{ kolem a. Na sousty = Im b_ Z In ¢
n=1 n=1

 hemusime brét ohled, nebot jsou to Fady absolutnd konvergentnf a jejich
soulty jsme jiZ odeZetli. Na Zleny Re d‘, e Re f; ovien brdt ohled
musime! (Provedts velmi detailnd!) ‘

F- ]
(b) Necht = 8= 0 = |Re (a )| =+ 20  pro xaras
n=l ‘

n=1
L~ -]
redlné . Nechf existuje smér divergence rady = a
f Fo n=1 °

tak ze <f° + nenf{ jejf smér divergence. FPotom 1ze Ffadu

Z a, pPerovnat k libovolnému soudtu,
n=1l .

Ndvod. ;
(i) Podls 39.15.b,c existujf sméry divergence }01, 102, Fady

Zan tak l’ ‘loosclols‘fo+£' foZ2¥2Z Fo ~

n=l
a P Jjo maximdln{, 505 je minimdln{ (nakreslete!).

V dhlu (oteviendm) (501. Po + 2JC ) neni tedy 24dn} amir diver-
gence, tj. Cf’z + 20 - ‘101 < Jr a tedy
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0 <ﬁ_- ?o°<::ir, o<502+2_@-’-?91<33’,

04‘(]00' Fa =

(11) Bul adna tri dfela P, Py Py kterd vyhovuj{ nerovnosti
uvedend v bod¥ (i). Potom lze ka2dé komplexn{ %{sloc z vy-

i i i
jéa¥it ve tvaru z=a(-°e?°+ acle?al+aczo?2 s

Ko o, X,

pomoci 062, Im'z, Re g 1!).

{iii) Posloupnost {_an} rozloime ‘disjunktn&"na &ty*i nekonené pos-
loupnosti ibn}, fe }, Sdn}, (£,} tak, sby

o -4 -~ i .
ZRo(bno%)'-*-rm, ZRa(cnesol)=+oo

Jsou kladnd %isle (vypoXt&te oéo a 0C1

n=1l n=]

o~ g oo -1

= Re (q 702)=+oo, zllln(bne?o)l<+¢°,
n=1 : n=

i -
Zln(dneiﬁ’)l< + oo,

oy . ,,,i
Slmge ™Ml<ios,
n=1 n=l

(Vyu2ijte toho, Ze (fo’ (ﬁl’ (f)2 Jsou smBry divergence.
NekoneZnost podtu zsbylych %lend nezapomente zajistitl)

(iv) Buf déno komplexn{ #{slo 2. Nejprve utvoime

A\ oo i
+i{p +3) -i i, +55) &= =i
3: a g - @ 7o 2 Z Im (bn [ %) - a N 2 z_lIm(a11 . ‘Fl)-

nal

&
%) = -4
- Cfa 2 ‘Zl Im (dln . ?2). Jednotlivé kroky nyni realizujeme
ne .

i i i
takto: VyJjddrime 55 - f:l+1 = aed 8 fo + "I;} 'y f1 + ‘U-Jg £

a zatadime b,, C, & dn v minimdlnim poZtu, sle tak, aby

Z Re (bn ._i?o) > xd ; ZR. (cn .‘:iqi')> lj H
ZRQ' (dn .-1?2) > (u.d.‘ PoloZime in = %5 - fjn -
- ci% z Ro(bl ‘-i(fo) - .17’12 Rc@n l-i‘ﬁ) - ei‘fzzne(dnc-i?z).
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(Sumadni indexy nespecifikujeme.) Opsakovdni tohoto postupu rea-
lizuje hledané pPircvnénf. (Provedte detajln¥i)

g oo
39.17| Hromadné hodnoty. Radé# > a8 pfitadme mnoXim n( > a n) .
=1 n=1
co? je mno¥ina v8ech hromadnych hodnot posloupnoati {an} s kde
n : oo 7
8 = Z a . (Komplexn{ %{slo aEl(Z a ) » Dréavé kdy% esxistuje
nekonednd posloupnest pPfirozenych S{sel {nj} tak, %e 1lim 8, = s.)
' , j2oeo 7}
Uka%te, 2e plati tatc tvrzeni: (analogickd 39.2, 6)
[ d
{(a) 1(2 an) Jje uzaviend.
n=1
(b) Je-1li déna v komplexni rovin¥ uzaviend mnoZina M, existuje Peda
oy ey
a_ tak, %3¢ m{ > ) = M.
nZ=1 n (n=1 *n
Nédvod., 2Zvoltev N apoletnou hustou mnofinu a definujte
" vhodns s !
’ o
(c) VydetFete, kdy !(21 ‘n) = @ .
n:
N4dvod. Pokuste ae najit vstah s tvrzenim 39.13.
Ly
(a) Vytvorme 8jednoceni n(z ank) , kde uvaiujeme vEechna
. k=1
‘prerovaént {n_)} . Na pFfkisdech ukaite, Ze tato mnofina mtie
byt prézdnd nebo tvaru SJ" + S°1 + !‘2?2; kde S-"z, ?1’
Sao jsou komplexn{ ¥fsla a r), T, jsou bud nula nedbo pro-
bihaj{ vBechna celd nebo vlechna redlnd &isls (6 risnych pripadd).
Lze ukdzat (viz vfls citoveny &ldnek V. Jamika), Ze tim jsou
vySerpAny vSechny moZné piipady.
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TEMA 40

Eriteria konvergence rad

Obssh: A. Nutné podminky pro konvergenci fady.
B. Obecné kriterium konvergencs.
C. Integrflni kriterium.
D. Zobecnini Hademardovy véty.
E. Zcbecndn{ integrdlniho kriteria.

A. NUTHf PODMINKY PRO KONVERGENCI HADY

40.1' Cviden{. Podminka 1lim 8n = 0 je nuthou podminkou pro konvergsnci
o=, o

Ay
*ady Z a- UkaZte na p¥fiklads8, Ze tatc podminka neni postadujfci
n=l

pro konvergencl takové Fady.

40.2 Cvilenf. UkaZte na pitiklad&, Xe pro posloupliost {an} nezdpornych

. L aed
3{sel nestad{ rovnost lim =, = 0 ke konvergenci = (-1 | 8
Ao - n=1

Srovnejte tento visledek s Leibnisovym kriteriem.

40.3 Lamma (zeaf{leni podminky uvedemé v 40.l1).

Necht = a, konverguje a lim n.a existuje. Potom
n=1 n-> oo

lim nan"‘o.

n-» oo

. Oy
40.4 CviZemi. UkeZte na pPikledd, Ie s konvergence 21 8, Deplyne
- n=

existence lim n . o,
n-koo

1 :
N dvoad. Poloite 'n’? pro n/kz, a, =

40.5 Lemma. Nechtf {'n} Je nerostouc{ posloupnost nezdpornych Ei{sel

O

a = a ‘xonverguje. Potom lim n.a = 0.
" nzl n-»oo
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o0
Ndvoad. Ocdhadnéts n.a, pomoci Z 8-
k=nf1

40.6 CviXenf.  Na pf{kladd ukaZte, Ze ani podminka 1lim n.a_ = O

| nvoe
neni{ postasujicf pro konvergenci fad s kladnymi Zleny i pro {-"n}

nerostouci.

40.7 CviZeni. BNa pFiklad® uksite, 2e podminku ze 40.5 nelze jiZ Fddovd

gesilit, tj. zvolime-li £ > 0, existuje nerostouwe{ posloupnost
' -
nezdpornfch Sisel {'n} takovd, Ze = a, konverguje e
i =1

lim n1+E 8, = toce .

n->oo

B. OBECES ERITERIUM KONVEBGENCE

40.8 Véta (Kummer},

Nechi {.'n.} , {bn} jsou posloupnosti kladnych #isel a Fade
LD

Z L diverguje. Necht xn.'bn’ —:9—~ - b

n=1 °n ghrd o+l -t

JeatliZe

i) 3 3 \V{ { L an ) = Z t

( €50 nEK neN (n 2 oy (x, E)] y PO qfnda |
Z 8, konverguje. Flat{-1i
n=1

(i1) no%" 1:2; [ (n 2 no) .=-'-'3='(xni 0)], potom Fada nz'-l L
diverguje.

Ndvod.

(1) UkaZts, Ze {.bn‘n} Je klesajici a tedy

21 (anbn - ‘n+1bn+1) Je xonvergentni., Fou¥ljte nyni srovnlu-'
n= :

ctho kriteria.

(11) Lze rovmou odvodit s podilového kriteria.

40.9 Cvi%eni. Vyslovte Kummerovo kriterium v limitm{ forms.
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40.10! CviZeni. V pfipadd volby b, =1, b =1, b, =nlogn vyslovte

prislulnd kriteria. (Poslednf volba ddvd tzv. logaritmické6é

Eritexrium)

. oo |
40.11| CviZenf. Ukefte na pFfkladech, e #ada > a_ 8 kladnymi 3leny,

n=] 2
pro kterou js 1lim ) = 1, miZe konvergovat i divergovat.
nso° %n+1

(PHipomente 4 Alembertovo kriterium!)
a
n

40,12 | Cvileni. Oznadase aCn = . Je=li  lim oCn = 1,

%n+1 o> o0

plime ot.'nnli'—gA . Je=11 Ilil ﬁn # 1, lze pouZft
ne» oo

Rasbeovo kriterium (volba b_ = n ve vatd 40.8); Je-li lim P =1,
n oo B

neddvd anl Ressbsovo kriterium Zddny} visledek. Proto opit pol\otme

ﬁn = 1+ -an . Pomoc{ logaritmického kriteria dokaZte:

oo
¥ ptipads, ie {ﬂ} Je omazend, Fada = a diverguje. Neni-11

n=] B
Jn(s)
{r.} omozenf, miifems pro O <€ <1 poloZit Pn =] +?:-—£-- .

o
Zjistd#te nynf, co lzse tvrdit o Fadd 2 a JestliZe plat{
n=1

[°<3£¢1 ng 3 n\y: (n2n°)=>cfn(g)==’c,,] )

40.13] Goussove kriterimm. Nechi {‘n} Je posloupnost kladngch 3{sel a

‘::1 = oC""g +-i—"f;‘, kde {?’;} Jje omezend. Pak pro oC> 1

[
aebe oC = 1, f3 > 1 Je Z]. " konvergentnf a pro oc < 1
n=

nebe X =1, F’:—E 1 Jje = a, divergentnt.
n=]

40.14] Cvidemf. Bech¥ X, ﬁ, 2’ Jsou kladnd 3isla. UrZete polom¥r
konve rgence R mocninné Pady

end

o<clk+ ... <+n+1) P (fr1) ... (Prn+1)
= ] n! J"(J“'-* 1) wee (P+n-1)

(tsv. Gaussova hypergeometrickd F#ada) a urdste pomoci Geussova kritsria
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chovénf Ffady pro x> R v sévisiostl na - o, ﬁ, J".

Ndvod, Vyljde R =1, konvergsrce pro 2”3’ o + ﬂ y diver-
gence pro 2’ = oC + ﬁ « Pokuste se pomoc{ Abelovy parcidlnf
sumace vydetrit konvergemci pro =z = -R (konverguje pro

> X f& - 1) (viz té% 45.2.0).

3. INTEGRALNY EKRITERIUM

i
[ Pttt

40.15| Vsta (Maclaurin - Cauchy).

Bul f spojitd, kladnd a nerostouc{ funkce na intervalu <1, +oe),

- -]
Potom Zl f(n) konverguje, privé kdy: existuje konedny ].f(x) ax.
n=
l

DokaZte!
Nédvod, Viz [D II], vita 243, str. 580,

40,16 | CviZemi. Ilustrujte pouZit{ této vity na pi{kladech ¥ed typu

Sy
> = = . =
n=q n ° (log n) ... (log log ... log n) k

. k-krdt
kde  oCyiese OCp jsou redlnd ¥isla, q tsk velkd, Ze viechny &leny
majl smysl,

40.17 ]| CviZemi. Vyletifete, zda nikteré predpoklady vity 40.1% (spojitost,

.xladnost , monotonie f) 8se nedajf vypustit.

40.18 | Vota. Necht funkce f mé v intervelu < 1, oo) spojitou premf

derivaci a nechf 1lim f{x) = 0. Potom vliastni limits
X - +oo

n
1lin (Z £(x) - ff(x) dx)
n-»oe \ k=) 1

sxistuje, prévé kdyf existuje sobecnimy Newtonldv integrdl

F- -]
f £ P(0ax, xe E=v2-x+[x].
1
Hdvod., Uiijte Soninovu formuli il 41.4.

1
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40.19

Vita (Rardy).

40.20

Necht f mé spojitou derivaci v interveiu <1, + ©©) g necht
oD

a0
existuj{ (Hewtonovy) / £(x) dx , /lf'(x)‘ dx .
. 1'

oD .
Potoa Z £{k) konverguje.
3 o |

Hédvod, Uiijte vity 40.18 (vita byla dokdgéna v Proc. Lond. Math.
Soc., (2) 9 (1910), str. 126).

Cvideni.

- -]
) 3P
(a) VydetPete konvergenci Fady 21 Llog n)” ixn (p, o redind).
n= n

.iocn

af

(b) Vyketfete kenvergemoi Pady

AMy

Wia. Bechf £ mé spojitoun ‘dcrinei v <1,00 ) g necht axistuje

so. 2%

A

-1
(Newtoniv) / f(x) dx, Mecht ff'(x) ein 2k x dx = 0("1—1.) ’
k

kde r > 0. _ Potom RZI f{k) konverguje.

o

HNédvod IUkaite, Ze 'So(,).zl sinjrxnx
n= n

pro mald x a ufijte 40.18.

i ioc nd”

Cvidend. VyBetle te konvergenci Pady R

n=1l nﬁ
(<, f, 7~ refind &sle).

Né&vod  Hetrividin{ je pripad O < /3 = 1, «# o
Gnadno nahlédnems, e stelf vydetPit jen pfipady O < P = 1,

1ocxr
o« >0, 7> 0. Déle / -!T,dx existuje, prévd kdy?
| 4 .

ﬁ"‘ 2”:- 1. Integrdl f' f'(x)]‘ dx, kde f(x) ,<.ia617;xﬁ
. §

existuje, prévd kdy¥ P > J’. V t3chto pfipadech aplikujeme
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Hardyovu vétu. Je-1i 0 4-’-2/"4:1, 1 2 [5>0, 3}'+P7 1,
vyuliijeme piime 40.18.
Vzhledem k pPedchozfmu stadf dokdzat existenci integrdlu

ff'(x)sa (x) dx.  Zde vyuzijeme toho, Ze
1
ys (1) P ixxd”

(8 (x) ~ (ioCJ" a zvolime-1i s  tak,

aby s(?’- 1) - P < -1, stadf uf{t (s-1)-nésobn¥ integraci per
partes, {(Poror! - volte udeln# primitivn{ funkce k Sa ) Je-1i
o< fp =1 o< ¥ <a 3/’+ P > 1, uiijte vEty 40.21,
P¥ipad 2"’ ¥ 2 se stdvd pro toto kriterium nedostupny.

D. Z0BECKEN] EADAMARDOVY VETY

V daldim {aj} ’ {zj} apod. bude znamenet posloupnost redlngch
nebo komplexnich 2isel.

L

40.23| CvisSemf. 2avedte pojem konvergentnfho nekecns3ného soufinu ;ﬂ;'-d

a zopakujte si ndsledpjici vitu o souvislosti nekonednyfch sondingd
s nekonelmymi Fadami: '

o oo
Soudin ﬂ (+ "j‘ ) e konvergentnf, prdavE kdy% fada jZ “;j‘
= R 31

konverguje (viz td: téma 45).

40.24| VEta. Nésledujici vfroky jsou ekvivalentni:

oo z
(1) Existuje meK tak, Ze Fada JE ll - i—;l-} konvergujo;
|
- -

(ii) Rada s, + Z (s - 5,) absolutné konverguje a nemd soulet
1 Jsl j+1 j .
nula.

Hdvod, Jestlile Peda v (i) konverguje, pak z citované v&ty o ne-
o0
‘konedmjch soudinech odvodte, %Ze posloupnost {-:'L_j}.i " Je omezend.
: =y

JestliZe platf (ii), potom existuje m&EN tak, Ze By 70 pro

J > n aposloupnost {UIJ }::. Je omezend.
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40.25

Ay

= 3
Tvrzemd. Rada Z \1 - —-%;—1‘ (m& ) konverguje, prévd kdy%
J=m

. oty

. vl
soudasnd konverguji rady Z l‘.‘]"'l - ’j‘ , = - 1 1 ‘.
- Jj=m j=a | %jn1 %3
Ndvod, Utljte predchozi vity.
.-
Lemma. Recht Fada = z, b, konverguje pre kefdou posloupnost

40.2T

k=1

P .
{bk} takovou, % ii-:oobk = 0., Potom % lzkl - oo,

o .
Jestlite Fada Z ] bk konverguje pro ka%dou posloupnost { b }
x=1 ¥ : k

L gD
takovou, e Z konvergu je 8k Z lz - < oo .,
' = 5 guje, paok = |z By |

Ndvod. Kdyby neplatilo prvnf tvrzani, existovala by posloupnost

LR

€ talovd, ¥¢ 1im €, =0 a <= E _lz]| = oo .,
{&4] ’ ok = k'

(Sta¥f volit napf. £ = ( kzal th-l/_a ) -

Dokszte (pfi dikasu druhého tvrzeni), Ze posloupnost | 2, ] Je omezens;

n
potom volte {bk} tek, aty B, = g by konvergovala k nule.

f- ]
Potom Fada = By ('n -5, +1) konvarguje podle pledpokladu. Nyni
n=}1

aplikujte prvni &dst.

Véts {(Hedamard).

Néaledujfc{ podminky Jsou ekvivalentnd:

(1) Existuje meN tgk, 2e Fads = \l - 8.,/ \ konverguje;
= J+1°%3

oD

{ii) pro kaidou posloupnost {.‘k} plat{i: Fada Z 8
k=1

oD
konverguje, pridvé kdyl Feda kz 8 3 konvergulje.
=1

N &vod. JestliZe plati (i), potom podls 40.25 Fady thd - 'j+1\’
o =n

32 [1/13 - l/zjﬂl konvergujf, col spelu s Abelovou parcidlal sumaci
=n

ddvé (i1). (UvEdomte si, e kdy: s, = O pro nekoneind mncho Kk,
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potom (ii) neplati.) Dikaz (ii) => (i) dckonZete pomoci 40.26.

[40.28] wsta. Buite (o). {0}, {e,} postoupnosti tekove, ze
¢, # -1 pro ke¥dé n a b_,./b (nn_,,l/a M1 + e ) pro vi3echna n.

n+l’ n
Potom ndsledujici vyroky Jjsou ekvivalentni:
o =)

(i) Rada Ei a  Kkonverguje, prévé kdyz konverguje ¥ada Z b, ;
n= n=1

(11) Fade Z le | konverguje.

n3al

Ndvyod. Polofte 1z,,, = (1 + cl)...(l + c,) a pouiijte v¥ty 40.27.

[40.29 | V3ta. Bud {z } posloupnost takovd, %e lim 2 = g,
J nsoo B

Bk_l - 2

Potom Pada Z l - _k\ nekonverguje pro 24dné meN.
k=m k-1

| ad

JestliZe fads Z z._ konverguje a Z v nekonvergnje, potom pro
k=1 ¥ k=1
r— 1

ka?dé me N nekonvergujf Fady Z \-i‘-;k-;\ kE- \—;—:——\ » kde
- ﬂn

Z F Z LJ ]
ok o n=g B
‘ z - g, -z
Ndvod. Lze padt —-15:}-——-_;:— =1 - z—k—:T a ufijte vity
Zx-1 k-1
40,24,
* Ry
PFi dtkazu druhého tvrzenf pibte E;’!— = |1- =% | |
| -1 By
.
 J s
. —Sjkh = 1 -—Ll a opét ufijte vity 40.24.
Sg-1
40,30 | Vv&ta (Dini). Budte {On} , {_dn} posloupnosti takové, Ze
fa =]
Cp_1 > C > 0, d -1 > dn’ llg;nm dn = 0, Fadas nZ=1 €

konverguje, fade Zl 4, diverguje. Pak viechny ndsledujici #ady
n".'

diverguji: - '
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22 " g & g ®k-1 T % g Ge1 - %
’ S ' = e a ’
=2 Pxa x=1 x=2 x-1 k=2 x-1
oo K
kde s 2 ey = 2 a
Ber T 5 TG4
DokaZte !

40.31 | CviZeni. Ilustrujte pfedchozi{ vEty na p¥ikladech.

E. 208pcNisf INTEGRALNIHO KRITERIA

40.32 | Vita. Necht f  je nerostoucf, nezdpornd funkce na intervalu

<ot s 2°). Bud (OCJ} posloupnoat redlnfch &fisel.

(1) JestliZe existuje M, > 0 tak, Ze oC - OCJ M

J*1 1

pro viachna JENK a Lebesguelv integrdl
L]

o0
/f(t) a4t konverguje, potom Pada Z t (DCJ) konvergujs,

%, =
(11) Jestlile existuje MEE, tak, Z8 0 < oCy, - oy 5T M,
lim OCJ 2 50 a ff(t).dt = &0 . potom Fada
- oo ‘
J 4
O
Zr (OCJ) diverguje.
J=1 _
40.33 | Cvilemf,
(a) Porovnejte 40.32 s vétou 40.15.
- “:32 .

oy
(b) Uxaite, Ze Fada le ocg . konvergujs pro ke¥dé pelN

< > ¢ a posloupnost { ocj} takovou, Ze ‘lim(ag 1— ocj) =
+

= g2>0Q,

40.34 | P#{klad. M3 jme funkei £ sploujfc{ pPedpoklady vity 40.32 (i),

Definujme posloupnost {,ocj} takto!

= 2 cosmw k = 2 -
Cgeny =L+ - TETL M T1ex, k01,

Protode 1lim (& -cX_ ) = 0 nelze uZit véty 40,32 (1i).
o Fmn T T '
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o0

Presto v3ak ukalts, 2e Pada Z f(oCk) konverguje.
k=1

40,35| Poznédmka., Plredchoz{ pfiklad ukazuje, %e v pFipad¥ (i) by stalilo pfed-
pokladat, Ze posloupnost {_ocj_} je sjednocemim (vyavitlate podrobnd-

Ji1) konedmého podtu posloupnosti, kterd apliu;j_i pladpoklady vaty

- 40.32 (1). V pi’-ipadé (ii) by ataZilo, aby posloupnost {ocd} obagho~
vala jednu posloupnost spinujicf{ pfedpoklady vdty 40.32 (ii). VBe pro-
v4dé jte podrobnd!

40.36| Vvita. Fecht 0 < & < n=1,2,... , lim oc, = ©° i

n+l *

n-=»roc
necht funkce § Je kladnd a neklesajfci na intervaln < o(y, o).
i _
Nechi konverguje Lebesguellv integrd] / --T;:‘— » Dpotom Fada
o tP (%)
it 1 - 1 ‘konvergule
=l ¢ (oc ) \ &y Xp+1 .
OO
-4
Ndvod, TUkaZite nejprve, fe Fada Z a ( 1 __1 )
n=1 <P(0Cn+1) Xp Apn

konverguje,

40,37 | Poznémka, Vita 40.36 je spaciflnim pfipadem ndsledujfctho obacného
tvrzenf: Neohf jsou splnsmy pfedpoklady v&ty 40.36 a nechi H:’ Je
funkce neklesajici a kladnd na intervalu < Xqy ©° ).

g =4
at

JeatliZe: o0
saRse 7«./ Yoew =

' 4

= P(ec ) 1 1 '

t Z e ' T P — konver .
PORR M Fecy (&'(ocn) Piec ) ) cnvergude
40. J Tvrgend (Brink). Becht funkce £ je konsind nezdpornd a mEFitel-

e

né na intervalu < 0, co). Nechf 8 = Z sup [£(x) - r(t)l
k=1 te<k-1,k>

DO
je konedné. Potom Fada 5 f{k) Xkonverguje, prdvi kdyZ konverguje

F—p ]
Lebesgusiiv integrdl ff(t) dt.

(-] n t
N4dvod, Odhadnite rosdfil a, = kzl (k) ~ / ,\r(t) dt.
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40,39 ¥

(UkaZte, %e predchoz{ véta je zobecndnim integrdinfho kriteris, kterdé
gndte s prednddky.)

n
Vsta. Necht £ je nesépormé funkce m nechf V£ = sup V £

‘0-401*'

oo o n o
Jje xoneZod, Potom Fada kzl £{k) konverguje, prdvé kdy% konverguje
1

oy
Lebesguelv integrél jf(t) at.
°

n
Vita. Nechf £ je redlnd funkce, proniz sp V£ < oo ,

n o

O
Potoan TFada ;Zl (k) neabsolutnd konverguje, prdvé kdy% exiatuje

x
viastnl 1lim r{t) at .
A =B SO

1 o
Ndvod, Rozlofte funkeci £ = rl - fa, kde fl’ 1"2 Jjaou nesd-
porné nerostoucf funkce na < 0, o) (napF. pomoc{ positivn{ a nega-
tivod variace - vis [D II] ). Potom aplikujte v&tu 40.39.

400‘2

Definice. Necht {."k} Je posloupnost kladnfch Zisel tekovd, Ze
lim s =0, Pro x> 0 definujme M(x) Jjeko po¥et tdch By

koo
pro n§¥ ey Z x.

e
Lemma. Jestlile Fada 2 " konverguje, potom 1lim x M(x) = O,

40.47

k=1 x>0+
Ndvod, Uspofddejte posloupnost {gk} tek, aby byla nerostouci.
Pek vyukijte podminky a = o (k) (vis 40.3).

Cvilent,

(a) Funkce M : xi— M(x) Je nerostoucf na (0, o).

(b) Sestrojte posloupnost { a } tsk, aby 1lim x M(x) =0
x>0+

)
a aby fada - » divergovale.

k=1
oo

r- -4
Vita. HRada Z o konverguje, prévd kdy% integrdl j M(x) dx

k=1 oo oo 4

konverguje. Platf / M(x) dx = ?_ &y e (Posloupnost {"k} nd
3 = _

stdle vlastnoati = 40.411)
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Ndvod, Opdt usp&édejto {"k} v monotonni posloupnoat
a odvodta pro £ > 0 vsteh
ay n,
/ N(x) ax = g a - € ME), kde oy 41 F e « -

&
V pi#ipadd, 2e uvedemd Fada konverguje, uiijte lemmatu 40,42.

V p#ipadé, %e tato Fada diverguje, poulijte nerovnosti
21

f M(x) dx T (1/2)
y .

40.45| Cvisamf., ©Pomoci vdty 40.44 vyjddfete Riemammovu dzeta funkci (vis

gae’n

téma 41.7). Dostanete pro x > 1
[ {s)
f(x)=xf1—xf{—;1-dy y kde
{r} =75 -0s].
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TEMA 41

Qdhady rychlosti konvergence
a divergence nékterych Fad

41.1 Integrdélni odhad.
(a) Bud £ spojitd, klednd a nerostouci funkce na <1,+ oo ).
n+l
Potom f Z f£ix) ﬁ-‘/ £ + £(1).
k=l
1
Doka%tel Odhadnéte £(t) at.
0dtud odvodte integréini kritérium pro konvergenci a divergenci
o0
rady Z fi{k} ! Je-1li tato Ffadse konvergentni, plati:
k=1 oo
f £ = Zf(k) = ff
i+l | k=n+1 a
(b) Je-1i £ 8pojité, kladnd a neklesajic{ funkce v <1,+o°),
n n n+l ,
jo f r + g€ 2 £k) s/ £ .  Dokazte!
k=1
1l 1
n
1
41.2| Cvigent, kEI k
{a) Pomoci 4l.la ukaZte, Ze ii:‘” Tg—n‘“ = 1.
Lza oviem dokdzet vice (viz 45.6).
, n
= ¥
. k=1 -
(b) Pomoci 4l.ls,b @azte, %e pro o< > -1 Je z]ii_n':“ il
oK +1
> x %t o x
dokonce je pro oCZ 0 Z k™ = + U, 7,
k=1 o + 1
kde \@n\ = 1.
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41.3 Tvrseni.
() Pokuste se visledek 41.1.a Je¥t¥ upfesnit: Bul < spojits,

nerostouc{ funkce na <1,+o=), 1lim f(x) = 0, Potom existuje

X—» 00
n
vlastnf limita 1im ( (k) -~ i’) = ¢
n-woe \ =1
n _
8 pro viechne neN je O = g - jf + Z (k) = f£(n).
\ k:l
1l
Nédvod. Pro m, n pPficogzend, n > m Aosteneme
n n
0o £ - = #x) = > f(r{t)-f(k)) at S
k=m+1 k=m+l
" k-1

. n ) )
= Z (f(k ~-~1l) - f(k)) = f(m) - £(n).

k=m+l
Ddle pouZijte B-C podminku.
(b) Aplikujte tvizeni (a) na funkce % a ;%— I  Pfislulné limity

Jsou tzv. Eulerova konstanta a %2 -

!41.41 Soninova formule. Necht f° je spojitd na <a,b> , bud

, b
gD(x‘) = -21— -x+ [x] . Potom ?xncb fn)af £ +Sa(b)f(b) -
n celd a

b
- S:.»(a)f(a) - / Sa t’ (integrdly chépeme jako Riemennovy nebo
‘ [

Newtonovy). Je-1i navic f* spojité funkce na < a,b> s 1lse pedt

b b ‘
/ Pte GO ® - Glara +/ o, we o= [ Emat
a o A

Nédvod, Nelefi-liv (a,b> celé 8fslo, je levd strana nuls a

integruci per partes sjistime, ke totéi platf{ pro pravou stranu., Neleli-

1i v (a,b) celé 318lo a je-1i b celé, dostanems limitn{m pFechodem
pro t —» b_

£ + 1 t)f(t) - £(a) -f t’= 0
Z +t-‘n‘1b—S3()() Sb(a) a j"
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s ryni wékfne, Ze lim @(t) = - 1 = @(b) = L.V obecndm prt-
t+b_

padé rozdd¥lime interval na konedny podet intervald prédvé uvaZovendho
typu: (e, [a) +1> , (al+1, [al+2>, ... ((b], b>

a v¥sledky selteme. Je-1i navic f" spojitd, pouZijeme na integrdl
b
! g-\f' integraci per partes.

Pozndmka. Funkce £ mi%e nabjyvat i kompls xnich hodnot!

[41.5] Cvident.
(a) Odvodte ze Soninovy formule nerovnosti v 41,1 (piedpokléddme mo-

notonii a spojitoat prvé derivace).

(b) Md-1i funkce f spojitou tPet{ derivaci, lze na integrédl
b

!G‘f" op#t pouZit integraci per partes p¥i vhodné volbd primi-

tivn{ funkce k funkei (. Opakovdnim tohoto postupu dosteneme
tzv. Euler-Maclaurinovu formuli (viz TJ II], kap. XVI).

41.6 Cvilemi. PouZijte Soninovu formuli na funkeci 1log xI Vyjde piimo
-

-l

n
rog B . . /e(:) = - / 6’;:) -
n+ 1 . .
n 2 1 x* ¥ x
- -
kde G(X) ay | < 1 4 stejns jako v tématu 45 zjistime,
12 8n

oo
fe konstanta 1 + / G(x) a4y je rovna - log 2% .
1l

2
> .
et
= L
41.7 Riemannova dzeta funkce. Pro x > 1 je f (x) = _ .
. n=] oF
UkaZte, %e funkce md v intervalu (1, + o) v3echny derivace.

Pomocti visledkd tohoto tématu ﬁkazte, e sxistuje vlastnf limita:
lim ( (x) = i 1). (puuii.‘]te 4l.l.a nebo 41.4.) Tato limita Je
x>1, x ! :

rovna Eulerov# konstantd (vis 41.3.b). O vstahu Riemannovy dzets funk-
ce k teorii 3fsel viz téma 45. '
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41,8 Abelova parcidlni sumace. Zopakujte si nejprve prislulinou %4st pred-

nédky (vis [D II], kap. III, § 5). V praxi je velmi Zssto uZitedny
tento jeji integrdlni tvar:

Bud o, < &, < ... posloupnost redlnych 3isel, 1lim o = + oo,

8y 8y oo budte 1ibovolnd komplexni 3{sla. ¥echf f Jje redlnd nebo
komplexn{ funkce definovand na <o¢y, x>, kte;ﬁ méd v tomto intervalu

spojitou prvou derivaci. Potom

. x

= af(x) = AxE(x) - AEYE (£, i

C!.'l‘.‘ﬁ“ﬁx.n h / de
g

Alt) = Z

a. .
<ol =t B
acl nt

spliuje uvedenou podminku.

. . X
Névod AN - =2 s f(A) = —_ a/an £7(t)at =

V souftech sditdme pies ta n, pro né% cﬁn

cclf ﬁnit Nléocn-_‘ x o
x
= / A(t)z (t)at.
CviZent, oo cos
{(a) Bud xe& <0,25>. Potom Fada Z —-QE-EL konverguje pro

n=1
x€ (0,2 7r), dokonce konverguje stejnom¥rng v kaldém intervalu
(d, 2w-), ke 0 < <.

: 1 -
N4&vod, Poloite o =n, f(x)’-’—x-, a, = cos nx.

Pro odhad A(t) = Zs cos nx pouiijte bud pFimého vyjddrent
. 1£n%t _

tohoto soultu pro celd t nabo 41.4.

(b) Podobnd vydetbete konvergenci Fad

< i z co08 nx
Z 31n nx
. ——n e, e 0_
=1 n ’ n=l n~ ’

=

(¢) Odvodte z formule uvedené v 41.8 Soninovu formuli!

N&dvod. PoloZte OCn n, a, = 1 a vyjédtete Alt).
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TEMA 42

Moeninnd Pady

A. Zdkladni vlastnosti.
B. Mocninnéd fady na konvergeninf{ krulnici.
C. Limity ns konvergendni krulnici.
D. Derivovdni mocninngch Fad.
E. Reguldrni a singulérni body.
Zopakujte si vle, co je vém z pledndBek znémo o &{selnych Fad4ch
a mocninnych Faddch. Pro hlub8{ studium mocninnych Fed je nutné je vy-
Betlovat v komplexnim oboru - neni-li vyslovnd Pelenc nEco Jindho, jsou

ddle chédpdny véechny vysstPovend Fedy jeko Fady komplexnich Z{sel {mno-
¥inu vBech komplexnich #isel znadfme ddle aymbolem E),

A. ZAxLADEL VLASTNOSTI

f- =]

(a) Dokafte tvrseni: Necht platf % \anl < + oo, Potom #ada
oo n=
= a, konverguje. '

(b) Na zdkled¥ zndmych tvrzeni o Ffadéch s nezdpornymi Zleny zformulujte
a dokaZite dal¥i véty o sbsolutnd konvergentnich Faddch v komplemnim

Obsaah ;

42.1 Cvi%ent.
nz=l
oboru.

42.2

Definice, Nechi. a s 3,£E. Potom Fadu

Q

Mi

an(a-zo)n sy z=B

B

=0

nazfvéme moonimmou Fadow s kosficlenty &, © atfedu 5, Ddle budeme

psdti misto >  pouze Z . PP vyBatfovdn{ vlestnosti mocninnych Fad
n=o

se milene omesit na ¥ady tvaru (odfivedndte prod!)
@D . Zan a® :

Studujeme proto dfle pouze vliastnosti ¥ad o stPedu O.

Véta. Nechf Fada %3] konverguje absclutpd v bodd 3 € E. Potom kon-
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42.4| Definice. ©Polofme R = sup {ls\ i zeEB, Zan P konvarguje}.
fislo R (0= R<€ + oo ) nazyvdme polomdr konvergence mocninné rady .
Je-1i U (so, r) = {len; |z - =°| < r },

c (no, r) = {zeE; \z - zo\ = r), nazyvdme_ KR = U(Q,R)
kruh konvergence a Cp = C(O,R) konvergen¥nf krufnice mocninné Fady &,

Tato terminologie souvis{ s viastnostmi Fady @ , kterd vylet¥ims

v nésledujicim odstaveci.

42.5 Cvidenf{. Doka%te tato tvrzeni:

(a) Nechf #ada @B konverguje v bods 2, E. Potom konverguje abso-
lutné v ka¥dém bodd z&E, pro néji platf [z} < |zl .

(b) heda P konverguje vidy v bodd O, Je-1i R = 0, konverguje
(absolutnd) prév& jen v bod¥# O. '

(¢) Je-1i R > 0, konverguje fada @@ sbsolutnd pro keZdé zeKy
a diverguje pro ke2dé zeE \ﬁ.

() Je-1i R >0, konverguje fada @ v K

p 1ckdlng ste Jnomd rn&.

42.6! Cvideni. Necht pro posloupnost 8 kosficientd Fady @ plesti
n

n -

W = lim sup an\ < 1. Potom ¥ada Zan "absolutnd konverguje.
I~ o<

Ja-1i w > 1, {Fada Zan diverguje. Pro polom®r konvergence R

fady @ plati R = 00"1, kde klndeme R = 0 pPi W = + oo

a R=+o0° pro w =0, Dokazte!

42.7 Cvildent.

(a) Seznamte se s visledky z odstavcd 38.3 a 38.4. Rozhodnite, kdy lze
vyjéd¥it polomdr konvergence R Ffady @ pomoet {_an} v jedno-
duisim tvaru ne pomoci formule z 42.6. Ziskané poznatky aplikujte
v nésledujicich dlohdch.

R
{b) Vypoftéte polom&r konvergence mocninné fady =57 % .

42.8| Cvidenf. Urdete polom¥r konvergence R ndsledujicich moeninnych Fasd:

(1) Zat (1) 5 (@1 2", e oL eB,
2
(i11) 2 2 (iv)zil‘-'-?— 2P
(20)1
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42.9 | Cvileni. Vypodtéte polom¥#r konvergence mocninm$ Fady Z(-l)n 2n+1

Pro $€%, Je tato fada Maclaurinovym rozvojem funkecs arctg.

VaimnZte si, %e funkce arctg 1 exp (viz téma 31 - urlete nejprve po-
lomdr konvergence Maclaurinova rozvoje funkces exp) jsou tiidy E” v E,,
avdsk jejich polom#ry konvergence jsou riznd,

B. MOCNINNA RADY NA KONVERGENCNSI KRUZNICI

|42.10| Poznémks, Vzhledem k problematice, kterou se budeme v tomto oddilu zsbf-

vat, predpokldddme ddle, %e pro polom®r konvergence R Fady @ platt
O <R < +9°, Vkatdénm bod8 =B, v nimt & konverguje, ozna-
&{me soulet tdto Fady symbolem f(z). MnoZinu vBech z&E, pro n¥} fa-
da @ konverguje osnadfme D(f). Plat{ siejms KpcD{f)c K,V 0.
Bez Y jmy obecnoati de v dsliim omezime na pF{pad R =1 - odivodnite,
pro& je to moind!

]42. lll Cvileni.

(a) Najd#te D(f) pro funkei £ urdenou Fadou (ii) v 42.8 pro

oL 2 0, resp. pro oL < -1, :
-{(b) HWajdlte 'D(f) pro funkei £ urlenou PFadou (ii) v 42.8 pro
x€ < -1,0). ‘
Ndvod, UZijte substituce 3 = exp it. Tim pfevedete dlohu na vy-
Set¥ovdni konvergence Fad redlnych funkci redlné proménné na intervalu
<0,25 > . Tohoto obratu lge p¥i R = 1 ulft i v jinych pPikladech.
(e¢) Zkoume jte, sda konvergence mocninnd Fady vy#etfovand v predchdze ji-
cfich cvifenich je na Cl stojnonﬁrnll, resp. ebsclutni{ (srovnaj}
42.3).

Vita (sobecndnf Dirichletove s Abelova kriteria).
Necht { &) Je posloupnost komplemnich funke! na PCE o {v,9
posloupnost funkcf na QCR. Potom Fade Zan(x) . b,(y) konvergu-
Jje stejnem¥rnd na mnoting [ x,yle€P xQ, je-1i aplnéna nZkter# z né-
sledujicﬁch podminek:
{a) #Fada Z’n konve rguje atedxiomﬁrné na P a b je monotonni

n
posloupnoat redlnych fuankef stejn¥ omezenych na Q,

1014-7781 - 27566 220
- 306 - |



p o

(b) posloupnost 8, = go 8, Je omezend na P g {bn} je mono-
tonn{ posloupnost redlnych funkc{ stejn& omezenych ne Q a stej-
nomérnd (na Q) konvergujicf k nule,

(¢) ¥ada Zan konverguje ste jnomérnd ne P  a funkce
y h——g \bo(y)\ + ZE,lbn(y) - bn+1(y)l jJenas Q omezenA.

n
Ndvoad. Oznedte € = sup {\Zakx\; xcP, n>m}
k=m+]l

pro m&N. Uzijte Abelovu parcidlni sumaci a odvodte odhsd

n . n .
\Z ool s g, (101 + = o - bl )

k=m+l
pou?ijte BC-podminku.
42.13| Cvideni.

{a) UZitim 42.12 dokaZte, Ze Pada z 42.11.b konverguje stejnomérns
na mnoZfin® {_zEE; sl =1, 1z -1l > c} pro ke2dé c&(0,2).

(b} Mocninnd Fada Z(n+1)’<"snﬂ, <€ <-1,0), m€N nekonverguje
prévd v m bodech Cl‘(;jak Jjsou tyto body na Cl rozloZeny?).

(¢) Sestrojte’ mocninnou fadu, kters nekonv_arguje na konvergen®ni kruZ-
nici 01 pravd v jediném daném bodd z,& Cl.

(4) Sestrojte mocninnou Padu, kterd nekonverguje na konvergen¥ni kruni-

el Cl prédvé v bodech dané konelné mnoZiny Mc cl.

]42.14' Pozndmks, V souvislosti a 42.13 Je pifirozend Fe3it tuto dlohu:
Naleznéte mocninnou Fadu, kierd konverguje na C1 prdvd v bodech dané

konedné mnoziny McC,. Redeni této dlohy podal W. Sierpinski.
m=1

]42.15| Lemma. FPro ke2dé me N poloZme gm(z) = kZ-O zk. Pro z = exp it ,

te<-I, L5 platt g (2)} 2 2. Jestlite jo te <-7,T >,

It > € > 0, platf (g (2)} é ;’EL .

N&voad. Pro t#2kmw , k celé, platd

gy (2} = \(sin%i) /(sin—;—)\ .

[12.16 | Prixlad (N.N.Luzin, 1911).

DokeZte, %e pro o € (0,1> tads
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i 1 12+22+...+(m—1)2( ()4 g (2 ep (- 2EL) )
{' 4 &n % gm Xp m e

27 (m-1)i =
+ zm(m—l)sm(fr. exp (- —mm—]—' ))) = Zan z"

nekonverguje v £4dném bod® konvergeninf kruZfnice C; e platf a,—> 0.

N4dvod. UZijte BC-podminky a lemmatu 42.15; pomoci ndj lze ke kaZ-
dému 3 a kaZdému me N nelézt k&N, O0=sk<m tak, Ze je

‘ . (z oxp (_ 21::'5.))'2 :or .

42.1T | PPiklad (W, Sierpinaki, 1912),

Necht {an} " je posloupnost koeficientd mocninng Fady z pPfkisdu 42.16.
n = =

DokaZte, %e Fada 2 b, 2", kde b, =&, by = - 8,

k =0,1,... konverguje na své konvergendni krufnieci Cl prédvé v Jje-

dindém bodd 2z = 1.

Uzitim tohoto pFikladu Fedte obdobné slohy jsko v 42.13 = v3uds nshradte
ve formulacich alovo "nekonverguje” slovem "konverguje®". Tim vytefite
dlchu formulovenou v 42.14. '

|42.18| Priklad (A. Pringsheim).

oo k
. (-1) 2 n =1 logn ]
Rada Z mlogn * 3 kde x, = | §o23
n=2 g
" md -polomdr konvergence R =1 a konverguje v3ude ne Cl, aviak nikoliv
abaolutné. oo
Nédvod Uka%te nejprve, Ze Z — 1 . .o PoloZte
. JPIVE, = n.logn ’
i
) Ml =
a, n.logn ' n=2,3,... . Z2nsménka v posloupnosti {an}
se stf{dajf po 2° dlenech, kE€N. Definujte
n=2m'1
¢ = Z laﬂ‘ .prD m = 2,3,0-- - Plati
B p=- 1
' dx 1
0o <ec, - < —= - kde
n x log x alllogzml :

2m-1
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ax - -
/ SR [10g 10g x]z""l = lg —T— . e teqy
2n1 .

_ - log 2
Odtud vyplyvd, Ze posloupnest ¢ konverguje monotonn& k nule.

o .
U%ijte Leibnizova kriteria na #adu Z (-l)m":l Cp»
‘ n=2

Fad ’
Z konvergsnce této fady plyne konvergence Pady ZZ s, (pro8?),
n=

VydetifovanA mocninnd Fada konverguje v bod% 1 nesbsolutn®, je tedy
R =1, Nyn{ ufijte 42.12 & ukaite, %6 na C; \{ 1) konverguje vy-
SBetPovand Fada lokdlnd stejnom®rns.

Stejnou metodou lze konstruovat je#td dalsi zajimavé p¥{klady.

|42.19| Pi{klad (T. Vijayaraghavan). Mocninnd ¥eda

- 2 2 n n
R D T R 2.3
n 'l 1 2 2 LN ] n n LN

(pro ndzornost ulivéme nekorsktniho zdpisu) md tuto vliastnost:

nechf A (resp. B) je mnoiina vBech bodd konvergendni kruZnice ¢y
vySetfovanéd mocninné ¥ady, v nichZ fada konverguje (resp, diverguje):
potom plati 1 =B = C,.

kori
3@ '

Ndvod, Vydetfujte body | ze.Cl tvaru = = axp

kda m&N Jje dostatelnd vaelké; rozliste pFipady sudych a lichgch k.

42.20| Problém., Mocninnd fada & y Pro kterou platf{ 1lim a, =0
a jeji? polomdr konvergence R = 1 mé tuto vlastnost:
jo=li M € <~-A, %) nnoZina vBach t takovych, Ze ¥ada konverguje

v bodd 3 = exp it , Je M typu Fes . DokaZte!

Poznémka. V souvislosti 8 predchédze jicim odstavcem neni doposud znédmo,
zda k libovolnd mno%ind M C < -%,7%) typu Fgy  lze sestrojit
 Fadu ‘ P s konvergantni.kru!nici C,» pro kterou by platilo (viz
42.10) D(f) = K, u {_sacl { z=expit, tell} . Je znémo FeSeni
tohoto problému nep¥, pro mnoZinu M otevienou, resp, usevienocu
(8. Massurkiewicz, Fund.Math., 3 (1922), str. 52-58), resp. pro M typu
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Fo- (F. Herzog, G. Piranian, Duke Math. Journal 16 (1949), stlr. 529~
"534).

Nikteré specidlnf pfipady konstrukce Pady p¥i{slufinéd k dané mno%ing M
Jsme vyFeSili v piedchozich cviZenich a ptikledech {pozor na rizny
v¥znam aymbolﬁ M!). Upravte konstrukci ze 42.16 tak, aby pomoc{ nf
bylo moZno Felit tento problém pro pfipad, kdy <-F,XINNM

je interval.,

42,22 | Literatura. Dals3f informace vztahujic{ se k této problametice 1lze
nalézt v knihdch
T.J. Bromwich, An Introduction to the Theory of Infinite Series, London
1926,
A.J. Markulevid#, Tdorija anglitiZeskich funkeij, d4f1 I., Moskva 1967.

C. LIMITY NA KONVERGENCNf KRUZNICI

|42.23| Pognémka. Je-1i funkce £ definovédna mocninnou Padon @ y Je
spojité na ke2dé mno2in¥ McD(f), na niZ fada @ konverguje stej-
nom&rnd. Plaedpokldddme opdt, Ze polomir konvergenca R = 1. Budeme vy-
SetFovat otdzky existance limity funkce f v bods ; € G, vzhledem
k jistym podmnoZindm mno¥iny D(f).

h&ﬂl%ﬁmL N

(a) Dokatte, Zs v ke2dém bodd  §eCy = {1} existuje pro fumkei £

danou Fadou 2. 1limita lim f£(z)}. Ddle plsati
‘ z-»j ' EE Df

1im  £(z)] =+ oo

s-’l,'zeDf '

Vdimndte ei, %e zéroven plati D(£) N ¢, = g.

(b) V dal3im se omszime na Fady D = konvergendni kru¥nief €,
a budeme vy¥etfovat pouze limity v bods j = 1. Zatvodndte,
pro& je toto moiné bez djmy na obecnostil

2.25! Tvrzenf. Necht ane'E, Zan konverguqu. Fecht funkce £ je

definovdna pedou Z 8, z  a necht pro mnozinu Hc.U(O,l) existu~-

Jje konstanta A€ <1,+ e~ ) tak, %Ze sup %——:—{—%; ze.ll} = A.
iz
Potom existuje ndsledujfc{ limita a plati

lim f(z) = £ = Za .
s+1.rcM :
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Navod Uiijte véty 42.12.

|4-2.26| Cvideni,

(a) Porovnejte piedchdzejic{ tvrzeni s Abelovou v&tou, kterou zndte
z pfednddek,

(b) Pro dané A& <1,+ @0 ) popiste geometripgky mnoZinu
{zeuo,1y; 121l o A}
_‘ 1- 1zl
Nekreslete p¥{aludny} obrézek!

|42.2'7| Vata. Necht a,€ E, rada Zan " 4 polomdr konvergence R = 1
a urfuje funkci f. Nechf M je mnofina z 42.25. Nechf ddle existuje

1lim £f(z) aplat{ limn a8, = 0. Potom jse 1< D(f) a platf £(1) =
£+1,zalM e $a = lim f(s)

n s->1,s:eM
Ndvod. Kafdému zeM 1ze plifadit peN, p = p(z) tak, Zes plat{

p si’—_lm < p +1. P# limitnim pfechodu z— 1, zcM jJe

p—» +o° , Stadf proto dokdzat, %e pro z —» 1 Je
. o .
f(g) - % 8, —> 0. Oznadte P = Z an‘zn, Q= é"nu - 2™,
n=0 ‘ n=p+l n=0

P )
Pak Jo f(z) - = a = |P-al =|pl+lal.
n=0

Zvolte € > 0. Je-1li p dostatesnd veliké, tj. |z - 1] dostateZns
malé, je pro ke2dé n€N, n>p &plndn vztah |n a,l <€ .
Ndsledujici naznadend odhady provedte presnd a vie F4dnd zddvodnZte:

(Pl = L%ﬂn a, (%)\ < eee L E a vzhledem k vlastnostsm

mno2iny M (A Je konstanta z 42.25) takéd

P
lal = r%\an (1 - :m)\ < ni;o n.an(l -z} ... éA.p_lg ln.nn\ .

Pro dostatedn¥ velkd p Jje i |Ql < €, z Zehof vyplyvd dokazované
tvrzeni. '

Pozndmka. Uvedend vdta je v¥tou tzv. Tauberova typu (viz téma 43).

[42.28] Poznsmka. Je-1i Fadou @  definovéna funkce f, pro niZ js
D(f) = K,uvC,, neplyne z vEt, které jeme dokdzsli, spojitost funkce £

na D(f). Lze asstrojit fadu @ tak, Ze D(f) =K1U01, avidak mno-
%2ina bodd nespojitosti funkce f je hustd v mnoZin& Cl {(H, Steinhaus).
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D. DERIVOVANT MOCKRINN{CH HAD

|42.29| Definice, Ja-1i £ komplexni{ funkce komplexni prom#nné definovand

v okolf bodu £ &E, definujeme derivaci f'(z ) obdobné jako v redl-

£{z) - £(z )
ném oboru, tj. jeko 1lim Z - %

z-> Zo L]

axistuje v E. Takto definovend defivace mé obdobné vlssthosti jeko de-

= f'(zo). pokud teto limits

rivace v redlném oboru.

[42.30] cvident.

(a) DokaZte zdkladmi v&ty o derivovédn{ komplexnich funkc{ kemplexnf
promeand (derivace souftu, soudinu, ... ).

(b) Zformulujte a dokalte tvrzeni o spojitosti soudtu ste jnomErn® kon-
vergentni Pfady spojitych funke{ a o derivovén{ Fady funkeci "Zlen
po %lenu” (pro komplexni obor!).

l42.31| Tvrzeni. MA-1i mocninné ¥ada P kleany ‘polomér konvergence R,

md t¥% polomdr konvergence i ¥ada

s 1
A n P
n=l *n ’
venikld formdlnim derivovdnim Fady N *#len po &dlenu”.
I42.32| Tvrzenf. Nechf R je polomdr konvergences vySetfované Tady CE) .

-1
Potom v Ky platf f'(s) = Zln 8 1 Dokazte!
n:

42.33| Pozndmka, Rady ® o A konverguji ob® v Kp, kde R Je
jajich polom&r konvergence. MnoZiny, v nich? konvergujf tyto Fady
na Cp mohou vdek bjt rizné. Uvedte prikladl

42.34] Pozndmka. 2 predchozich tvrzemi plyne pro 2€K; a libovolnéd
ke N vzorec pro k-tou derivaci Fady '

%) = Z n(a-Din-2eitn -k D) g B
n:
specilng platt £%)(0) = (x!).a,, takze radu (B 1lzme téx peét

vae tvaru

' (k)
£(z) = Z _f._.i_!.ig.l. , X .

(Porovnejte tuto formuli s Tayloroviym rozvojem.)
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42.35{ Lemma, Nechf a, n€E pro mn =0,1,... a nechi platf

oow oe

) + l°° .
(K mZ=0 nZO hlm.n\ < .

- oD oo o
Potom plat! 2 = & = 2 2 a .
, n=0 n=0 ' n=0 m=0 ?
Poznémka. UkaZte, %e bez predpokladu (K) nemus{ rovnoast platit!

N é&dvod., Podle zndmych vt zddvodnite rovnoati

ss <3 s
, = lim = = lim = .
m=0 n=0 *m,n k>0 p=0 n=0 %'1.1 k->=° n=0 m=0 ®m,n
oy [d
K odhadn rozdilu hodnoty Z Z ay, @ viyrazu na pravé stranZ
' n=0 m=0 ’

pfedchdzejic{ rovnoati u%ijte pPedpokladu.

I42.36| Tvrzenf. Nechf fada @ mé4 polomdr konvergence R > 0O, Potom
pro z oe'K'R a funkei touto Fadou definovanou platf

(k)
fz) = = o

(3 - z)F
k=0 ki °

pro kazdé zeu(ao,R - Is V).

Ndvoad Platd f(z)= Za[(z-2)+2 ] =
. o0 o0

= Ea i (n)(z - zo)m . zOn—m =2 = (n_) a, zon-n(z - zO)‘

n=0 " =0 \m n=0 np~m I
v oboru, kde je Z\anl . (Iz—lol + |z°l)n < + oo

Pozndmka. Srovnejte nalezend vyJddfent f(z) =z této vét_y‘ 8 formull
z 42.34.

¢

|42.37| Priklad. Je-1i f{z) = Zzn‘, z2&U(0,1), 1lze fadu vpravo snadno
sed{st. Rozvinte funkei f v mocninncu Fedu o stfedu 2,& U(0,1)

a uwdete polom#r konvergence takto veniklé Fady. Nalrtn&te pFislusSny
obrdzek. Uvidomte s8i, Ze jsme dosud nedokdzali vdtu o jednozne¥nosti

rozvoje funkce v mocninnou Fadu!

l42.38l CviZent. DokaZte vEtu ¢ jednoznafnosti rozvoje funkce v mocninnou Fa-

du (viz téma 21). ﬁvédomte al, Ze pracujeme v komplemxnim oborul
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B. REGULARNI A SINGULARNL BODY

42.39‘ Pozndmka., V teorii funkef komplexnf prom&énné dospivime k vysledkidm,’
které piri srovndn{ 3 analogickymi vy¥sledky pro funkce redlné prom3nné,
by se mohly zddt pfekvapujicl, Dok dsali jsasme, %2 funkce

£ urlend jsko soulet fady P s kiasdnym polom®rem konvergence R
md v krubu konvergence K. Vv ka¥dém bod¥ derivace vBech Fadd.

Plati té2 ndsledujici tvrzeni, kterdéd nebudeme dokazovat.

42.40| VEta. Necht funkce f, definovamé na mno%ing Uz ,r), Tt > 0

©4 na této mno2ingd wAude darivaci. Potom existujs mocninnd Fnda o stle~
du = o ® polom&rem konvergence R 2> r tak, %e na uvedené mnoZing
plat{ Zan(z - sn)n =  f£(s). .
Pozndmka, Teprve tato vita, kterd se probird v p¥edndice 2z snalyzy
v komplexnim oboru, ndm umoini objasnit souvislost mezi vlestnostmi
funkce f ur2end moeninnou ¥fadou a velikosti polom&ru konvergence
R této Fady. '

42.41| Definice. NechE #ada (P mné kladny polomir konvergence R.
Oznadme jej{ soufet op&t £, V ka?dém bod¥ z&Kp lze rozvinout
funkci f v mocninnou Fadu o st¥edu 2z, Jjeji¥ kruh kenvergence
oznadfme K(z). Poloifme G = UK-R K(z)., Bed ze CRnGI nazve-

z€E ‘

me reguldrnim bodem a bod z€Cp\G; singulérnim bodem dsné funkce
f, reap. i‘ady P .

m Cviten{. Na konvergen¥mf krufmici Cr ¥ady @ 8 polom#rem kon-
vergence Re&(0,+ ©o) leii alespon jeden singulérmf bod. Mno%ina
tdchto vlach singuldrnich bodd jJe uaaﬁf-ené v CR’ resp, v K,
Posnémka. Funkei £ urlenou fadou B  nelze rozBffit z K
na U0, r), ., > R tak, gby toto roz¥ffenf m#lo v U{(0, r) v3ude

derivaci,

|42.431 Poznémka, Funkeli £ urenou Fedou @  1ze rozdikit z KR na
mnoinu G, (viz 42.41) zfejmim zplsobem: Definujeme f(zl) pro

2,&£ G, pomoc rozvoje funkce f v bod# sek, ke z,eK(s).
Doka%te korektnost této definice.
fs2.44 | Prfx1ad. Urete mnozinu G, pro funkei £, urdenou Fedou 2 20,

Jedinym singuldrmim bodem téte funkce na Cl _ je vod 1.
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42.45] Pozndmka. UkaZte, %e reguldrni body Fady @  nemust bft prvky
mnoZiny D(f) a prvky mnofiny B(£)NCy nemusl byt regulérni body.
Lz_e nap¥, dokdzat, Ze 24dny bod konvergqnén;i kruinice C, fady
z 42.8 (iii) neni regulérmim bodem této Fady.

Prakticky je velmi ocbtiiné zjistit, které body konvergenin{ krug-
nice CR’ R>0 fady @® Jjsou reguldrnf. DokaZte toto tvrzeni;

|42.46| v&ta, Necht #ada @ n4 polomér konvergence R = 1., Rosvineme-1i
funkei £ touto Fadou urdemou v moeninnou Fadu o stiedu 5 = 1/2,
~Je bod 1 reguldrnim bodem funkce f prdvd tehdy, mé-1i nalezend
#ada polomdr konvergence R° > 1/2.

[42.47] Pozndmka. Nskteré praktické postupy, slousfc{ k nalezen! regulérnich

' bodd, jsou zaloleny na modifikaci postupu, vyplyvajiciho z vEty v 42.46.
Pro PFady 8 redlaofmi koeficienty plati nap¥. ndsledujic{ tvrzeni:
JestliZe pro koeficienty fady (B s polomdrem konvargence R = 1
platf n3kterd z ndsledujfcich podmfinek

" (a) a; > O pro vSechna neN,
(b} Znn = + oo nebe zan=-oo ,
7 je bod 1 singuldrmim bodem Fady ® .

Pozudmka., Vialedek z 42.43 nds pPivddi k ndsledujici mySlence:
Funkei £ urdenou Fadou @ 8 kladoym polomdrem konvergence R
1lze roziifit popsanim postupem z IR na Gl, odtd stejnym poatupem
na jistou mnoiinun Ga, atd. Kapadd nds pPirozend otdzka, kdy se tento
proces "sastavi”, tj. zda existuje neN tak, Pe platf G = Gn+1 o L.,

Tato otdska a ji podobné dal¥{ otdeky se jiZ vymykd rozsehu tohoto téma-
tu, setkdte se viek s nimi v teorii funkei komplexni prom¥nné p¥i studiu
tsv. analyticigfch funkef.
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TEMA 43

Stitaci metody

A. Definice, reguldrmi{ a monotonni metody.

‘B. Ceasarova & Abelova siftac{ metoda.

C. Riemannova s¥ftac{ metoda.
D. Limitovac{ metoda D.

E. Soulin rad.

F. Taubarovské podminky.

[
L]

DEPINICE, REGULARNY 4 MONOTONNI METODY

Oznaime aymbolem x mnoZinu v3ech konvergentnich posloupnosti
redlnych Zisel. Pro kaZdou posloupnost {'n} e J’C Jjeme definovali
jeji limitu 1im a, (zopakujte 3i definicil). Vime, %e existujf
posloupnosti, které nemaj{ limitu, nejsou konvergentni (uvedte pFfkladl).
Chceme nynf i n3kterym nekonvergentnim posloupnostem p¥i¥adit jakousi
“limitu®, pFidem% toto pfifazen{ musi byt v jistdm smyslu "rozumnd”.

V tomto tématu naznadime, jak tohoto cile dosédhnout.

Oznadme jo!ti syl-lbolem' 2 mno?inu vSech konvergentnich ¥ad.
(UvBdomte si rozdily mesi pojmy: posloupnost - limita posloupnosti -
- Feda - soutet Fadyl)

Dafinice. Nechf P  je mnoZina posloupnostf redlnjch Eﬁel, f zobra-

1014~-7781

zenl mnoiiny P do RB,. Potom dvojici (P, f) nazveme limitovac{ me-

todou & Fkéme, Ze kekdd poslowpnost { & }..o 3 P Jje limitovéns
metodon f k 3fslu f({ay}); &fslo £({a }) pak naszjvdme f-limitou
posloupnosti {an} s krdtce jeji zobecnénou limitou.

JeatliZe ve:meme v tdto definici posloupnoat {sn}::o S8dstesnych
soustd Pady IEL e, Pek hovorfme o eiftact metodé, f-soudtech 81

o zobecnd qych souﬁtech.

Mdme-1i naopak definovdnu adftaci metodu, 1lze na jejim zdkladd za-
vést limitovac{ metodu. Vyav&tlete a provedte detailn®! Je lhostejné,
kterf z obou zplsobdl budeme uifvat, lnebof a%ftac{ a limitovec! metody
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spolu navzédjem jednoznadnd asouvisejf{. Rovn¥% nebude podstatnd, zda vity
budeme formulovat pro siitac{ %i 1limitovac{ metody.
Jestlize #ada Z a. méA za zobecnBny aculet %{slo s€c B

n=0 o
tac{ metodou f), gnalime to:

o . [ad oD oo
zs-Zan=-, f—Zan=a, Zan=a(ZS). Z = a(f)},
n=1 n=l n=1 a1 °

Obdobnd pro sobecndmou limitu (ZL).

1 ({881~

43.2 Reguldrn{ metody. Zrejm# nebudou mit velky visnam vlechny dvojice
"~ (P,f), v dal5im budeme poZadovat splndni jistych "rozumnjch* vlastnosti.
Rekneme, Ze limitovaci metoda (P,f) je reguldrni (i krdtce f Jje re-
gulédrni limitovac{ metoda), jestlile jsou spln¥ny podminky:

(1) P je linedrni prostor (p#i obvyklych operacich) a
f Je linedrn{ zobrazenit,
(i1) XcPp a f({an}) = lim a, pro {an}e.‘-.jc.

Dafinujte obdobnd reguldrnd ad{tac{ metody!
V dal8fm uké¥feme Ze existulf dvojice (P,f), které nesplnuj{ ani podmin-
ku (i) ani (ii), a %e podminky (i), (ii) jJsou nezdvisié.
43.3| Prixieay. '
(a) Bud P = {{an}::o 3 e.eB, a  Jo imeionﬂni} ,
£ f({.n}) = ] pro kaZdou posloupnoat {an} €P.
UkaZte, fe (P,f) nesplnuje ami (i) ani (ii).

(b) Necht P je systém vBech posloupnosti,
f({an}) = 1lim a_ pro konvergental posloupnosti {8y} >
£({ag}) = 8, pro nekonvergsntni posloupnosti.
Ukatte, 3¢ (P,f) splinje (ii) a nespliuje (i).

(e) Nalesndte prfklad (P,f) spliujfci (i) a nesplnujicf (ii).

43.4 Monotonn{ metody. HRekneme, Ze sZftaci metoda (P,f) je monotonn{,
Jestlile plati: '
3 Caad
(111) {Za }e P, a > 0 pro viechna REN==>1 - Z‘n 2> 0.
n n=1
Lse definovat cbdobnym zplsobem monotonnf limjitoveei metody?
Ne ka2dd regulédmi metoda je monotonni, jak ukasuje nésledujicf pFikled.

P¥{klad.

(a) Ozna¥me ¢ prostor vlech konvergentnich fad, L mnoZinu vlech
fed 8 "konstantoimi" 3leny, pleans ji:

1014-7781
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{Zln}i L’ pr‘vﬁ kdy! .1 =..2 = a, = oaes .

Buldl P = ¢ 3 L (direktnf soulet dvou vektorovfch prostord),

Pro .{Z'n}e P, {-'n} = {cn} + {-1} ,.{Z‘cn}ec

-0
poloZme r({an}) - zlcn - d.
n‘-:

 UkaZte, 2e (P,f) Jje reguldrmi, nemonotonni sf{tac{ metoda.
(b) Podejte (odlisny) pffklad nemonotonni, reguldrni s3ftaci metody!
Ndsaledujict vétd ukazuje, na jakdé Pady mé smysl aplikovat poJjem zobec-
néndho souftu reguldrni monotonni metodou. .
Vé_ta.‘ Racht (Pyf) Jje reguldrmd monotonni s{taci metoda, nechf

—
a 2 0 pro vBechna ne€EN, necht Za = +teo0 |,
n=]

FPotom f = Z‘n neexistuje (tj. {_Zln)¢P).

Doka¥tel Lze vynechat pfedpoklad regularity #i monotonie?
Je tedy vid#t, Ze reguldrnd monotonn{ sZitec{ metodou lze krom& konver-
gentnich Pad sdftat jen ¥ady se stf{dawymi znasménky.

Z této vBty doka¥te ndsledujic{ tvrzenmi:

] - =
Necht (P,f) Jje regulérnf monotonn{ s3{tac{ metoda, necht Z a,
‘ n=}

O
nekonverguje, ale nechf existuje £ - 2 a . Potom

n=l
= + i T = o+ o
nZ=1 *n o=l *n '

(kde a; = max (an,O), a; = max (-an.,o)) .

|43.7"| Problém. Pro jaké sifitac{ metody plati

= s -2
+ 25 - a = 25 - ?
%o a=1 ° a0 B

Rovnost chdpejte jako dvé implikesce, tj. ptédme se, kdy plat{

s 5

(g} 285 =~ a =8 ——= 2S5 - =8 - g ’

* n=0 2 n='1.‘in °
oS —

{b) ZS-Zan=B==>ZS—Zan=a+a°.
n=l n=0 :

VySetiete tedy, kdy zobecn¥nd limita zdvis{ na koneln¥® mnoha #lenech
posloupnoatil

43.8 CviZeni.

(a) UkaZte, Ze existuji reguldrnf sifteci metody, které s¥itajf tutd:z
fadu k rizoym soudtdm.

4- 1
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N4ddvod. Zkuste pouZit priklad 43.5.a.

» .
(b)" Je mo¥no sestrojit i reguldrni monotonni s3ftac{ metody s touto
vlastnoat{? :

B. CESAROVA A ABELOVA S&fTacf METODA

¥ tomto odstavei uvedeme dvé AlleZitd .sditaci 31 limitovaci metody.

43.9 Definice,

(a) Cesarova s&itacf metoda. Zvolnme
' a +‘ +-o'+a
P, = {{an} ; existuje viestaf 1im -2 1 n}
n-»ec n+1l

a definujme zobrazemi £, + P, —> R.L ~ ptedpisem

‘ + +l..
£({a }) =1 —o % M S

Ny o n+1

Limitovacl metoda (P,, f'c) Je podle tématu 38 reguldrni a nazfvd
ss metoda Cesarova ¢i metoda aritmetickfch primérd (prvniho Fddu),
Budeme Jji znmdit symbolem (C,1). Z nf miZeme vytvorit siftaci me-
todu (provedte podrobn#jil), kterou budeme oznadovat stejn3.

(b) Abelova sd3f{teaci metoda,. Necht

P, = { Z'n. ; existuje viastnf lim =2 anx‘.} ;

x*1- n=0

pro Z a € P A poloime

-} oy
A= Z u]lim Z =,
n=0 *n x> 1= n='(.')an
Prdvd definovand s3f{tac{ metoda (P4,A) se nezjivd Abelova (gnele-
ni (A) ). Regularita Abelovy metody plyne z Abelovy va-ty, kterd

Je probiféna na pledndice.

|43.10 | Vetsh Abelovy a Cesarovy metody.
(a) © vztehu s¥ftacich metod (C,1) a (A) hovoPi isv,

[ d
Frobenmiova vita: Kecht = a, = (C,1). Potom ték
- ! n=0
= a, = s{A). (Ddle je metoda (A) obecndjsf neZ metoda (C,l),
n=0
viz (b).)} DokaZtel

1
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’ ’o“l"' In
Rdvod. Oznalte a3 =a, +a +...+a, 6'n= I

o0

£(x) = .
(x ngoan

UkaZte, Ze plat{
=0 oD

tx) = (1-x) X8, P=0-022 6, (n+10
n=0 n=0

ProtoZe 6:1 —>s8, je 8 =o(n) e tské a, ® o(n). Tudi{Z Fady

- o 8

> 8, * a > e'n(n +1)x®  konverguj{ alespol na intervelu
n=0 n=0

(-1,+1).

Nakonec pouZijte vztahu

[ e .
f(x)-—a=(l-x)az (n + 1) (6:‘.—3)1‘“
n=0 i
k Aalkazu tvrzeni.

L acd .
(b) UkaXte, Ze #adn Z,(,(_l)n n Jje s3ftatelnd Abelovou metodou, ale
n:

neni siftatelnd Cesarcvou metodou. Odtud vyplyvé, %e (A)-metoda je
skutedny silndja{ neX (C,l)-metoda.

43,11 | Cvilemf{. Oviéfte monotonii sZitacich metod (A) & (C,1).

4.12] CviZen{, Ukafte, Ze A- lim o, = lin  (1-x) 2'. ag x7.
. x-» ]~ nz=z0

0dtud odvodte specidlni vysledek, je-1i poslcupnost {_an} konvergent—
nf. '

C. Rrmmammova sifraci uEToDA

mﬂta. Necht Zdstedmd soulty s, Tady Z s, tvol{ omezenou

poaloupnoat. Bud g takovd funkce v <0,+ oo ), e f gl < o=
oo x
] /8 = =], PoloZime G(x) =1 + f g. Fotom pro kagZdé h >0

o %
Konverguje Fada Zo oy O(nh). Jestlife f(h) Jje jejf soufet a je-11
n—
$=limswp s, &= liminf s, r=3(-+s>, A -3(3- ),
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0
T- DS lninf £(h) € limsup £(h) = T+ w D
h— O+ h—> O+
DokaZte!

Néd vod. Pomoci Abelovy parcldlnf sumace odvod{ime
O m~1
2 a Gnh) = lin (Z 8, Lo(oh) - o ((ar1)n) I+ o, a(-n)) .

n=0 m-roo \ n=0
Je oviem 1lim G(x) = 0 a ddle

X300
oo oo (n+1)h

n%o \G (ah) - a((mﬂ)h)\'-i-nz=° f | slswes,.

oo nh
0Odtud plyne konvergence Z o, G(nh) pro h> Q. .
n=0

Dédle dokaite tento "pomocny” vztah:

(%) limsup \f(h)|l € & limesuwp |s
h— 0+

n!
K tomu zvolts o > 1limsup \sn\ a n, pfirozend, aby pro vSechna
n>n, bylo s | <o . Pak

£

+DC*]!;| .

o

n

i s, (a(nn)- @ ((a*1)n)

el =

Prvmf{ sditanec mé limitu O pro h —>»0,. Odtud - (%) plyne snadno.
mlﬂ pOlOitQ bo = ‘o - T' bi = ai’ tn = bo + se. t bn = ’n - Tr
Je 1imsuptn=S-T=A y liminf tnia-'r=-A,
1imsup \tn‘ = D, Poloime jeité
o
£,(h) = 2 b G(nh) = £(h) - T
n3Q

a splikujme (%) na f,. Méme limsup lfl(h)\ € W, tedy
h—= 0+

limsup £(h) < T+ & A . Podobné pro liminf f(h).

h—0+ h—> 0+

43.14| CviZenf. Zvolte v 43.13 funkci g splnujfct vdechny pfedpoklady

2
tam uvedené, aby G(x) = (_S_i_n%) pro x> 0, G(O) = 1.
Sestrojte deldi funkce g, splnujifct pfedpoklady z 43.13.
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43.19; CviZenf. Ponechme oznadeni z 43.13. Plati toto tvrzéni:

D .
JastliZe Fada Z 8, konvarguje, pak existuje 1lim f(h) a plati

oo n=0 h—>0Q+
> = lim £(h). ‘
n=0 ‘n h->0+

B4vod., Plyne trividlnd z 43.13, nebot pak A =,

43,16 Definice. Ponechme oznalenf z 4J.13. JestliZe existuje 1lim f(h) = 4,

oo h—s O+

fekneme, Ze Fada Z=° a, Jje RG ~ siitatelnd k 3falu A; &islo A
n

nazveme R, - soudtem této Fady. Je-1i specidlnd G funkee z 43.14,
budeme Fikat pouze R-sowlet a misto Kg=sditatelnd budeme Fikst, Ze
=]

Z . Je s3itatelnd Riemamnovou sZitgef metodou,
n=0 ‘

3.17] Cvilenf. Pomocf 43.15 ukelte, e s¥ftac{ metoda By je reguldrnf.

43.18 ¥ | CviZemf. Pokuste se sestrojit Padu, kterd neni konvergentni a je
siitatelnd Riemannovou sZitacf metodou.

43.19 | Cvideni. Rozhodn#ite, zda Riemannova s_éitacﬁ metoda je monotonni.

ﬁ).ZO*IProbldl. Porovne jte Riemannovu adf{tac{ metodu a jinymi at{tacimi meto-
dami, kterd zndte.

|43.21| Pozmdmks. Riemamnova s3f{tsci metoda md znalnou dleZitost v teorii
trigonometrickych fad (viz téma 22).

D. LIMITOVACT METODA D

ﬁ:.zz[ Hustota. V daldfm ukéd¥eme pFiklad jektd Jednd za jimavé limitovaci me-
tody., MNejdfive vigk zavedeme nikteré pojmy.

Bud ddna ro s touc { posloupnost 8 = {ni} (mt%e byt nekonelnd,
konelSnd, prdsdmél) pF*irozengfch &fsel.

Definujme horn{ a dolnf hustotu posioupnosti 8 vztahy

PN(S) = limspi > 1
B~ oo lisn

Dy(8) = lminel = 1.
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Jeatlize D*(S) = Dy(S), nazjfvdme tuto spole®nou hodnotu hustotou
posloupnosti S a znaéime ji D(S).

|43.23] - Pi{klady. Uréete hustotu {resp. hornf a dolnf hustotu) nésledujicich
posloupnosti:

(a) Sl je libovolnd prézd.nﬁ nebo:konefnd rostouci posloupnost pFiro-
zenych #iael, '

® s, = {0

|

[ =]

() 85 = {am} ., .
(d) S4 = {ak}:l s kds 8y =1, 8 = 2n+1+ ,@ , JestliZe

xk=2"+ L , xae [L=1,2,...,2°

. oo
|43.24| Definice. Necht {_xn) q=1 J° posloupnost redlnfch Zfgel, bud te B
Oznadme symbolem {n; t} posloupnost té&ch pFirozengych %isel n,

1.

pro n&¥ Je x, = t (chdpejme ji jako rostouct posloupnost - toto je
moiné diky dobrému uspordddni prirozenych &{sel),
Rikéme, Ze posloupnost {"n} Je D-konvergentmf{ k D-limits A

n=1
JestliZe pro kaZ¥dd £ > 0 plati

D{n; \xn- l‘ b E} = 0.
(a) Uvedte n&jeké priklady!

(o) UkaZte, %e D-limita je definovdna korektnd, tj. JjestliZe
D-lim x = f , Dlimx = 7, poton f =7
N4&vod Predpoklddejte, %e f # 7 . Z toho vyplyne, %e

hustota posloupnosti vsach prirozengch &1sel je O (uvaZte, Ze
sjednoceni dvou posloupnosti 8 nulovou hustotou - chépanéd jeko mno-
2inové sjednoceni, kterd je uspofdddno Ao rostouc! posloupnosti -
Je op¥t posloupnost s nulovou huastotou),.

43.25! Cvizemi. Uka3te, Ze limitoveci metoda D je reguldrm{ s monotonni,

Ndvod., Obti¥nsjsf je pouze dikaz linearity této metody (tj. (i)
z 43.2).  Uzijte k ndmu inkluse

(il o forlzedefns g -f1= $}o{n iy, q3g)

kde f = D-lim x, 7 = D-lim y,.

1014-7781
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43.26| V&ta. Necht D-lim x, = f , necht posloupnost {."n} Je omezend.
Potom lim x = f (C,1). Dokafte! (Co ném tsto v¥ta vlastnd *{k4?T)

Ndvod, Predpoklddejtes, Ze = 0. Oznaite N poéet téech 1

(i = 1,2,...,n), pro n&k ‘xil > € . Potom n}.,ir:o _ﬁ!.l. =0.
xl + e + xn
n *

Byni vhodnZ odhadnite zlomek

[43.27] Tvrzemi. Wecht D-lin x, * f » nechf funkce g : By—> B ja
spojitd v bodd f . Potom D-lim g(x,) = g )f ). DokaZte!
(Opét porovnejte = "klasickou v3tou.)

B. SOUCIE RaD

V tomto odstevei budeme aplikovat s3itac{ metody na souXin ¥ad.

X ol oo oo
43,28| Vits. Cauchylv soudin Fad Z 8, Z b je tada > L
n=0 n=0 n=0

- ” m
= Zai b.i (rozepiste!). Jsou-1li Fady Zan. Z bn

n i+j=n n= n=0

absolutné konvergentnf, Jje i Fada Z ¢, absolutné konvergenini a
n=0

oo o

o
plati Z e, Z 8, Z bn (vyslovte obecnsj5{ v¥tu o ndsobeni
n=0 n30 n=0

absolutné konvergeantnich Fad!).

Uvedend vits pro soudin nemusi platit, pofadujeme-li pouze neabsolutni
konvergenci obou fad. UkaZte!

= n
Ré&vod. UvaZujte fadu Z — =1 a jeji druhou moeninu.
- n=0 n+1

|43.29| Véta (lertanl, 1875).

Necht Zn.. Zb jsou konvergentni Fedy, z nichl alespoii jedna

Xonverguje absolutné. Potem Cauchytv soulin #ad Z an. %0 bn
n

LD
konverguje a plati Sc Za Zb Doka!ta!
n=0 ® n=0
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Nédvod. Necht #ada Z‘_)an konverguje absolutn&, Oznaste Ap»
n=

By Gm n-té Sdetelné soudty prislulinfch Fad. Potom plat{

> >

cp = -=0'n Bp-m = Eaall pm,p ? kde ‘;m,p = Bp—n

pro & = 0,1,...,p, @n,p =0 pro m 2 p + 1. Koeficienty Pm’p
Jjaou omezend stejnou konstantou pro viechna m, p. dJestliZe poloXime

o
(P.(p) =y Pn.p , pak Fada ;‘f—l Cf’m(p) konverguje stejnomirnd na mno-

>
2ing N (zde se pouXivd sbsolutni konvergence Fady -2 8, 1).
. n=z0

Nyn{ sta2{ ukdzat, Ze
L d

20 o0 g
lim C_ = lim = = . 2 .
pdoo P paeo nzﬂoa. pn,p go% ;}:wpm,p nz=0a ZLO oo

Platf tsto vita i pro jiné soudiny, ne je Cauchydv soudin?

o [
|43.30| Véta. Necht Zam = a, an = b Jsou konvergentn{ Fasdy.
n=0 n=0
Y
Potom (C,1) - = o, = ab. Dokaite!
n=0

uwv, + ...t v
-] * “n'n
Ndvod. Ukaita, Ze T

— uv, jestliZe

%—-—9 u, 'n""—’ v.

¥. TAUBEROVSKE PODMINKY

- =]
Xn2dd konvergentni Fada E_O a, s8e soultem 8 je (podle defi-
n-

nice) s¥{tatelpd libovolnou reguldrni metodou k témuZ sou¥tu. Obrdcend
oviam ne ka2dd sditatelnd ¥ada - kupffkladu (C,1) - je konvergentni.
Vity, které PFikajf, zas jokého daldfho predpokledu je sZitatelnd Fada
Ji% konvergentni, se naz¥val{ v&ty Tauberova typu. Dodate¥ny predpoklad
této vty se obvykle pak nazjvéd tauberovskd podminka pro dsnou sff{tac{
metodu, UkdZfeme ndkolik v#t Tauberova typu pro metody (C,1) a (4).

. o
[43.31] Vste. Neeht = o, = s (C,1), necht a =0 pro »=0,1,... .
n=0

L~
Potom = a, = 8. Dokaite! Jakéd je zde tauberovskd podminka?
n=0
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43.32| Vita.  MNecht = s, =8 (C,1), necht existuje vlaetns

=0
a + 2. + LN ] + n o2
lim 1 -2 B n « Potom Z 8, = 8. Dokaitel
> oo n=0

l43.33| Cvidenf. ©Pomoof 43.32 ukalte, %o existence vlastni limity

lim na,  je také tauberovekd podminka pro metodu (C,1),
n—»oo

|43.34l Poznémka., Bxistujl daleko obecndjS{ tauberovskéd podminky pro metodu
(C,1), napfikled omezenost gdola posloupnosti {_nan} Jje tekovoun

podminkou. O tom se lze dolist v knize @.H, Hardy, Divergent Series
(‘ruaky preklad z roku 1951) &1 v knize . G.M. Fichtengole, Kurs dife-
rencislnovo i integralnovo isdistenija II, Moskva 1959.

[43.35] Cvizeni, Malezn¥te pro Abelow metodu tauberovskou podminku obdobnou
43.31,
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TEMA 44

Nerovnoeti

3

44.1 Youngova nerovnost. UkaZte na zdklad® obrdsku, %e platf:

Necht £ je spojitd a rostouci funkce na intervalu <0,02,
ce>0 a £(0) =0, Pak pro a€e<0,6> , b& 0,1{(c)> Je

ff(x)dx + fr'l(x)dx > ab
[¥]

0

PFi ddkazu pouiijte vztahu
x f£(x)

ff + =1 . xf(x) pro ke¥dé x > 0,
Q

Zjistdte, kdy plati rovaost!

44,2 Cvideni. Z odstavce 44.1 doka3te vhodnon volbou funkce f:
1l 1 a?

a
Pro a,b 3> 0, p>1, T+g=1 plats -p—+-§—; ab.

Odvodte, kdy plati rovmoast!

Jiny ddksez této nerovmosti vis [ D II}, kap. V, § .12, v&ta 101,

44,3 Hblderova nsrovnost. Pomoc{ 44.2 dokaZte:

Rech‘i ak > Ol bk ?" o Pro k L 1....,13. p) 1' %"’ %8 1.

41 1

a 8 » q

Pak ,=> acb, < [Z aﬁ] [i bg] .
k=1 k=l k=l

Qdtud limitnim pFechodem dokaZte, %e pro libovolné dvé posloupnosti

{ﬂn}. {.bn} y P21, %'l- -cl-l- = 1 plati tgv. HSlderova nerovnost

1 1
oo Py = 0 =
\ b anbn\ < [%lan\p P [nzllbnlq 1 . zjistdte, kdy v té-

nsl

%o nerovnosti plati rovnost.

- 1014-7781
- 327 -



44.4 Kinkowekého nerovnost. Pro libovolné posloupnosti {an} . {bn} '
p2>1 plati :

e bn@%. c [Zd¥ (Sl

Ndvod Uvalite, 2o la, + b7 < la l.le, + b i7" +

+ 1ol . lag + bnlp'l a pouZijte HBlderovu nerovnost.
44.5 Prostor Ep' Pro p>21 osnacme

1, = {{_an} ; 8 EK, %Lla\nlp < + oc-} , kde K e
mno¥ina v3ech komplexniéh (resp. redlnych) &iasel.
(a) Dokaits, Ee pF¥i této definici soudtu

| {an} + {.bn} - {an+bn}

a ndsobku komplexnim (resp. redlnym) E{eslem

"l{ﬁn} - {-J';n}

Jo 3‘p linedrni proator nad t¥#leesem komplexnich (resp. redlnych)

51!01. oo _%_ .
(b) Zobrazen{ 'f t a—» [%mnﬂ , B = {_an}elp
md vlastnosti
(1) ?o({_an’]) > 0 pro kakdou {_an}elp,
(11) ?({‘n}) = O, prévé kdyi a; = O pro keidé nel,

(i11) r({_an}) = [l ({8,}) pro xatas dex o (s }e1,,
(tv)  P({ay + v,)) < @({a33) +P({3}) pro véechna

{ea) s {ra} 1
Tedy sovrasent @ 1 [{8,} . {b,}]~ ({ay - bp}) .
[{an} , {hn}] €l,x1, jemetrikema 1.

(Zobraseni & vliastnoatmi (1) - (iv) se ¥{kd norma na li-
nedrnim prostoru.)

'
I

(o) Metricky prostor 1p s matrikou ? definovanou v (‘b) Jeo
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Uplny metricky prostor tj. posloupnoet ta(k) } c lp Je konver-
gentni privé tehdy, jutliie plati

E£E>»0 kﬁl keN jﬁ [(k } k ):# sOf (k'hj) (k))< E]

Ndvoad. Obtiinajii Je pouze dllkas postaZitelnosti podminky.

-0
Oznalme a“‘) '{’gk)}nsl . Pak pro pevné ke N vyhovuje

(k) oo . ’ . .
posloupnost 8n .}nzl oby&ejné Bolzano-Cauchyové podaince a

tedy existujfl ane B, tak, ¢ lim agk) =8
" o

: (k)
(adery o pim g0 e

n Kyni dokaite, Ze

Cvideni,

(s) Dokaite, e pro & 20, k = 1,...,n Je funkoce .

3
gt Xi—> = a s X > 0 nerostouef na {(0,+ ©°).
Bxistuje tedy 1lim g{x). Vypoltdte ji!

' X-* oo ‘

(b) Pomoci (a) odvodte, %e pro 1= Pp< Py Jo lpac 191 .

Doka¥te, %e¢ tuto inklusi neni moZno nikdy saménii za rowvnost!
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*REMA 45

Stirlingova a CebyZevova vita

.

Obsah: A. Nekoneiné souéiny.
B. BStirlingova formule.
c. GebySevova vita.

A. NEKQWEENE souSINy

[45.1] Defimice.  Necni p, Je &feelnd posloupnost, poloime

P,=p; Pp +oe Py = 'ﬁ; Per B =1,2,... . Jeetlife existuje

lim P, = P vlasin{ a nenulové, pak Fikdme, Ze nekoneinj soudin
n—=°

+ 00

Tl; p, konverguje k P, Je=1li P =0 nebo P a oo ¥ikdme, Zeo
A=

nekons&ny souin TT Py diverguje.

k=1l
[45.2] cvidens.

Sy

(a) Dokagte, ¥e¢ 1lim Pp ™ 1 je nutnou podminkou prc konvergenci

+oo n-»oc
11 Ppe Je tato podminka postadujici?

(b) Na gékladd (a) uvaZujme pouze ty nekonednéd souliny, pro nif je
P> 0, n=1,2,... & ognalae Py = 1 + a,. DokaZte nyni,

n
oo
%¥a soudin Tr (1 + an) je konvergentni, prdvé kdy% Fada
- n=l
Zi log (1 + a ) Je keavergentni.
n=

(¢) Jestlife a¥ na konedny podet indexd je a > 0 nebo a, <0,

oD
pak soulin 1T1 (1 + a;)) je konvergentnf, prévid kdyf ¥ada
op = o
= a Je konvergentni,

s
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log (1+a))
Ndvod. Uvagte, Ze sa daného p¥edpokladu je lim—s—.—"‘— =1,
. \ n

poufijte srovndvaci kriterium a (b).

(d) Dokafte, Ze soudin .ﬁ; (1 + ay)) diverguje k 0, prdvi kdy¥ Fada
n=

L
n% log(l + 8,) = ~0e

(e) Jako aplikacli nekonednjch soudind sjist¥te chovdn{ Gaussovy hyper-
geometrickéd ¥ady 40.14 pro x = -1,

Névoa, Osnadte a, n-tj koeficient hypergeometrické Fady.
VyjddFete

8 ;Z‘-oc - ﬂ +1 a
n+l n
—a-;—- 1~ o + :2—_ y Kkde posloupnoat - Lcn} Jo one-

zend. FPFedpoklddejme nejprve, Ze J”- o - F’ +1 > 0., Pak pro '

n > n, Je 0= L € a,. Protofe jde o Fadu nz-("-'l)n 8,

n-1
a a
Je nutné a stadi, ady lim a, = 0. Ale ]T :"'1 = -3, Sta¥f
n->oco k=) k b |

- a
tedy dokédsat, fe -ﬂ— :*’1 diverguje k 0. To doka¥te pomoci 45.2.d.

n=l n
Pro p¥ipad 2’—&6 - P + 1 =0 uvaite, Ee podle (o) H ::1
L ]

konverguje a tedy 1lia an,‘ 0.
n-roo

45.3| fTvrzenf{. Nechi {pn} Je rostouci posloupnoet prvoéisel
[ ————— o

‘rl' 1

( = 2). P > 1 - ’

'pl ) re * Je n=l 1 - --——i j (x)
pn

kde j je Riemannova dseta funkce (vis téma 41). Dokaite!

4 d Uvaite, Ze X = u
v o . va tC, ] _"*_l—" - XX L
1= ke0 (pn)
Pa
Vyndeobenim konelného po¥tu takovych &lend dostaneme vyjddFeni
N
(§) 1
Px = II -]‘—-:I_— . Z ndho odvodte

4
"
i
=
-+
=
[}

Pn
N | , |
o < p® _ Z 1 . ? 1 . 0dtud ihned plyne vjsledek.
-z kel k¥
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45.4 | Cvideni. Z posledni nerovnosti v névodu k 45.3 odvodte, Ze

N ‘ Do
P(l) 2 Z 1 a tedy, Ze TT 1 diverguje k + co .,
1 k 1
Pak ale také T-l; (1 - -—) diverguje £k O a podle 45.2.d4 je
k=
Zl ..Pl_ ¥ede divergentni. Z toho ihned plyne, %Ze prvodisel je
k= k ‘

nekonednéd mnoho,

B, STIRLINGOVA PORMULE o n

a n'é'
45.5| CviZen{, Z¥ejmé nl< oo 2 druhé strany je n! > (—2-) .

PFesnéji dostaneme n! = \(7 .”; k({n ~ k) (%)n , 8 protolae

‘l‘-‘l

k=0

Z k- , ., také -n!>(%—) .

[45.67] stirlingove formule.

(a) UvaZu)me posloupnoet b = 105-—-!— . Je

1014-7781

n
n . .
hn-alogk-ﬂognnza‘(k -1 log (1 -L). Pro 05t <1
k=
. . o
Je, jak zpdmo, 1log (1 - ¢) --Zl; a tedy pro Ost‘é%—

=1
2. |
log(l - %) --t-_;----‘;'-t3 . O(t), kde 0<6O (t) =1

1 1 ; 1
oy we-Z (5o 2k 0(Y)

kde @1(%—) - X2 L O . 0591({-)51.
Odtud . a

be-m-aed =40 2L (350, (3) .

Vydet¥eme nyni soudet

n

beows -3) - 4 0,(3) .

B, = kZ %— . Podle vyEe uvedenédho je pro k > 2
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kde 0 < @2(—1—) £ 1, Odtud

k
n n O (1)
E%—-logni-l_-.é‘——g-—(;;l—.

Bxistuje tedy vlastni limita

iim (j% - _1ogn) = C

nroo k=]

(tzv. Bulerova konetanta)., Celkem tedy mlEens tvrdit, Ze existuje
vlaatni limita ' C

1 I
a=lim (b, +n-2105n)-1ulog—3§{7§- .

n-» oo N>

{(b) K urdeni této limity odvodime tzv. Wallisovu formuli

x 1 ( (2n) 11 ]2
2 proo &0+ 1 2n - LI

kde (2n)1! = 2.4.6 ... 2n, (2a - 1}!! = 1.3.5,-;.(2!1 - 1).

x2
Kdvod Je-li n nezaperné celéd Zislo, polofte I, = sin®x dx.
Snadno nahlidnetc. Ze Io =5, 1 =1, In+2 -—2-
Lonel < Ip < Ippy (02 1)
Odtud .
(2n) 1! < 2o -1t w . (2o -2)!)
(2n + 1)1 (2n)11 2 (2n - 1)1
£ &shoi jiZ dostdvdme hledany vstah.
P{3eme-1i nyni{ Wallisovu formuli vs tvaru
2n 2
T 1 25 (nl1) ]
— = 1“ [__ e
2 2n + 1 (2m)1
dostanems srovnénim s vysledkem (a) snadno, ¥e a = log Van- .

a |
(¢) Odhadnéme myni chybu. Bud s, = log 2L jeet aynt
n

"an+1"1+(n+%) log (1+.%)--1+2_ﬂ_5...1_

(log (1 -——-—-) - log 1 + ))

el

1 - 1
= <1 + (2n+1) % (23-1)(2n+1)23-1 “ 1l2n (n+1) °
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1 1 1
Tedy O < &, - "kzm(‘t“nl)"'—a ém =138 °

Konedné dostivime txv. Stirlingovu formuli

n+§ 1 =
t = Yaxr 2 oan kde o<7"<1
n )
0 ' B
tedy nepfiklad
1
weyimes (1.0}, o <p <2
| gu | +* en ’ [ ] n .

[45.7] cvigent.
(a) Pomoc{ Stn'lingovy formule aeltdte Fadu

(nlo;an*'l 1)

Ndvod, Upravte n-ty &dstedny souCet dle Stirlingovy formule.
(\Tyjde £+ (1 - 1log a)) .

n=l

(b) Pomoci Stirlingovy formule vylet¥ete polomdér R konvergence ¥ady
% -g-r x?  a ukaite, 3e pro x = R Fade diverguje, pro
D= . '

x = <R koniergu.je.

¢. CBRY3SEVOVA vira

Y tématu 41 se miZete setkat & R:I.ema.nnovou dzeta funkcei definova-

noupro x >1 vetahem f(x) = Zi . . Snadno lze ukdzat (vis
n= n

45.3), fe pro x > 1 Je

)‘ (x) = — -,
-
[pn} Je rostouci posloupnost vSech prvodlisel. Cilem nédsleduji-
eioh tivahk je odvodit ne zékladd tohoto vyjddF¥eni nikterd tvrezeni o roz-
lofen{ prvodisel, tj. © chovén{ funkce 2 (x) pro velké hodnoty x

(' (x) osnaduje podet prvodisel nep¥evydujfcich x).

45.8 | Tvrgeni. Bud x > 2 redlné ¥fslo, r=x, py,...p, vlechna

-
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prvotisla men3i nebo rovna r. Potom sFejmd

= setl= o .
M £ aslal- J-1[ 1 J[P:LPJ seetton) [Pl'""l’n]

Dokafte!

N dvod. Vynachdme-li gavorky celéd Zdati, ud§ldme chybu nejviie 1
a tedy v celém vyrasu nejvyse 1 + n + (;) * ees *+ (g) = 28, Je tedy

w(x) < n+ 28 +1TT(1-——-)<:-+2 + X ﬁ(}.-“ .

b :
Nyni uveime, Ze ﬁ' (1 - !‘-—-) 2 Z -%-— Z logr - C 8 vhodnou kladnou

konstantou C (viz téma 41 nebo uvafte, ¥e je log (k + 1) - log k =

jr <4, kde fetnrn).

Je tedy w(x) < r + 2° pro viechna dostatedn¥ velkd

+ — e
logr - C
r,. Volime-11 r = oC log x, or < ﬁﬁ ’ dostaneme snadno, Ze

X
pro viechna x> 2 Je #(x)s K Tog 1og * ° kde K Jeo jistd
konstante, Odtud ihned plyne 1lim —xJ—)- =0, tj. prvoiisel je
x> oo

podltat;ﬁ aéné" nef pFirogenych &iael.

Pozndmka. Dokdzany odhad nen{ definitivni. Metodu v tomto bod& pouZi-
tou oviem sFejaé nejde slepiit, nebot "chyba" 2F Je p¥£1i% velkd opro-

ti odhadu pro soudin f[ (1 - %3) s ktery je - jak asnadno nahlédne-

me - definitivni. K slepfeni odhadu pro ®(x) bychom tedy potFebdo-
vali jednak jinou souvislost mesi funkcemi 2 a j nef byla uve-
dena vise a ddle pak jJemn#jE{ odhady chovéni funkce f (poufill jeme
ve skutelnosti pousze odhadu pro rychlost divergence haramonické ¥Fady).

45.9| Cviéeni. Z 41.8 vyjde pro x > 1 .
S1 .5 zm- ar(n-l)._l,_”f Z(E) 4.

nwl p: n=l n* P-»oc gt
l
Jeliko§ .
i s 1
1
(x) = Je 1o (I) » - 105 (1 --m—-)-
f l - —x ’ € f n=l p:
Pn :
= Z _+ O(x), kde @(x) jeo funkce omesend v intervalu
n=l pn .
.1014-7781
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<1l,+00), Z 41,7 nyni vime, jak se “"chov&" funkce f(x) pro
x—>1,. Odtud nap¥iklad jiZ plyne, #e nemiife platit odhad

nix) <K % , kde K a o Jemou kladné konetanty, o¢ < 1.
Fé&vod, 2 viie uvedenjch vstahd odvodte, ¥e log I(x) by byla

funkce omesend v intervalu (1, +ao), cof je spor s vyeledkem

j(x) (x =1)—>1 pro z—>1..

|45.10] Prvoliselnd véta. K odvoseni pFesn¥jiich odhadl bychom pot¥ebovali
Yopalné" vyjédd¥eni {x) pomoo{ x(t) nebo alespon n&;ja_ki tplsod,

Jjak odvodit z vlastnoati integrdld vlastnosti integrandu. Takovy postup

skutedné lze nalést a pomoci ného odvodit slavnou "prvodiselnou vétu”

11. ﬂx) 105 x - 1.
x->oo x

(Hadamard, de la Vallée Poussin, 1896.) Posnamenejme, Ze tento vztah
lre podetatné zesflit: exietuji kladrné konstanty K, oC, ﬂ tak,
fe pro viechna x > 2 Je

x(x) - f—d—t-ls ¢ x .-"‘“1031
2

{ Vinogradov 1968, % < P < é- Y. Pro vysvéitleni uvedme, e

X
Jf,gi__. - X __2 +./--_§§—~
alogt log x log 2 210 t

x
f ] V— 2 + —!—E-L—;_ t3.
> ' log . ‘log V=
log x Z Tog ¢ X
- = : 1. Punkce f —l%tT Je v3ak "vhodn3jE{i"
x-”- x % 8
nef . Blementérni ddkas, poui{vajic{ pouse sékladnich vlast-

og X
noat{ integrdlu, pochdési od P.ErdBse a A.Selberga s roku 1948 - vig

nap¥. Specht: Blementare Bsweise der PrimsahlsBtze, Berlim, 1956.
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45.11’F Gebykevova vita. Existuj{ dv# kladné konstanty Cys C, tak, fe
pro viechna x > 1 je

—% —x
cl log x < &) < 02 log x °
DokaZte!
HNdvold.
(a) Pro n22 opletf 2l< {n 2728 (2")(—-]-'— .
LY F)

Tento vetah odvodte bud pomoci Stirlingovy formule 45.6 nebo
na sdkladd vstahil

2
2n 2n 1
< || 1o —=— ) <1,
(n) 24 .1-1( (2 3 )

4 1
i 5 - ‘]‘I 1--——1—-——2-) <1 .
4n tin) I= (23 - 1)

{b) VY roskladu &isla (in) na prvodinitele se vyskytuji pouse prvo-
Eisla men%i nef 2n -~ Jejich podet je tedy nejvjie . (2mn).

' en log 2n
Exponent u prvodisla p v roskladu (n ) Je nejvyike EgT

(ukafte!) a tedy (ih)‘s (Zn)i’t(an)
n

. log Y
PouZitim (a) vyjde X (2n)> —1——~2—-— & odtud snadno poufitim
og 2 n

nerovnostl ri{x) =2 X (2 [-%—]) odvodime exiastenci konstanty
C; = Sebydevovy vEty.

Z druhé strany kafdé prvolislo p, pro ni¥ je n<p £2n

nutné 4%1{ &islo (2:) « Je tedy nx(an)-n"(n)‘(in)

a odtud pouZitim (a) dostaneme existenci kladné konstanty Xy
R - T

Z tohoto vstahu plyne pro x =22

zx - 7(%) < «, o %

a pFipadné jinou konstantou aca > 0. HNyni je (.11’(-;—):5—%)
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log ((x)ﬁ'(x)) - log ((%)”(%J) *

= log x (n’(.x) - ﬁ’(—%}) + log 23’(—;‘-) 4.0(-3 x
8 vhodnou konstantou x3 > 0.

Pi%eme-1i nyni mfsto X postupnd —:—{ (1 = 0,1y4000, pokud -;‘—132.
log %
log 2

log(x) & (x) = 0% 2 (103 {:T)r(—:—s-) - lng.(j:I) T (—2-":}‘-;1))-‘:

tj. pro 1=

a selteme, vyjde

oo .
‘“1’31,1;0?{ - 206'31, tedy T(x) § 2 OCO 10::. .

45.12{0dvodte & JebyXevovy v¥ty existenci kladnjoh konstant ¢; a C,
tak, Ze

C3nlogn = pn£04nlogn!

Jaky vysledek lse odvodit g "prvo&f{selné vity"?

' 66
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N¥které &ieselnd-teoretické vlastnosti redlnjch disel

TEMA 46

Obssh: A.
B,

Diofantické aproximace.

Transcendentnf Eisla.

A, DIQFANTICKE APROX IMACE

46.1 Pirichletova véta.

(a)

(b)

(c)

1014-7781

Je-11 oc€B;, € > 0, existuje raciondln{ ¥felo r -{-
(lze pFedpoklddat, ¢ q >0, p @& q nesouddlnd) tak, %e
joc - p/ql=< E |

-Ndvod, Bud =n p¥irozend, % < £ a uvaifujte inter-
valy < —E— ’ k ; 1 ) pro v3echna celd k (v ddkasu se pod-

atatnd vyuZivd tev. Archimedova viastnost redlnych &isel).

V mnoha (i praktickych) dlohdch je uZite¥né viddt, jak je p¥i
daném € > O velky Jmenovatel q slomku, pro n&j¥ plat{
tvrzeni z (a).

Dokafte tsv. Dirichletovu vétut bdud t > 1 e oc€B,.

Potom exietujf celd nesoud¥lnd &{ela p, q tak, Ze plati
0<q=& t, lec =~ p/q )l < 1/qt.

Nédvod Uvalujte [t]+2 &isel acx - [mx],

(m = 0,1,00e,[t]) @& 1 intervalu <0,1> . Mus{ (oddvod-

n¥te prod!) existovat interval <[t]j+ ;0 [t:_l;:ll >

(J = 0.1....[1:]) » v ndmZ lef{ alespon dv¥ s téchto Eisel.
Jejich odedtenim dostaneme existenci pF¥iroseného. q, q <[t]<t

a celého p tak, %e plat{ uvedené nerovaosti. (Pogor na o<
raciondlnil) |

Je=1li o Airaciopdlni Zislo, existuje nekonednd mnoho dvojic
ps. @ ©Celjch nesoudélnych Zisel tak, s q > O a
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(4)

- [oC - %] < I_L/q2 (odvodte z b !). Je pFedpoklad iraciona-
lity &isla o podstatny?

Vsnikd nyni pFirosend otéska, Jak lse vieledek (o) szlep2it, tj.
sda pro ka¥déd iraciondlni o mé nerovnost

(%) o - p/al < q—?,lﬁy

net_onééni mnoho ¥elen{ v celych nesoud¥lnych p, q, kde ¥ le
ndjeakd kladné funkce, cp(q) > q. Lse ukdgat (Hurwits), Ze
lse volit f(q) = 5 ¢ a konstantu V5 nelze déle obecnd
gvétiovat. Uksfte, %e pro X = —V_LE—I— , yJ(q) = ¢ q, kde
c > rﬁ m4 nerovnost |o( - p/gl < q_’ol_r&')' nejvyie konelnd¥ mno-
ho ¥eEeni{ v celyjch nesouddlnjoch p, q.

N4idvod. Pikeme-1i of -'l:z , odvodme s uva’ované nerov-

nosti vstah ' 2
. 2 o

- .
b Vs (1 -¢)

|4a.a *l CviZeni.

(a)

(b)

(o)

1014~7781

Bud nyni 7’(:) 2 x neklesajici funkce na intervalu

<l,+ 0o ). Ptéme se, zda existuje iraciondlni &islo o , pro
n¥% by nerovmost (%) m¥la nekonednd mnoho FeZen{ v celjch

(a tudf¥ také nekonednd mmoho FeXeni v celfch nesoudilanjeh) p, Q»
qg > 0. |

Pro n piirosené bud M, mnolina viech oCE€ B, takovyoh,

1
fe |l - p/ql 3\(‘—?7(;; pro viechna p, q celd, q = n.
UkaZte, Ze mnol¥iny N, Jsou #1{dké a uzav¥ené v By; Tedy mno¥ina

oo .
Ma Ulln je prvé kategorie v B,. BExistuji tedy occB, \ N,
o= |

o< iraciondln{ (pro&?) a pro tote X mé nerovnost (X ) neko-
neind mnoho ¥edeni v celyjch nesoud¥lnjech p, q, q > O (podrobné
oddvodnidtel). Tim jsme provedli tzv. existendni dlkas.

Konstrukce je pondkud #lofitdjii, ale lze dokdsat trochu vice,
Nejprve ukafte ndésledujicf lemma.



Lemma. Jsou-1i a, b oceld nescuddlné &isla, existuji oceld &isla

x

ot Yo tek, e pro x =x,, y = yg je

Viechna ¥edeni této rovnice jesou potbn déna vstahy x = x, + b 1,
Y=y, +at, kde 't Je celé &islo.

Kdvod.,  Uvaiujte nejmendi kladné 3islo 4, které lze vyjddFit

ve ¢varu ax - by s celymi =x, y a uka¥te, f¢ d d%1f{ & 1 b,

Pro sbytek tvrseni dokaite, #s plati-1i (# * ), je a(x-x,)) = b(y-y,).

Konstrukce, Bud A = 4, |

(1) Poloime p, = 0, q, = 1. Jsou-14 jif definovdna p,, q, pro
Jisté nesgdporné celé n, svolme p ., & ‘qml tak, aby

Prel 9n = Pp Qn4y = 1

A ?(qn) = qn+1 < (A + 1) ?(qn)

Pouiijte lemmatu. oo

Pp Po . :
(11) Bud of = lima —~ =— + Z
n»o0 9p % n=0

Pasl pn) ,
9+l Y

k'de ¥ada konverguje. Ddle plati pro n = 0,1,...

' 2

p A 1

..._'_].'_._ < x - __n_ - 3 . .
n p41 n AS -1 9% 9+l

Ndvod., Poufijte vetahil:

O o 1
oc-fé--Zp"*l-p*)-Z——-—-
9 k=n \ k+1 U k=n Tk g+l

2
qt qk'l'l Z A qk..l qk (k'loajooocooo) .

(111) 8fslo o Jje iraclondlnf.

BEdvod, FKecht o€ =p/q, q > 0. 2Zvolme a  tak, aby

2

q <-‘l—i2-1—~ ag - Jo q < q, adle (1f)

1 lpgy ~ ap,l P o1 A2
T L oy

q q, 9,
A% -1
tj. q> ——12—- ey * oo je spor.
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(iv) VNerovnest (%) m4 nekonein® mnoho FeSen{ v celych p, q,
qQ > O; nerovmoet loc = p/gql > m je splnéna
pro viechna celd p, q, q> C.
Edvod. Pro 1.3det bud p = Pp» @ = q & pouiijme (ii).
Budte p, q celd, q > O. Urieme n tak, aby
Qu.] € q < qu- Potom dle (ii) je

gt > o(12- 0 - lee 1)

1 : A : q 1 A
2 . " B >—(1‘—2‘+—)>
7 9y A" -1 9y 495, 9n ;AT =1
2
l - A = A = 1 1
p

Plagy WE-Da+1” WP (g

Z4virem tedy: - K dené funkei SO(q) existuje iraciondlni &{slo

X tak, Ee nerovnost (¥) méd nekonein# mnoho Feleni v celyjch
1

nesoud¥lnjch p, q, 9> O a nerovnoast lec - p/ql > ————
' 1Cq ff(q)

je splnina pro vischna celd p, q.

46.3*] Cvi&enf.

(a) Bud % kladné funkoe definované na intervalu <1,+ oo ) a bud

l? - mnofina viech iraciondlnich oc&B, takovych, fe nerov-
noet (*) md nekonein¥ mnoho ¥e3eni v celjch nesouddlmyoh p, q,
q > 0. Ukaite, Ze je-1i ICE; interval, je Iﬂhr nespoletnd.

{b} Jaou-1i fl a 502 dvé .fuxikac. eploujici vj%e uvedené p¥edpo-
klady, te-!l, exiastuje xell’ol, yelya tak, fe t = .Xx + ¥3
je-11 ¢t 4 0 1lze nalést u6H9p1, v lspa tak, ¢ t = uv.

Hévod  Podle 46.2.b Je B\ My  prvat kategorie.
Je-11 ACB; mnoiina residudlni (tj. B;\ A Je prvni katego-
ris), BC ll ruiduiini, Jeou manofiny ANB, A + ¢ .a pro
t#£ 0 1 ta také residuélni.

(¢) Ukakte, ¥e mnoZina l? e typu GJ (ln £ 46.2.b jeou usav¥e-
né).

(d) FKonetrukol uvedenou v 46.2.¢ mifeme upravit je%t& n¥kolika zph-

1014-7781
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(e)

[ = ]
goby a dokézat podstatnd vioce: Bud £ = {&1}1-1 posloupnost
nul a Jednidek. Volme v bodd (i) konstrukce 46.2.c¢ Pusl® 9ned
takto: je-1i £ ., =0, nacht plati A?(qn)srqﬁu-:uﬂ)ja(qn).

Je-11 € ., =1, necht plati (A + 1)f(qn)s Uy, < (A+2)P (q,).

V obou pFipadech Pa+l 9n = Pp Gp,) = 1 & pro ur&itost volme
LI nejmen¥i moiné, Tim kafdé posloupnosti £ p¥ifadime jieté
iraciondlni &islo o = Kg . Ukaite:

(1) Pro keZdé o plat{ tvrrzeni uvedené na zdvdr 46.2.c, pouse
konstantu 1/10 nutno pondkud smenfit,

(11) Zobrazeni & —> oCg je proeté. Tim dokdZeme: Exiatuje
konstanta ¢ > O a nespoletnd mno¥ina iraciondlnich &{-
sel oce€ (0,1) (pro&?) takovjch, %e pro kaZdé toto
oc € (0,1) () né nekonedné mnoho ¥FeSeni v celych p, q,

q > 0 & nerovmost |oC - p/ql > ;q—?f’-(;i)— Je splnéna
pro vZechna celd p, q, q> O.

Volme navic v konetrukci 46.2.¢ za Por 9 libovolnd nesoud¥lnd

iala, q, > 0. Vysledek me zm&n{ pouze v tom, ¥e nerovnost
- ‘J—‘—— H
lec « p/gl > P ?(q) dokdZeme pro q > q,- Odtud dostaneme

Bxistuje nespoletnd mnoZina rll?c. By huetd v B takovd, Ze
ke kaZdému ocellﬁp existuje konetanta ¢ = ¢(<) > 0 tak,
o nerovooat loc = p/ql 2 -E‘GTET Je splndna pro viechna
celd p, q & nerovocst () md nekonednd mnoho FeZeni v celych
nesoudélajch p,q, q >0 (volte v konstrukcl 46.2.¢ sza p,.q,
viechny dvojice celyjch nesouddlnych &isel, A = 4,5,... ); DokaX-

te, ¥e mnoZina N jJe prvni kategérie. Pokuste se uréit jeji
typ (G !

Liouvillova vé&ta.

(a)

1014-7781

Ndsledujfic{ v¥ta (Liouville, 1844) ukasuje, ¥e koFeny polynoml
s celodimelnymi koaricicnty se nedaji p¥{1i% dob¥e aproximovat
raclondlniml &isly.

Bud p pFirozené &islo a bud P(x) polynom n-tého stupni
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8 celodiselnymi koeficienty. Je-1li of ko¥Fen toho-to polynomu, ktery
neni raciondlnim Z{slem, existuje konatanta ¢ (wdvisld jen na poly~
nomu P) tak, %Ze pro viechna celd p.q; q>0 Je

jec - p/ql 2 -:2"3- .

Ndvod. _

{1) Stad&{ pFedpoklddat, e o je redlné a tedy iraciondlni.

(1i) BExistuje cf > 0 tak, %¥e pro 0 < [x - X|< J Je
P(x) # O.

(1141) Budte p,q celd, q > O. Neni-li [oc - p/ql 2 J >

Jo 0% p_(&)-?(ﬁ)- P(o() -(_P_..ac,) r'(f). kde

q q q

0 <|f-oc|<r} .

odtus L slr(i)lsu ‘oc,- _11‘ .

ula,,

q

kdae M = eup [P (x)| > o.
|x=uC fed

(b) Pognémka, V roce 1955 ukdsal Roth, Ze za pFedpokladu Liouvilleovy
véty lge pro kaZdé £ > O nalészt konstantu o > O (zdvisloun

Jenna P a £ ) tak, Ze vidy je [oc—p/qls—-%;g- .
q

46,5 Chindinova vita.

(a) V 46.2 jesme ukdzali, "jak mnoho" ve smyslu kategorii je redlnych
tinel, kterd maji{ jieté vlaetnosti vshledem k sproximaci raciondl-
aimi &{mly., Ukd¥eme nyri, jJek je to 8 Lebesgueovou mirou t¥chto

moiin. )
{b) Véta (Chin&in), Bud ?(x) funkce definovand na intervalu
T L0
i 1
< > 2. HNech .
1,+ o0), ;o(x) 2 echt fada qE-ZL ?GS konverguje

Potom existuje mnoZina Sc B, Lebeasgueovy miry nula tak, Ze
ke kakdému o, oc ¢ 8 miZeme nelést kladnou konstantu o
(sdvislou jen na oC) takovou, %e pro vlechna celd p,q, q>0

je  |oc-plgl > —2
q?(q)
R ‘. v o d. }
(1) Nechit pro ka¥dé pFirozené q Je S mnoZina tdch

9
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(o)

e <0,1> pro n&f pro vhodné celé p! Je (#).
A . —2
(11) 1(Sq) m .
o ] '
(114) Bud 8 = {) 5. Potom A(5) =0 a s
Q=1 q=Q ¢
eplnuje pofadavky vdty.

Lze ukdgat (dikaz je velmi eloZity), Ze je-1i 50 rostouci

[~ ] i
" 1 '
a ¥Feda Z—lm diverguje, existuje mno¥ina- M Lebesgueovy

miry nula tak, Ze pro kafdé oc*l @4 nerovnost (#) nekoned-
n& mnoho ¥eSen{ v celych nesoudZlnjch p, q, gq> O.

46.6) Cvideni,

(a)

{b)

VySetFete jednostranné derivace Riemannovy funkce. VySetFete také
pF{pad, kdyZ klademe funk3ni hodnotu v raciondlnim bodé p/q
misto -:— rovau —]-';c— ’ p_ceEl. (VySetFete 1 spojitbst. Tesd.
existenci Riemannosa integrdlu takové funkoal) |

Nechi jeou splndny p¥edpoklady Chindinovy vity pro funkei ¢P.

q
psq Celé nesouddlnd, g > 0, Ukafte, ¢ f md koneinrou

Bud f(x) = 0 pro x 4iraciondlni, f(x) = T?%-Gj pTo X -2,

variaci na intervalu <0,1> a uka¥te, %& je-li x 4iraciondlni,
xé Mg, , potﬁm £° bud nesxietuje nebo neni vlastni. (Poutitim
véty o derivaci funkce @ konednou variaci odtud plyne jiny dlkas
Chinéinovy v&ty.)

46.7 Provlém.

(a)

(b)

1014-7781

Ulohu aproximovat jedno redlné Eislo ¥iely raciondlnimi lse
gobecnit takto: Budte Qid redlnd &isla, 1i=1,2,...,r,

J = 1,2,0.0y8. Ptejme se, jak "malé" mohou byt soulasn® (tj.
pro 1'1,2,... .r) Vfrazy- Ti = 161111 + 61212 +.oo+61'x.-yil;

kde  X),X5ypeee9Xy s Fys¥psess ¥ Jo0u celd Eisla, kter4d nejsou
soufasnd rovna nule. Analogii Dirichletovy v¥ty je ndsledujici

Kroneckerova véta.

Pro kaZdé pFilrozend t existuli celd &iala XysKo9e-esXg o

Y1dorseesdn tak, Ze

-2
\Ti“: ¢t T

» i = 1.2,...,1‘ 3 0 < max \IJ‘Et.
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N 4dv od. Postupujte analogicky jako v 46.1,b: uvafujte

v B, body o soukfadnicich .égirml + vee + ég;.m.-,
i=1,2,.0.,r "posunuté™ do jednotkové krychle, kde
‘J - 0,1,....#.

(¢) Klademe-1i v Kronackerovd vété e = l, doestanems tzv. simultdnni
aproximace: Jeou-1i dédna &{sla 691, fga, weoy GBL a p¥iroze-

né t, existuje pFirosend q &8 celd &isla PysPossse Py tak,

Py l 1
ze Iég - -——J =< = 1 =2 1,2,004,r.
T 1I+1/r * 1Erccey
i a qtll q /

MiZeme klésti otdsku podobné jeko ve 46,1.d. Vysledky jsou do
Jisté miry analogické. Analogicky Jeko v 46.5.b uka¥te Chindino-
vu vétu v toato obecném tvaru:

Bud Sp(x) neklesajfc{ kladnd funkce definovand na intervalu

(0,4 00 ) a necht Pix) 3 2. Nechi Fada 21_‘)%6)-
q-

konverguje. Potom exiatuje ;noiina Rc Br Lebesgueovy miry nula

t“' i' J."li @ - [81. 82,.0 .y 91']‘ Br\ R' .xi‘t‘u. konstanta

¢ (sdvisld jen na &) tak, ie bro viechna celd PysPpsccesPrs
g> 0 Je '

Ie - p /ql ; | e » 1 - 1,2.....1‘.
t v 99 (q) .

Poendmka. V3ty uvdddné v prvni &dsti tohoto tématn pat¥{

do tsv, teorie diofantickjch aproximaci (viz nap¥. krdsnou knihu

J.W,8,.Casgels: An Introduction $o Diophantine Approximation),

B, TRANSCENDERTNI &1

46.8| Cvideni.
(‘)» Bedlné &{sla obvykle d¥lime pouse na {sla raciondln{ a iraciondl-
ni. Ukaite, Ee pro pfirern‘ n Jje qu bud 3i{slo p¥irozené nebo
iraciondln{. '

Névod, HNeoht \/n=p/q, kde p,q jsou pFirczend nesoudsl-
nk ¥{els, q>1, Bud A p¥irosené, A <Vn< i+ 1, Potom

Vo = H' 0O<ng-4Ap<p, 0<p-Agq<gq, cof je spor.
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Pozpémka. Zobecn¥te p:i"edchozi tvrzeni pro ai' !
(b) Redlné Cisla visk milZeme rosd¥lit jeXtd podle ndsledujficiho hle-
diska:

Definice. HRikdme, e redlné nebo komplexni ¥islo o< Je alge-
bralcké, sxistuje-1i polynom P(x) stupné alespon prvého s celo-
tieelnymi koeficienty tak, e Ploc) = O, V opalném pFipadZ na-
syvdme o transcendentnim Eislem.

(o) Uka¥te, Ze:
{1) KaZdé raciondln{ &fslo je algebraické.
(11) Mno¥ina algebraickych Eisel je spoletnd.

(i1i) Mnoiina transcendentnich &isel je nespoletnd a tedy (Cantor,
1874) exiestu)i tranecendentni &isla.

oo n
(4) (Liouville, 1844). Gisle ol = Z]'. 'L;T]i)l_ Je transcendentni.
Rs : .

N dvod, Je-1i q = 2"!, sxietuje oelé. p tak, Ze
1 . 1
ol - p/ql < » . Odtud plyns tranacendentnost
‘ 2Zm+1§! _qm-I

podle 46.3. Iracionalitu lze dokésat jeko v 46.2.c (iii).

(e) Naproti tomu (uvedenc bes dikazu) existuji transcendentn{ &iels

o< , pro n$f nerovnost | o¢ = p/ql > 412 Je eplnéna pro
’ q

viechna celé p,q. Podobnou vlastnost mé &islo 0,123456789101112... .

l46.9 Tranzcendentnoat e.

(a) Studium transcendentnich 3isel je velami obt{¥né. Neni napFfklad
‘doposud snémo, je-1i Bulerova konstante (vix 45.6) trenscendentni.
Zani#{me se proto pouse na vyXZetFeni iracionality, p¥ipadn& trans-
cendence ¥isel e a A . Tyto dikazy hrdly higtoricky velmi
ddleitou dlohu.

(1) UTislo e je iraciondlni (Fourier, 1815).

Névod. HNechi o =p/q, p,q pFirozené. Je

q9
1 1 +2
-;t' < o - kz-o %r < Q"'l)! -%;1— ’ co¥ je spor.

(31) Q8islo = je iraciondlni,
Ndvod, Je-l1 f polynom a F(x) =« f(x) - t"(x) +
+ 2802 2 . je  [f(x)ein x ax = F(O) + P(®).

0
Je-11i nyni =& = p/q & pFirosemymi p,q, n pFircsené, bud

1014-7781
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£{x) --}1!— q x? (& - x)0, Vypoltem zjistime snadno, Ze
F(0) + P(%') je kladné celé &fslo. Integrdl lze ale odhad-

2 n

. x X

nout virasem T (—T“) » co¥% pro velkd n Js menii
nef 1, '

(111) &islo 2 nembiie byt koFenem kvadratického polynomu P
8 celymi koeficlenty (specidln& &ialo ara Je iraciondln{).
Nddvod, Poetupujte jako v (11i), ale volte

s = 3 (20 - k)2 .

*
(b) 8islo e je transcendentni (Hermite, 1873).

HN4idvod. _
(1) Je-2i f polynom, F(x) = £(x) + £°(x) + £"(x) + ..., Je
x
/c't £(t) at = F(0) - & X F(x).
0 .
(11) Necht 8, + 8;8 + ...+ &n.nzo, kde a,,...,a, Jsou celd,
8,8, £ 0. Zz (1) dostaneme, %e
k

k
n n
aol'(O) + Z akP(t) - - Z qkok/ ot £(t) at. ()
k=1 kel A

n
- p-1 - k)P -
(111) Bud f(x) Tﬁﬁ x IT-I (x - k)Y , kde p Je prvo

g{slo, p > |n°| + P> n. Ukaite, s P(0) je celé &ialo,
kteréd neni délitelnd p; F(l), F(2),...,F{(n) jwou celd
Sisla d¥litelnéd p (pouZijte Leibnirovy formule pro vypolet
derivaci soudinu dvou funkef).
P
(iv) Plati li'(x)‘ < '(—p—_h‘!— (nm'l) pro x€ < 0,n> .

Ve vyrasu (%K') jJe dle (1i1) vlevo celé Eislo ned#litelné
p,» tedy celé &i{slo rizné od nuly, vyraszs vprave je pro doeta-
tein¥ velkd p v absclutni hodnot¥® meni{ neZ 1, co¥ je spor,

| 46.10 I Pozndaky,

(a) V roce 1882 dokdsal Lindemann, Ze &islo X je transcendentni

a8 tim vlastné 1 nemofnost rektifikace kruZnice a kvadratury kruhu

1014-7781
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(b)

(e)

(k tomu viz V. Kofinek, Zéklady amlgebry, § S2). Dikas je v z4-
kY
kladd podobny ddkazu transcendence e , ale vyuZfivd Fady vlast-

nosti{ algebraickych (komplexnich) &{sel a vstahu o1 . o,

Lze dokdsat obdobnd vétu podstatnd eilndjsf (Lindemann, Weier-

atraes): .Jaou-li Ky OCE,.... acn navezdjem riznd algebraic-
kd &iela, 81985900048, algebraickd &isla, kterd nejaou soulaend
rovna nule, Jje aloctl toaot aned‘n‘f O. V této vEt¥ Je obealena

2, 0) tek i tranecendence

jak trenscendence o (e.s - o
2 (e®1 + 1 2 0), tak i transcendence pFfirosenjch logaritmd

algebraickjch &isel résnych od jedné.

Dlouho nefeZeny tsv. sedmy Hilbertdv problém je formulovan Jako
ndsledujici tvrzeni{ (dokdsané af v roce 1932 A.0. Gelfondex):
Jsou-1i a,b algebraiokd &isla, a £ 0,1, b iraciondlni, je

ab transcendentni.

Z této véty napiiklad plyne, Ze dekadické logaritamy v3ech raclo-
nélnfch &isel jeou bud &isla raciondlni nebo transcendentni. Ble-
mentirni (ale sloZity) dbker, spolivajic{ na Rolleovd vité
(pro redlnd a,b) .Je v knige: Gelfond, Linnik: Blementary
methods in analytic number theory’(exintuje rusky p¥eklad).

Zéjemce o hlubi{ atudium teorie 3isel odkasujeme na skripta ) ;
B. Novék, Vybrané partie s teorie Zfsel, SPN Praha, 1972, ‘

1014-7781
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T MA 47

Ros¥ifovani funikel

Obsah: A. Rosiifovéni apojityoh funkef. _
B. RosEi¥ovdni stejnomdérné spojitjch lipachitzovekych a hBlderov-
skych funkoi.
C. Roz3ifovdni vektorovych funked,
D. RosZi¥ovani diferencovatelnych funkcf.
E. Ros_iii‘ovini tupkoi 2 Jinych aystémi.
P. RogEifovani sepojitych funkci na baireoveké funicce.
Budte (P, sb), (Q,6°) metrické prostory. Pro XcP bud .?'(I)
n&jaky watén funkel dofinovanych nae XI & hodnotami v Q takovy, %Ze
je-11 YcX, reF(X), potom :qu—(!). Bud f : DcP—> Q,
feg-(l)) taxovd, Fe exintuje tT:P—> Q a vlagetnostmi
(1) flp=t,
(11) e F(p).
V p¥ipad&, Ze takovd funkce ? existuje, budeme Fikat, Ze 1 Je
rogiifen{ funkce f v syatému f et mnoZiny D,
A. RozS1kovAR{I spoJITYCH PUNKCI
47.1 ] Cvileni. Bud (P,f) interval < 0,12 & eukleidovskou metrikou,
(Q@) bude i v celém oddile E,. Ukaite na pfikladech, Ze obecnd
neausi eximtovat rog¥i¥enf v eystému apojitych a omezenych funkol
s anofiny (0,1). '
47.21 Tietzreova véta. Bud ACP usaviend mnoiina. Potom existuje rozdi-
fenf{ f ka%dé funkce £ v mystému epojitfch a omezenych funkci
z anofiny A a navic '
sup 1£(x)] = sup §2(x)! .
xe A . XEP
Bdédvod Je-l1 O =<fr <1, definujte
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int {f(x) + £lpsx) ..1)  pro peP\ A,

xG A dist(p,4)
t:p >
2(p) pro peA

a ukaZte, e takto definovani funkce f mé vBechny po¥adované

viastrosati.

147.3 ] Poznémka. Na pi’-i'kladeoh ukefte, Ze takovych rosi{feni, jejichi
existencs je dokdzdna v Tietreovd vits, existuje k dané funkci obecnd
vics, o

47.4| Vita, Bud AcpP. Nechi pro ke¥dou spojitou a omeszenou funkei £

‘na A  existuje rosii¥eni f v systému spojitych a omegenych funkef
z mnofiny A. Fotom mnofina A Je usaviend.
N 4dv o d. Nechf existuje posloupnost {xn} CA, x°¢A tak,

¥a g’(xnﬂ,xo) < g&(xn,xo) 8 x,—> x,. Poloime

M {?(xn.xo)}u(ol . Mnofine M je uzavierd v B; a existuje
spojitd funkce (uatrd.‘]te Jit) g El-—>El takovd, Ze

(1) e(@ (3x)) = 5= o
(11) g(t) =0 =Dt =0 .
1

Poloime £ : x > gin pro x&A. Pro tuto funkei

&l@ (x,xy)

ﬁeaxiatudo rosii¥en{ v systému spojitjch a omezenjch funkci z mno¥iny A.

B, ROZBIROVANI SPRJNOMERNE SPOJITYCH, LIPSCHITZOVSKYCH
A HOLDBROVSKYCH FUNKCI |

47.5| Vsta. Bud (P,°) metriocky prostor & D jeho hustd podmnoiina.
Nechi £ je stejnomérnd spojita funkce na D, Potom sxismtuje prévs
jedno rogki¥enf f v systému stejnomdrng epojitjch funkci s mnoZiny
D. Doka%te! |

KB &vod Uiijte BC-podminku pro konvergenci a ilplnost 5.

Cvileni.

(a) Dokafte analogické tvrzeni vit¥ 47.5 pro sobragen{ f na huaté
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mno%¥ing D prostoru (P,f) 8 hodnotami v dplném metrickém
prostoru (Q, 67 ).
(b) Pokuste se dokdzat "obrdceni" pfedchdzejfcfho tvrzeni, tj.:
Bud D husté podanoiina metrického pi'oatoru (P.Sa ).
Necht pro ka¥dé stejnomérné epojité zobrageni{ f : D-—> Q
exietuje rogiifent f v aystému stejnomSrné epojitjch funkel
r mno¥iny D. Fotom (Q, G) je iipln§ metricky prostor.

47.‘?l Definice. Budte (P,f'). (Q, &) metrické prostory, oce (0,1>.
Rikéme, %e gobrageni f : P—> Q Jje oc-hBlderoveké, jestlile

existuje konetanta K> O tak, ¥e pro vEechna x,yeP plati

oC
6 (£(x), £(3)) < K [P{x.y)] . M{eto 1-hBlderovské robraze-
ni Fikdme také lipschitsoveké sobraseni. Lipeschitzovaké zobraseni,

pro které K = 1, nanivi;u neexpansivni.,

:4_1—.__51 Posndmicy.

(a) Lipschitzovekjm a oC -hBlderovekym redlnfm funkcim Je vEnovéno
t éma 14,

(b) Analogicky jako v tématu 14 je mo¥no dokdsat (pouze jednoduchym
ovi¥enim definic), Ze funkce z definice 47.7 jesou stejnomdrné
apojité.

(e} V¥ dalsich odstaveich tohoto oddilu bude opdt Q = B;.

(d) PouZijeme-1i véty 47.2 (resp. 47.5)y0bdriime spojité (resp. stej-
nomdrnd spojitéd) roziifeni oc -hBlaerovaké funkce. V ndsledunji-
cich odstavcich ukéfeme existenci rosBifeni dokonce v aystému
ol{-hBlderovekjch funkci z mno¥iny D.

I4’?.9] BosBifovéni lipschitsovekych funke{. Bud (P,p) metricky proastor
' a A Jjeho ussv¥end podmnoiina. Necht £ Jje omezand lipschitaouki‘\
funkce definovand na A, Potom existuje roz¥{¥eni f v syetému omere-

nych lipschitsovekyjch funkci s mnofiny A takové, Ze navic plati
[ P

@ e @] - g 2L,

le(x) - 2(»)l | 2(x) - 2\~

(i1) wsup R N ) =  pup P C )
X, ¥E b 4 X, yE Xy
Wt e W g
1014-7781
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Ndvod, Dafinujte funkcl

£(u) - £(w)l

) 5 > £I(y) - (x,¥)

g A e M T
usv

a poloite

F(x) pro x &P, pro n§i sup It(y)l = lP(x)L
| ye A
¥Hx) = Z— aup |2l , Jo-11  mup (2] < Rx),
~sup |2\ , Je-11 -sup | > X2,

Rog8ifovini  o¢-hBlderovekych funkci. )
Bud A usavFend podmnoiina metrického prostoru (P,SD) a f omesend

oC ~hBlderovekd funkce na A. Potom exiatuje rosifFfeni{ f v systému
omegenjch oC-hBlderovakych funkci z mnoZiny A takové, Ze

(1)  suwp |f(x)] = fup | tx]

XE A
(11) sup . \f(!) :f())‘ = sap P \;{Z)o‘; ;‘(y)I
1 JE * 2 JO »
4 g txa AN S

Hdivod. DokaZte sl tato tvrseni:
(a) Bud (P, 9)) metricky prostor, o€ (0,1), Poloime

a :_.[x,y]u——e ?“(x.!).
Potom (P, G') Jje metricky prostor.

(b) Funkce f Jje X -hBlderovskd v (P,g:-‘), prédvé kdyf je 1ip-
schiteovakd v (P,57),

C. ROZBIROVANT VEKTOROVYCH PUNKCI

' |47.11l Vita., Bud A uzav¥end podmno3ina metrického prostorua (P.e) a
£ s A—> B, spojité a omezené gobraseni. Potom existuje roziifeni
? v eyatému spojitych a omezenych funkei £ anoZiny A.

Ndvod. Zobraseni f chépejte jako n-tici redlnych funkei a
pouZijte 47.2.

|4?.12| Pogndmka., V Tietzovd vétd bylo dokdszdno, ¥e navic plati
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47.13

sup |2(x)} = sup [#(x)] . Pro vektorové funkce analogickd rovnost
x6A ' xc P

s normami neplati. Plat{ viak jistd nerovnost. Odvodts ji! Na p¥i-
kladd ukefte, %e neplati analogle tvrzen{ s odetavce 47.9 pro vekto-
rové funkce & ayotém omegzenjch neexpansivanich funkeci.

Vita. Bud K = U(0,1) jednotkové koule v B, a t1K-—> B

47.14

nooxpu'uivni gobraseni, Potoa existuje rozi{¥eni t v systému

neexpansivnich gobrazeni mnofiny K.

N édvod. Definujte r(x) =x pro x€K, r(x) = i——z-“-pro xE E_n\ K.

Spadno se gjisti, %e¢ 1 3 Bn—a- K je neexpansivni gobraszeni

(nakreslete ei obrdsek v B,!). Poloite f:x— £(r(x) pro xc B

Posndmka. 7 ddkagu v 47.13 bylo viddt, Ze jeme mohli Bn nahradit

Hilbertovym prostorem. Heni v3ak mo¥fno Hilbertdv prostor nahradit
Banachovym prostorem. Plati ndeledujici tvrseni:

Bud K usav¥end koule Banachova proetorn B. Nechi libovolné
nesxpansivni sobrageni f : K—> B Je mo¥no rogii¥it v aystému
neexpansivnich zobrateni £ K. PFPotom B je Hilbertdv prostor.

Cvideni. Pomoci odstavce 47.13 doka¥te vEtu o rogSifovdn{ lip-
schitsovekych zobrasen{ bes sv¥tieni konetanty lipschitzovakosti.

D. ROZBI1RovAwl DIFERENCOVATBLNYCH PURKCI

|47 +16 I .

Lenmn, Bﬁi beln.E.P' 0. Potom axistuje ?e em(kn) tak, %e
502 0, ?(b) >1 a 79(#) =0 pro x - bll > € . Dokaite!

47.17| Véta., Bud X kompakini, G otevFend v Bn. KCG. Potom existuje

9oe-‘6°°(3ﬁ) tak, f¢  P=1 na K, ¥=0 na B\,

0 < 50 € 1 pa B,. Doksite!

Ndvod, Ke kafdému DbEK seatrojte podle 47.16 jabﬁ cem(ln)

tar, aby  R(b) > 1, R =0 na E,\G. Poloste

U, = {x 3 sob(x) > 1}. Podle Borelovy vdty existuji by,...,b,

J >
tak, ¥s KC U, . Poloite - . Jde {(x) > 1
’ k=1 Pk Fo k=l %k Folx)
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pro x€K, 500(:) =0 pro x€B \ G. Bud ‘l’J 1 By — K
takovd funkce, Zs "’l(O) =0, IP(I) = 1 pro x <1, }U(x) =1

pro x > 1 a l’le i,aoo(kl). Funkce y’- ‘t’l*ﬂ Jje hle-

dand funkce.

47.18] Vita. Bud f apojitd funkce na kompaktn{ anoiins ECE,. Potom

existuje funkce P, kterd je spojitd na Bn' shoduje se s f na K
a md na Bn\ K apojité derivace viech Fdafd. '

Nddvod, Pomoci Weierstrassovy vty 30.7 sestrojte polynomy
Pl,P;_:.. tek, aby pro Q, = :?xlpk(x)l bylo .g .Qk < o0 a
£ - 5 P, na K. Bud O = {x datix,K) < +3,

B ={x [Bm] < q +27% }.

Podle 47.17 existuji Sok tt- Ze ?t =1, na K, % =0 na

. -k
Bn AN (HkﬂGk). PoloZte P = é 50,‘1". Potom ‘?kpkl < Qk + 2

na B,, tedy P je spojitd, Bud x, €8 \ K. Pro velkd k ;‘le

—_ k
X € Bn\ Gy » tedy v okoldf x, Je P = ki;l ynpn pro vhodné

koe LB =

47-19i 'Whitneyovo roz3ifeni: Bud K¢ Bn kompaktni, me EU{O} = l*.
Nechf o€ je spojité konvexnf funkce sobrasujicf <0,+ o) do
<0,+ o@) takovd, (e oc (0) = 0. Pro viechna

x®
k= [klgnoo .ER]E_II...ZI*, kl+'..+kn = lk' é m, buat‘ fk 'poJit‘
funkce definovand na K takové, Ze

k ke ’
\itzs (LE_TLL £5(x) - lk%_(l- ft(,)|£x6lx-yll)(llx-lﬂn-i-ﬂy-ln.)
m- 'Y

pro viechna x,y€K, s€B, (kde k! = ki!ka!..,kn! a
k R . ) E -
ak = 8{1 aez'...nn preo a= [ﬂlgocsglnlenn. ke Nx,.,.xH )-

Fotom existuje g & em(ln) tak, Ze

33&1:)3 = t%x) (x€K, 8 = (8,000,081, [0) = m).

8
1 n -
3:1 ...axn
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Ddkaz Je uveden nap¥. v knize B, Malgrange, Ideals of differentiable
functione - rusky pFeklad Moskva, 1968,

8. ROzZ5IROVANI FUNRCI 2 JINYGH SYSTHMU

47.20] Rog3ifovin{ monotonnich funkeci. Viz odstavce 16.15 a 16.16 v tématu
o monotonnich funkcich,

l47.21| Rog3ifovdnl periodickych funkci. Viz odatavec 17.8 v tématu o perio-
dickych funkcich. ’

F. Roz51BoviANf SPOJITYCH FUNKCI NA BAIREOVSKE FUNKCE

V tomto oddile uvedeme pondkud jiné vdty o roziifovdni, Roziife-
ni spojité funkce nebude sice funkce spojitd, ale bude mit "rozumné"
vlastnosti.

l47.22| Véta, Bul McB 8 f: M—> B spojitd a omezend funkce.
Potom exiatuje f 31-——4> El takovd, Ze pléti:
(1)  ?e&B,(By), '

(11) 2lx = 2.

Hdvod. Poloite

o

inf{_eup £(y)s .Ve(x-d'.xd-rf,)ﬁ l} pro xei,_
f:x r—i<{

4] pro El\ in

Pouiijte nyni 12,10,

I‘? - 23 I POln‘lky -

(8) Viian¥te si, Ze mnofina M ve v&td 47.22 nemd ¥4dné epecidlni
vliastnoati.

(b) Pokuste se dokdgat analogické tvrgeni v metrickych prostorech.

(¢) Vita 47.22 je specidilnim p¥ipaded obecné vity uvedené v knige
K. Kuratoweki, Topology I (rusky p¥eklad z r. 1966), kterd ¥ik4,
e libovolnou funkci z Baireovy t#idy Bn(l) lee rog3ifit
na funkci & tFidy Bn+l(nl).
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TREMA 48

Konvergence poaloupnosati fuankof

Obsah: A, Obecnd konvergence.
B. Konvergence posloupnogti funkei,
C. Metrickd konvergeﬁce.
D, Systémy funkci uzaviend na limitni pFechody.
B. Spojitoet limitni funkoce,

F. Konvergence v délce a ve variaci.

A, OBECNA KONVERGENCE

48,1 Axiomy konvergemce. Nechi X je neprézdné mno#ina, bud Xg»

mno¥ina viech posloupnosti prvkd = X, Nechi ddle DcX_, Je jistd
t¥{da poaloupnost{ (kterym ¥{kdme konvergentni) a nechf{ LIM : D—>X

Je gobrazen{f D do X. Dvojici (D,LIM) nasyvame konvergenci na X,
JestliZe plati; ' _‘
(1) Je-11i x, = x€X pro ka¥dé ne N, potom {xn}en

a L;l X, = X (misto LIM {xn} piSems pouze LIM xn).

(i) Je-1i {xn}e D, LINM x.n = X, potoa je {xkn}e D

{({x o vybrani posloupnost = posloupnosti { x_})
{ kn} J { n}
a LIMx_ = x.
‘ 'kn

UvaZujte téZ nésledujici axiomy:

{111) JestliZe poslouprnost {xn} nekonverguje k x {(co se tia
rogsumi?), potom ¢ n{ mi¥sme vybrat posloupnost, jejif fddnd

podposloupnost nekonverguje k x.

(Pl) JestliZs {xn}en, LIM X, =X, ke N, Fp= X potom

n+k?
{yn]eb, LN y = X _

(22) Jestlise {x }€D, LDl x, =3, {y,}eXoo , keN,
Xo = Ypuv Potom {yn}el}, LIM y, = x.
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(M)  Jestlize {x ), {yn}sn. LM x, = LIN y, = x,

potom {xl.yl,xa,yz....} le¥i v D a konverguje k x.

CviZeni. Ukaite, Ze
(a) (), (11) = (1),

(b} (1), (1) — (P1),

(e) (1), (11) =& (P2),

(@) (1), (41), (i14) =—=> (P2) & (W),

(o) (1), (11) = ().

N dvod. Pou¥ijte pfikladd s 48.3.

(£) Zkxoumejte té% dalZi ze vedjemnych vstahd uvedenjch axiomd.

48,3 PFiklady. V ndeledujicich p¥ikladeh zkoumejte splni&ni jednotlivych
axiomi: '

{a) X Je dvoubodovd mnoZina, I = {a.b-}; D sestdvd pouze z kon-
stantnich posloupnosti; LIM {a,a.... } = a, LIM -Lb,b,...} = b.

() X Jje dvoubodovd mnoiina, X = {_a.b}; D obsshuje posloupnosti,
které jsou od urditého indexu konstantni; LIM definujte obdobnd

Jako v (a),

(¢} X = By; D sestdvd =z konvergentnich posloupnosti; LIN je
limita posloupnosti redlnych &isel.

(d) X = By; D wseatdvd se viech shora omerenych posloupnosti;
LIM : 8, ——> limsup a,.

(a) X = Byy {xn}en. prédvé kdyi posloupnost {,’n} Je konvergentni
v"obvyklém amyslu" & x, £ lim x,  pro kaidé neN; LIM Je

. n
"obrykld limita".
() X = 31; {xn}eb, prévi kdy% posloupnost {_In} Jje konvergentni

v "obvyklém axyslu® a x, = lim Xn af na konelné mnoho indexd;

LIM je "obvyklé limita”.

(g} X = By3 D wsestivd se viech posloupnost{ konvergujicich k nule;
LIMN je "obvykld limita®,

|4B.4| Linedrn{ konvergence, Bud X linedrn{ (vektorov§) prostor.

1V14-7781
¢ - 358 -



Konvergenci LIM : DcX_, —> X, kterd eplauje (i) a (ii), nagyvé-
me linedrni, jestlife plat{:

(1) [{In} ’{.’n}ED] ﬁ[{xn + yn_}eb ot LIM (x, + yp) =
= LIHxn+LIIJn] '

(12) [{xn}en. 0631] =>[{cxn}en ot LDMcx = elDix | .

[48.5] oCvident. .
(a) Dokaite: {_xn}en, XEX —> {xn + x_}en ot
LIM (x, + x) = x + LIN x. '

(b) Zkoumejte, ikteré x konvergenoi v 48.3 jsou linedrni (i ausi
byt vektorovy prostort).

(¢) Uvedte dal¥f pFikledy linedrnich konvergenci.

(d) Uvaiujte néeledujicf axiom a jeho vetah k axiomdm (L1) a (I2):

(13) {x,)Jen, cex, oy—> ¢ == {o,x JeD et

LM e, = ¢ LIM

B. KONVERGENCE POSLOUPNOSTI FUNKCI
s —— e e it a2

48,6| Zékladn{ definice. Kecht 'rn, '3 jesou funkce definované na manofi-

né PCB,. Rekneme, Ze

(a) posloupnost funkci {fn} konverguje bodov& k funkei £ ne mno-
$ing P, Jestlife pro kaZdé tcP Jje iinmf (¢) = £(t)
(spalfme £ —> £ na P),

(b) posloupnost {r} konverguje stejnomdrn¥ k funkci f ne P,
jestliZe ke kaZiddmu E > 0 axistuje n,eN  tak, o pro
viechna n>n, a vlechna t€P platf Ifn(t) - f(t)\< &
(gna¥ime f —3 f na BP),

(¢) posloupnost {_t } konverguje lokéln¥ stejnomérnd k f na P,
Jjestlife pro kafdou konpaktn:[ mnofinu KCP Je f :3 4

na K (gznadime fﬁ’f na P),
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(d) posloupnost {fa} konverguje skoro viude k £ na P, jestliZe
existuje mnofine MCP nulové miry tak, Ze 2,—*f na P\N

(maé:[n& fn:g; ? na P),

(s) posloupnost {tn} konverguje podle miry ¥ f na P, jestlile

pro kafdé £ > 0 plati 1lia "11 xe P ; lfn(:) - t(x)léf} =0,
1 n> oo

(xnadime f,—> f na P),
{f£) posloupnost {_fn}c' L (p) konverguje v priméru k funkoci
2 E£(P) na P, JestliZe 'll}’lwﬁrn - 2] = 0 (znadime
) 5% P
2, —=>f na P).
48.7 | Vstahy mesi jednotlivimi konvergencemi. - Schematicky je moino zné-
gornit p¥i{slulné vstahy nésledujfci{ tabulkou:

stejnomérnd konvergence
©) .U« (e€)
lokdln¥ stejnomdrnd
konvergence
)
konvergenoe bodové konvergencs
v priméru ' _
_ w [
. ()
konvergence skoro viude ——> |atejnomérnd konvergence
() , af na "malé mno¥iny"

le

konvergence podle airy

_—(_1-’_—)-> konvergence ekoro viude

vybrané posloupnosti

(a) Implikace oC, [5, I’. J Jsou p¥imym disledkem definic.

(v) Iaplikace (€ ) plati sa pkedpokladu, Ze P je mnoZina konedné
airy a Xe fne%(r) pro kafdé nck (po!:iijte Lebesguecvu vé-
to, vis té3 [sT] , véta 20, itr. 20).

(¢) Implikece (?) plati kupf., jeou-1i eplnEny pFedpoklady
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(d)

(e}
(n

Lebesgusovy vdty (vis [/'] , v&ta 19, etr. 20).

Implikace (@) Je tsv. Jegorovova véta (vis [ J 1], kap.II,
§2 & [X] , dodatek, odstavec D.II),

Implil:ace () - viz pap¥., [0 IT], kep. III, § 5, vita 68.
Vyslovte t-é! Diniho vétu, kteréd uddvd, za jakjch podminek z bo-

dové konvergence plyne stejnomérnd konvergences.

4808 Implikace ( qo' )o

(a)

(b)

(o)

1014-7761

Bul S mno¥ina viech t¥{d ekvivalentnich miFitelnych funkel

definovanjch na mnoZiné PC B, konedné miry (Fikdme, Ze

f 5 g, JestliZe f(t) = g{(t) pro skoro viechna t&P). Pro
f,z2 €5 poloime

12(1) - glt)l
(fr - £ at
fifre) _P/ 1+ |£() - g(#)l

Ukazite, %o (S, SQ } Je metricky prostor.

Ndvod. P¥1i ovi¥eni trojdhelnfkové nerovnosti pouZijte
la_+ bl e dal bl
1+ ja+ bl 1+ lal 1+ vl

Vis té% (], pF. 8.18,

vetah pre a,beB;.

Bua FCBl mnozina kone&né miry, L SR 4 néFitelné funkce

na P. Potom fn——';!'—a f na P, prdvd kdy% 1lim jO(fnof)-O-

Nédvod, Bud €> 0 aosnaite A ={x6P;|f,(x)-2(x)|>
2 E} . Potom

£ £, - 21 _ Iz - £l -
TeE “hihy) -‘-‘/1+|rn-rl"‘ 1+ £, -8l
Ay P

- f £
3./--. + /-oo f l(An) + TTE '11(?) .

Ay P\An

Dikas lamplikace (ql) . Budte f,€ %(P). ’11(?) <  ©O,

Nechi fn—-l-.bf na P. Potom rn-il-y f na -P.
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Ndvoad Plyne g nerovnosti

‘//’ lfh -t} SZJ/G;n . fl
r 1+ {f, -1l

P

a 5 p¥ededlého 48.8.0b.

48,9| P#{klady.

{a) Bxistuje posloupnost funkci, kterd konverguje lokdln& stejno-
a¥rnd na P a nekonverguje stejnomérn¥ na P. Udejte p¥iklady!
(MA%e byt v tomto pEipadd mnoiina P kompaktni?)

(b) Udejte p¥iklad posloupnoeti funkei, kterd konverguje bodovd na
intervalu (0,1) a nekonverguje stejnomdrné na fédném intervalu
(a,p)c(0,1).

Ndvod, Uvaite, %e Rismannova funkce je prvni Baireovy t¥{dy.

(e) XExistuje posloupnost funkocf, kterd konverguje podle miry na B,
a nekonverguje skoro viude na K,.

Ndvod. Pro mnel a x€ B, poloite

1, je-11 Bl o x o B,

£(x) =
] 0 v ostatnich bodech.
Uvaiujte posloupnost f%, 12. rz, fi. t%.... o
(4) 3Bxistuje posloupncet funksi, kterd konverguje bodovd a nekonvergu-
Jo v prdmidru.

Ndvoad. Pouiijte sndmé piiklady k Lebessgusov¥ vét¥ pfi vyne-
chdn{ p¥edpokladu o existenci integrebilni msjoranty.

(e) Ukaite, ¥e pFedpoklad koneénosti nirjr v 48.8,¢ neni podatatny.

48,10 Cvideni., Zkoumejte jednotlivé konvergence se 48.6 ve smyslu definic
48.1 a 48.4. '

C. METRICXL XONVERGENCE
— =

48.11 Do-finiu. Bud I neprésdné mnofina a (D,LIN) konvergence na X.

Rekname, %e konvergence LIM Jje metrickd ma X, jestli¥e existuje

metrika ? na X ¢takovd, ke pro viechny posloupnosti

'{;.}:ICI a xoex platis

{xn}en. LI x, = X, pravd kdyg S-'-> (xn,xo) — 0.

1014~-7781
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1

48,12 | P¥{klady.

(a)

(b)

(c)

(a)

)]

()

1014-7781

Konvergence podle airy je metrickd ne mno¥ind t¥{d4 ekvivalentnich
m¥Pitelnych funkel S (vie 48.8).

Bud Jc B, interval. Potom bodovd konvergence neni metrickd
ne mnofind Y vBech funkei definovanych na J.

N&vod. Provedte sporem, bud (JP.S:‘) pFfislulny metricky
prostor. HNecht €c ¥  gnadf mnoinu viech epojitych funkef
na J. Potom ’E; (uzdvér v (.?,P)) Je prévé B, (funkce
prvé Baireovy t¥#idy - viz téma 12, 0ddil A). Dédle

El = B, £ By = ‘E, co¥ je spor & tim, ¥e usédvir podanoiiny
metrického prostoru je vidy uzaviend mnoZina. _

Bud K kone¥né mnoZina. Potom bodové konvergence je metrickd

na mnoiing b viBach redlnych funkci definovanych na mnoXinsd K.

Ndvod. Poloite ? (£,g) = :aexxlf(x) - g(x)| pro f.gej" .
Potow (JF , So )} je metricky proetor e poifadovanymi viestnosimi.
Posndmke. Je-1i n polet prvkd snofiny K, je prostor (f,f)
isomorfni a K. '

Konvergence skoro viude neni metrickd na mno¥in¥ 5 visch

funkci definovanych na ¥,.

N&dvod. Provedte dikag sporem. Sastrojte posloupnost funkof,
kterd konverguje k nule podle airy, ale nekonverguje k nule skoro
viude (viz 48.9.¢). -Poton pouZijte vdtu 48.7.e, podle které

g této posloupnosti mbiets vybrat posloupnost konvergujfci k O

skoro viude v El.

Bud X mnoiina v3ech omesenych funkc{ na mnoZind P, Dokaite,

feo stejnondrnd konvergence je metrickd na X.
N&vod Pro f,geX poloite (O (f,g) = sup l2¢e) - g(e)}.
tc P

Potom (I,SD) je poiadovanf metricky prostor ((I,gs’) Jje dokonce
ﬁplnj) .

Bud X = & (P) mnoiina viech lebesgueoveky integrovatelnych
funkcf na P, Na X savedme rovnoet ve smyelu akoro viude.

Potom konvergence v prim¥ru je metrickd na IX.
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N4dvod. Pro f,gc X poloite gOCf.g) - flf - gl .
P

‘48.131 HlubZ{ studium prostoru (S, @ ).

(a) 8 Je linedrni (vektorovy) prostor (rovnost skoro viude!),
{b) 8 Je (plny metricky prostor.

N dv o d. Bud {fn} cauchyovekd posloupnoat v (85, ? ).
Analogicky jako v 48.7.e ukaite, Z%e existuje vybrand posloup-
nost {fni} a mnofiny A CP tak, Ze ll(Ai) < 21 a

| -1
\fni(s) - fﬂp,l{’)‘ < 2 pro s€ P\ Ay,
od
Poloite B, = \J A, Potom A (F) < 2l 4 pro
i=k
[
s6P \ P, platd \fni(a) - fnd(s)l = .%ilf%(-) - fnml(a)l

<2"k+1, (3> 1 2 k). 04tud plyne existence m&¥itelné funkce
f na ‘P tak, ¥e fni-—-" f &.v. na P. Podle 48.7.a
(implikace J) a48.12.8 je SD (fni.f) —> 0, Tedy libo-

volnd cauchyovekd posloupnost prostoru (S.S’o) obsahuje konver-
gentni vybranou posloupnost (v konvergenci podle miry). Odtud
plyne tvrzeni. '

(¢) Proator (5, go ) neni normovatelny (tj. neexistuje norma
j.f na S tak, e £ - gl = ga(f,g) pro libovolné
1,8€8). :

(d) Definice. Bul (X, SO) metricky prostor takovy, %e mnoZina X
Je linedrni (vektorovy) prostor. Oznaéme "+" : X x X —> X
a "." + B, x X —> X jeho algebraické operace. ﬁeknemé.
is (X, §>) Je metricky linedrni prostor, jestlife operace

"4 a ", " Jaou spojitd gobrazeni{ na pF{eluBnjch kartézskych
sou&inech prostord. '

(o) Pozndmka. Uvédomte ei, fe ne kaidy metricky a linedrni prostor
je metrickjm linedrnim promtorem. (Stad{ volit X jako mnoZinu
viech redlnych &f{mel a SJ Jako diekrétni metriku!).

() (s, sD ) Je metricky linedrn{ prostor.
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oo
(g} Porndmka. Linedrni normované prostory mej{ "hodnd" otevienych

konvexnich mnofin, nap¥. kafdd otev¥end koule je takovd mnoZina.
Metrické linedrn{ prostory tuto vlsetnost nemusi mit. Nap¥k.
(s, S-'D) obsahuje prédvd dv¥ konvexni oteviené mno¥iny: & a 8.

Prostor (S, ¢ ) méd celou ¥adu dellfich "perveranich® vlast-
nosti. Nap¥, jedinym spojitym linedrnim funkociondlem definovanym
na S je nulové forma. V pFipads linedrniho normovanébo prostoru
(X, l...ll ) se toto nemi¥e piihodit, ngboi pleti ndeledujici tvr-
geni: Pro kaZdé x€X existuje spojity linedrni funkciondl £
definovany na X takovy, fe f(x) = |xl,

48.14| Pogndmky

(a) Miato B, Jeme mohli uvazovat obecné metrické prostory s misto
Lebesgueovy miry v B, té% abatraktni prostory s mirou,

(b) Lee té% savémt obecnsjEf konvergenci v pridmdru stupn¥ p (p ¥ 1)

vstahea linm [fn- £iP o 0. Misto c‘é(l’)- pak dostaneme
n-»o° 4

obecn¥j3{ prostory o‘fp(P) - viz téma 49,

D. SYsThMY FUNRCI UZAVEENE KA LIMITE PRECHODY

48,15 Definice, Bud f syatém vEech redlnych funkei definovanych na
neprésdné mnozing £2 c B;. Hecht jo na S  definovand konver-

gence ve emyslu odatavos 48.1. iekneme, fe mnokina Yc PP jo
systém funkoi usavieny vehledem ke konvergenci LIM, jestlife
LIM (DNY_, )<Y, ¢J. plati-11 implikace: {fn}c PNYp
LM, =t —=> tel, : .

Posndmka. Pojem vyj%e definovany je zobeon¥nim definice systému

usav¥eného vehledem k bodové konvergenci - vis téma 12, odstavec 1l2.

48,16| Cvilenf. Vypracujte cvi¥enf s odstaved 12,13 a 12.15.b. Cvileni.
12.13.a, 12,13.b, 12,13.¢ formulujte obecn¥ji ve smyslu p¥edchéseji-
ci{ dsfinice! '

+17| Cvileni. V téchto skriptech jste se setkali s mnoha systémy redl-
njch funkci a s mnoha typy konvergence. Mifete si - voelku pFirosend -
polo¥it otdsku, sda jeou jednotlivé t¥idy téchto funkc{ uzavieny na
rdgné limitn{ p¥echody. Tak nap¥. gjletdte, sda plati lmplikace:

1014-7781
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SV (<a,b>), f, =3 f na <8,b>==> fcBV (<a,b>),

poslospojité zdola (a,b), £, ™ f=—3f polospojitd zdola,

Tn

(&) £,

(e) £, polynomy na K, tn}_"—f; f na B, = f polynom,
ta

(q) méfitelné v Bl. :tn———> f e.v.=—> f méFitelni.

(a)

Uv§domite-1i =i, i'ao v t&chto skriptech uvddime zhruba 40 t#f{d
funkci a 10 typl konvergenci, miifete vytvofit 400 otdzek a jejich Fe-
feni si gndgornit ve formd "hokejové tabulky”. Zjistite-1i, e ndkte-
‘ré systémy nejsou usaviené na jisty typ konvergence, miiete hledat n&-
které doplnujici podminky, ss jakych me uzav¥enymi stanou.

]48.18 }Posmﬁnl:a. Definujme ndsledujici systémy:

r, = {_-y-tin viech redlnych funkcf na <0,1> , které jsou
sprave apojité v kaidém boas <O0,1) } ,

I, = {systém vEech redlnjch funkcf na <O0,1>, jejich¥ body
nespojitosti jeou pouge l.druhun},

ry (resp. .11) = {viechm‘ bodové limity posloupnesti funkel
s r, (resp. J)) ),

ry (resp. J5) = {_hodové limity posloupnost{ funkei ¢ r, (resp.
iy -

Lse dokégat, ¥¢ B,Zr #J; (vis Coke 5. Reed, Pointwise limite of
sequences of funotions, Fund. Math, LIVII, 1970, 183-193). Vysledky
prév& citovaného &ldnku spolu s praef C.T.Tucker, Limit of a sequence
of functione with only countably many points of diescontinuity, Proc.
Aaer. Math. Soc. 19 (1968), 118 - 122, implikujf B, = ry = j,.

E. S8POJITOST LIMITNI PUNKCE

48.19| Lokdln¥ stejnomé rnd kc;nnrgonce v bodé,

(a) Rekneme, Ze posloupnost funkei {rn} definovanjch na mnoiind
MCE, konverguje k funkci f lokdlnd stejrom¥rnd v bodd
x,& M yshledem k mnoZin§ M, JentliZe ke kafdému € > 0O

existuje noell a J:— O tak, %e pro viechna n = n,
a pro viechna x&(x, - J y X+ Jrn x plasi
[2.(x) - £(x)| < € .

(b) Posloupnost {_fn} konverguje k funkci f lokdln¥ stejnom¥rné

1014-7781
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(e)

(a)

~ Byni pou!.tjto- Borelovu v&tu,

na intervalu {(a,b), prdvé kdyZ fn konverguji k f lokélnd
stejnomérné v kaZdém bod® intervalu (a,b) (vehledem k (a,b)).
DokaZtel '

Nivod, HNeeht £, konverguji lokdln stejnomirn¥ v kafdém
bodé. Zvolte kompaktni mno¥inu Kc (a,b) a & > 0.

Bud X € K. HNaleznéte d‘(xo) > 0 a n{x ))EN tak, aby
|:l'n(x) - f(x)| < E pro viechna xe&(x, - J(:o). Xg + J(xo))

a viechna n 2 n(x,). Zfejm¢ Kc UK(’o"J(xo)' x, +. J(xo)).
e 3

Nechi £, konverguji lokdln¥ stejnomErnd k funkei £ v bodd

x €M vihledea k M. Potom fn(xo) --»r(xo), doka¥te!

Funice f, ¢t X ——> arctg nx konverguji v bodé x, = 0,

ale nekonverguji lokdln¥ stejnomdrn¥ v bod¥ x, = O vghledem
k El'

48.20| Zpola stejnomdrnd konvergence v bodd.

(a)

{b)

()

(4)

1014-7781

Rekneme, Ze posloupnost funkei {_fn} definovanych na anoZin¥
Mc B, konverguje k funkci £ spola stejromdrnd v bodé xoel
vghledem k M, jestlile ke kaZdému £ > 0 existuje n,e¥
s ndsledujici vliastnosti:

Pro ka¥dé pFirogeni &islo n > n, niieme nalést & > O
(= ar(n,e_)) tak, aby pro x€ (x, - 0{‘. xoi-cf)nl

platile [£(x) - £(x)] < € .

Necht £  konverguJf k f lokéln¥ stejnom¥rné v bod¥ x €N
vzghledem k M. Potom konverguji zpola stejnom¥rn¥ v x, vshle-
dem k M, Dokaftel!
Foloite
' 0 pro x&(=-o0 ,0>UuL2/n,+0o),
fn(x) - _411: pro x&{0,1/n),
2-nx pro x& <1/n,2/n> .
Zroumejte lokéln¥ atejnomirnou a spola stejnomérnou konvergenci

poasloupnosti {fn} v bod¥ x, = O vshledem k K.

Neoht £, konverguji spola stejpomérn¥ k funkci f v bod¥
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(e)

(£)

x,eM vghledew k M. Fotom fn(:o) ——> f(x,), dokafte!
n

Poloime f :x +— \Vixi . PFPotom {In} konverguji bodové

k oharakteristické funkci anoZiny B; ™\ {0) a nexonverguji

k ni spola etejnom¥rné v bod¥ O vshledem k E,.

Bud f_  ocharskteristickd funkce mnoZiny (0,1/m)NR.
Potoa posloupnost f, nekonverguje zpola stejnomérnd v 0
(vshleden k B,) k Zddné funkei.

[48.21] spojitost limitn{ funkoce.

(a)

{(b)

(e)

1014-7781

Nechti {_fn} je poaloupnost funkci na (a,b) apojitich v bod#
x,e(a,b) a nechi £,—> f, na (a,b). Potom funkce f
je spojitd v bodd Xy prévé kayi 4 konverguji k £, =pola

stejnomérnd v bodé x, vehledem k (a,b).

Hévod Nechi T, Je spojita v bodd =x zyolte £ > 0,

o*
Nalesnéte nlal tak, &by pro¢ n = n; byle
lfn(xo) -~ fo(xo)l < £&/3 (konvergence) a cf;> 0, Ji > 0
tak, aby '\ri(x) - fi(xo)\ < E/3

pro xe(xo - cri. X, + J;). i=0,1,2,... (spojitoet).
Poloite Or(n. £) = nin { opo, c{l). Pro dldkag opadné impli-
kace pouiijte ndsledujici lemma, jeho¥ dikar nalegnete v D II].;
dodatek, § 3, vita 247, _‘

Lemna. Nechi {_fn} Jje poeloupnoat redlnych funkci definovangeh
na intervelu (a,b) spojitfch v bodd x,€(a,b) a nechi

t, —> ¢ na (a,b). Potom funkce f Je spojitd v bodd x
privé kdy plati podminka (P):

o?

(P) . Ke ka#dému € > 0O existuje nelN a d >0 tak,
fe pro libovolné zx€&(x, - ar, X, + J) ‘plat:[
£ () - 2y} < &

Zpola stejnomdérnd linita npo;jity’ch funkci v xaZdém bodEZ intervalu
(a,b) Jje epojita funkce.l f
Lokdln¥ stejnomirnd limita spojitfch funko{ je spojitd funkce.
Prostudujte e té% [ D II1l, dodatek, § 3.
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F. KONVERGENCE V DELCE A VE VARIACI

Usluvy a osnadeni. ¥a X, uvaiujme normu .0 : [x.y]""”xaﬂz.

Bud P <n B> —> '2 a poloime

Y9 = T(P) = ;2’3 % “l‘(xk) - P(xt_l) “ »

kde & -‘{D;D- {a =x <xl<...<x.-b}}

Neont £ : <g,b> — B). Bud Vf varimce funkce f nk <a,b>
(viz téma 19) a If = V!‘f, kde !'f t X —p [x,t(:)] .
Lf nasyvaae délkou grafu funkce f na intervalu <as,b> .

Pogndmka. Neocht funkce f mi v intervalu < s,b> lp.o;litou deri-

.24

vacl 2°. Potom plati

b
.fVl Hr@F e

(vie [JI1.)

Lemma. Pro libovolmou funkei f : < a,b) —> B, plati

l4s. 25

27566 P24

((b— )2+ (vr)z) = ILf € (b-a)+ V£ .
W 4dv od., P#mo s definice odvodte vstah Ve < Lf =< (b-a) + VL.

7 HSlderovy nerovnosti (viz téma 44) odvodte pro nesdpornd &fisls
‘1'*2’31’32 nearovnoat ((L1+;2)2 + (31+Ba)2)

1 1
2 2
< (Ale + 312) + (122 + 322) 1 odtud dokafte indukc{ podle n

pro kaidé n€XN a nuipox;ni &i{nla aj’bd’ j=lys..yn nerovnost
1

n ‘ n i
(Z aJ)a + (Z bj)) Z(a +ba) '

J=1 J=l .
se které jii snadno obdrgite zbytek dohsovauého tvrseni.

Dﬁnledck. MnoZina BV (< a,b>) vEech funkci s kone¥nou variaci
jo totoind s mnoiinou funkof, které maj{ graf kone¥né délky.

Cvideni, Sestrojte posloupnoat funkoi {_fn} definovanych
na intervalu < 0,1> tak, aby fn:'ﬁ, f, V£ =« 0, Lf =1,
th—-—-> too , Lt —> + oo ,
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Cviceni. Roghodn&te 0 platnoeti ndsledujicich implikaci:

(a) (V£, — V1) == (£, —> 1),

(b) (Lg, —> L) == (1, —> 1),

(6) W, -2 —> 0 => (£, = 1),

(@) Wty - 1) —> 0 ==> (£, —> 1),

(0) {Wgy -0 —> oy(e) — a))=—= (f; =—3 1.

Vita. Nechi f —> £ na <a,b> . Predpoklidejme, I f

48,28 |

3s konstantnf. Potom plati
(Ve, —> Ve) &> (If, — > L1).
N dvod., DPoukijte 48.24,

Cvideni. Seatrojte poaloupnost {fn} absolutnd spojitych funkci

48.29

definovanyoh na intervalu < 0,1> takovou, e plati
(1) t, — f,

(11) £ Jje sbaolutné spojitéd,

(114) an — VI,

(1v) L, —¢> 1If.

Bdv od, Volte nap¥. f£(x) =x, x€<0,1> a funkce 8

monotonni - F¥e3eni snadno naleznete, nalrtnete-1i ai obrézek.

Cvideni. BSesatrojte posloupnoat funkci {fn} takovou, %e plati:

(1) t, == o,
(11) £l — o,
(114) L, —> oo .

Nédvod, Naintervalu <1/(n+l), gn > sestrojte funkce
n

'fn 1 () —> 0, £l < 1/m, V£, > n, f1l/n+—>0,

48.30

1/n+1

2, : x+—>0 pro x¢<1/(n+1), 1/n> & exiatuje f  na inter-
. n

valu < 1/(n+l), 1/n > .

1014-7781

Cvideni. Sestrojte posloupnost funkei {rn'} defincvanych
na intervalu < 0,1> +takovou, Ze plati:
(1) £, —> f,

(i1) vrn-———? Voo
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(111) V(£, - £) —> + oo .

N4dvod. Polofte {_fn} charakteristické funkce jednobodové

mnoZiny {_1/n} +« Tato posloupnost mé pot¥edné vlastnosti.

E‘> 0.

a libovolné d¥leni

(ve, —> V1),

(Le, — L1),
(V(£,-1) —>0),
(L(f,~f) —> b - 8),
(Ve, —> V1),
(Hn'__—’ Lt),
(V(g£,-0) —> 0),

(L{£,-0) —> b - a).

48,31 | CviZenf{. Sestrojte poeloupnost funkeif {fn} definovanych
na intervalu < 0,1> takovou, e
(1) t, — f,
(it). e, — it,
(111) L{fy, - £) —> o= .,
48,32| Patouovo leama. Necht fn —> £ na mterialu <a,b>,
Potom plati lininf an 2 VI, lim inf Lfn > Lf.
n->»oco n—» oo
Hdvod HNechi 1liminfVf =a <oo a bud
n-» oo e
Potom existuje n €N tak, e pro n>n
platf =
%[fn(xk) - fn(xk-l)‘ > a - £ .,
Odtud plyne tvreeni. Analogicky dokdfeme druhou nerovnost,
48,33 | Definice.
v ar
() f,—> <S> (1, —> 1) et
L df ‘
t,—> £ = (2, —> 1) et
sv (L} 4
fn—-——)n L 4 @(In-—r f£) et
S5 at
£, —> ¢ ‘;9(!1;—_) ) et
v ar ‘
f, —3 ¢ > (£, —331) ot
L das .
£, =3 t <= (1,—3 1) et
8V _af
f,a—S t & (£, = 1) et
8L af
fn:.—_—_’, r = (fn:.—.:.—..!, £) et
1014-7781
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[48.34] Pondmey. " o .
(8) (f,— N (£,  ? N&E=(f,=—=38 Hc—= (£,—3 1),

sv L

() (f,—> ) ==> (1, —>1),
8 v

(0) (f,—> ) == (£, —>1).

48.35| Osnaleni. Punkei ,gr y p¥islulnou k funkel f a délen{
D= {a-x = b } s definujeme takto:

°'< :1 < sas < X

n
/eg Jo linedrni na ka¥dém intervalu <x1_1,x1> y i=l,...,0 a
f(xi) - ££ (11) ' 1-1...- ,h.

Punkel Z ]"; nasyvédme po Sdstech linedrn{ vepsanou funkei funkce f,
pFieluinou k d¥leni D. (Pokud nen{ d¥leni D pro provddéné Gvehy
podstatné, pilieme pouse ,Zf misto ,ff) )

48.36) Tvrseni. Necht fe&BV(<s,b>). Potom existuje posioupnost
po Sdstech linedrnich vepsanych funkci ,eﬁ funkce f tak, Ze
plat{ j:-L) z, L L, 1,

Ndvod. Bud P husté -poéetni podano%ina intervalu <a,b>,
kterd obsahuje viechny body nupo;]itonti funkce f, Sestrojte posloup-
nost déleni {Dn} tak, ie x%-)l Dn =P a ddle iutro;jne .funkce

lflf) pﬂiluin‘ d§leni D, Toto je hledand posloupnost.
n

v

Lo t) = (g ——>1).

43037 Véta. (fn

Hdédvod. Zvolme € > 0O, Potom existuje po Sdstech linedrai
funkse ,311; vepsand funkcei f tak, e plati L,fg > Lt - &,

P¥{alusné déleni{ D nechi je urdeno body a=x < ... <X, = b.
Ozsnaéime (mueime vEsk ukit podrobn¥jéiho osznaden{):

L(/eﬁ H <11_1'11>) - Lil L(fi<xi_1'xi>' ) - Li = Ei M
11 - xi-l » di' 1‘1'coo’n¢

Ufitim pFedchisejicich viasledkd obdrEime

1014-7781
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'y
vu.') < (1,2 -aa) . 2(L4) + 28 5 d
= N 594 + 1 pro v echna dosta-
X4
teind velké n. Upravou a pou¥itim HBlderovy nerovnosti (vis téma 44)
obdrZime VL, = V& + 2(€ L) + 2¢&

Odtud a &= odstavoe 48.32 plyne Eddané tvrseni.

48.38 | Cvideni. Sestrojte posloupnost funkef {f,} defimovanych na
intervalu <0 1> takovou, ¥e plati:

(11) ¢ % £,

Hdvod. Poloste
0 pro x€(l/n, 1> ,

£,(x) = 1 pro x =0,
Je linedrn{ jinde na (0,1).
[48.39%| Vata. Nech¥ £.,2€BV (<a,b>), f Je spojith na <a,b> ,

Y
fn—l-) f. Potom plati f T3 £,

I48.40*|751;a. Nechi £,,£<BY (<a,b>), f je singulérni funkce (tJ.

funkce, jejiZ derivace je rovna nule skoro viude).

Potom (f —-I'—:»f)(:ﬁ(f —L>f)

48.41%| v¥ta, Nechi f «BV (<a,b>), feAl (<a,b>). Potom plat{
(t,—2> ) e—=> (1, T, 1),

Posndmka. O dikasech poslednich dvou v¥t a vibec o tdchto konver-
gencich se Ztend¥ mbfe podatatnd vice dodist v Zldncich:

C.R. Adams = J,A. Clarkson: On convsrgence in variation, Bull,Amer,
Math.Soc. 40 (1934), | :

C.R. Adams - H. Lewy: On convergence in length, Duke Math. Jour, 1
(1935), :

A.P. Morse: Convergence in variation and related topics, Trans.
Amer. Math. Soc. 41 (1937)

a v M, ResniZek: Diplomovd prdce s roku 1970 (XFP KU).

48.42 | Problémy.

(a) Zkoumejte usgavienost riiznych systémll funkci vehledem ke konver-
genoim definovanym v tomto oddfle.
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(b) Nepozorny Etend¥ by mohl pi¥ehlédnout hned prvn{ gramatickou

vétu v tomto oddile (pFedpokldddme odmocninovou normu v B,!)
a tim by mohl Bpatn¥é dopadnout. Konvergence sde definované
jsou sévielé na volbd normy v 32_ (1 kdy% viechny tyto normy

Joou ekvivalentn{)! Je mofno se o tom pFesvddiit nap¥. zave-
denim noray m.W : (x,y]+—> |x! + 1yl .,
V tomto pFipad¥ pro kafdou posloupnost {f Y nap¥. plati:

(t,—— D= (r, L0

(porovnejte s odstavoem 48.37 a 48.40!)., Okam¥ité se tedy
naskytaji nésledujfci problémy:

(1) P¥i které nora¥ v B, Jesou viechny konvergence defino-
vané v odstavel 48,33 ekvivalentni?

{11) Zvolme nel¥ (1 < n<B) a n pevné gvolenjch kon-
vergenci s odstavoe 48,33. P¥i které noraé v B, Jacu

tyto konvergence ekvivalentni?

(i1i) *"Obrdoceni (i1)", tj. ukésat, Fe prédvd p¥li takto svolené
normé v Ea Jo pevnd svolenjch n konverganci ekviva-

lentnich,

(iv)  Studujte tyto konvergence p¥i rdznych noraméch v E,!
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Obsah:

49.1

T EMA 49

Konvoluce funkc{

A. Definice a sdkladni vliastnosti.

B. Pourierova transformace.

A, DBPINICE A ZAKLADEI VLASTNOSTI

Definice. Bud McE, n8Fitelnd mno¥ina, necht 1 s p 5 + oo,

1

[49.2

Symbolem &£ l»(ll) oznadme mno¥inu viech m¥Fitelnych (obecn& komplex-
nich) funkci ne M, pro ndi Lebeaguedv integrél f (2}P konvergu-
M

je. Migto otep(kl) plime kridtce %.

1/
Pro :eﬁp(n) poloZme Ilf!lp - (ﬂrlp) .
| M

Cvideni,

49.3

{a) UkaZfte, Ze mno¥ina cfp(l) Jje linedrni (= vektorovy) prostor
(p#L jakjch operacich?).

{b) Ukaite, ¥e sobrageni ft+——> llrllp ad vlastnosti:
(1) £=0 a.v.¢==>llf|lp - 0,
(11) e+ gty < Nl + Nelly

(111) l\cfl\p = lol . ﬂfllp
(precisujte!, pouiijte visledkl tématu 44).

Porndaks. Polokfme-11 O.(f,g) = Hf-gll, pro f,g eé‘fp(u).
mé funkce St)p "akoro" viechny vlastnosti metriky na o@p(l)
(n3kdy se Fikd, e Sop je paendometrika), Protofe oviem

S’Dp(r.g) = 0, prdvd kdy¥ £ = g skoro viude na M, netvo¥i dvojice
(a‘ﬂp{l), S:)P) metriocky prostor. Zavedeme-1li na o'ep(l) t¥{dy

1014-7781
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ekvivalence "“f ~ g, prédvd kdy¥ £ - g ®.v. na MN",

a ognalime-11i symbolem Lp(ll) mnofinu viech ekvivalentnich t¥id
3 afp(l) e definujeme-11 "vhodné" metriku na Lp(l), doataneme
Ji% metrickyj prostor (dokonce Banachdv).. Provedte tyto idvahy po-
drobn¥ a precisnd, kup¥fkladu podle La 11], kap. XIV, § 3.

49.4 Cvideni. ‘
(o) Uka%te, fe souZin dvou funkef g £p(u) nemusy ji% leZet

v éﬁ’p(u) .

(b) Z HB8lderovy nerovnoeti (téma 44) ukaite, Ze pro feog;(ll),

geéeq{l), kde %—-n- %- = 1, Jja r.geéﬁl(n) a

I]f.g“l‘é{\ﬂlp . ﬂgilq. V dalsim ukidieme, jek definovat "soudin"
b 4 @g fuhkci f,g tak, aby t ® geéel pro f, gc-::o‘el.

49.5 Vita, Budte f, gc—:a(f. Potom pro a.v. xe‘.Bl le#{ funkce
yr—> f(x-ylgly) v o&re Mikome tedy pro tato x definovat
funkci £ @ g pFedpisem £ @ g(x) = ff(x-y)g(y)dy.

‘ . %

Funkei £ @® g (kterou v bodech nulové mnoZiny, kde nen{ definovéna,
dodefinujeme hodnotou nula) nasyvéme konvoluci funkc{ £ a g.
Dokafte ddle, e f @ geacq_ a t@ 5“1 < ﬂﬂll . el .

Hédvod Dokakte nejdi’-ivo. fo funkce [ x,yl+— f(x-y)gl(y) Jje
. m§¥itelnd a integrovatelnd v E, (nap¥. pomoci v¥ty o substitucl),
Potom uZtijte Fubiniowu vétu.

49.6 Oviﬁcni. Okafte, ¥e konvoluce md tyto vlsstnosti:
(1) 1@ g =~ gD,
(14) t@(g® h) « (£ ® g) P 1,
(311) (xt+ B P h = x(2@n) + Pl(g @ h)

pTO viechna :l',g,he£ s oK, ﬁello

49.7 Pozpidmka. MpoZina a'f’l Je tedy komutativni okruh (dckonce tgv.
Banachove algebra). Za aditivni operaci bereme obvyklé siitdni funkci,
sa multiplikativaf operaci bereme konvoluci (jak je to se sditénim

1014-7781
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v "nep¥{jemnjch" bodech? - pozor na pojem skoro viude!). Venikd
otédzka, zda existuje multiplikativni jednotkovy prvek, tj. takovd
funkce - uéx, e u®dFf = £ pro vEechna texl.

49.8 Cvileni. Algebra °291 neméd multiplikativni jednotkovy prvek.

Nédvod, Dokagujte sporem. Za funkci f vesmdte charakteriastic-
kou funkci intervalu < —J,J) , lkde Jd> o je zvoleno tak,

2d
aby jul < 1,

24

49,9 Spojitost konvoluce. Nechi funkce g Je omeszend a mé¥itelnd ns B,
a nechf fe, Potom konvoluce f @® g (definovand jako v 49.5,

nepfedpoklddéme zde geafl) je stejnom¥rn¥ spojitd na B, =a

sup £ @ g(x)| < [Iflll . 8up lg(‘x)l . Doka¥te!
b 43 31 xe El

N i‘v o 4. DokaXte nejd¥ive tvrszeni:

Ves>odd>0 Vn(nl < J=>ﬁr(t+h> -2t at < €),
By

pouZijte k tomu nap¥. pognatku, ¥e spojité funkce » kompaktnim nosiZem
Jsou "husté" v aip, pFesndjl ke kafdému "Z > 0 a ke ka%dé funkel
f'eoﬁ,pl mi¥eme nalést apojitou funkoi 50 # kompaktnim nosifem v ll

“ tﬂk’ ie flf - ?I < E .

5

F‘B._la Pozndmka., Bud p > 1, q takové, Ze % + %- = 1, Vyuiitim
H8lderovy nerovnoeti a poufitim v¥ty, podle kteréd jeou spojité funkce
8 kompaktnim nosifem "husté" dokonce v afp, lzge vyslovit vitu:
Necht fea%;, gea%;. Potom konvoluce £ B g Jje stejnomdrnd

spojitd a sup |(£® g)(x)]| < Izt . Hgll .
& 31 P q
Pogpndmka, N&kte¥{ auto¥i definujl konvoluci vyrazem
x
ff(x-t)g(t)dt. ktery dostaneme s definice f @® g uvedené v 49.5,
0

uvafujeme-1i funkce f,g 1dontiéky rovné nule na (- << ,0).
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Budou~1i f, g spojité funkce, £da se Jisté, e tato nova konvolu-
ce funkci f, g bude funkoe velmi rosumnych vlastnost{. Proto jJe
pFfekvapujici nédsledujici vyesledek [V.Junik. Fund. Math. XII 1951,
str, 58—64]: V metrickém prostcru € x €  v¥ech dvojic {f,g])
funkei f, g spojityeh na < 0,1> a metrikou

S"([fl-sl]. [fassa:]) = m(m llfltx)-fa(x)l .:2:0

(x)=g,(x)I
xe<0, 1181 ) 82*% )

existuje mnofina M prvni kategorie v € x € tak, %fe pro funkecl
! x

n(x) = f £(x-t)g(t)dt Je Da(x) = + oo, Dh(x) = - oo
0

pro kafdé x&<0,1>, pokud [f.g]&(fx? }JNM, Lge navic sestro-
x

Jit epojitou funkei £ tak, ¥e pro funkei h(x) -ff(x—t)r(t)dt

(2]
Je Dh(x) = + oo . Qh(x) s -« 00 pro kaldd xe <0,1> .

B. POURIEROVA TRANSPORMACE

V daliim se budeme zabyvat tzv. Fourierovou transformaci, kterd

Je obdobou Pourierovych Fad.

Definice. Bud fc2,. Definujeme funkci f na B, pFedpisen

1

Yen
B

?(]r) = f(x)o'u’ydx pro  ye&B,.

1
Uckaite korektnost definice! Zobraseni f+——> 3 se nasyvd

Youriercva traneformace. Vysvétlete vstah Fourierovy transformace

9.12

a Fourierovyoh #ad! (Fro £, ﬁexl as definuje Pl 1f5 -’

- Od(GOI P + i sin ﬁ )e)

Véta (tzv. Riemann-Lebesgusove lemma). Bud fe 21. Fotom funkce

1014-77861

4 Je atanomérﬁﬁ spojité na B, a lia |f(y)l = O,
|y|-boa

(Symbolsm 1lim I?(J)l = 0 rorumime ndsledujici:
Iyl-boo
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Veso 33°>0V3(lyl> 3, = lapl<e)

Porovnejte tuto vdtu a Riemann-Lebesgusovym lemmatem r teorie Pou-

rierovyjch ¥ad ( [ J II], kap. XIII, § 4, v&ta 181).

N4dvod. K odhadu rozdilu f(y«c—h) - f(y) vﬁuﬁi,jte nerovnosti

\ain %—1 E3 I-%—l » * P¥i dilkagu druhého tvrzeni pouiijte ndvodu

£ odetavce 49,9 a vztal\l'u ;(y) - - *Vé_;llt.—ft(t - ?“;)o'ity dt. |
B

[49.14' Pozndmka. Fourlerova transformace f +——> :? je tudi¥ zobraseni

mnoZiny ”(fl d0 mnoZiny €., kde €. Jje syetém viech spoji-

. °

tych funkei g na 31, pro nd¥ 1lim {g(y)| = 0. Uka¥te, ¥e toto
[¥]>o00

gobrazeni je linedrni a omesené (tj. aup |f(x)l‘ l,--— Ilrlll ).

Lze dokdzat, %e Fourierova tranaformace Je dokonce prosté sobrageni

A
proatoru I'l do €, Je=-11 totig f 20 na El. je £ =0

~ .
8.V. na El. Je-1i dokonce reé?, potom Pro 8.¥. xell
. 1 2 ixy
£(x) = Vox f(y)e™¥ady (co vlastn® Fikd posledni vita?).

®

B

1l
0 t&chto problémech se vice dozvite al ve vyiiich rodnfcich p¥i p¥ed-
nd¥kdch s funkciondlni analysy a teorie tranaformaci.

|49.15' Cvideni. Dokaite ndeledujic{ tvrrzeni.
. T
(a) Pro r.geoﬁ? je £ ® ga . E.

(b) Budte f.geé’f‘. Poton frg = [r g

Fal
(¢) Najddte nutnou a postadujfel podminku k tomu, aby funkce ¢
byla liohd.

(4) Bud rea(fl. €t X +——> -ix f£(x), necht 3602,91- Potom
(£)° |
Ndv od, PouZlijte Lsbesgusovu vétu o limitnfim pFechodu sa in-

ixh _ 4 \
tegrdlem a vyuiijte odhadu l-—L—F——l x |x) .
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(£)

Nechi feaZi Je absolutné spojitd na E,, nechi f'e ;.
N A
Potom £°(y) = iy £(y) pro viechns yeE,.

B dvod. Ukaite nejprve, %e li.m aolf(y)l = 0 a poufijte
: \yi\—=> .

integrace per partes, Mige bjt pFedpoklad absolutni spojitosti

funkce f rgeslaben? ‘

UkaZte, %o pro funkci f : X +—> exp (— %2—) Je ? = f,

. A 2
Ndvod. Pomooci (d) dokaZte, Ze %?[f(y) exp (—g—)] =0

na !1‘
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P EMA 50

Cbecnd méFitelnost

Obean: A. Syetémy mE¥Fitelnjch funkei.
*
B, Vztahy mesi A a 221 '
C. Vlastnosti [\ v sévisloseti na JIC .
D. Vlaatnost (¥).
A, BSYSTBMY MERITBLNYCH FUNKCI
50,1 | Motivace. Necht ¢ : (P, @ ) — By Je redlnd funkce na metric-
kém prostoru (P, gD ). Zopakujte definici spojitoati funkcs £ & vi-
tus "Punkce f je spojitd na (P, ? ), prévd kdyf pro kaidé ce B
Jjsou mnoZiny lotf) = {xeP; £f{x) > ¢ }, '
M%(1) = {IEP; £(x) < e} otev¥ené."
UkaZte na p¥ikladé, Ze otevienost mno¥in 'lc“) pro v3echna c€ky
nestadi ke spojitosti funkce I,
PFipomente definici funkce poloepojité shora, zdola (vis téma 10).
Déle vyelovte risné ekvivalentn{ formy definice . -mé¥itelnych
funkcf £ : X —> B,, Jestlife (X, 5, s} je prostor s mirou.
50.2 Definice. Nechi X je mmoZins, N exp I ayatém jejich pod-
mno¥in, pF¥idemi ¢, IcdL . Osna¥me
# +
N- A(.?ﬂ) = {r : X—> B3 IQ(I)EM pro kaidé cell}
(kde K (£) = 271 ((0,400)) = {zeX; 2(x) > o}),
Ab - Ab(ﬁl) - {r 1t X —> xl; I°(f)eﬁ% pro kafdé oell}.
T AKE
Ao Aoy - NaAb .,
#*
Punkcim ze syatémd .A ’ Ab ’ A fikejme rdola M-n&i‘italn‘.
shora m-uﬂtalni. m-méi‘itelné.
1014-7781
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50.3 P*iklsd’-
(a) Nechi X je mnoiina, x €X. Poloime

Mxy) = {oYofvcx; xex}

(systéa vBech podmnoZin mnoZfiny X obsahujicf bod x

° spolu

8 présdnou anofinou).

Charakterizujte systémy .Aﬁ Ab, -A- .

(b) Necht ¥ je mno#ina viech pFirosenych Efsel,

» M- {‘{cl $ Y Jeo konelnd nebo N N Y je kone&ni_}
(algebra generovand systémem viech konednyjch podmnofin mno¥iny W).
Doka¥te, fe funkde f lei{ v systému Aﬁ, prédvé kdy% plati:
existuje 1lim f(n) = L (vlastni &i nevlastni) a

o0

bud (i) :xiutu;)o koneéns mnofina K, tak, Ze f(n) < L
pro n¢lt.

nebo (ii) existuje koneind mno¥ina M, tak, fe f(n) > L
pro n%lr. ‘

Obdobné charakterizujte systémy A A

Roshodnéte, z2das plati ndsledujici tvreend:

(i11) A# - A",

(iv) 1, ;eA# = :+;c-:N,

(v) t, ;eA# = f . ge Ab.
() Neoch¥ I je nespoletné mnofina. Poloite

I - {Ac.x, A Je tono&nﬁ} {x}.

Charakterisujte systéay A .A

(a) Meoht X = < a,b> , nechi m Je systém viech intervald
(resp. otevienych, resp. usavienych v < a,b>), obsabujicich
vod o (agedi).

NN A,
Charskterizujte aystday I
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#
. B. vIraHY MBZI A A I

V tomto oddilu se pokusime objasnit vetah meezi mnoZinovymi
vlastnostmi axaténu#_ N a algebraickyml &i konvergendnimi vlast-
nogtal syetdmu A .

50.4 Cvideni,
(a) Pro AcX plati
) #
cAe.A , prévd kdyi A I

(c, =zna¥l charakterietickou funkci mnoZiny 4),
A #*
(b) rel\ , KT 0 — &k teA " (plati 1 pro k<0 ?),
# # :
(¢) re ) , 20 == fzeA ,
# #
{4) reA » kel = f + keA ’
A# #
{e) f& , ksnl =—> max (f,k), min(f,k)c-,A .

50.5 Supremun a infimum v .A. .
™ #
(a) f!GG-A- E—— m(fsS)EA ’ privé kdyi

ABedY => AuBedk,
: # 4
{b) fneA => sup fne.A )
neN o #
prévé kdy: Ane)?Z =D Ul LneA .
# # e
(e) t.geA > min(f.g)e.A. s Pprévd kdyi
ABedl =—=> anBeddl.

# 4
(d) JestliZe fneA =0 in¥ an.A s
nel

. oy
potom A& m = n Aném .

n=l

(e) UkaZfte na pi‘ikiadé, fe tvrzeni (d) nelse obrdtit.

4* L
(£) fnéA — g:g fn, ﬁ ‘ne-,A‘ » prévé kdy#

= Ua, N seat

aed? A A ed.

n nsl n’ n=l n

50 .6 Limitni pFechody. Necht [ jo libovolnf systém funkof
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ne mnofind X s viastnost{ f,al , ne¥ =3 eupt, taf tel .
nef ne X

Potoa plati
(1) gner' s lim sup g, = & = gerl ’

(11) gl ., liminf g = g = gel ',
(111) gnér y lim 8, " & D geP .

#
50.7 Soudet v A. . _
(a) Plati (7.1) == (7.1i) —= (7.1i1), kde

(7.4) Anem == lln laem T U‘nem ’
' # # n=l 2,

(7.11) r,;ef\. = f + gG.A. ,

(7.111) A,Bed —=> anBe WL , auBe I,

Nddvod, (7.1) ===> (7.11) dokafte pomoci ekvivalence
Cf2(x) + g(x) > 6 <——> existuje reR tak, ¥¢ f(x) > r =&
glx) > o -r.

(b) Ukakte na pFikladech, ¥e neplati iamplikace (7.ii) = (7.1),
(7.411) ==> (7.11).

N&vod Poutijte pFiklady 50.3.b,0.
#
50.8 Némobek v A « HNdeledujici podminky Jsou ekvivalentni:

#*
8.1) telN* , ke B, —> kee N,
-

N dv od. (8,1) =—> (8.11):
Nech Anem 'y A{SA,C ... . Definujte fumkei f tekto:

gy
0 pro xeX N\ {_Ja

pel 2
£70(x) = -1 pro xe i
‘ 1
-5 pro xE AN Apa .

Ukafte, Ze ﬂs./\!!it , tak¥e podle (8.1) jest -
IO(-f) - {_;ex ; =2(x) > O)Gm +« Ale llo(-f) - UlAn .
n=
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#*
50.9 Boufin v A 3
{a) Ndsledujici v groty Jjsou ekvivalentni:
N Iy
(9.1) f,ge == f.g€ .
(9.11) ML je 6 -algebdbra,
#

(9.111) f.geA# ' kc-l = kfeA y T + geA. .
{9.1iv) f,geA . kell = ka.A. . nax(f.g)eA

N é vod. Implikace (9.1i) = (9.1) a (9.41) = (9.114)
Be ddkéﬁ obvyklym gplisobem - vir nap¥. [J II), kaep. II, § 1,
K ddkazu zbylych implikaci pqniijto 50.4, 50.5, 5%0.7, 56.8 a
vstah 0, .o = 0,.0p.

(b) 2 tvrieni (a) ihned plyne, ¥e soudin dvou zdola polospojitych
funkef nsmusi bjt sdola polospojitd funkce. Dokaite to p¥imo.

c. viasrmosrr J\ v zdvisiosrr m Mt

50.10) Cyidens. |
{a) erAb. prévE kdyi I\Aem,

(») reAb. prévé kdyZ -fej\.#r .
(e) ‘A.“cAb = /\!..*-Ab -A,
(8) pomoci tvrzenf (a), (b) odvodte % kaidého tvrseni pro A
v 0d44{lu B, dudlni tvrgeni pro Ab.
50.11| CviZeni. 2 v¥sledkd oddf{lu B. doka%te:
(a) ra A » k€ B =—> & te\
i’GA, £2 0 => Pc \ ,
IEA » kE€B = f + keA. l}
re\ y k&B, =——> umex (f,k), min (f, k)eA

{b) Necht An‘em , nell =: Uln, ﬁA em :

n=l
potom fneA == inf tn, sup rn, ‘1im inf “"n’ lim sup fn'
lim fnc-A . pokud tyto funkce existuji.
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50.12] V&ta. .Rechf JZZ Je G-algebra. Potom
(1) f.geA y k€& Bi=> f.g, f+g, k f,max{f,g), min(f.g)e.A..

(11) fnGA == inf fne 8up £, lim £, lim inf £, lim sup fnGA

(pokud tyto funkce existujf).

50.131 Problémy. Pokuste se formulovat a dokdgat tvrzeni obdobnd tvrzenim
£ oddild B, C, JestliZe

(a) funkce mohou nabyvat i hodnot -oo , + o° a v definici
N * ' .
syetdémd A » Al'. A randnime mnoZinu Bl mnofinon
*
31,

(b) nepoZadujeme, aby @, x:.ml .
(¢c) v definici eystémi - A-, Ab, A pouiijeme misto mno¥in
(1), M (1) mmoktny M(D) = £} ((ceo,e3), H(0)ar" e, +00).

50.14] Problém. Tek jako v prostoru e mirou, mifeme i prc libovolny systém

A definovat Jjednoduché funkce: Funkci £ nazveme jednoduchoun
(resp. #-jednoduchou, resp. b-jednoduchou), jestlife mnofina
£{(X) Je koneénd s fEA {reap. fEA# , T8Sp, feAb).
Zkoumejte vlastnosti jednoduchyoch funkcf v gdvielosti na vlastnostech
syatému /(A + Pro libovolny systém M plati tato v&ta:
Je-14i tsA# » potom existuje posloupnost  #-jednoduchyoh
funkef £, tek, fo £, —> £, Plati obdobnd vita pro systém A ?

D. VLASTNOST (W)

S0.15| Definice. HNecht X je libovolnd mno¥ina, .]C libovolnd mnoiina

redlnych funkci definovenych na X, Rekneme, 3e aystém X mé
vlastnost (W), Jestlife existuje tr¥ida N exp X tak, Ze
x - A (M)o

V souvislosti s touto definieci vsnikaji otdeky, v Jistém smyslu dudlni

k otdském vy%e nasnalenym:
(1) Jak pro dany systém X roghodnout, m4d-1i vlastnost (W)?
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(11) Jestli¥e systém JC mé vlastnost (W), jak popeat v3echny
t¥idy I c exp X, pro které X = A () 2
Uvedeme zde n&kolik jednoduX¥Xich vysledkd,

50.16| Cviteni. UkaZte, e systém m z definice 50,15 nemuedi byt urden

Jjednoznadné.
Nédvod, HNechlt X je aleepon dvoubodovd mno¥ina, A<X, & £ A # X,

Poloste J7 « {8, A, x}, K - N 0.

50.17] Véta. Necht X Jje libovolny systém redlnych funkci definovenych
na mnozind X. Neehi I (K) = {M°(2); cer), te K }u{u (),

(a) K o4 viastnost W, prdvé kadyi XDA(??Z (K3

T

(b) JestliZe _K' md vlaetnoet (W) a IGJC s potom f+€x .

HNdvod., K dikagu (b) pouiijte SO.1l.a,

[50.18] P#iklady.

(a) DokaZte, Ze systém vZech spojitych funkci na intervelu IcE,

md vliastnost (W). Je syatém 7L z definice 50.15 urden
jednoznaénd? ‘

(b) Dokaite, %e systém viech lebesgueovaky mEF¥itelnych funkef na in-
tervalu IC B, mé vlastnost (W).

(¢) Dokaite, Ze syetém v3ech funkci na By, které majf primitivni

funkel, nemd vlastnost (¥).

N4dvod, Aplikujte 50.17.b ne funkei
fi: x —> sin-x:L , x40, Ot—» 0,

(d) Systém v3ech darbouxovskych funkci na Ei nemd vlastnost (W).
DokaZte!

¥ 4dvod. Aplikujte 50.17.a na funkci
his x —> 0, xr-:g']'(O)

x > 1, x%g'l(O).
kde g je funkce z 4.26.

(e) Dal3i p¥fklady nalegnete v &ldnku A.M, Bruckner, Canad. Math.
Bull. 10 (1967), 227 - 231.
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50,19| Viaatnoat (W¥).
(a) Nechi X Je aystém funkc{ definovanych na mnoZin¥ X,

Rekneme, %e aystém ]C mé vlestnost (w*), jestliZe exinm-

tuje mnoiina Mr_exp X tak, Ze
X « {fc-'.A (3%); £ Je omeuné_} .

(b) Syetém R(< a,b>) viech riemannoveky integrovatelnjch funke{
na intervalu <a,b> C 81 mé vliagtnost (W¥ ).

N4dvod. PoloZte I = {_GUA i Gc(a,b) oteviend,
Ac<ap>, dya-0].

P¥i dlkasu inkluze R(<a,b>) > {feA. (-M); T Je omeuné}
ZvOolte libovolnou omezéenou funkcl feA (M); pro kafdéd reR
Je f']'((r,+ oo )} = GUA,, f'l((-oo 7)) = Gl',uA;_ ,

kde Gr,G; jsou otev¥ens, Ar,A; nulové mnoZiny. Poloite

A-U(A

reE R
mnofiny < a,b> \ A,

Y Al',) e dokafte, ¥s £ Je epojitd v kaZdém bodd

Zbytek tvrzeni plyne 5 vdty:
Funkce je riemannoveky integrovatelnd, prdvé kdyZ je omerzend
a skoro viude spojitd.

1014-7781
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Obsah: A,
B,
C.
D.
B.
F.
G.
H,

A,

T EMA 51

0 kF¥fivkdch a oblastech

Kontinua a oblouky. |

Grafy spojitjch funkei.

Spojitd szobrageni intervalu <0,1> .
R{akd kontinua.

Dal8i definice k¥ivek,

Objem a mira k¥ivek.

Délka kFivky.

Oblasti v B,.

KORTINUA A OBLOUKY

Opakovdni.

(a)

{b)

{¢)

Bud M souvield podanoiina metrického proetoru P. Potom libo-
volnd mnoZine QC P takovd, %e MC Qci Jje mouviseld,
N4dvod. Bul xeM. Nnotina lu{x} je souviald,

UZijte tvrzeni o sjednoceni souvielych mnoZin.

Bud f spojité zobrazeni Eompaktniho (r;ap_. souviglého) prostoru
P do metrického prostoru Q. Pbtom f(P) Jje kompaktni (resp.
souviald) mno¥ina v prostora Q.

Nechf £ je prosté spojité mobrezeni kompaktniho prostoru P

na prostor Q. Fotom I Je homéonorfismus.

|51.2] Definice.

(a)

(b)

(c)

1014-7781

Neprézdnou kompaktni souvislou podmnofinu X metrickéhc prostoru
P nagyvdme kontinuum.
Kontinuum, které obashuje alespon dva rdsné body, nasyvéme

vlastni kontinuum.

Nechif f : <0,1)—— 32 Jje homeomorfismus. Potom mno¥inu
£2(<0,1>) nasyvdme oblouk,
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(a) Nechf f je homeomorfal zobrazeni mno¥iny C (jednotkovd
kruinice) i

c -{[x,y]ena ; x2 + y2 = 1}

do B,. Mnoiinu 1(C) nazivéx.u topologickd kruZnice.

51.3 Cvideni.

(a) Bud f epojité zobrareni metrického proetoru P do prostoru
Q. HNecht KcP je kontinuum. Potom f(K) Je kontinuum.
{b) MpoZina C ¢z 51.2.4 mneni oblouk.

, ]51.4 V&ta. Bud KeP kontinuum. Potom ndeledujici podminky jmou
akvivalentni:

(1) K je lokdln¥ souvialé kontinuum;
(11) ke ka%fdému € > 0 existujf kontinue K,,...,K;, takovd, Ze
n

dlan K, < E e K=K ;
=1 1

(1i1) existuje apojité zobraseni f : <0,1>—> P takovéd, %e
£(<0,1>) = K.

D& kas vyplyvd £ tvrzeni uvedenjoch v [Cech] a je, stejnd jako
dlkaz ndsledujiciho tvrzeni, velmi obtiiny.

51.5 V&ta. Spojity obraz lokdln& aouvislého kontinua je lokdlné& souvielé
kontinuum,

Ddkasg vie opst [ Sech].

B. GRAFY SPOJIPYCH PURKCT

l5l..61 Definice. Neprézdnou mnofinu KCB, nazveme k,-k¥ivkou, .Jestliie

existuje apojitd funkce f : <a,b> l——) B, tak, Ze

K= {[x,y]e!a i X& <a,b>, y-i’(x)} .

(ky~kFivka je tedy grafem apo)ité funkce definované na intervalu
<a,b>). '

51.7 CviZeni, Nechi Kc B, je k,-kFivka. Dokakte, Ze plati:

(a) K Jje omezend mnoZina;
K je uzaviend mnoZins;

(¢) K Jje kompaktni mnoZina;
K je souvield mnoiina;

1014-7781
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51.8

(e) K Jje lokdlnE eouvield mnoZina,
(£f) K je vlastni{ kontinuum;
(g) K Je ¥idkd v E..

Fogndmks. Bud KCB, k,-kfivka, tj. K Je grafem funkce

51.9

4 ': < a,b>y —> E,. Potom existuje priavd jedno zobraseni
F:<a,b> —> Ea,ﬁ to F: tr——> (t, £(t)], takové, Ze
H<a,b>) = K, Zobrazeni F Je prosté. Je zobrazenfi F spojité?

Cvideni.

l5l.10|

(e) Jednotkové krugnice v B, nenf Kk -k¥ivka. |
(b) Bud T E, ——> B, linedrni transformace. Necht Kc B,
Je I:l-ki'-iv-ka. Zkoumejte, zda T (K) je opdt kl-kiivka.

C. SPOJITA ZOBRAZENI INTERVAILU < 0,1>

Definice (Jordan). Neprdzdnou mno¥inu Kg 32 nagveme k,-k¥ivikou,

[52.11]

existuje-11i spojité gobrazeni F : <0,1> ——> B, takové, Ze
P(<0,1>) = K, Kazdé gobragen{ F s touto vlastnosti nasyvéame
parametrizace k,-k¥ivky K. '

Cvideni.

l51. 12 ]

(a) DokaZte, Ze ka-lki’-ivka K md vliastnosti (a)-(f) z odstavce
51.7.

(b) Mnofina K = {_[x,y]e B, ; x€<0,1>, y - 0} je k,-k¥ivka.
Zobrazeni Fl 3 t#——-—)[_t.O], te<0,1> ,

Po1 0t +—> [ein 7 ¢, 0], te<o0,1> ,
P+ ¢ —>fit stn 2l , 0], te (0,15, 5(0)=[0,0]

jeou parametrizacf k#ivky K. Dokaite!
(¢) Zjietéte, zda jednotkovd kruZnice v B, Je kp-kiivka,

Pozndmka. Porovnejte pozndmku S51.8 pe cvidenim S5).11l.b.

‘51.13 l

Cvi&en:f..

1014-7781

(a) Foramulujte a dokafte pro ka-ki’-ivky‘problé_m analogicky problému
¢ odetavce 51.9.D.
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(b) Ka%dd k,-k¥ivka je k,-kFivka.

(o) Mno¥ina K = {[’_x,y]eE i ¥ o= ain% , ie(o,n}u({o] x<-1.1))
neni ka-ki‘ivka. DokaZte; pokuste se o ddkaz bes uiiti vity z od-
stavce 5l.4.

D, ﬁ_JID__Kl KONT INUA

151.14| Definice (Cantor). Kafdé vlastni kontinuum F{dké v B, nagyvame
ky-kFivkou, '

lsl.lsl Cvideni.

(a) Kafdd k,-kFivka Je k3-kf1vka (viz 51.7).
(b) Zjist¥te, zda mnofine gze cvileni 51.1l.b a mnoZina ge cvideni

51.13.c Jsou kj-kﬂvty.
(c) Uvddomte si, Ze mpnofina K = {[z.y]e By, ;s xyye <0,1>}
neni k3-kﬂvka.
Bl.lé Posndaka., Ze ovideni 51.15.b plyne, #e kaXdd ky-k¥lvka Je

k3-kfivta. Ze cvileni 51.15.0¢ plyne, #e "jednotkovy &tverec" neni
k3"kfi'ka.

¥V roce 1890 dospdl G. Peano k pFekvapujicimu vysledku:
Mno¥ina K = 51.15,0 Jo ky-kFivka. Kaidd ik -kFivka, kterd neni
$idkéd v B, (nen{ tedy ka-ki‘ivkou) se nazyvd Peanova k¥ivka,

Konstrukce parametrisace F kz-ki'-ivky K 5‘51.15.5, tJ. epojitého
sobrageni F: <0,1>—> E,, K< 0,1>) « K, Je popsdna v knize
[G - 0); elegantn{ ddkes o existenci takového sobrageni pochdsi
od K. Petra. P¥i této pi‘ﬂoiitoeti‘-i uvddomte obsah tvrzen{ z ndsle-
dujiciho odatavce.

m Cvideni.
(a) Bxistuje prosté sobraseni G : <0,1> —> B, takové, Ze

G(<0,1>) = K= <0,1> x £0,1>,

Hédvod, Mnokiny <0,1> a&a <0,1> x <0,1> maj{ stejnou
mohutnost.

(b) Neexistuje prosté spojité szobreseni G : <0,1> — B,
takové, ¥e G(<0,1>) = <0,1> x <0,1> .
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N & v od. Necht takové zobrazen{ G existuje. Potom podle 51,1.b
je G homeomorfismue., Nechi X)3%5,%X5 & <0,1> x <0,1> jesou ti‘i‘
navedjem rdzné body. MnoZina M = (<0,1>x<0,1> )\({xl}u[xayu{xa})
je eouvisld a je tedy podle Sl.l.¢ seouviald i mnoZina G'l(l).

0Odtud odvodte spor.

B. DALS5f DEFINICE KRIVEK
e —

51.18 Definice,

(a) Mno¥inu KCE, nasveme t!—kfikau. existuje-1i prosté epojité
zobrageni P : <0,1> — B takové, ¥e F(<0,1>) = K.
(Zobrageni P Jje homeomorfismus (prod&?).)

Zobragten{ P aes nasyvd parametrisace k ~k¥ivky K.

(b) Mno¥inu KcCB, nasveme kg-k#ivkou, existuje-1i homeomorfni

gobrazeni jednotkové kruimice C na K,

(k5-kiivky ge nékdy té% nasyvaj{ topologické kruinice.)

Homeomorfismus s této definice me opdt nazyvd parametriszace
kg-k¥iviy K.

|51.19| Cvideni.

(a) Vy3etFujte platnost podminek (a) - (g) s odetavee 51.7
pro k4-k§ivky a ks-kiivky.

(b) KaZad kl-kfivka Je k4—kfivka; h4-ki1vka neni{ obecn¥ kl-kfivka.
DokaZte!

(e) EKaZdd ks-kfivka Jo sculasnd k,-k¥ivka a k3-tiivkn. Dokafte!

(d) Systém viEech k‘-kfivak v B, Je disjunkin{ se systéaem viech
ks-kiivek v !2. '

51.20) Poszndmky.

(a) Viimn&te si, Ze nap¥. p¥imka a hyperbola (tj. pom&rni Jjednodu-
ché rovinné k¥ivky zndmé » elementdrni geometrie) nejsou kFiv-
kami ve emyslu 3ddnd £ definie 51.6, 51,10, 51.14 a 51.18.

(b) K#ivku lse definovat té% jako obras PF(I) intervalu IcE,
p#i zobraseni F : I—> B,, p¥i Zemi sobrazeni{ F ad rizné
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dal3{ vlastnosti. Nap¥. F | J neni konstantni pro %¥d4dny inter-
val JcI, pebo F Je zobrazeni t¥iady ‘el (tzv. Ql-ki’-ivky
apod.). i

(c) Lge rovn¥i studovat podanofiny B, urlené takto:
Nechi ¢ jest funkce, definovend v E,. Poloiime

N = {[x.:*]exa 3 CP(x.y)-O}.

Za ur&itych pFedpokladi o funkeci (,b m4 mnoZina M Fadu
vlastnost{, se kterymi jeme se setkali u kiivek - n&kte’{ auto-
¥i u¥ivaji k definici k¥ivky prdévdé popsaného postupu. ‘

F. OBJEM A MIRA KRIVEK

|51.21I Cvideni.

(a) Je-1i Kc E, kl-ki‘ivka. dokaite, Ze plat{

Vy(K) = -»lzm =0 .

Pogpdmka. Tento vysledek odpovidéd naZ#f ndzorné pFedstavd;
nékteré daldi vyaledky se mohou zddt pFekvapujici.

(b) Bud K¢ E, kontinuua. Potom platd

(Ap(K) = 0)== (U(K) =0) .

(o) HNaja¥te p¥iklad kontinua KcCB, & kladnou Lebesgueovou mirou,
pro které Y,(K) npeni definovéno.

(d) Uvidomte si, f¢ <0,1> x <0,1> je ky-kFivka e kladnou
mirou. M4 tuto vlaetnoet kafdd Peanova ki¥ivka? (viz 51.16).

|51.22| Tyrzeni. Existuje k3-ki'-ivka kladné miry.

Hdvod. Necni M« {_[x.y]ela i X,3€<0,1>} . Oznalme
K, =M, K; = K, \U(py,ry), kde pro p&B,, vy > 0 je
Wpry) = {aeB , Ipp~all <) ,  std. - t5.

definujeme induke{ K, = K,_; N W PysTy)+  Pak poloiime

K = Q K, - P¥i vhodné volbd poaloupnosti bodd {.pn}? a &isel
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OO0 .
{rn}l viskdme kontinuum K poZadovangch vlastnosti.

51.23|1 FPozndmka. Konstrukce provedend v p¥edchdzejicim odstavei je za-
lofena na stejném principu jeko konstrukce specidlnich ks-ki'-ink.
které byvaji v literatufe nasyvény "kontinus Sierpinského”.
Tev. "kobereo S:l.e'rpi:iského”‘ lge konstruovat tak, Ze md vlastnosti,
po¥adované v 51.22 (vis [Alex]).

!51.24[ Pozndmka, Lze sestrojit k4-ki‘ivku (reep. ks—kﬂvku) tak, Ze
.lacx) > 0 .
P¥#{eluind konstrukce je uvedena v [ G - ol.

51,25 Gvilenf. Je-11 M = {[x,3]€E,; x3@<0,1>} & Kci
takovd mnoiina, %e plati -12(!() = 1, ¥ikdme, %3¢ K mi plnou
miru. 2 odstavece 51,21 vyplyvd, Ze neoxistu}je kl—kﬂvha Kc N
plné miry a rovnéi ani k,-kFivka KCNM, pro kforou plati
Ay(®) > o, | '

Dokafte ndeledujici tvrzeni:

{(a) Bxtistuje ka—ki‘ivka .KcM plné ‘m‘.ry. _

(b) Neexistuje k;-k¥ivka (reep. k,-k¥ivka, ks-ki'-ivlta) KECM
plné miry. |

(e) K dandému & (0,1) exintuje k3-ki‘1vka (resp. t4-kﬂvta,
Teap. ks-kfivlca) Ec M takovd, fe plati la(x) >1-E.

Ndvod - vis [G-01.

G. DBLKA KRIVKY

Poznémka. Bul KcB, k,-kFivka & £ : <a,b> —> B; takovd
funkce, %a K = {_[x,y]e Ba i X& <a,b>, y = f(x)} .
Délkou k¥ivky K (budeme ji oznalovat L(K)) nagveme dé:l_.l:u grafu

funkce £, (Definice viz 48.22 - pFedtdte ai rovni3% odatavce 48,23
a 48.24.)

Cvideni. Nechf Kc B, Je k4-ki‘1vka a F jeji paresmetrisace.
FoloZme I-v(K) « V(P ;<0,1>) - definice V (F ;<0,1>)

vig opét téﬁa 48. Zkoumejte, zda L'(K) nezdviei na volbE para-
metrigace F. |
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51.28

Cvileni,

{a) Definujte pF¥esnd pojem "vepsand lomend k¥ivka" k dané ky-kFlv-
ce K a viimndte si vztahu mesi jej{ délkou (soudet délek
konein# mnohe dsedek) a velilinou L (K),

(b) Srovnejte L(K) a LV(K) v pFipadé, %e L(K) existuje

51.29

(kaZdé k,-kiivka je té% k,-k¥ivkou). FPorovnejte op¥t s tématem
48, o

(c) Vypoltéte L (K) a diam K pro K g{tx,y]e B, ; x€ <0,1>;
y= :r(x)} s kde £ <0,1>—> B; je Cantorova funkoe
(vis téma 4).

Posndmka. Formdlnf pFeneseni definice L (K) na k,-k¥ivky nevede

l51.30|

k rozuané definioci ™délky kFivky" (v Zem spolfivaj{ obtiZe?).
Ur&ets V(Pi § <0,1> ) pro gopraseni Pi’ (1=1,2,3) £ odatavce
51,11.b,

Cvifeni. Jednotkovou kruimioci C 1se vyjddi#it jeko sjednoceni dvou

|51.31

obloukd (definice vis 51.2.c), které maji spoledné pouze koncové bo-
dy. Kafdy s t&chto obloukd je k‘-ki‘ivka (definice vis 51,18.a).

Na gdkladd 51.27 definujte "délku" ks-kﬂvky & uka¥te korektnost
této definice (arovnejte a 51.29). Zkoumejte 3dkladnf vlastnosti
této "délky".

CviZeni. Nechit je K -'{[x,y]'e E,; xy=0, x,ye<-1.1>_} .

fs1.32]

Ukafte, ¢ K je ta-ti‘ivl:a s tég k3—ki‘1vka. "Ndgornd délka", odpo-
vidaj{of nekia praktickym zkuXencetem,je pro tuto kfivku K rovna 4.
Jolikod K je ky-kFivka lse kaidé parametrizaci P (F nemusi byt
homeomorfismusl) pFi¥adit V(F; <a,b>), kdie P{<a,b>) = K.
UkaEte, Ze vyraz inf V(F; <Cea,b>), kde infigum se bere p¥es viechny

parametrizace P, nemd axysl "ndsorné délky",

CviZeni, Pro'ki‘ivku K £ p¥edchdsejicfho odetavee vyZetFujte
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supremunm soultu délek v3ech disjunktnich obloukd K< K (suprsmum
=8 bere pF¥es jednotlivé konedné systémy obloukd s popsanymi vlast-
noatmi). Porovnejte obdrienou hodnotu s "ndsornou délkou",

Dals{ dvahy jeou nérodn¥jE{ a vyZaduji v ndkterych p¥ipadech hlubi{
snalosti s teorie miry apod.
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51.33) CviZeni. ©Pro délku k¥ivky K definovanou jakymkoliv gpisobem
je vhodné po¥adovat zachovdni t&chto vliastnosti (ddle jim budeme
Fikat "délkové exiomy"):

Funkoi Ly definovanou na ano¥ind v3ech kontinu{ KcCB, budeie
nasgyvat délkou Ly, plati-li
(1) pro ka¥dé kontinuum KcC B, Je 0% I, (X) < + 0o ;
(11)  je-11 K;,...,K, konednj systém kontinuf, K,cK

pro ial,...,.n, KiﬂKJ - G pro 1 # j, plats

<3
25 b (B S Iy (D)

(1i1) pro ka¥dé kontinuum KB, platl L*(I) 2 diam K.
Zjist&te, sda dosud zmin¥né "délky" mEly alespon n¥které
s vlastnosti popsanych "délkovimi sxiomy".

Cvi¥eni, MNecht EKC B, Je kontinuum. Definujeme Lb(‘x) négledu-

jicim splsobenm:

(a) Jestlife K nen{ lokdlni souvisié kontinuum, klademe
Lb(K) = + OO

(b) jestlifs K Je lokdlnd souvislé kontinuum, klademe
I.b(l) = agp 12(8). kde S Jje sjednocseni konedind anoha
vedjemnd disjunktnich obloukd tic K, iwl,...,.n, a

n

A(s) « K
A 2 L (xp)

(I‘v (xi) je definovdno shodn¥ jako v 51.27.)

Dokafte, %e mesi viemi "délkami”™ L, , které vyhovuji "délko-

vjm axiomfm, existuje minimdini délka (co mse tim rozumi? -
vyjéddFete pfesné!). Touto minimdlni délkou Je prévé Ly .

51,35%| Cvideni. Nech¥ KCE, je kontinuum, Pro r> O definujme
U(K,r) -{[x,y] - nelzg dist (s,K) < r] ’ kds dist (=,X)
gnadf veddlenost mno¥in {s} a K. Poloime

' A (U (K,r) )
?(x, 1‘) - 2 - 3K .

Definujeme Ll(l) = 1{.::0 P(K, r), pokud limita existuje.
r
+
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(Iy byvé n¥kdy nasyvdna "Minkowsiého délka".)
Dokafte, Ze rovndi Ly Je délkou ve sayelu S51.33.

N4dvod. Nazdkladd 51.34 se pokuste pro

Ty(K) = 1lim (K,r) (K) = liminf ¢ (K,r)
LI r—;gf 50 Sl h r->0+ ? T

dokdzat nerovnosti

EI(K) = LK) , Ly(K) 2 L (K). (Dikasy t¥chto nerovnosti
i uZitjch vysledkd z 51.34 nejsou viak lehké.)

S1.36| Cvideni. DokaZte toto tvrzeni:
Necht KC-32 Je kontinuum a .la(K) > 0. Potom LI(K) - -

‘51.37 Fozndmka, UkdZeme jeoRt2 Jﬁden obecny pFistup k definici délky.

Pro o< >0 definujme v En tzv. & -rozmérnou Hauedorffovu miru.

(a) Nechi ACE, Je libovolné.'mnoiina. X, £ > 0, Poloime

£ < o<
BE (A) = inf nZ-l Catama) 1

kde infimum bereme pFes viechny spoletné Togklady mnoZiny A

na mno¥iny A; & vlastnost{ diam (A;) < € pro viechna 1
fa -]

a U Ay = A. Potom H;: Ja vnEjsi mira v B,. Dokafte!
is1

(b) Dokaite, %e rovnéZ mnciinovd funkce H; y O > 0, definovand
na B, pfedpisen

HY (A) = 1im He (A) , Je vn¥js{ mira na B.
+

(o) Jeastlife of = n, je Hauadorffova vndjii mira H:,t shodnd
v B, = vn§js{ Lebesgueovou miroun .,l’: (a% na ndsobek).
Pomoci{ snémého Carathéodoryove postupu lze £ vnéj3{ miry siekat
o« -rogmérnou miru H, v B,, kterou nagyvime ‘of -rozmirnd
Hausdorffova mira. |
Mira B, nédm ni¥e v E, poslou¥it k definici dé1ky ki-i:i‘ivek

pro 1-1,.-. .5-
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H. OBLASTI B
_ v 5

|51.38| Definice.

(a) Eomponentou mnoiiny AcC B, nasyvame mnofinu M t¥chto
vlastnosti:

(1) X je souvisld mno%ina, MCA;

o

(11) Je-1i N eouvisld mno#ina, lcicA, potom je M « M,

(b) Oblasti v B, nasyvéme kaifdou mno¥finu Gc E,, kterd je otevie-
né a souviasl4,

(c) Lomenou Zarou rorumime ddle oblouk K (tj. k‘—kiivku. vig
51.18), k némui existuje spojité zobraceni P : <a,b>-—> By,
'F(<a,b>) =K adsleni D intervalu <a,b>,D = {a=x,...x,=b}
takové, Ze ’|<’1-1"1> je linedrn{ zobrageni pro iel,...,n.

CviZeni, Necht lse ka%dé dva body x, y mnoZiny lcsa "apojit"
lomenoy Saron LCM, Potoa M js acuvield mnofina, Dokafte!

51,40 Tvrzeni. Nechl Gr_la Je oblast. Potom kaZdé dva body x, ye &

lrze™apojit lomenou farou LCG" ., DokaZte!

Ndvod, K danému bodu x&G, ktery nelze "spojit lomenou &arou®
s bodem y&G, gestrojte mno¥inu G, viech bod} s, ke kterym
existuje lomend &fra LCG spojujfci body x, 3. G # G - ukaite,

fe G Je oteviend a soulasnd usaviend v G.

|51.41|' Cvileni. Dokafte tato tvrzeni:

(a) Komponenty A,, A, libovolné mnoZiny ACB, jsou totoiné
nebo disjunktni.

{(b) Komponenty oteviené mnoZiny Gc E;, Jsou oblasti.

(¢) Komponenty usav¥end mnoiiny Fc B, Jsou souvislé, usaviené
mnoZiny.

(d) Komponenty kompaktni mnofiny KcE, jsou kontinua.

(e) KaZdou otev¥enou mno¥inu GCB, lze vyjddaFit jako sjednoceni
epofetnd mnoha oblasti (porovnejte toto tvrzeni s analogickjm
tvrunim. které znéte pro ll).

51.42| Definics. Nechi doplnék oblasti Gc X,y tj. B, \ G, Je souvisld
mno%ina, Potom oblast nasjvéme jednoduXe souvislou obluti. Neoht
mno¥ina B, \ G mé prdvé n komponent, n=2,3,... . FPotom oblast G
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nacyvdme n-ndsobné souvislou oblasti.

Necht mnojina B\ G md nekonedn# mnoho ridznjch komponent.

Potom oblast G nazjvdme oo-ndsobné souvislou oblastf.

[51.43 PE{klady.

(a8) Najd&te p¥Ffklady jednodule mouvislé (resp, n-ndsobné souvisld,
resp, oo -nédsobnd esouvislé) oblaetl G<& B,.

(b) Viimnste sl podtu prvkd mnoZiny la N G, kde G Je jedncdule
souvisld oblast v B, (uvedte p¥{klady, nedokazujte viak obec-
né tvrgeni).

(¢) Sestrojte p¥iklad oteviend mnoZiny (C By kterd nen{ souvisld,
Jeji¥ hranice js v3ak souvisld.

(4) Hranice oblasti nemusi{ bjt souviald mnofina - uvedte p¥ielusné
p¥iklady, M4 tento fakt ndjaky vetah k zavedenym pojmim v 51.427

S5l.44 | Cvideni.

(a) Hranice jednodude souvislé omerené oblasti GC 32 Je k3-ki=ivka.

(b} Sestrojte jednodul¥e scuvislou oblast omezenou GC Ea, Jejik
hranice neni ks-kﬂvkou.

51.45| Vsta, Necht K Je kg-k¥ivka. Potom mno¥fina B, \ K je sjednoce-
nim dvou disjunktnich oblasti Gy» Gy) B nich%f prédvé jedna je omeze-
nd (tu nazyvédme wvnit¥ek K; neomezenou oblast nasyvdme vnéj3ek K).

Diikax tohoto gddnliv¥ jednoduchého tvreeni (Jordanova vé&ta) je velmi
obt{iny. Vis nap¥. I. Serny, Zéklady analysy v koamplexnim oboru,

‘51.46 P¥{klad., Sestrojte p¥iklad Jednodudie souvislé oblasti GC By, kterd
Je omezend a v nif nelze apojit libovolny bod x&G lomenou &arcu
L s bodem y&G tak, 3¢ LN {yYCcG. Je hranice této oblasti
kg-kFivka? '

Tento pFiklad nasnaiuje postup, ktery neni jednoduchy, jehof lze

vyuf{t k charakterigaci takovjoh jednoduie souvislych oblasti,

JejichE hranice Jje ts-kiivn. {Jordanovy oblasti).

!51.47' Literatura. K voelku obtiinému 0ddilu G vdm doporulujeme tuto
' literaturus

C.A. Rogers, Hausdorff Measures, Camnbridge 1970,
G. Ntbeling, Jahr. Deutschen Math. Ver. 1942.
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Hietoricky pfehled

Matematiks ve své dne¥n{ podobd je df{lem mnohs tisfcl matemstikd, ktef{
riznou mérou pFispdli k jejimu vfvoji. Se jmény t&ch nejzném%j3{ch jste se set-
kali v t&chto skriptech. Chceme na zdvir Ztendfe struin® sezndmit a #ivotnimi
osudy t¥ch, ktef{ se patrnd nejvice zaslou2ili o rozvoj t3ch partif metemstiky,
do nich? spadd l4tke pFedchédzejfcfho textu. Krdtky pohled na historii metematiky
miZfe byt ufitedny k pochopenf n&kterjch souvislosti.

Recky matematik EUKLEIDES (latinsky EUCLIDES; asi 350 - aei 300 p.n.1l.)
shrnul vSechny v jeho dob% zndmé poznatky 2z sritmetiky a geometrie ve avém dile
"STOICHEIA" (lat. "Elementa™). Toto Euklidovo dilo, kters pat¥i k nejpieklédans j-
5im d{ldm, ovliivhovalo matematiky témd¥ po 2000 let., V n¥m mimo jiné vybudoval
s relativnd znednym dspichem axiometicky geometrii. Cesky preklad F. Servite
pod nézvem "Zdklady" vydala JCNF v roce 1907.

Nejslavng j8{m starovékym matematikem byl ARCHIMEDES (asi 287 - 212 p.n.l).
#i1 v Syrakusdch na Sicflii. Byly mu ji% zndmy nZkteré ideje integrdlnfho po¥tu,
v souvislosti s nimiZ se objevuje té% po n¥m nazveny Archimedlv axiom. Zminnych
idej{ uZfival k vypodtu obsahd reasp. objemi jednoduchych geometrickich dtverd -
pro &i{slec I mu byl napf. znédm odhad 3,1409 < & < 3,1419. Dbal velmi plfes-
nosti vfsledkd, kteréd publikoval.

Vivoj matematiky se psk na ndkolik stolet{ prakticky zestavil. Zd4n1iv8 for-
méln{ zlepleni - zavedeni prom&nnych v matematice a jejich oznafovén{ pismeny
francouzskym advokdtem FRANCOISEM VIETOU (lat, Vieta; 1540 - 1603) ovlivnilo
podstatnd dal3d! vivoj. Viete spofitel stejnou metodou jako Archimedes &1sle T
na 9 desetinnych mist s odvodil vzorec

2 2 cos X T
E‘= ces 4 -COS 8 LN cos
Krdtee po ném urdil LUDOLPH VAN CEULEN (1540 - 1610}, uZitel Eermu v Delftu,
opét stejnou metodou 2{sloc # na 35 desetinnfch mist - po n&m ziskalo &fslo
&  oznadenf "Ludolphovo 3islo".

Po zavedeni promdnnych do¥lo v krdtké dob® k rozvoji analytické geometrie.
0 jeji{ vznik se zaslouZil francouzsky prdvnik PIERRE DE FERMAT (1601 - 1665).
Uzfval ponZkud t&%kopddné symboliky, zdvislé na symbolice Vietovd, a jeho objevy
byly publikovény e% po jeho smrti v roce 1679, i kdyZ byly znémy i jinym uZencim
jest& za jeho %fivota. Objev anslytické gpometrie je proto piisuzovén
RENE DESCARTESOVI (lat. CARTESIUS; 1596 - 1650). Ten avé objevy publikovsl
r. 1637 v dfle "DISCOURS DE LA METHODE" (Rozprava o metods). Jeho symboliks
byle lep3{ ne? symbolika Fermatova. Descartes se pry dostal jako vojék v dob¥
bitvy na Bf1é Hofe i do Prehy. - Fermat byl vSestrann&j3im mstemetikem. Za svého
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fivota vyslovil ¥adu v&t, které dokdsal, a té% mnoho domn¥nek, z nichf n¥-
které byly dokdzdny, jiné vyvrdceny. Problém, ktery je zndm jako "velkd
véta Fermatova™, neni vBak nap¥. dosud roz¥elen. Popaal téZ jako prvy meto-
du hleddnf{ maxim a minim funkei, kterou v posmdndné form$ uiivdme dodnes.
Spolu s BLAISEM PASCALEM (1623 - 1662) jest téZ szakladatelem teorie pravdd-
podobnoati, jejif rogvej byl stimulovdn hazardnimi hrami v koatky a karty.

Pascal byl synem zndmého ulence, V 25 letech vetoupll do kldStera, aby
se cele mohl vinovati matematice a literatu¥e. Sestrojil té% jeden g prvych
po&itacich strojd. Spolu s Fermatem si dopisovali s pdterem - minoritou
MARINEM MERSENNEM (1588 - 1648), ktery byl v pisemném styku tém3# se viemi
avropakymi védei (bjvé citovdn vyrok H, BOSMANSE, ktery napsal "informovat
o néjakém objevu Mersenna znamenalo ho osndmit ocelé Bvropd™). Tuto "funkci
informdtora™ pFevsal po Mersennovd sarti AngliZan JOHN COLLIN (1625 - 1683).

Poatupn¥ dochdszelo k podetatnéji¥imu rosvoji infinitesimdlnfhe podtu.
Shrnuti do té doby znémych poznatkl provedl BONAVENTURA CAVALIERI (aai
1598 - 1647) ve své knigze, vydané roku 1635. Zamin¥nd kniha Descartesova
byla té% ovlivndna timto dilem. O podobmé dilo jako Cavalieri se pokusil
té% nisozemesky jezuita GREGORIUS A SANCTO VINCENTIC (1584 - 1667), kterj byl
v latech 1629 - 1631 profesorem matematiky v Pragze. Zde p¥i velkém poidru
viak o &det dila, kteréd pamal, pFiZel. Od n¥ho pochdsi nédzev "exhaustivai
metoda" pro idejs integrdlniho podtu, kterd byly zndmy jiZ Archimedovi.

8 posloupnoatmi a Fadami pracoval AngliZan JOHN WALLIS (1616 - 1703),
kter§ byl v letech 1643 - 1703 profesorem v Oxfordu. Dospdl -~ i kdyZ ne &ae-
to pfesnym postupem ~ k ¥ad¥ novych vysleded. Autorem mncha vysledkd obdobné
povahy byl Holandan CHRISTIAN HUYGENS (1629 - 1695), ktery 311 v Pa¥{ii.
Rovné¥, ¢ dne#niho hlediska ne gcela pfesn¥, doepdl k Fad¥ vysledkd a byl
ve avé dobé spolu s Wallisem nejlepiim znalcem myElenek, vedoucich k objevu
infinitesimélniho po¥tu. Na rosgdfl od jinych ulencd té doby, kte¥i se lehce
s¥ekll archimedoveké pFeesnosti, se o tuto pFesnost ve svych dilech anaiil.
Jako v#dec byl velmi vieetranny - proslul jeit& svymi objevy ve fyzice a
astronomii, iJ. ve v¥ddch, kterymi se vit¥ina matematikd v té dob¥ zabyvala.
V 17. stolet{ sme skupiny udencll zadinaly formovat ve 3koly. Tehdy byly vytvo-
¥eny prvé akademie a ufené spolelnosti. Prvd akademie byla zalofena v Neapoli
r. 1560, Jednia se zaklddsjicich &lenl anglické Royal Soclety (1662) byl
Wallia. Prvym presidentem Prancouzeké akademie (1666) byl Huygens.

Za objevitele diferencidlni{ho a integrdlniho po¥tu byvaji pokléddni
ISAAC KBWION (1643 - 1727) a GOTTPFRIED WILHBLM LEIBNIZ (1646 - 1716). Newton
byl t#lesnd velmi slaby a ve %kole pat¥il v prvnich letech k nejelablim Zd-
kim., Joho ctilddoat a pile je} vSak v ¥ivotd dovedly k nejvysiim poctdm.
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Byl v Cambridge Zdkem ISAACA BARROWA (1630 - 1677), kterj byl podrobnd
obezndmen se gmindnym Cavalieriho dilem & ktery vedl na tam¥j3{ universitd
katedru matematiky. Barrow rorpoznal Newtonlv talent a r. 1669 mu dobrovol-
né vedeni katedry pF¥edal. Z obavy pFed morem pFebyval Newton v letech 1665-
~1666 ve avém rodidti na venkové a vytvoFil sde "teorii flux{" - infinitesi-
m8lni polet. Jeho terminologie a symbolika byls pon¥kud t¥fkopddnd, cof mdlo
porddji negativni vliv, Newton vynikl teké ve fysice. Vidy velmi otdlel

8 publikovédnim svich vysledkd, nap#. "Metoda fluxi™ byla publikovéna ak po
Jeho smrti v roce 1736, Vztah mesi "fluxemi™ a "flusntami™ objasnil Barrow
r. 1670 a tak ukdzal souvislost mesi derivovédnim a integraci (pFesnéji:
hleddnim primitivni funkce). Nedorozuméni a nepfesnceti viak byly odstrandny
teprve pordédji,

Leibnigz se narodil v Lipeku a strédvil nejv&t3{ $det Zivota na hannover-
ském dvoje. Byl velmi nadsny a vSestranny. Titul bekald¥ sf{skal sa p.dci
¢t logiky, titul magiester za prdci g filosofie, poxdd¥ji ziskal titul doktora
prdv. Diplomacie ho pFivedla do Pa¥iZe, kde se setkal s Huygensem, a poxd¥ji
i do Londyna. Sestrojil téZ polftaci etroj, ktery byl dokonelejii nei Pascallv.
V "letech 1673 - 1676 vytvofil diferencidlni a integrélni polet se symbolikou
velmi blizkou na3f. Jisté podnéty r Anglie mohl vEak ziskat teprve v roce
1675, nebof je prokdzdno, Fe se pFi prvém pobytu v Londyns s “informétorem®
Collinem nesetkal. Teprva kdji byl dvornim radou a knihovnikem u dvora
v Hannoveru, setkal @ae roku 1676 na cest¥ do Londyna s Collinem, kterého in-
formovel o svyoch vysledcich, a sesndmil se 8 vysledky Newtonovimi. Objevy
v "calculu differsntialis® publikoval roku 1674, v "calculu sumatoriuns” roku
1686 - posd¥ji viak zalal po dohodd s JOHANNEM BERNOULLIM (1667 - 1748)
ufivat ognaZeni "caloulue integralis". S Newtonem se nikdy v Eivot# nesetksl,
vym§nili si viak ndkolik dopisl a mili k eobd vsdjemn¥ velikou idctu. Leibnis
prvy sadal ufivat symbolu ‘/. a Jeho jméno nese rozvoj

/4 1 1 i
B T S S A S A

ktery viak neobjevil on sém. Jeho zdeluhy o v3du a epeciélné matematiku jsou
takové, #e vynikajici ufenec NORBERT WIERNER (1894 - 1964), sakladatel kyber-
netiky, povaZfovel Leibnise za "patrona™ této vidy.

Pozdéji sadal dporm§y boj o prioritu objeva infinitesimslniho pedtu mesi oblms
#kolami - n&meckou & angliokou; nebyl vEak podndcovdn autory tdchto objevd,
Newton byl v roce 1703 svolen presidentem Royal Society a il pak v\Londin!
jako dozorce a pak Feditel krdlovaké mincovny. Byl povi¥en do ¥lechtického
stavu. Leibnis byl r. 1700 svolen &lenem pa¥{ifskd Akademie vdd a téhoZ roku
presidentem berlfineké Akademie vdd. Roku 1716 chtdl jet do Anglie osobn¥ po-
hovo¥it s Newtonem o objevech a objasnit otdeku vedjemné nesdvislostl obou
vytvoFenyoh koncepcl, nebylo mu to viak s politickfoh ddvodd povoleno. Zemfel
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roku 1716 a byl poh¥ben bes poct v Hannoveru - teprve po 70 letech byla
na jesho hreob zasazena kamennd deska 8 ndpisem "Ogsa Leibnizi". Newton byl
r. 1727 poh¥ben s velikyjmi poctami ve Westmineterekém opatstvi. Oba tito
géniové ovlivnill dsls{ prudky rozvo]) infiniteeimélniho pod&tu.

Prvou ti3t¥nou ufebmici diferencidlniho s integrdlniho podtu napeal
francouzeky matematik GUILLAUME FRANGOIS ANTOINE de 1 HOSPITAL (1661 ~ 1704);
obamhovala té% zndmé "1 Hospitalovo pravidlo”. AngliZan BROOK TAYLOR (1685-
= 1731) u%il sndmé Taylorovy Fady k Feseni jistych diferencidlnich rovnie,
nikdy se viak konvergenci této ¥ady nezabjval (oetatnd nikte#{ poeluchadi
na¥{ fakulty tak &ini dodnes). Taylor byl od roku 1715 sekretéfen Royal
Society, Konvergenci Taylorovy Fady vydetfoval profeaor Bdinburgské univer-
sity COLIN MACLAURIN (1698 - 1746).

Pronikéni noéich pognatkl do praxe a jJejich X¥i¥en{ bylo do této doby
velice t8%ké - prvé Zasoplsy, otiskujicf matematickd pojedndni, zalaly vy-
chéset teprve ve druhé polovind 17. stol.

Po #pendlekém vpddu emigrovala z Antverp do Basileje rodine BERNOULLI,
ve které ge po ndikolik generaei objevovalli 1idé s vynikajicim matematiockym
talenten,

JAKOB BERNOULLI (1654 - 1705) zadal studoval teologii, jiZ zminény
JOHANN BERMOULLI medicinu., Pordéjl se oba vénovall plnd matematice, Jakob
vedl v Basilejl na université katedru matematiky v letech 1687 - 1705 a '
po Jeho smrti ji pFevzal a vedl af do avé smrti Johann., Tito udenci se gaslou-
£111 spolu & Leibnisem a Newtonem o vzmik varialniho podtu, gabyvall se dife-
rencidlnimi rovnicemi apod. Jakob napesl spis “Ars conjectandi®, ktery obsa-
hoval Huygensovu préci g teoris pravddpodobnosti, a stal se tak daldim
g tvlrcd teorie pravddpodobnosti. Vsdjemnd rivalita a gdravd ctlifddoat hnala
oba bratry rychle wpied. Jii p¥ed rokem 1700 objevili prakticky vie, co je
obsehem gdkladnich kursd matemetické analysy; Jjejich stupen pFesncsti vjkladu
vBak byl pro dnesni dobu nevyhovujici.

V d4ali generaci vynikli sejména dva aynové Johannovi HIKULLS BERNOULLI
(1695 - 1726) a DANIRL BERNOULLI (1700 - 1782). Oba byli povoldni r. 1725
do Petrohradeké akademis véd. Mikuldl, ktery se vénoval studiu teorie pravdd-
podobnosti, zem¥el tem Ji¥ r. 1726. Daniel odeZel z Petrohradu r. 1733, kdy¥
doetal misto profesora anatomie a botaniky v Basileji; od roku 1750 tam pfed-
néSel i fysiku.

Ojedindljm sjevem v matematice byl LEONHARD BULBR (1707 - 1783).
A% pivodem Svjcar, pro¥il Buler velkou Zéat svého Zivota v Petrohradi.
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Vystudovel v Basileji, kde byl Zdkem Johanna Bernoulli. Do Petrohradu
odesel roku 1727 a krom¥ obdobf 1741 - 1766, kdy pracoval v berlinské aka-
demii, sde strévil cely ¥ivot., Byl to Zlovék obdivuhodn¥ nadany, vEestranny
a velmi pilng, Byl dvakrdt Zenat & m3l 13 d¥t{. Roku 1735 pFikel o jedno oko
a roku 1766 o druhé. Diky fenomendln{ pam¥ti viak dokdsal pracoval dédle.
Napsal témé¥ 900 pojedndn{ a knih a jeho préce vychdzely postupn¥ i pc jeho
anrti af do poloviny 19. stol.; pFispdly k ustdleni symboliky v analyze i
algeb¥e. Pochdei od n&j 1 ndsev "variadn{ pofet"™ - v tomto oboru publikovel
vyenamné prace, Setkdte se g Bulerovou p¥imkou, konstantou, formuli atd., -~
Ji¥ Jenom jeho vyeledky 5 &{selné teorie by mu zajietily nesmrielnou slédvu,
Zabyval se 1 h¥filkami (tahy kon¥m na Hachovnici, "sedm mostd v Krdlovei"),
které nepFimo ovliivnily vegnik novych matematickych disciplin, a byl i obrat-
nfm popularisdtorem. Jeho vjklad byl prost nepfesnosti, postrddal viak jeit¥
daeto hlubi{ sdbvodnini.

Té% mezi francouszskjmi encyklopedisty byl vynikajici matematik
JEAX LE ROND 4 ‘ALEMBERT (1717 - 1783), nemanZelsky Slechticky syn, naleszeny
v blizkoetl kostela St. Jean le Rond. Jeho talent mu umo¥nil rychlou kariéru
- 0d roku 1754 byl sekretdfem Akademie a proto té%Z nejvlivnijiim védcem Fran-
cle. Vynikal v aplikacich matemsatiky na hydromechaniku a spolu s Danielem
Bernoullim byl gakladatelem teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic, Poku-
8il se roku 1746 o dikaz tzv., zdkladni vidty algebry a zavedl té% mimo }iné
pojem limity.

Dal¥im velkym matematikem 18, stol, byl ayn statkéd¥e ¢ Normandle
PIBRRE SIMON LAPLACE (1749 - 1827). S pomooc{ d Alemberta se stal profesorem
na vojenské 3kole v Pa¥i¥i. Jakc oetatni matematikové té doby se vénoval hlav-
né aplikacim; md velké zdmluhy o polet pravddpodobnosti & o vsnik operdtorové-
ho podtu. Pracoval cely Zivot v matematice a obdrZel mnoho poct od Napoleona
i1 od Ludvika XVIII. Ka rozd{l od nikterych jinych matematikd té doby ménil
lehce své politické pFesviddeni a jeho 3iroké svédom{ mu umo¥novalo pokrado-
vet v prdci i pfes vEechny politické pFevraty. PFekladatel jeho dila do ang-
liZtiny N. Bowditch z Bostonu o n#m napaal: "Kdykoliv jsem narazil na
Laplacedy obrat "co} ném spadno vyplyne®, byl jeem si jist, Ze mém p¥ed sebou
hodiny tvrdé prdce, abych vyplnil mezery a nalezl a dokédszal, jak ném to snadno
vyplyne",

JOSKPH LUIS LAGRANGE (1736 - 1813) byl itelsko-francousského plivodu a
byl jJi%¥ v devatendctl letech prdfeuorem matematiky v Turiné, KdyZ se Euler
vrdtil roku 1766 spét do Petrohradu, byl Lagrange posvédn Friedrichem II.
do Berlina (v posvéni byla v3ta "je nutné, aby nejvitii matematik Bvropy ¥il
v bliskoati nejvdtEiho krdle"), kde pracoval aZ do Friedrichovy smrti roku
1786, Pak cdedel do Pafi%e, kde pisobil na Bcole normale (1795) a na Boole
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polytechnique (1797). Byl velice viost§qnni, md vynikajic{ szdsluhy o va-
riadni pofet stejnd jako o teorii &imsel apod. Prakticky v jistém sayslu
saloZil "teorii funkofl redlné proménné" ~ odmf{tal ravasovat na Newtona 31

4 Alembarta a vychésel p#i studiu funkci £ Taylorovy #ady; nedoapdl vEak

ke zcela uspoko]ivym visledkidm. 3nad nejvE{31 sdaluhy ad vEak o teoretickou
fysiku svym spisem "Méchanique analytique”. :

Poelednim gndmim matematikem té doby, o nim% ee zminime, byl ALEXIS
CLAUDE CLAIRAUT (1713 - 1765), » jehof jménem se mifete metkat v teorii di-
ferancidlnich rovnic.

Na konci 18, stcl. se sadala rosmdhat jistd skepse. Matematika podle
tehdejiich pF¥edatav dosdhla svého vrcholu. Za 15 let po Laplaceovd sarti
napsal Arago v jeho nekrologu: "P§t matematikd - Clairaut, Buler, d Alem-
bert, Lagrange a Laplace - si rogd8lilo mezi sebou avdt, jeho¥ existenol
odhalil Newton. Objaenili ho ve vieoh sm¥rech, pronikli do oblasti, které
byly povaifovdny za nep¥{stupné, ..., @ konednd - a v tom leif jejich nepo-
mijejici sldva - podrodbili vie ,.. jednotnému sdkonu.”

¥V 18, stol. se matematika velmi prudce rozvijela, jeji logické vistavh¥
nebyla viak vénovdna ndleZita péde. Proto do¥lo v 19. stol. k revizi zdkladdl
matematické analysy. Ne pFelomu stolet{ ¥il a pracoval ndmecky matematik
KARL PRIEDRICH GAUSS (1777 - 1855), vygnamnj profesor gBtingsnské university.
Podal nékolik ddkasd tzv. sdkladni vty algebry, salofil prakticky moderni
teoril &isel, pracoval intensivn¥ téf v geometril a jeho prdce jsou spojeny
s poldtky teorie potencidlu JakoZto odvétvi matematiky. Nikteré ze avyich
vysnamnjch mySlenek nepublikoval.

¥V podobafch oblastech matematiky pracoval 1 © n¥co stardi francoussky
astematik ADRIEN MARIK LEGEBNDERR (1752 - 1833). Napeal vysznaané préce, mj.
na svou dolu dokonald 4ila s diferencidlmnfiho a integrdlniho podtu. Byl
“po jistou dobu na Ecole normale a examindtoream na Bcole polytechanique.
Na této Xkole téZ plsobil AUGUSTINE LOUIS CAUCHY (1789 - 1857). Cauchy byl
Jednim = matematikd, usilujicfch o vétEl p¥esncst prdce v matematice. Je sném
pFedeviia svymil pracemi s teoris funkof komplexni promémné. Zpracoval séklady
infinitesimélniho podtu sphsobem blizkym soudasnému pojeti - pouiil 4 Alember-
tova pojmu limity a pFesné definice derivace funkce. Bady vySetFoval pedlivé
a gabyval se otdskami konvergsnce, podal té6¥ prvy existendni diikas pro FeSen{
diferencidlnf rovnice. Za svého Eivota atrdvil téf ni¥kolik let v Turin¥ a
v Prase.

Velikym ayslitelem stihanym nep¥fsni osudu byl prafsky roddk BERNARD
BOLZANO (1781 - 1848). Je-prokésémo, ¥e dosdhl nékterjch objevd v matemati-
oce pled Cauchya a jinymi visnamnymi matematiky. Pracoval velmi p¥esnd
s pojmem spojitostl funkce, forauloval téE vitu o sxistenci hromadného bodu
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omesenéd posloupnosti, atd. O exaktnoeti jeho dvah ev¥d¥{ obsah Z4sti rukopi-
su jeho nedokonfeného dila "Grbssenlehre™, kterd byla objevena teprve ve 20.
letech a vyddma ve 30.letech na¥eho stoleti., Byl i vjznamnym logikem.
Bolzano a Cauchy byli prvnimi matematiky, kte¥i ve v3tdch a definicich ci-
levé#dom¥ uZivali kvantifikdtord. Roku 1805 byl jmenovdn profesorem nébojen-
stvi na praZské univereits, aviak pro své pokrokové ndzory byl roku 1820
suspendovén, Ve své dob¥ byl endm epifie jako socidlni myslitel nef matema-
tik.

Jinfm vieetrannym matematikem té doby byl KARL GUSTAV JACOB JACOBI
(1804 -~ 1851), zndmy svyml pracemi z teorie eliptickych funkecf{ (na jeho
podest uiivdme termimu "jakoblidn"). Znadny vyenam m¥ly té% préce, jejichi
autorem byl francouzsky baron JEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768 - 1830),

Interpretem Gaussovych vysledkl a Jeho nédstupcem v GBtingen byl
PIERRE LBJRUNB GUSTAV DIRICHLET (1805 - 1859), Pe&livé pro:koundl Fourisro-
vy visledky e vyznamnd p¥iep&l k chépdni pojmu funkce. Zabjval se té¥ apli-
kaceml matematiky o Je autorem Jetnych visledkl v teorii 3isel.

Dirichlestovym ndstupcem v GStingen byl GEORG FRIBDRICH BERNHARD RIEMANN
(1826 - 1866). Tento matematik uve¥ejnil pomérnd malj poZet praci, aviak
vAschny byly visnamné. Daleko hloubd8ji neZli Cauchy a Dirichlet se mabjval
problémem integrovatelnostl funkci., Proslul té¥ pracemi = geometrie, teorie
komplexnich funke{ apod. Prvy ve avych pFfedndSkdch uvddsl jif p¥iklad spo-
j1té funkce, kterd nemé derivaci v Eddném bodd (pF{klad takové funkce sestro-
Jil Ji% p¥ed rokem 1835 Bolzano)., Prvy p¥iklad takcvé funkce publikoval
roku 1875 KARL WBIBRSTRASS (1815 - 1897), uvdd#l je} viak ve svych p¥edndl-
kdch ji% od roku 1861. Welerstrass byl ¥adu let ulitelem na gymnasiu a pro-
feaorem na berlinské universitd ae stal teprve roku 1856. Byl snémy svya
undnim pFedndiet 1 svou pFesnosti. I on vysnamnd pFiepdl k revisi sdklaedd
analfsy - pracoval velmi p¥esné s komplexnimi funkcemi a objevi] pojea stej-
nomdrné konvergence; dokonale objasnil n¥které zdkladni polmy matematické
analysy apod. :

Vynikajicich dspéchil domédhl nejvdtE{ rusky matematik 19, atoleti
PAPNUTIJ LvovIS GEBYSEV (1821 - 1894). Publikoval vjznamné préce s Eiselné
tecrie a sabjval se problémy podtu pravddpodobnosti a matematické analyey,
sejména otdskami aproximace funkci a integrace algebraickych i raclondlnich
funkei. '

Na poldtku 19. stoleti byly pfedstavy o "Efslech" a "veliZind" stejnd
nedokonelé jako v dobd antiky. Welerstraes byl jednim £ prvych matematikad,
kte¥{ ve avjch pFedndXkdch budovali teorii raciondlnich &isel. Ve druhé
polovind stolet{ se atala pot¥eba vybudovéni teorie iraciondlnich &isel
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krajné naléhavou. Smahu po aritmetizaci matematiky a jeji neuspokojivy
stav vyjéd#¥il LEOPOLD KRONBCKER (1823 - 1891), profesor berlinské univer-
sity, zndaym vyrokem: "Celd &isla vytvo¥il ndZ mily bdh, vEe ostatni je
dilea &lovidka."

PF¥iblilnd v sedmdesityoh letech dospdli negdvisle k cili Weierstrass,
RICHARD DEDBEIND (1831 - 1916), GBORG CANTOR (1845 - 1918) a jin{ - vybu-
dovali teorii redlnych &imel. Cantor md téZ trvalé sdsluhy o modernizaci
matematiky vybudovdnim naivn{ teorie mnoZin. Jeho teorie mdla ¥adu odplr-
cd, £ nich# nejvjznamnidjif byl Kronecker., Zivotnf etrdddnf podlomilo
Cantorovo dulevni zdravi a konec svédho Zivota strévil v sanatoriu. Vyrnam
Cantorovyoch ideji pochopil v té dob¥ jen maly polet matematikd - jedniam
s nich byl nap¥. esky matematik MATYLS LBRCE (1860 - 1922), od nihok
pochdpi Sesky termin "mnofina". OCdplirod v3ak postupn¥ ubyvalo, zejména
pak na poddtiku 20.stol., kdy HENRI LBEBESGUE (1875 - 1941) publikoval roku
1901 svou teorii miry.

Snahy o vytvofeni logickych gdkladd matsmatiky vyvroholily dsilim
¢ vybudovdni axiomatiky Jednotlivych matematickych disciplin. Tyto snahy
meji avé koFfeny jii ve starovidku. V minulém etoleti maj{ nejvdtii vyznam
axiomatickd teorie pFirozenych &fsel, kterou vytvo¥il GIUSEPPE PEANO
(1858 - 1932) roku 1889 & axiomatickd teorie euklidoveké geometrie, kterou
vybudoval DAVID HILBERT (1862 - 1943) roku 1889,

Vjvo) matematiky ve dvacdtém stoleti ukédral, %e axiomatickd metoda
neatife splnit vie to, co si od nf matematicl na zaddtku tohoto stolet{
slibovali. V nafem stoleti se tempo vyvoje matematiky ‘jeltd srychlilo.
¥znikaJi nejen nové teoris, ale i celd odvitvi matematiky; Et&pi se i od-
vétvi, jehof historili jeme chtéli atrudné popsat. Dochési k tak vysokému
stupni specializace, Ze ai pFestdve]i rozumdt i matematici pracujici
¥ bligkyjch oborech. Silnd ae rosvijeji zejména abstraktni partie matema~
tiky., St8f{ lsze hodnotit iiapéchy matematickych #kol, a jeit# hi¥e dapichy
a objevy jednotlivofi; mnohé vyznamné objevy prvé poloviay tohoto stoleti
budou Jistd jeXt¥ pFekondny. ’

Iminime me jeXtd strulnd o tdch, kte¥i podetatnd pFlap¥li k vivoji
matematiky v Eeskjch reaich.

Zivotni tragedii BERNARDA BOLZANA (1781 - 1848) bylo, Ze nemohl
uplatnil své mimoFddné schopnoeti pro wvédeckou préci v logice a v matema-
tice a pro#il avfj Zivot bes néleiitych kontaktd s témi, kte¥i se nejvice
sasloufili o tvorbu matematiky 19. stolet{. Malé mo¥nosti v&deckého uplat-
nén{ v té dobd splsobily, %e ndkteF{ vycmamni Sefiti matematicl hledalt
uplatnini mimo Seské szemé. Jednim z nich byl EMIL WBEYR (1848 - 1894),
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ktery pF¥ijal misto profesora matematiky na videneké universit¥. Jeho bratr
BEDUARD WBYR (1852 - 1903) zidstal v Prasze, kde pllsobil na pra¥ské universi-
té 1 technice., Oba obohatill na¥i matematickou literaturu o kvalitni dila,
kterd sloufila jako uZebnice matematiky pro vysokoZkolské studenty.

MATYAS LERCH (1860 - 1922) pisobil po deset let na Svyoarské univer-
8it3 ve Freiburgu, odkud se vrdtil roku 1906 jako profesor matemstiky
na techniku v Brn#; pozddjil pFe3el roku 1919 na novd sFizenou Masarykovu
universitu (nyni UJBP). A% napsal veliké mmnoZstvi v&deckych publikaci,
rovndf nemohl nalézt v Eeskych zemich uplatnini.

O rozvoj matematiky a fysiky se zaslouZila v Zeskych zemich téf
Jednota &eskoslovengkych matematikd & fysiki, kterd se vyvinula ze student-
ského spolku gsloZeného roku 1862, Frvd desky psand videckd prdce £ matema-
tiky byla vyddna roku 1862 Krdlovskou &eskou spoledinosti nauk. Zdsluhou
JEMP bylo dovr¥eno obrogeni Zeské matematiky.

KAREL PETR (1868 - 1950) ee zaslouZil o rozvo] &eské matematiky nejen
svymi v&deckymi pracemi, ale i tim, Ze vychoval znal&ny polet st¥edodkol-
skych uditeld i v&deckych pracovnikd v matematice. Js autoream kvalitnich
udebnic diferencidlniho a integrdlniho podtu, kterych ufivall zejména
poslucha&i university v obdobi mezi avdtovymi vdlkami.

K nejlepdim #£dklm Karla Petra ndlefel viestrannd nadany BEDUARD SrcH
(1893 - 1960) a VOJTECH JARNIK (1897 - 1970), ktery vynikl svyjai pracemi
v éiselné teorii a matematické analyze.
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Junéns osob, vyskytujicich ge ve skriptech

Abel, N.H, (1802-1829)
Adams, C.R. ( 2 )

d “Alembert, J. (1717-1783)
Alexandrov, P.S. (1896)
Alexejowics, A. ( 7))
Archimedes (287-212 p.n.1.)
Argela, C, {1847-1912)
Aull, C,.B. ( 7 )
Beire, B.L. (1874-1932)
Baisnab, A.P, ( 7))
Banach, S. (1892-1945)
Bari, N.K. (1901-1961)
Barrow , I. (1630-1677)
Bernoulli, D, {1700-1782)
Bernoulli, Jakeb (1654-1705)
Bernoulli, Johann (1667-1748)
Bernoulli, M. (1695-1726)
da Bois — Reymond, P. (1831-1889)
Bolzano, B. (1781-1848)
Borel, E, (1871~-1956)
Boemans, H. (1852-1928)
Brink, ? ?
Bromwich, 7.J. (1875-1929)
Brouwer, L.E.J. (1881- 7 )
Bruckner, A.M,’ ( 7 )
Bruijn, K.G. de (1918~ )
Cantor, G. (1845-1918)
Caratheodory,. C. (1873-1950)
Carleson, L. « 7))
Casaels, J.W.S, ( 7))

Cauchy, A.L.
Cavalieri, B,
Cesaro, K.
Cienielaki, 2,
Clairaut, A.C.
Clarkeon, J.A,
Coke, S.R,
Cellin, J.
Croft, H.P.
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(1789-1854)
(asi 1598-1647)
(1859-1906)
( 7))
(1713-1765)
( )
«( * )
(1625-1683)
«( 1)

SebyZev, P.L.
$ech, E.

Daniell, P.J.
Darboux, G.d.
Dedk, B.
Dedskind, J.W.R,
Denjoy, A.
Deacartes, R.
Dini, U.
Diofantos

Dirichlet, P.G.L.

Brdts, P.
Euklides
Euler, L.

Faber, G.

Past, H.
Patou, P.
Fejér, L.
Fermat, F. de
Pisher , E.
Fourier, J.B.Jd.
Frobenius, G.
Fubini, G.

Garg, K.M,
Gauss, K.F,
Galbaum, B.R,
Gelfand, I.M,
Gelfond, A.0.
Gsr, R.
Gilleapie, D.C.

Gregorius, a St.V,

Hadamard, J.
Hamel, G.

Hardy, G.H.
Harnack, A.
Hersman, P.(S.7)
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(1821-1894)
(1893-1960)

(1889-1945)
(1842-1917)
( 7))

(1831-1916)
(1884 - )
(1596~1650)
(1845-1918)
{kolem 250)
(1805-1859)

{1912- )
300 P+De 1.)
(1707-1783)

( 7 -
( ?2 )
(1878-~1929)
(1880 ~1959)
(1601-1665)
(1875-1959)
(1768-1830)
(1849-1917)
(1879-1943)

?)

«( 72 )
(1777-1855)
( 2 )
(7))
(1906)
( 7))
( 2- 72)
(1584-1667)

(1865-1963)
(1877-1954)
(1877-1947)
{ -7 )
{ ?2 )



Heine, R.H.
Helly, B.
Hermite, Ch.
Herrog, P.-
Hnwitt; B.
Hilbert, D.
Hopf, H.
HSlder, 0.1,
1 Hospital, G.P.
Hurwits, A.
Huygens, Ch.

Chinéin, A.J.

Jacobi, K.G.J.
Jarnik, V.
Jegorov, D.P.
Jensen, J.L.V,
Jung , 7
Jurkat, W.B.

Kantorovid, L.V,
Kestelman, L.
Knaster, B.
Ko¥{nek, V.
Kronecker, L.
Kuczma, M.
Kummer, B.B.
Kuratowski, K,

Lagrange, J.L.
Laplace, P.S.
Lebasgue, H.
Legendre, M,
Leibnis, G.W,
Lerch, M.
Levi, B,
Lindel8f, B.L.
Lindemann, F.K.L.
Lindenbaum, A.
Linnik, J.V.
Liouville, J.
Lipeschits, R.
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(1821-1881)
(1884-1943)
(1822-1901)

(2 )
¢ )
(1862-1943)

(1894-1971)
(1859-1937)
(1661-1704)
(1859-1919)
(1629-1695)

(1894-1959)

(1804-1851)

(1897-1970)

(1869-1931)

(( 2-72)
?

{ 7))

(1912)

« 7 )

( ? )
(1899)
(1823-1891)
( ?2.)
(1810-1893)
(1896)

(1736-1813)
(1749-1827)
(1875-1941)
(1752-1833)
(1646-1716)
(1860-1922)
(1875- ? )
(1870-1946)
{1852-1939)
(1905-1942)
(1915)

{1809-1882)
(1832-1903)

Lukes, Z.

Ludolph, v.C.

Luzin, N.N.

Maclaurin, C.
Malgrange, B.

Marcus, 5,

MarkuBevi&, A.I,

Ma¥{k, J.
Meniov, D.B.
Mersenns, M.
Mertena, R.

Minkowski, H.

Moivre, A.
Moore, E.H.

de Morgan, A.

Moree, A.P.

Murkhopadhyay. S.N.

Natanscn, I.P,.

Newton, I.
Novdk, B,
Nébeling, G.

Olmatead, J.M.H.

Oegood, W.F.

Parseval-Deschénes, M. A,

Pascal, B,

. Peano, G.

Perron, 0.
Petr, K.
Piranian, G.

Poigson, 8.D.

Pompeiu, D.

Ponomarav, S.P.
Pouasin, Ch. de

Preiss, D.

Pr 1nglh.iﬂ, A,

Raabe, J.L.
Radon, J.
Riemann, B,
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{1940)
(1540-1610)
(1883-1950)

(1698-1746)
« ?2) °
( 7)

(7))

(1920)
« 7))
(1588-1648)
( ?)
(1864-1909)
{1667-1754)
(1862-1932)
{1806-1871)
( ?)
( 7))

( 2~-7 )
(1642-1727)
(1938)
( ?)

( 2)
(1864-1943)

(1836~ 7 )
(1623-1662)
{1858-1932)
( 7))
(1868-1950)
( 7))
(1781-1840)
(1873-1954)
( 7))
(1866-1962)
(1947)
(1850-1941)

(1801-1859)
(1887-1956)
{1826-1866)



Riensz, P.
Rjaganoy, 17
Rogers, C.A,
Rolle, M,
Roth, K.F,

- RegniZek, M,

Saka, 8.
Schwarg, G.A.
Selberg, A,
Servit, P.
Sierpinski, W.
Sikorski, R.
Sonin. N.J.
Specht, W,
Steinhaus, H.
Stieltjea, T.J.
Stirling, J.
Stokes, G.
Stols, 7
Stone, M.H,
Stromberg, K.R.

Svare, R.
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(1880- 7 )
{ 1)
( )
{1652-1719)
( 1)

¢ )

(1897-1942)
( 2-2° )
( 7))

(1848-1923)
(1882-1969)
( 7))

(1849-1915)
( 7))

(1887-1972)
(1856-1894)

(asi 1696-1770)

(1819-1903)
( ?2=-2)
( ?2)
( 7)

( ?)

Tarski, A,
Tauber, A,
Taylor, B.
Tietze, H.
Thompson, W.A.
Tucker, C.T.
Tsodikse, 7

Vigte, F.
Vijayareghavan, T.
Vinogradov, IL.M.
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