7 Prednaska z 26. 11. 2003

V minulé prednasce jsme pouzili Cauchy-Schwarzovu nerovnost, tak si ji i
dokazeme.

Cauchy-Scharzova nerovnost:
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Dukaz:

Vyjdéme z néceho, co zcela jisté plati:
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Princip sudosti(opakovéani z 5. prednasky):

Kazdy graf ma sudy pocet lichych stupnu.



Definice triangulace:

Triangulace je nakresleni grafu v roviné tak, ze hrany jsou neprotinajici se
usecky a vSechny oblasti(stény) jsou trojihelniky(maji 3 hrany).

Lemma o duhovém trojihelniku:

Necht (V. E) je graf n&jaké triangulace. Necht V =V,U1,UV3 je libovolny
rozklad mnoziny vrcholu. Potom pocet duhovych trojuhelniku je sudy.
Definice:

Duhovy trojihelnik je trojuhelnik, jehoz vrcholy maji vSechny 3 barvy.

Dukaz:

Necht V' a E jsou vrcholy a hrany triangulace a necht V = V; UV, U V3 je
rozklad. Déle necht Ty, ---, T, jsou vSechny oblasti nakreslen{ (véetné vnéjsi
oblasti)

Definujme graf G = ({1,---,r}, F) predpisem:
{i,7} € F jestlize T; a T; maji spoletné dva vrcholy v,v’ takové, ze
veViav el

dy(i) =0 v 1 v 2 (3 nepfichazi v uvahu, protoze jde o A)

dy(i) = 1 <= 1T, je duhovy

Pocet lichych stupn je sudy (podle principu sudosti) = pocet duhovych
trojihelnika je sudy



Hra:

Mame ¢tyitihelnik G = (W, E) a uvniti jsou samé trojuhelniky. Dva hréci se
sttidaji v oznacovani vrcholu. Hraci I patii body z a v a hraci I body s a j.
Cilem obou hracu je spojit tyto body cestou.

S

Véta:

Hra nemuze skoncit remizou. Pro libovolny rozklad W = W; U W5, kde
z,v € Wy a s,j € Wy existuje cesta P tak, ze bud vrcholy cesty ndlezi do
Wi a je to cesta ze z do v, nebo vrcholy cesty nédlezi do W5 a je to cesta ze
s do j.

Dikaz (sporem):
Necht existuje remiza. W = W; U Wy je vysledek sehravky takové, Ze ani

Wi ani Wi neobsahuje prislusnou cestu.

Definujme rozklad V; UV, U V3 nésledujicim predpisem:
zeVi,seVy
x € V] & existuje cesta hrace I ze z do z
x € Vo & existuje cesta hrace Il ze s do x
Vs =W\ (V1UVWs), v, 5 € Vs (dle predpokladu)

Pozorovani:

Trojuhelniky uvniti nejsou duhové.

Dukaz:

Necht existuje duhovy trojihelnik. Potom hri¢, ktery je na tahu muze
oznacit vrchol v3 € V3 a tudiz hra neskoncéila. - SPOR!



Uvazme graf G spolu s hranou {s, j}. Oznac¢me jej G'.

S

j
Potom G’ je triangulace a mé jen jeden duhovy trojuihelnik.

- SPOR! (s lemmatem o duhovém trojihelniku)

Véta:
Necht G = (V, E) je souvisly. Potom G m4 kostru.

Definice:

Kostra G je graf (V, E’) takovy, ze £’ C E a zaroven (V, E') je strom.

Dikaz:
Necht (V,E’), E' C E je miniméln{ (vzhledem k C) podmnozina takové,

ze (V, E') je souvisly. Takova podmnozina existuje, protoze (V, F) je souvisly.

Potom je (V, E’) strom. (podle hlavni véty o stromech(viz. 6. pfednaska))

Definice:

Graf G = (V, E),w : E — R*" nazyvdme vézeny graf a w(e) nayvdme véhou
hrany e.

Problém minimalni kostry:

Pro dany vézeny graf G = (V, E),w : E — R™ naleznéte kostru (V, E’) grafu
G tak, aby vyraz ) _p w(e) nabyl minimalni hodnoty.
Tento problém vyresil roku 1926 O. Boruvka.



