Kapitola 1

Harmonicke funkce

1.1 Priklady harmonickych funkci

Klasicka teorie potencidlu v euklidovském prostoru R™ je tésné spjata s Laplaceovym

operdtorem
m
_ Z 2
Jj=1

definovanym jako soucet nesmisenych druhych parcialnich derivaci.

Necht U C R™ je oteviend mnozina a h : U — R. Rikdme, Ze funkce h je harmonickd
na U, jestlize h € C2(U) a spliwuje na U Laplaceovu rovnici Ah = 0.

Vektorovy prostor v8ech harmonickych funkei na U budeme znacit H(U) a konvexni
kuzel v8ech nezapornych harmonickych funkei na U oznac¢ime H*(U).

1.1.1. P¥iklady.
(a) Afinni funkce v R™ jsou harmonické.
(b) Je-li U C R interval, pak h € H(U), pravé kdyz je h afinni na U.

(c) Komplexni rovinu C budeme obvyklym zpisobem ztotoziiovat s R?. Uvazujme ho-
lomorfni funkci f na oteviené mnoziné U C C. Ozna¢me u = Re f, v =Im f. Potom
u,v € C3(U) a z Cauchy-Riemannovych podminek Dyu — Dyv =0, Dou + Div =0 de-
rivovanim dostavame Au = 0, Av = 0. Tedy redlnd a imaginarni ¢ast holomorfni funkce
jsou harmonické funkce.

(d) Necht H € C*(]0,00[), R(z) =|z|, £ € R™ (norma v R™) a pro = = (1, ..., Tm),
j € {1,...,m} necht je m;(x) =x;. Pro j-tou parcidlni derivaci funkce h = H o R plati
na R™ \ {0} rovnosti

Djh: (HIOR) D]R: (H,OR) '7T]'/R,

Dj(mj/R) = 1/R+ (~;/R*) - D;R=1/R — 7} | R,
takze

Dih=(H"oR)-m:/R*+ (H'o R)(1/R —}/R%).
Odtud

Ah = in-h = (H"oR)+ (H'oR)(m/R—1/R) = (H" o R) + ((m — 1)/R)(H' o R).
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Vidime, 7e funkce h je harmonickd na R™ \ {0}, pravé kdyz
H"(t)+ ((m—1)/t)H'(t) = 0, t € 10, 00].

Tedy h = H o R je pro m > 1 harmonickd na R™ \ {0}, pravé kdyz existuji o, 3 € R tak,
7e
at’ ™ + 3 v pifpadé m > 2,
H(t) =
alogt+ 3 v pripadé m = 2.

(e) Necht y € R™ \ {0}, r = |y| a necht

L s eR™\ {y)

Potom h € H(R™ \ {y}). Tvrzeni lze ovéfit pifimym vypoctem, lze v8ak postupovat i
napf. takto:
Pripad m > 2: Pro x € R™ plati

Qz) =r*—|zP + |z —y* =2y (y — ),

takze Q(z)/|x — y|™ je (az na nasobek) derivace ve sméru y harmonické funkce

1
$'—>W, € R™\ {y},

a proto je harmonicka. Protoze

) — Q) 1

=y o -y

€ R™\ {y},

je h rozdilem dvou harmonickych funkei, takze h € H(R™ \ {y}).
Ptipad m = 2: Lze vyuzit napt. identitu (x, y povazujeme za komplexni ¢isla)
rP—lz? w4y

—— 5 = Re , x #y.
|z — | y—x

1.1.2. Umluva. S ohledem na (1.1.1 (b)) se v dal§im vykladu omezime na ptipad m > 1.

1.2 Princip minima

1.2.1. Tvrzeni. Necht U C R™ je omezend oteviend mnoZina, h € C*(U), Ah <0 na U
a necht pro kazdé z € OU je
liminf h(z) > 0.

T—r2z

Potom h >0 na U.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze Ah < 0 na U. Necht inf h(U) < 0. Potom existuje
a € U tak, 7ze h(a) = inf h(U). Pro j € {1,...,m} je funkce

@it h(a, .., @1, t, Qjg1, ey Q)

definovand v okoli bodu a; a nabyvd v a; svého minima. Je tedy ¢/(a;) > 0, neboli
D?h(a) > 0. Se¢tenim dostavdme Ah(a) > 0, coz je ve sporu s predpokladem Ah < 0 na
U. Tedy h > 0 na U, pokud Ah < 0 na U.



Necht nyni Ah < 0 ainfh(U) < 0. Zvolme R > 0, 6 > 0 tak, aby |z| < R pro vSechna
r €U ainfh(U) + dR? < 0. Definujme

g(x) = h(z) + §(R* — |z]?), zel.
Potom g € C*(U), Ag = Ah —26m < 0 a g > h na U, takze

liminf g(z) > liminf h(z) > 0,

T—r2z T—2

kdykoli z € OU. Podle prvni ¢asti dikazu je g > 0, zatimco z volby 6 plyne, 7Ze inf g(U) < 0.
Tento spor ukazuje, ze h > 0. O

1.3 Poissonuv integral
Pro a € R™, r > 0 oznacme

B.(a) ={x € R"; |z —a| <1}, Sr(a) ={z € R™; |z —a| =1}

a 0., normalizovanou povrchovou miru na S,(a) (takze o,,(S;(a)) = 1).
Pro (z,y) € R™ x R™, x # y, polozme

2 _ _ 2
Ple,y) =21l
|z —y|™

Déle definujme
P,: y— P(x,y), PY: z+—— P(z,y), x # .

Restrikce funkce P na B,(a) x S,(a) se zpravidla nazyva Poissonovo jadro.
Pro o, ,~integrovatelnou funkei f : S,(a) = R* definujeme Poissoniv integrdl

Hf:B.(a) >R

rovnosti

H(x) = /f-Px douy, € B,(a).
V piipadé, ze kouli B,(a) bude vhodné specifikovat, budeme psat H,, f.
1.3.1. Lemma. Poissonovo jadro md tyto vlastnosti:
(i) P> 0 na By(a) x S,(a),
(ii) [ Pydo,, =1 pro vSechna x € B,(a),

(iii) je-liy € Sp(a), 0 >0 a g € L*(04,), potom
/ g-Ppydo,, -0 pro x—y,
Sr(a)\Bo(y)

(iv) pro kazdé y € S,(a) je PY € C*(B,(a)) a APY =0 na B,(a).



Diikaz. Tvrzeni (i) je zfejmé, (iv) plyne z (1.1.1 (e)). DokaZme nyni (ii). Pfipomenme, Ze

Hl(z) = /Px dogr, x € B,(a).

Zvolme 0 < ¢ < r auvazujme 2', 2" € S,(a). Existuje izometrické zobrazeni T' : R™ — R™
takové, ze T(a) =a a 2" =T (x ) Ziejmé

T(') —al=2"—al, |T()—T(y)| ="yl
kdykoliv y € R™. ProtoZe je mira o,, invariantni vzhledem k 7', dostavame

e = e = [ ey

=t [ o) = 1),

Vidime, ze funkce H1 ma konstantni hodnotu ¢, na S,(a). Podle (iv) je H1 harmonicka
funkce na B,(a) (derivovani za integra¢nim znamenim), takze podle (1.2.1) je H1 — ¢, =0

na B,(a). Specialné
2
co=Hl(a) = rm_Q/r—dam =1.
rm ’

Pro dikaz (iii) ozna¢me

daa,r(y) =

c=sup{P(z,2); x € B%Q(y), z € Sp(a) \ B,(y)}-

Ztejmé ¢ < oo a pro kazdé z € S,(a) \ {y} je lim,,, P(z, z) = 0. Nyni (iii) plyne z Lebes-
gueovy veéty. ]

1.3.2. Vé&ta. Necht f: S,(a) = R* je 04, —integrovatelnd funkce. Potom
Hf € C*(B:(a)) N H(B,(a))
a pro kazdé z € S,(a) plati

liminf f(y) < liminf H f(z) < limsup H f(z) < limsup f(y).

y—z Tz T2 y—z

Diikaz. 7 (1.3.1(iv)) plyne, ze Hf € C®(B,(a)) N H(B,(a)) (derivovani za integra¢nim
znamenim). Zvolme z € S,(a) a dokazme, 7e

limsup H f(z) < limsup f(y)

T2 y—z

(nerovnost pro liminf se pak dokdze prechodem k funkci —f).
Oznacme v = limsup,_,, f(y). Mtzeme predpoklddat, ze v < co. Zvolme A € v, 00|
a p > 0 takové, ze
sup f(Sr(a) N B,(2)) < A

Definujme g = f — A. Protoze g < 0 na S,(a) N B,(z), plati
Hg(x) < / g-Pydog,, z € B,(a).
(a)\By(2)
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Prava strana ma pro x — z podle (1.3.1 (iii)) limitu nula. Protoze Hg = Hf — A, je

limsup H f(z) < .
T—2
Odtud plyne nerovnost
limsup H f(z) < limsup f(y).

T2z y—z

O

1.3.3. Korolar. Necht f € C(S,(a)). Potom existuje prdvé jedna funkce h € H(B,(a))
takovd, Ze pro kazdé z € S,(a) plati

(%) lim h(z) = f(2).

T—2

Plati rovnost h = Hf.
Diikaz. Definujeme-li h = H f, plati (x) podle (1.3.2). Jednozna¢nost plyne z (1.2.1). O

1.3.4. Poznamka. Necht U C R™ je omezena oteviend mnozina a f € C(0U) (tzv. okra-
jova podminka). Klasickd Dirichletova iloha spociva v nalezeni harmonické funkce h na U,
pro niz plati (). Podle (1.2.1) takové harmonické rozsifeni funkce f existuje nejvyse jedno.
V teorii potenciadlu se U nazyva requldarni mnozina, pokud klasickd Dirichletova illoha ma
feSeni pro kazdou spojitou okrajovou podminku. Z (1.3.3) vime, ze kazda koule je regu-
larni mnozina a feseni Dirichletovy tlohy je vyjadifeno Poissonovym integralem. Hodnoty
reSeni tedy dostaneme jako ,vazeny prumér“ hodnot okrajové podminky — hustota je
déna Poissonovym jadrem. V naSem vykladu Poissonovo jadro ,spadlo z nebe“, v (1.9)
ukazeme, jak je lze prirozenym zptsobem odvodit.

1.3.5. Korolar. Necht U C R™ je oteviend mnozina, h € H(U). Potom h € C*(U).

Diikaz. Necht B,(a) C U, f = h|s,(a). Pak h = H f na B,(a) podle (1.3.3) a h € C*°(B,(a))
podle (1.3.2). O

1.3.6. Tvrzeni. Necht U C R™ je oteviend mnoZina, h € H*(U) a necht B,(a) C U.
Potom pro kaZdé v € B,(a) plati

r— |z —al o T+ |z —a
<h < h m .
o Je —apyrt = M) < bl ey

h(a) r™?

Diikaz. Polozme f = h|g,(q). Potom h = H f na B,(a). Pro z € B,(a) a y € S,(a) ziejmé
plati

r—lr—al=ly—a-lz—a <|lp—yl<ly—al+|z—al =r+]z—ad
takze na S, (a) jsou splnény nerovnosti (f je nezaporna)

r— |z —al r+ |z —al

. m—2 < Pm < . m—2 .
S o e e N
Protoze
h(a) = H f(a) = /f-Pa dog, = /fdaa,r,
dostavame integraci pozadovanou nerovnost. O



1.3.7. Tvrzeni. Necht h € H(B,(a)), M =sup|h|(B.(a)) a j € {1,...,m}. Potom plati

M
Djh(a)] < ==

Dikaz. Zvolme 0 < p < r. Stac¢i dokazat, ze |Djh(a)| < mM/p. Pro Poissonovo jadro P
na kouli B,(a) snadno spocteme, ze |(D;PY)(a)| < m/p. Derivovanim za integra¢nim zna-
menim dostavame

D;ha) = / h(y) (D;PY)(a) do,.

Odtud plyne |Djh(a)| < mM/o. O

1.4 Nezaporné harmonické funkce na kouli

Oznacme M (S, (a)) systém vSech kone¢nych (nezapornych) borelovskych mér na S, (a).
Pro u € M(S,(a)) definujme Poissontiv integrdl miry p rovnosti

Pu(z) = /Pm du, z € B.(a).

Ziejmé Pp € HY(B,(a)) (derivovani za integra¢nim znamenim).
1.4.1. Lemma. Necht v € M(S,(a)) a h = Pv. Pron € 10,1] a z € S,(a) polozme
hy(2) = h(a +n(z — a)).
Potom
lim [ g-h,do,, = /g dv,
n—1—
kdykoliv g € C(S,(a)). Jinak teceno: miry h,o,, konverguji slabé k mife v pro n — 1—.
Diikaz. Lze predpokladat, ze a = 0. Jestlize y, z € S,.(0) an € |0, 1], je zfejmé
ly —nzl = Iny — =],
takze z definice funkce P (viz (1.3)) vyplyva, ze
P(nz,y) = P(ny, 2).

Necht ¢g € C(S,(0)). Potom

[ o+ mdon, = [ 9)( [ Ploziy) aviw) dons () =
= [ (] Pl 219 dove2)) dvty) = [ Hglw) vty

Protoze je g € C(S,(0)), je podle (1.3.3) Hg(ny) — ¢(y) stejnomérné na S, (0) pron — 1—.
Odtud vyplyva tvrzeni lemmatu. O

1.4.2. Véta. Necht h € H(B,(a)). Potom ezistuje pravé jedna mira pn € M(S,(a)) tak,
Ze h = Py.



Diikaz. Mizeme predpokladat, ze a = 0. Pron € |0, 1[ a z € S,.(0) polozme f,(z) = h(nz).
Potom

fTI dUO,r = / th'O ar = h(O)
Sr(0) Syr(0

)
Vidime, ze pro miry u, = f, dog, plati 11,(S,(0)) = h(0) pro kazdé n € 10, 1]. Existuji tedy
n(n) € 10,1[ tak, ze n(n) = 1 a mira p € M(S,(0)) tak, Ze pi,m) — p slabé pro n — oo.
Zvolme x € B,(0) an € N. Funkee h,, : t = h(n(n)t) je harmonick4 na B, /y(n)(0) D B, (0).
Podle (1.3.3) je

hp(x) = /thx dog, = /h(n(n)z)Px(z) doo,(2) = /P:vfn(n) dog, = /Px d ()
Protoze n(n) — 1 pro n — oo, dostavame h,(z) — h(zx), neboli
/Pm dfinmy = h(z) pro n — oo.
Protoze P, € C(S,(0)), ze slabé konvergence dostavame

/Px dn(n) —>/Px dp  pro n — oo.

Dokézali jsme, Ze h = Pu. Jednoznacnost plyne z (1.4.1). O

1.5 Véty o pruméru

Lebesgueovu miru v R™ budeme znacit A, dile oznacime \,, normalizovanou Lebesgueovu
miru na B,(a) (takze A, ,(B,(a)) =1).

1.5.1. Lemma. Necht f € C(B,(a)). Potom je funkce o — [ fdo,, spojitd na ]0,7] a

[ran. =2 ([ £dous) o ae

Diikaz. Ozna¢me 7 = A(B1(0)), o povrchovou miru na S;(0) a w = ¢(S51(0)). Je znédmo,
ze w = mt. Pro g € ]0, r[ plati

[ o0

takze pro «a, 3 € ]0,7[ je

[ toua [ tin

Funkce (g, s) — f(a+ 0s) je stejnomérné spojitd na [0, 7] x S;(0). Odtud snadno plyne
spojitost na |0, r| funkce

)o™ ! do(s),

< i /SI(O) fla+as) — fla+ Bs)|do(s).

Plati

1 " m [
fd)\a,r = —/ fla+ os)do(s Qm_l do = _/ / fdaa, Qm—l do.
/ T Jo ( 51(0) ( ot )) ™ Jo ( So(@) g>



1.5.2. Véta. Necht U C R™ je oteviend mnozina, h € H(U) a B,(a) C U. Potom

h(a) :/hdaa,r a  ha) :/hd)\a,r.

Diikaz. Jak uz jsme diive vidéli, je podle (1.3.3)

h(a) = / h-P,do,, = / hdoa,.

Protoze pro kazdé o € |0, r[ plati [ hdo,, = h(a), vyplyva rovnost h(a) = [ hdA,, ihned
2 (1.5.1). O

1.5.3. Véta. Necht U je oblast vR™, h € H(U). Potom je budto h = inf h(U) na U, nebo
h > inf h(U) na U.

Diikaz. Ozna¢me M = {x € U;h(z) = inf h(U)}. Pak M je uzaviena v U. Jestlize a € M
a B.(a) C U, pak

h(a) = inf h(U) = / hdde,,

takZze B,(a) C M. Je tedy M obojetnd mnoZina v U. Ze souvislosti U plyne, ze budto
M = U, nebo M = (. O

1.5.4. Véta. Necht h € H(R™) je shora omezend nebo zdola omezend. Potom h je kon-
stantni.

Dikaz. Lze predpokladat, ze h > 0 vSude na R™. Zvolme z,y € R™, r > 0 a polozme
R =r+ |z —y|. Potom B,(x) C Bg(y), takze

/ hdl < / hd.
B.(z) Br(y)

hds, = A(B(2)) h(z) < A(Br(y)) / hdhy,r = ABr(y)) h(y).

Br(y)

Odtud

\B @) [

B (z)

Pro kazdé r > 0 tedy plati

o) < (=) hg),

r

coz dava h(z) < h(y). Protoze z,y € R™ byly libovolné body, plati také h(y) < h(z), takze
h je konstantni funkce. O

1.5.5. Véta. Necht p je nekonstantni polynom s komplexnimi koeficienty. Potom existuje
29 € C takové, Ze p(zy) = 0.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme sporem. Necht p(z) # 0 pro vSechna z € C. Vime, Ze existuje
holomorfni funkce F takovd, ze p = exp F. Protoze |p| = exp(Re F), pro funkci h = log |p|
plati h = Re F € H(R?) podle (1.1.1 (c¢)). (Zde obvyklym zplisobem ztotoziiujeme C a
R?.) JelikoZ |p(z)| — oo pro z — oo, plati h(z) — oo pro z — oo, a tudiz je h zdola
omezena nekonstantni funkce. To je ovSem ve sporu s (1.5.4). O



1.5.6. Véta. Necht U C R™ je oteviend, 0 € U a necht \(U) < oo. Jestlize pro kazdou
A—integrovatelnou funkei h € H(U) plati

h(0) = ﬁ/[]mu,

potom je U koule o stredu v pocatku.

Diikaz. Necht y € R™ \ U je nejblizsi bod k pocatku, r = |y| a B = B,(0). VSimnéme si,

ze
/ hd\ =0,
U\B

kdykoli h je integrovatelnd harmonické funkce na U, pro niz h(0) = 0. Skute¢né, s vyuZitim
(1.5.2),

o:h(o)A(U):/Uh,dA:/U\EhdH/BhdA:/U\EhdHh(o)-A(B):/U\Ehdx

Definujme

B |IL'|2 _ 7,.2

K(@—m pro z € R™\ {y},

takze K je ndsobkem funkce PY definované v (1.3). Funkce h = K — K(0) je tedy har-
monickd a integrovatelnd na U (srv. (1.1.1 (e))), h(0) =0 a h > 0 na U \ B. Plati tedy
MU\ B) =0, tudiz U ¢ B. Jelikoz B C U, plati U = B. O

1.6 Obraceni vét o pruméru

1.6.1. Véta. NechtU C R™ je otevrend mnozina a h : U — R. Nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(i) he H(U);
(ii)) heC®U) a Ah=0na U;

(iii) h € C(U) a h(a) = [ hdo,,, kdykoli B,(a) C U;

(iv) h € C(U) a h(a) = [ hd,,, kdykoli B,(a) C U;

(v) heC(U) a pro kazdé a € U ezistuji r(n) > 0 tak, Ze r(n) — 0 pro n — oo a pro
vsechna n € N je

h(a) = /hdaa,r(n);

(vi) h € C(U) a pro kazdé a € U existuji r(n) > 0 tak, Ze r(n) — 0 pro n — oo a pro
vsechna n € N je

h(a) = / h .



Diikaz. Podle (1.3.5) plati (i)=(ii), (ii)=-(iii) plyne z (1.5.2), (iii)=-(iv) z (1.5.1). Protoze
implikace (iii)=-(v) a (iv)=-(vi) jsou zfejmé, zbyva dokazat, ze (v)=-(i) a (vi)=(i).

Necht plati (v) a B,(c) C U. Ozna¢me f = h|g, () a polozme g = H f. Podminka (i)
bude dokadzana, jakmile ukazeme, ze funkce u = h — g je identicky rovna nule na B, (c).

Necht u je kladna v nékterém bodé z B,(c). Ozna¢ime-li M mnoZinu bodi z B,(c),
v nichZ u nabyva maxima, je M neprazdna kompaktni mnoZina obsazend v B, (c) (spo-
jité rozsiteni funkce u na B,(c) je rovno nule na S,(c)). Zvolme bod a € M, ktery ma
nejvétsi vzdalenost od bodu e. Ziejmé a € B,.(¢) a podle predpokladu z (v) existuje
0> 0 tak, ze By(a) C B,(c) a h(a) = [ hdo,,. Podle (1.5.2) je g(a) = [ gdo,,, takze
také u(a) = [ udo,,. Pitom u < u(a) na S,(a) a ostrd nerovnost plati na neprazdné ote-
viené ¢dsti Sy(a), takze u(a) > [wdo,,. Tento spor ukazuje, ze u < 0, zdménou h a g
dokdzeme u > 0. Skutecné plati ¢ = H f na B,(c).

Dikaz implikace (vi)=-(i) je zcela analogicky. O

1.6.2. Véta. Prox = (z1,...,xp) € R™ oznaéme ' = (=11, 29, ..., Ty,). Nechf U C R™ je
oteviend mnozina takovd, Ze ' € U kdykoli x € U. Oznacme

Necht g € H(U™) a necht

Tr—rz
Definujme
g(x) na U+7
hz)=4q —g(@) na U,
0 na L

Potom h € H(U).

Diikaz. Stac¢i ovétit podminku (v) z (1.6.1). Z¥ejmé je h € C(U) a pokud jea € UT U U,
plati h(a) = [ hdo,, pro vSechna r > 0, kterd jsou mensi nez vzdalenost bodu a od L.
Je-lia € L a B.(a) C U, pak h(a) = 0 a z definice h plyne, Ze

h(a) = /hdaa,,« = 0.

Tim je podminka (v) z (1.6.1) ovéfena. O

1.7 Harnackova nerovnost

1.7.1. Tvrzeni. Necht U C R™ je oblast, ) # F C H*(U), fi =sup F, fo = inf F. Po-
tom f1 =00 na U nebo fi, fo € C(U), fo =0 na U nebo fo € C(U).

Diikaz. Necht B,(a) C U. Oznacme pro = € B,(a)

r+ |z —al
e e

r— |z —al
(r+ |z —al)m=1’

m—2

alr)=r cox)=r

Podle (1.3.6) je pro kazdé kazdé = € B,(a)

fila) er(z) < fi(x) < fila) ca(z).
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Odtud plyne, ze U je sjednocenim dvou otevienych disjunktnich mnozin
{zeU;filz) <o} a  {zel;fi(r) =oc}.

Plati tedy budto f; = oo na U, nebo f; < oo na U. V druhém piipadé je
fila)(ei(z) = 1) < filx) = fila) < fila)(c2(z) —1).

Ziejmé
lime;(z) =1, je€{1,2},

T—ra

tedy fi je spojita v bodé a. O

1.7.2. Véta. Necht U C R™ je oblast, K C U je kompakini mnozZina. Potom ezxistuje
cx > 0 tak, Ze pro kazdou h € HT(U) \ {0} a kaZdé dva body x,y € K plati

=

z)

(y)

~1
cr <

S Ck.

>=

Jinak teceno: Pro kaZdou h € H*(U) plati
sup h(K) < ¢ inf h(K).
Diikaz. Pro kazdou h € H*T(U) \ {0} je h > 0 podle (1.5.3). Zvolme a € K a ozna¢me
F={heHU);h(a) =1}, fi =supF, fo =inf F.
Podle (1.7.1) je fi spojita (redlnd) funkce a f, je spojita kladnd funkce. Oznaéme
a = inf fo(K), (= sup f1(K).
Ziejmé 0 < a < f < oo. Je-li h € F, z,y € K, potom

a<h(r)<pB,  a<hly) <P

takze h
o ha) B
B My) T a
Nyni staci volit ¢ = 3/« a uvédomit si, ze pro h € HT(U) \ {0} je h/h(a) € F. O

1.8 Harnackovy véty

1.8.1. Véta. Necht U C R™ je oteviend mnozina, h, € H(U) a necht (h,) konverguje
lokalné stejnomeérné k funkci h. Potom h € H(U).

Diikaz. Ziejmé h € C(U). Necht B,(a) C U. Potom pro kazdé n plati podle (1.5.2) rovnost
[ hpdoa, = hy(a). Odtud h(a) = [ hdo,,. Podle (1.6.1) je h € H(U). O

Necht F je systém funkei (s hodnotami v R*) definovanych na mnoziné X. Rekneme,
ze F je nahoru filtrujici, jestlize pro kazdé dvé funkce f1, fo € F existuje f € F tak, ze
f > max(fi, f2).

1.8.2. Véta. Necht F # () je nahoru filtrujici systém harmonickyjch funkci na oblasti
U CR"™, h=supF. Potom budto h = oo na U, nebo h € H(U).

11



Diikaz. Zvolme hy € F. Potom
supF =sup{f € F;f > ho}.

Je-li totiz hy € F, existuje hy € F tak, ze hy > max(hg, h1). Definujme
Fo=A{f—hof€F, > ho}

Potom Fy C HT(U) a sup Fo = h — hy.

Podle (1.7.1) je budto h — hg = cona U (pak ovSem h = cona U), nebo h — hy € C(U),
tedy h € C(U).

Je-li K C U kompaktni mnozina, je h|x spojita funkce, ktera je supremem nahoru fil-
trujiciho systému spojitych funkei f|g, f € F.Z Diniho véty (srv. napf. s (2.1.6)) vyplyva
existence funkci f, € F takovych, ze f, — h na K stejnomérné.

Podle (1.8.1) je na vnitiku K funkce h harmonickd. Odtud plyne, ze h € H(U). O

1.8.3. Korolar. Necht U C R™ je oblast, a € U a necht (h,) je neklesajici posloupnost
harmonickych funkct na U, h = lim,_,o hy,. Je-li h(a) < oo, pak h € H(U).

1.8.4. Véta. Necht U C R™ je oteviend mnozina a necht F je lokdlné stejné omezend
mmnozina harmonickych funkci na U. Potom F je relativne kompaktni v topologii lokdlné
stegnomerné konvergence.

Diikaz. Tvrzeni plyne z Arzela-Ascoliho véty, pokud dokazeme, ze funkce z F jsou stejné
spojité v kazdém bodé kazdé kompaktni mnoziny obsazené v U.

Necht tedy K C U je kompaktni. Zvolme r > 0 tak, aby pro kazdé a € K platilo
Bs,(a) C U. Ozna¢me L mnozinu vSech bodi z R™, jejichz vzdalenost od K je mensi
nebo rovna 2r. Potom L je kompaktni podmnozina U a existuje M € R tak, ze |h| < M
na L, kdykoli h € F. Necht a € K. Je-li x € B,(a), je B.(x) C By (a) C L, takze podle
(1.3.7) je

|Djh(z)| < mM/r, kdykoli h € F a j € {1,...,m}.
Pro h € F tedy plati
|h(x) = h(a)| < sup |grad h|(B,(a)) |z — a| <
< +/m max{sup |D;h|(B,(a));j € {1,....,m}} |z —a| < VmmM/r |z — al.

Dokézali jsme, ze funkce z F jsou stejné spojité v kazdém bodé mnoziny K. U

1.9 Greenova funkce pro kouli

V (1.3) jsme definovali Poissonovo jadro a ukazali, Ze Poissoniv integral poskytuje feseni
Dirichletovy tlohy na kouli. Poissonovo jadro vstoupilo do hry ponékud mysticky, vzorec
jako by ,spadl z nebe“. Nyni jej prirozenym zpisobem odvodime.

Budeme uzivat Gauss-Greenovu vétu pro omezené oteviené mnoziny s hladkou hranici.
Jediné, co ve skutecnosti budeme potiebovat, je verze této véty pro pripad mnoziny

V' = Bg(a) \ B,(b), 0<r<R-—|b—al

Uvazujme omezenou otevienou mnozinu V' C R™ s hladkou hranici, symbolem ny
oznacme vnéjsi normalu k V' a o povrchovou miru na dV. Necht U C R je oteviena
mnozina, U D V. Je-li v = (vy, ..., v,,) vektorova funkce t¥idy C' na U, pak

/divvd)\:/ vny do.
v oV
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Piipominame, Ze divv = > | Djv;. Pro funkci v € C'(U) jako obvykle znaéime
gradv = (Dyv, ..., Dyv),
takze pro v € C%(U) je div gradv = Awv. Pro v € C}(U) se funkce
y—grado(y)ny(y), y €V,

znaci Dyv (normalni derivace funkce v).

Jestlize u € C1(U), v € C*(U), pak
div (u gradv) = uAv + grad u grad v,

takze z Gauss-Greenovy véty plyne

/ (uAv + grad u gradv) d\ = / u Dy do.
v av

Odtud pro u,v € C*(U) dostavame tzv. Greenovu identitu

/ (uAv — vAu) d\ = / (uDpv — vDypu) do.
v

ov

1.9.1. Véta. Necht U C R™ je oteviend mnozina a h € H(U). Necht B,(a) C U. Potom

D, hdo = 0.
Sr(a)

Diikaz. V Greenové identité staci volit u = 1, v = h. O

Ozna¢me opét w = o(51(0)) povrch jednotkové sféry v R™ a definujme pro ¢ > 0

1 1
—log — v pripadé m = 2,
w t
p(t) =
() 1

w(m — 2) tm—2

v pripadé m > 2.

Déle klademe p(0) = oo.

Pro x,y € R™ definujeme N(z,y) = p(|z — y|); symbol N, ma obvykly vyznam, (srv.
napf. (1.3)). Funkce N se v piipadé m = 2 nazyva logaritmické jidro a v pripadé m > 2
Newtonovo jddro. Vsimnéme si, Ze pro Ny : y — p(|y|) plati

grad Ny(y) = — y € R™\ {0}.

T
w [y|™
Zvolena normalizace ma toto ospravedlnéni:

1.9.2. Vé&ta. Pro kaZdou funkci ¢ € C*(R™) magici kompaktni nosic plati

| Npagir =)
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Diikaz. Necht r > 0 a R > r takové, ze ¢ = 0 na R™ \ Bg(0). Ozna¢me
M =sup | grad ¢|(R™) a V = Bg(0) \ B,(0).

Z Greenovy identity dostavame

/ NoApd\ = / ANy p + / (NoDpp — @Dy, Ny) do.
1% 1% v

Ozna¢me n vnéjsi normalu k B, (0), takze na S,(0) plati ny = —n. Z (1.1.1(d)) vime, 7Ze
ANy =0 na V, dale ¢ = 0 na okoli Sg(0), takze D, = 0 na Sg(0). Plati tedy
/ Ny Apd\ = — Ny D, da—i—/ © D, Nydo.
v 5, (0) S, (0)
Ziejmé
‘/ NODngpda‘ <p(r)Mwr™!' =0 pro 7—0+.
5r(0)
Dale )
y ¥
D,No(y) = ——————=, y € S,(0)
w ly[™ ly]
(zde uvazujeme normalni derivaci vzhledem k B, (0)), takze

1
/ ¢ DyNydo = ———— / pdo — —p(0)
Sr(0) wr 5r(0)

pror — 0+. Protoze Ny € L'(Bg(0)), dostavame okamZité rovnost z véty pror — 0+. O

1.9.3. Poznamka. Pro a € R”™ oznac¢me ¢, Diracovu miru soustfedénou v bodé a.
Véta (1.9.2) 1iké, ze distributivni laplasian funkce — Ny je roven &g, neboli — Ny je funda-
mentdlni reseni Laplaceovy rovnice.

Z (1.9.2) plyne, Ze pro kazdou ¢ € C?(R™), tj. funkci z C*(R™) s kompaktnim nosic¢em,
plati

p(x) = — N(z,y) Ap(y) dA\(y), r €R™.
Rm

Pro f € C3(R™) a x € R™ polozme

(Tf)(x)= [ N(z,y) f(y) d\(y).

Rm
Protoze

(Tf)(x)= [ Noly) f(z—y)dA(y),

Rm
je podle véty o derivovani za integra¢nim znamenim A(Tf)=T(Af) = —f, kdykoli
f € C3(R™). Na prostoru C2(R™) je tedy T o A =AoT = —I, takie integrilni operé-
tor =T je na C?(R™) inverznim operatorem k diferencialnimu operatoru A.

Pro g € C}(R™) je tudiz snadné najit feseni u tzv. Poissonovy rovnice Au = g. Staci
polozit u = —T'g.

1.9.4. Lemma. Necht ¢ € C(S,(0)). Potom

/ @DnNOdU: _/ @daﬂ,r
5r(0) 5r(0)

(normdlni derivace vzhledem k B,(0)).
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Diikaz. Ziejmé
1

wrm-1
na S, (0). O

DnNO - —

Néasledujici ivahu budeme ve skutecnosti uzivat pro velmi specialni pripad, ze U je
koule. Nicméné vysetieni obecného pripadu prinasi lepsi pochopeni integralni reprezentace
reseni Dirichletovy tlohy.

Necht U C R™ je omezena oteviena mnozina s hladkou hranici, h je harmonické funkce
definovana na okoli U a x € U. Hodnota h(z) je podle (1.2.1) jednoznaéné uréena hod-
notami funkce h|gy a nasi snahou je najit vyjadieni h(x) pomoci téchto hodnot. Zvolme
r > 0 tak, aby pro B = B,(x) platilo B C U a oznaéme V (r) = U \ B. Je-li g harmonicka
funkce na okoli V(r), pak podle Greenovy identity

0= / (hAg — gAh)dX\ = / (hDyg — gDyh) do.
V(r) oV (r)
Uvézime-li, ze ny )y = —np na Sy(x) a 0V = oU U S, (z), dostavame

/ h(grad gng) do — / g(gradhng)do =
»(2) Sr(z)

:/ h(gradgnU)da—/ g(grad hny) do.
ouU ouU

Posledni integral zahrnuje hodnoty normélni derivace funkce h, které nezname. Bylo by
tudiz acelné volit funkci g tak, 7e glory = 0. Jestlize ma g byt harmonicka na V' pro kazdé
dostatecné malé r, pak se prirozenou volbou jevi hledat ¢ ve tvaru N, + L, s funkci L,
harmonickou na okoli U.

Predpokladejme tedy:
(¥) Existuje funkce L, harmonick4 na okoli mnoziny U tak, 7e G, := N, + L, = 0 na 0U.
(Z principu minima plyne, 7e L, je na U jednozna¢né uréena.)

Ziejmé pro r — 0+

/ h(grad L, ng) do — 0, / L.(gradhng)do — 0.
Sr(z) Sr(z)
Z (1.9.4) a (1.5.2) plyne (pro r — 0+)
/ h(grad Ny ng) do — —h(x).
Sr(x)

Protoze

/ Ny(grad hng) do :p(r)/ grad hnp do,
Sr(x) Sr(x)

je podle (1.9.1)

N, (grad hng) do = 0.
Sy ()

Pro g = G, tedy pro r — 0+ dostavame
h(z) = —/ h D,G, do.
ou
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Nyni nés zajima piipad U = B,(a) a pro jednoduchost predpoklddejme, ze a = 0.
Zabyvejme se podminkou (*) a zkusme najit L, ve tvaru aNg,, o, 3 € R, Sz ¢ B, (0).
Pokud to je mozné, funkce

Jy—=|
|y — Bz|

je konstantni na S, (0), mé tedy stejnou hodnotu v bodech rx/|z| a —rz/|z|. Jednoduchymi
upravami rovnosti

Y=

‘rm/|x|—x‘2 B ‘T.T/|$|+l"2

ra/|z| — B:U‘Q a ra/|xl +ﬂx‘2

dospéjeme k
Br® + Blaf* = r* + 5[],
a protoze (3 # 1, dostaneme 3 = 72 /|z|%
Tato predb&znéd tivaha nds vede k domnénce, Ze bod z* = (r?/|z|?) x bude vyznamny
v souvislosti s podminkou (x).

1.9.5. Lemma. Polozme s(y) = |v —y|, t(y) = |[=* — y|, y € R™. Potom

i(—??j; = @7 Y€ Sr(o)

a pro derivaci podle vnéj§i normaly k B,(0) plati

|| r? — |zl
D,s(y) — = D,t(y) = , € 5,(0
(y) = =~ Dut(y) 500) y € 5,(0)
Diikaz. Pro y € S,(0) plati
2 2 b 2 2 2 2
£ = | e - = - 2 = 2y D) = e ol
|| []? |z[? || ||
nebot |y| = r. Odtud plyne prvni ¢ast tvrzeni.
Pro y € 5:(0) je Dus(y) = y(y — z)/rs(y),
Cyly—2t)  yly—a)  y(y—a*)|z]
D.H(y) = NS i ol
rt(y) r?s(y)/|z| rs(y) v
takze 2 ) 2
T re—ay z|*rt —a*y
Dos(y) — =D, t(y) = - -
) = 5 Patly) rs(y) o rs(y)
1 2 2, | |2 r’ r’ — |UU|2
= rt—xy—|r|"+ — 170 =
) ™) = T
]

1.9.6. Véta. Nechtx € B.(0), z* = (r*/|z[*)z prox # 0. Pro x # 0 definujme pro y # z*

1
—g5-log(rly — 27|/]z]) pro pFipad m = 2,
m

Ly(y) = ,
_m(r/WHy —z*)™*  pro pripad m > 2.
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Ddle definugme pro y € R™

1 1 »
——log — pro pripad m = 2,
2m r
Lo(y) = . .
— (m = 2) i 72 pro pripad m > 2.

Potom je funkce L, harmonickd na okoli B.(0) a pro Gy := Ny + Ly plati Gyls, ) = 0.
Je-li h harmonickd funkce na okoli B, (0), potom

hz) = — / h DG do.
Sr(0)

Diikaz. Funkce L, je ziejmé harmonickd na okoli B,(0) a zfejmé Ny + Ly = 0 na S,(0).
Necht = # 0. V piipadé m = 2 je pro y € S,(0) podle lemmatu (1.9.5)

1 1 t 1
|jc|| —z*|=—1lo M——logl

1
No(y) + Lo(y) = —1 = = = =0,
)+ La(y) or 8 |z —y| r or 8 rs(y) 2w
v pripadé m > 2 je pro y € S,(0)
1 1 r m?
Nm Yy +Lx Yy) = - ( > = 07
W+ L) =6 s (|x — ey =]
nebot
r 1
jelly =2+ e =yl
podle lemmatu (1.9.5).
Vzorec pro h(x) jsme jiz dokazali. O
1.9.7. Lemma. Proy € S,(0) plati
1 r?—|z|?
DnGy(y) = A

Cwr |z =y

Diikaz. Pii oznaceni z (1.9.5) a za (1.9.1) plati v pfipadé x # 0 na okoli B, (0) rovnost

t
G, =pos—po
-
To ihned plyne z (1.9.6). Proto
D,G,=(p os)D,s—po @ D, t m
r r
Podle (1.9.5) na S,(0) plati
@: D _th_rz_mz
r Y n n rs Y
tudiz na S,(0) je



Ziejmé

1 1
"(T) = —— , T >0,
P(r)=———5
takze L2 o
r°—lx
DGz = w rsm
Pro x = 0 je tvrzeni zfejmé. O

1.9.8. Véta. Necht h je funkce harmonickd na okoli B,(a). Potom pro kaZdé x € B,(a)
je

o) = [ by

Diikaz. Protoze o,, = o/wr™ ' na S,(a), plyne pro a = 0 tvrzeni ihned z (1.9.6) a (1.9.7).
Pro obecné a se vysledek dostane posunutim. O

1.9.9. Poznamka. Pii oznaceni z (1.3) 1ze posledni vzorec prepsat do tvaru

h(z) = / h P, do,,.
Sr(a)

Funkce G, = N, + L, z (1.9.6) se nazyva Greenova funkce koule B,.(0) s polem v bodé .
Protoze L, = —N, na S,(0), plati zfejmé (pfi oznaceni z (1.3))

Gy = Ny — H(N;s,0))-

Ukézali jsme, ze P, = —D,, G, tedy Poissonovo jadro je (az na znaménko) normélni de-
rivaci Greenovy funkce.
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