Kapitola 2

Hyperharmonickeé funkce

2.1 Polospojité funkce

V tomto paragrafu bude X Hausdorffiv topologicky prostor. Pro x € X oznac¢me V(x_)
systém vsech otevienych okoli bodu x. Necht D C X au:D - R*.ProM C Dax e M
definujeme

liminf u(y) = sup {infu(M NV);V € V(z)},

y—z,yeM

limsup u(y) = inf{supu(M NV);V € V(z)}.
y—=z,yeM
V piipadé M = D piseme pouze liminf, ,, u(y), limsup,_,, u(y).

Rikdme, ze funkce u : D — R* je zdola polospojitd v bod¢ x € D, jestlize u(z) > —oo
a u(z) = liminf, ,, u(y). Rikdme, Ze funkce u : D — R* je shora polospojitd v bodé x € D,
jestlize u(r) < oo a u(r) = limsup, ,, u(y). Ziejmé tedy funkce u je zdola polospojita
v bodé x € D, pravé kdyz je funkce —u shora polospojita v bodé x. Z definic okamzité
vyplyva, ze funkce u : D — R* je spojita v bodé z, praveé kdyz je v bodé x zdola polospojita
i shora polospojita.

Funkce u se nazyva zdola (resp. shora) polospojitd na D, je-li zdola (resp. shora) polo-
spojita v kazdém bodé x € D. Snadno se ovéri, ze funkce u : D — R* je zdola polospojita
na D, pravé kdyz u > —oo na D a pro kazdé ¢ € R je {x € D;u(x) > ¢} oteviend v D.

Mnozina vSech zdola polospojitych funkci na D tvoii zfejmé min-stabilni konvexni
kuzel.

2.1.1. Véta. Necht X # 0 je kompakini topologicky prostor a u : X — R* je zdola polo-
spojita funkce. Potom existuje x € X tak, Ze u(zx) = inf u(X). Specidlné je tedy funkce u
zdola omezend na X.

Diikaz. Pro kazdé y € X zvolme c(y) € Ra V(y) € V(y) tak, aby inf u(V(y)) > ¢(y). Pro-
toze prostor X je kompaktni, existuje koneénd mnozina F'C X tak,ze X =U{V (y);y € F}.
Ozna¢me ¢ = min{c(y);y € F'}. Potom inf u(X) > c.

Ozna¢me d = inf u(X). Potom je pro kazdé £ > 0 mnozina

C.={ye X;uly) <d+¢}

uzaviend a tudiz kompaktni. Je-li E C |0, c0[ kone¢nd mnozina, pak ziejmé

({C:ie € E} #0.

Protoze prostor X je kompaktni, existuje x € N{C;¢ € ]0,00[}. Zfejmé je u(z) =d. O
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Z definice snadno vyplyva toto tvrzeni: Je-li F # () mnozina zdola polospojitych funkei,
pak sup F je zdola polospojita funkce.

Ozna¢me C(X) prostor vSech spojitych funkci na X, C*(X) mnozinu nezédpornych
funkei z C(X).

2.1.2. Véta. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) prostor X je uplné requldrni,
(i) pro kaZdou zdola polospojitou nezdpornou funkei u plati

w=sup {f; f € C(X), f <u}.

Diikaz. Necht plati (i), u je zdola polospojitd nezaporna funkce a necht z € X. Je-li
u(z) =0, je rovnost
w=sup{f:f €C(X), f <u}
ziejma. Necht wu(z) >0, c € |0,u(z)[ a V € V() je okoli zvolené tak, ze u > ¢ na V.
Protoze prostor X je iplné regularni, existuje g € C(X) tak, 2 0 < g<e¢,g=0na X \V
a g(x) = c. Plati tedy
sup{f(z); f € C(X),f Su}>c.
Odtud plyne rovnost
u(z) =sup{f(z); f € C(X), f < u}.

Necht plati (ii), z € X a F C X je uzaviend mnozina, ¢ F. Necht u je charakteris-
tickd funkce mnoziny X \ F. ProtoZe F je uzaviend, je u zdola polospojita a podle (ii)
existuje g € C(X) tak, ze ¢ < u a g(z) > 1/2. Polozme

. g
f = max (O,mln (@, 1))
Potom f € C(X), f(X) C[0,1], f(F) = {0}, f(z) = 1. Odtud plyne (i). 0O

2.1.3. Korolar. Necht X je kompaktni topologicky prostor a u je zdola polospojita funkce
na X. Potom

w=sup{f; f € C(X), f <u}.
Diikaz. Plyne z (2.1.1) a (2.1.2). O

2.1.4. Tvrzeni. Necht X je kompaktni topologicky prostor se spocetnou bazi a u je zdola
polospojitd funkce na X. Potom existuji funkce f, € C(X), n € N, tak, Ze f, / u.

Diikaz. Necht u je zdola polospojita funkce na X. Lze predpokladat, ze u > 0. Protoze X
je metrizovatelny prostor, je prostor C(X) (se supremovou metrikou) separabilni a tedy
také podprostor

K=A{feCX);f<u}

je separabilni. Necht G je husta spocetna podmnozina v K. Tvrdime, ze v = sup G. Necht
x € X ac < u(x). Podle (2.1.3) existuje f € K, f(x) > ¢, a protoZze G je hustd podmnozina
v IC, existuje g € G tak, ze

[f (@) = g(z)| < fz) —
takze g(x) > ¢, Odtud plyne u(x) = (sup G)(z). Necht G = {g1, g2, ...} a

fo=max{g;;1 <j<n}

Potom f, e K a f, " u. O
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2.1.5. Korolar. Necht X je kompaktni prostor se spocetnou bazi, p Radonova mira na
X a u je zdola polospojita funkce na X. Potom

/uduzsup {/fdu;fec(X),féu}.

Diikaz. Plyne ihned z (2.1.4) a z Leviho véty. O

2.1.6. Véta. Necht X je kompaktni prostor, f € C(X) a necht F je nahoru filtrujici
mnozina zdola polospojitych funkci na X, pro nez f =supF. Potom pro kaZdé ¢ > 0
exvistuje u € F tak, Ze u > f —¢.

Diikaz. Necht € >0 a G = {f — u;u € F}. Potom je G doli filtrujici mnozina shora po-
lospojitych funkei na X, pro niz inf G = 0. Je-li x € X, existuje g, € G tak, 7e g,(z) < e
a tudiz existuje V(z) € V(z) tak, ze g, < € na V' (z). ProtoZe prostor X je kompaktni, exis-
tuje konecnd mnozina F' tak, 7e X = U{V (z);x € F'}. Protoze G je doli filtrujici, existuje
g € G tak, ze g < min{g,;z € F}. Zfejmé g < £ na X. Nyni stadi polozit u=f —¢g. O

2.1.7. Véta. Necht X je kompaktni prostor se spocetnou bdzi, F # () je nahoru filtrujici
mmnozina zdola polospojitych funkci na X a p je Radonova mira na X. Potom

/(sup}")d,u:sup {/ud,u;uef}.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze sup F = 0 na X. Necht ¢ > 0 a u € F takova funkce,
ze u > —e na X; takova funkce existuje podle (2.1.6). Potom

/udu > —ep(X),

tudiz

sup {/udu;u € .7-"} > —ep(X).

sup {/udu;uéf}zO.

V obecném pripadé polozme f = sup F. Potom f je zdola polospojita (a tudiz zdola
omezena) funkce na X a ziejmé

/fdquup {/udu;ueﬂ:}.

Necht ¢ < [ fdu. Podle (2.1.5) existuje g € C(X), g < f takovd, ze [ gdu > c. Potom

G={(u—g)"sueF}

Odtud plyne, ze

je nahoru filtrujici mnozina zdola polospojitych funkei a sup G = 0. Podle prvni casti
dikazu je

sup {/(u—g)du;ueﬂ:} = 0.
Protoze (u —g)~ < (u— g), je

sup {/(u—g)d,u;uef}z(),

21



tudiz

</gdu§sup {/ud,u;uef}.
/fdugsup {/ud,u;uef}.
/(sup}")d,u:sup {/ud,u;uef}.

2.1.8. Lemma. Necht a € R™, t >0 a necht u je zdola polospojitda funkce na By(a).

Potom
/ud)\at—m/ /uda,mt m’lda.

Diikaz. Necht nejprve f € C(By(a)). Podle (1.5.1) je funkce ¢ — [ f doy,,, spojité na ]0, ¢]

a [ = / ([ £idous)omdo

Posledni integral je roven

Odtud plyne nerovnost

Plati tedy rovnost

O

m ['1
— — fla+ ps)do(s)) o™ do =
tm 0 (,L)( 51(0) ( ) ()>
m (11 !
=— [ = ts)d " Mt da = doger )™ ! da.
m | w( Sl(o)f(a+as) a(s))(a) o m/0 (/f Uyt)a «

Je-li u zdola polospojita na By(a), je podle (2.1.3) a (2.1.7)

/ud)\ayt = msup {/1</fdaayat>am1 do; f € C(By(a)), f < u} =
X 0
= m/ sup {(/fdaa,at>a"11;f € C(Bt(a)) f<u da—m/ /udaaat amflda.
0

O

Zavedeme néasledujici definici. Necht f: X — R* a M C X. Rekneme, ze f spliuje
na M ostry princip minima, jestlize plati tato podminka: je-li x € M a f(x) = inf f(M),
pak f je na M konstantni. (Jinak feceno: f nenabyva na M minima, pokud neni na M
konstantni.)

Rekneme, Ze f splituje na X lokdIné ostry princip minima, jestlize pro kazdé z € X
existuje V € V(x) tak, ze f splije na V ostry princip minima.

(Priklad: Necht U C R™ je oteviend mnozina, h € H(U), pak h spliuje podle (1.5.3)
na U lokalné ostry princip minima.)

2.1.9. Véta. Necht X je souvisly prostor, u je zdola polospojitd funkce na X a necht u
splnuje na X lokdlnée ostry princip minima. Potom u splnuje na X ostry princip minima.
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Diikaz. Oznacme ¢ = inf u(X). Je-li ¢ = —oo, tvrzeni plati, nebot u > —oco na X. Necht
c > —00,

U={re X;u(r)>c}, V={x € X;u(x) = c}.
Potom U je oteviend, nebot u je zdola polospojita. Je-li x € V, je podle predpokladu

u = ¢ na jistém okoli bodu z, tudiz V' je oteviena. Protoze X = U UV a prostor X je
souvisly, je budto U = X nebo V = X. O

2.1.10. Véta. Necht X je kompaktni prostor, U C X je oblast, OU # 0, u: U — R* je
zdola polospogitd funkce a necht u splnuje na U lokdlné ostry princip minima. Potom

inf u(U) = inf{liminfu(z); z € OU}.
T—2
Pritom existuje y € OU tak, Ze

infu(U) = lim inf u(z).
T—Y
Diikaz. Oznac¢me b = inf u(U), ¢ = inf{liminf, ,, u(x); z € OU}. Ziejmé plati b < c. Pred-
pokladejme, Ze b < ¢; odvodime spor. Definujme

_J uw naU,
" na X \ U.

Ziejmé je funkce v zdola polospojitd v kazdém bodé mnoziny U U (X \ U). Necht z € U,
d < v(z). Protoze

v(z) = ¢ < liminfu(x),
T—2z

existuje V € V(z) tak, ze d <infu(UNV). NaV\Ujev=c=v(z) >d, nalUNV je
v=u>infu(UNV)>d, tudiz funkce v je zdola polospojitd v bodé z. Protoze v je
zdola polospojita na X, existuje z € X tak, ze v(z) = inf v(X). Protoze ¢ > b = inf u(U),
je x € U. Podle (2.1.9) je u na U konstantni, tedy ¢ = b, nebot oU # (). Odvodili jsme
spor. Plati proto ¢ < b a tedy ¢ = b.

Jestlize existuje y € OU tak, ze liminf,_,, u(x) = —oo, pak zfejmé infu(U) = —oc.
Jestlize liminf, ,, u(xz) > —oo pro kazdé z € U, je funkce

z — liminfu(x), zeU,

T—r2z

na U zdola polospojit. Protoze OU je kompaktni, existuje podle (2.1.1) y € 9U tak, 7e

liminfu(z) = inf{liminfu(x); 2 € OU} = inf v (V).

Ty T2
[

Zavedeme jesté jednu definici. Pro funkci v : X — R* definujeme dolni reqularizaci

G : x> liminfu(y).
y—T

Snadno se nahlédne, ze pokud u > —oo, je funkce @ zdola polospojita, o < u a v < 4,
kdykoli v je zdola polospojita minoranta funkce u.
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2.2 Vlastnosti hyperharmonickych funkci

Stejné jako v kapitole 1 budeme predpokladat, ze pro dimenzi prostoru R™ plati m > 1.
Necht U C R™ je oteviena mnozina a v : U — R*. Budeme fikat, ze funkce u je hy-
perharmonickd (na U), jestlize je na U zdola polospojita a

u(a) > /udaa,,«,

kdykoli B,(a) C U. Funkce u : U — R* se nazyva hypoharmonickd (na U), jestlize funkce
—u je hyperharmonicka.
Mnozinu v8ech funkei, které jsou hyperharmonické na U, budeme znacit H*(U).

2.2.1. Véta. Necht U C R™ je oteviend mnozina. Potom H*(U) je min-stabilni konvexni
kuZzel,

H(U) N (=H(U)) = H(V).
Je-li ) # F C H*(U) nahoru filtrujict, potom sup F € H*(U).

Diikaz. Prvni dvé tvrzeni vyplyvaji ihned z definice.
Je-li ) £ F C H*(U), je sup F zdola polospojita. Necht B,.(a) C U. Podle (2.1.7) je

/(sup]—") dog, = sup {/udaw;u € .7-"} < sup{u(a);u € F} = (sup F)(a).

O

2.2.2. Lemma. Necht a € R™, R > 0 a necht funkce u : Br(a) — R* md jednu z ndsle-
dugicich vlastnosti:

(x) wu je zdola polospojitd na Bgr(a) a pro kazdé x € Br(a) ezistuje posloupnost (r(n))
kladnych cisel takovd, Zer(n) + |v —a| < R, r(n) — 0 pron — oo a pro kazdén € N
je

u(z) > /udam,r(n);

(xx) u je zdola polospojitd na Br(a) a pro kaZdé x € Bg(a) ezistuje posloupnost (r(n))
kladnych cisel takovd, Zer(n) + |v —a| < R, r(n) — 0 pron — oo a pro kazdén € N
je

u(z) > /ud)\m,r(n).
Potom wu spliuje na Br(a) ostry princip minima.
Diikaz. Piedpokladejme, Ze existuje b € Bg(a) tak, ze u(b) = inf u(Bg(a)). Ozna¢me
M = {z € Bg(a);u(x) = u(b)}.

Dokéazeme, ze M = Bg(a).

Protoze M = {x € Bgr(a);u(x) <u(b)}, je M # () uzaviend podmnozina v Bg(a).
Ukézeme, 7ze predpoklad M # Bg(a) vede ke sporu. Diilezité povS§imnuti pfitom bude, ze
pak existuje x € OM N Bg(a) takovy, ze 0, ,(S,(z) \ M) > 0 (resp. A\, (B,(x) \ M) > 0)
pro vSechna dostatecné mala kladna r.
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Je-li M # Bpg(a), existuje z € M N Bg(a). Zvolme p > 0 tak, aby Bs,(z) C Bg(a)
a déle zvolme y € B,(z) \ M. ProtoZe M je uzaviena neprazdnd podmnoZina R™, existuje
x € M tak, 7e
B|x_y|(y) NM=1.

Plati |y — z| < |y — z| < o, takze |z — z| < |z —y| + |y — 2| < 20. Vidime, ze
x € M N Byy(2) C M N Bg(a) = M.
Je-li s € Bjg—y (), plati
|s —z] <|s—z|+ |z —z| < |z —y|+ |z — 2| < 3o,

tedy Bjy—y|(#) C Bsy(2) C Bgr(a). Zvolme n € N tak, aby r(n) z podminky (x) (resp. (xx))
splitovalo r(n) < |z — y|. Plati tedy na jedné strané u(x) = u(b), nebot € M, na druhé
strané

u(z) > /udam,r(n) > u(b) (resp. u(x) > /ud)\wyr(n) > u(b)),

nebot u > u(b) na Sypn)(z) N Bjy—y(y), coz je neprazdna oteviend mnoZina v S, ()
(resp. na B,y (z) N Bjy—y(y), coZ je neprazdna oteviend mnozina). Odvodili jsme spor,
tudiz M = Bpg(a). O

2.2.3. Vé&ta. Necht U C R™ je oblast, u € H*(U). Potom je budto uw = infu(U) na U,
nebo u > infu(U) na U.

Diikaz. Podle (2.2.2) spliuje u na U lokdlné ostry princip minima. Tvrzeni vyplyva
7 (2.1.9). 0

2.2.4. Vé&ta. Necht U C R™ je oteviend mnozina, u € H*(U) a necht 0*U znaci hranici
mnoziny U jako podmnoZiny jednobodové kompaktifikace prostoru R™. Potom

inf u(U) = inf{lim inf u(z); 2z € O*U}.
T—z
Diikaz. Budeme aplikovat (2.1.10), X bude jednobodova kompaktifikace prostoru R™.
Oznacme

¢ = inf{liminfu(x); 2 € 0*U}.

T—2
Ziejmé infu(U) < c. Predpokladejme, Ze existuje y € U tak, ze u(y) < c¢. Necht V je
komponenta mnoziny U obsahujici bod y. Poznamenejme, ze 0*V # (). Potom

u(y) < ¢ < inf{liminfu(z); 2z € 9"V},

T—2
takze
infu(V) < inf{liminfu(z);z € 0*V'},
T—2z
coz je ve sporu s (2.1.10). Plati tedy inf u(U) > c. O

2.2.5. Véta. Necht U C R™ je otevrend mnozZina a u: U — R*. Nasledujici podminky
jsou ekvivalentni.

(i) we H*(U);

(ii) w je zdola polospojitd na U a u(a) > [ud),,, kdykoli B,(a) C U;
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(iii) u je zdola polospojitd na U a pro kazdé x € U existuje posloupnost (r(n)) kladnijch
cisel takovd, Ze By (x) C U, r(n) — 0 pro n — oo a pro kaZdé n € N je

u(z) > /udax,,«(n);

(iv) u je zdola polospojita na U a pro kaZdé x € U ezistuje posloupnost (r(n)) kladnych
cisel takovd, Ze By (x) C U, r(n) — 0 pro n — oo a pro kaZdé n € N je

u(x) > / U dAg r(n);

(v) u je zdola polospojitd na U a pro kaZdou omezenou otevienou mnozinu'VCV C U

a kaZdou funkci f € C(V'), pro niz fly € H(V) a f <wu na 0V, plati f <u naV;

(vi) u je zdola polospojita na U a pro kaZdou kouli B,.(a), pro niZ B.(a) C U, plati
Ha,r(u|Sr(a)) < u.

Diikaz. Necht plati (i). Potom u je zdola polospojitd na U. Necht B,(a) C U. Pro kazdé
a € 10, 1] plati

/udaam < u(a).

Podle (2.1.8) dostavame

/ud)\“ m/ /udaaar mlda<u m/ o™ tda = u(a).

Plati tedy (ii).

Ziejmé (ii)=(iv). Predpokladejme (iv) a necht u, V" a f jsou jako v (v). MiZeme pred-
pokladat, ze V' je neprazdné a souvisla. Funkce v = u — f spliiuje podle (1.5.3) a (2.2.2)
na V lokdlné ostry princip minima a pro kazdé z € 9V je

liminf v(z) > 0.

Tz, z€V

Podle (2.1.10) (za X volime V) je v > 0 na V a plati tudiz (v).

Necht plati (v) a u a B,(a) jsou jako v (vi). Je-li f € C(S;(a)), f < ulg,(a), Pak podle
(v) je Hopf < una By(a). Odtud snadno plyne podle (2.1.5) nerovnost Ho,(u|s,()) < u
na B, (a).

Ziejma je implikace (vi)=-(i). Zatim jsme vynechali (iii).

Ziejmé (i)=-(iii) a implikace (iii)=>(v) se dokdze na zakladé (2.2.2) podobné¢, jako
(iv)=(v). O
2.2.6. Priklady. Predpokladejme, ze U C R™ je oteviend mnozina.

(a) Necht h € H(U). Potom —|h| € H*(U), nebot —|h| = min(h, —h).
(b) Piipad m = 2. Necht f je holomorfni funkce na oblasti U. Ozna¢me

M= (€ U37(:) =0}
a predpokladejme, ze M # U. (Pak M je izolovand podmnozina U.) Definujme

:{ log(1/[f|) na U\ M,
00 na M.
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Potom u € H*(U). Snadno nahlédneme, Ze u je zdola polospojitd na U, dale pro a € M
je nerovnost,

u(a) > /udaa,,«

ziejmé pro vSechna r, pro néz B,(a) C U. Je-li a € U\ M, existuje R > 0 tak, ze plati
M N Br(a) = 0. Na Bg(a) je f # 0, takze existuje holomorfni funkce ¢ na Bg(a), pro niz
f =-expg. Potom |f| = exp(Reg) a
1
u= logm = —Reg € H(Bg(a))

podle (1.1.1 (¢)). Pro kazdé ¢ € |0, R] plati proto

u(a) = /udaa,g.
Podle (2.2.5) je u € H*(U).
(c) Pfipomenme, ze jsme v (1.9) definovali pro t > 0

1 1 o
= log n v pripadé m = 2,
p(t) = 1 1

w(m — 2) tm—2

v pripadé m > 2

a p(0) = oco. Tvrdime, Ze funkce u : z — p(|z|) je na R™ hyperharmonickd. Pro m = 2 to
plyne z (b). Necht m > 2. Vime z (1.1.1(d)), Ze u je harmonicka na R™ \ {0}. Nerovnost

u(0) > /UdO'[]yr

pro kazdé r > 0 je zfejma. Je-lia # 0 ar € ]0, |a| [, pak

u(a) = / wdo,,

podle (1.5.2). Protoze u je zdola polospojita, je u hyperharmonicka podle (2.2.5).

(d) Piipomenme jesté, ze v (1.9) jsme definovali
N(z,y) =p(lz—yl),  (v,y) €R" xR™.

Necht p je Radonova mira v R™, tj. nezdporna borelovskd mira takova, ze u(K) < oo
pro kazdou kompaktni podmnozinu K C R™. V pripadé m = 2 navic predpokladejme, ze
nosi¢ spt () miry p je kompaktni. Definujme

Nu:xH/N(x,y)du(y), r € R™.

(Funkce Ny se v ptipadé m = 2 nazyva logaritmicky potencidl miry pn a v piipadé m > 2
Newtoniv potencidl miry pu.)

Tvrdime: Ny € H*(R™). To lze dokézat napt. takto: nejprve predpokladejme, Ze p
mé kompaktni nosi¢. Pro ¢ € R definujme na R™ x R™ funkci N® = min(N,¢), takze
N© € C(R™ x R™) Potom je ovéem funkce

FO oo [ NOwy) i), xR,
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spojita na R™ a
Ny =sup {F); ¢ e R}.

Tudiz N je zdola polospojita na R™. Necht a € R™, r > 0. Jelikoz je pro kazdé y € R™
funkce z +— N (z,y) hyperharmonicka na R™, je podle (2.2.5)

/F(C)d)\a,r:/ / N©(z,y) duly )) Aoy (z) =

=/ ([ N¥.0) dhaste)) duty / NO(a, ) dply) = FO(a) < Npu(a).
Odtud podle (2.1.7) plyne, ze

[ Nudra, < Nuta)

takze podle (2.2.5) je Ny € H*(R™).
Je-li m > 2 a p je Radonova mira (ne nutné s kompaktnim nosi¢em), definujeme pro
R > 0 miru pig = pt| py(0)- Protoze

Nug € H*(R™) a Nup =sup{Nug; R > 0},

je podle (2.2.1) také Nu € H*(R™).

(e) Necht u € C*(U). Potom u € H*(U), pravé kdyz Au < 0 na U. Diikaz neni obtizny:
Necht nejprve Au < 0 a B,(a) C U. Definujme na B,(a) funkci

v =1u— Hy,(u|s,(a))
Pak v € C*(B,(a)), Av = Au <0 na B,(a) a

limv(z) = u(z) —u(z) =0

T—2z
pro vSechna z € S,(a). Podle (1.2.1) je v > 0 na B, (a), takze v € H*(U) podle (2.2.5).

Je-liuw € H*(U) aV ={z € U; Au > 0}, je V oteviend mnozina. Protoze A(—u) < 0

na V', je podle prvni ¢asti dikazu —u € H*(V), tudiz plati u € H(V'), neboli Au =0 na
V. Odtud plyne, ze V = () a tudiz Au < 0 na U.
(f) Necht V' C R™ je omezend oteviend mnozina, M C V spoletnd a necht z € V'\ M.
Pak existuje v € H*(V) tak, ze v(z) < 0o a v = 00 na M. Skute¢né, pro y € M zvolime
d, € R tak, aby IV, +d, > 0 na V' a dale zvolime ¢, > 0 tak, aby

Z cy(Ny(z) +dy) < o0

yeM

v= Z cy (N, +dy)

yeM

Potom funkce

mé pozadované vlastnosti. Je-li 2 € M a ¢ > v(z), pak u = min(v, ¢) je omezena hyper-
harmonicka funkce, ktera neni v bodé x spojita.

(g) Necht K C R™ je kompaktni mnozina, u = \|k. Potom je Nu spojita superharmo-
nickd funkce. Skutecné, pro z € R™ je Nu(z) = [ Nodp = [p(ly — z]) 1k (y)dA(y) =

[ p(Jw|) 1x(z +w)d\(w f No - 1g_gd\. Nym je spojitost zfejma s odvoldanim na Lebe-
sgueovu vétu, nebot NO e L} (R™).

loc
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(h) Necht v : z — |z|, z € R™. Potom v € —H*(R™). Pro a € R™ a r > 0 dokdzeme
nerovnost [ vdo,, > v(a) takto: pro x € R™ oznaéme p(z) = 2a — z. Plati

) / vdoe, = / 2|doar () = / (&|doa, (z) + / (@|dog, (z) =

= [ 1eldous() + [ lo@ldonsta) = [ (121 + (@) )done(0) >
> /|x+<,p(x)|daa,,(x) - /2|a|daa,, — 2| = 20(a).

Je mozné také uvazovat napt. takto: Av > 0 na R™\ {0} a nerovnost [ vdog, > v(0) =0
je ztejma pro kazdé r > 0.
(i) Necht m > 2 a u, = (1/n) Ny, n € N. Potom (u,) je klesajici posloupnost hyperharmo-

nickych funkei a inf{u,;n € N} neni zdola polospojita (a tudiz neni hyperharmonickd).
(Srv. s (2.2.8).)

2.2.7. Lemma. Necht U C R™ je omezend oteviend mnozina, u € H*(U) je zdola ome-
zend. Necht M C OU je spocetnd mnoZina a necht

liminfu(y) > 0

Yy—z

pro véechna z € OU \ M. Potom u > 0 na U.

Diikaz. Zvolme otevienou omezenou mnozinu V C R™, U C V, dale zvolme z € U, £ > 0
aveH* (V) tak, aby v =00 na M a v(z) <e; viz (2.2.6 (f)). Definujme na U funkci
w =u+v. Pak

liminfw(y) >0

Yy—z

pro kazdé z € U, tedy podle (2.2.4) plati w > 0 na U. Odtud u(z) > —e. O

2.2.8. Véta. Necht U C R™ je oteviend mnozina a necht F je lokdlne zdola omezend
mnozina hyperharmonickych funkci na U, uw = inf F. Potom je i € H*(U).

Diikaz. Ztfejmé je 1 > —oo a vime, Ze 4 je zdola polospojita. Necht V' je omezena oteviena
mnozina, V C U, f € C(V), f|VE’H( ) a f <4 nadV. Protoze 4 < u, je podle (2.2.5)
v > f na V pro kazdou funkci v € F, takze u > f na V. Protoze f je na V spojita, je
f=fnaV,tudiza> f = f naV. Nyni opét aplikujeme (2.2.5). O

2.2.9. Vé&ta. Necht u € H*(B,(a)). Potom jsou funkce

Q»—>/udaa,g, Qr—>/ud)\a,g

/udaa,g — u(a), /ud)\a,g — u(a)

nerostouct na 0,7] a

pro o0 — 0+.

29



Diikaz. Zvolme 0 < s <t <7 a funkci f € C(Si(a)), f <wu na Si(a). Podle (2.2.5) je
H,.f <una B(a) a tudiz

/fdaat— atf /Hatfdaas _/Udaa,s-

Odtud podle (2.1.5) dostavame
/udaayt < /udaays.

/udaa,at < /Udaa,aSa
tedy podle (2.1.8) je

/ud)\at—m/ /uda,mt me 1al04<m/ /udaayas)amlda:/ud)\ays.

Necht ¢ < u(a). Protoze u je zdola polospojitd v bodé a, existuje 7 € |0, r[ tak, Ze
u > ¢ na B,(a). Pro kazdé ¢ € |0, 7] je pak

c < /udaa,g, c< /ud)\a,g.

Pro kazdé a € 10, 1] je tedy

Dostavame
c < sup {/udaayg; o€ |0,r[} = gl_i)r&/udaa,g < u(a),
takze
gl_i)rglJr udo,, = u(a).
Podobné

Qlir& wdlg,, = u(a).

2.2.10. Korolar. Necht U C R™ je oteviend mnozina, u € H*(U) a a € U. Potom

u(a) = liminf u(z).
T—a,x7#a

2.2.11. Korolar. Necht U C R™ je oteviend mnoZina, u,v € H*(U). Jestlize u <wv
A=skoro vsude na U, pak v < v vsude na U.

/ud)\a,g < /Ud)\a,g,

kdykoli B,(a) C U. Tvrzeni plyne z (2.2.9). O

Dikaz. Ziejmé
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2.3 Superharmonicke funkce

2.3.1. Lemma. Necht U C R™ je oblast, u € H*(U). Potom budto u =00 na U, nebo
u € L. (U) (tj. u je na U lokdlné lebesqueovsky integrovatelnd,).

Diikaz. Ozna¢me M mnozinu vSech bodt z U, pro néz existuje okoli, na némz je u inte-
grovatelnd. Ziejmé je M oteviend mnozina. Necht a € U \ M, r > 0 a necht By, (a) C U.
Pak

00 = /Ud)\aygr < u(a).

Je tedy u = oo na U \ M.
Zvolme = € B,(a) a o > 0 tak, aby B,(a) C B,(z). Jelikoz a ¢ M, je

/ ud)\ = 00.
139(0)

Protoze u je na By (a) zdola omezend, je

/ ud\ = oo,
r(@)

o0 = /ud)\x,,« < u(z),

nebot u = oo na B, (a). Vidime, 7e B,(a) C U \ M a tedy také U \ M je oteviend mnozina.
Odtud plyne, Ze budto M = U (pak u € L] (U) nebo M = ) (pak u = oo na U). O

takze

loc

2.3.2. V&ta. Necht U C R™ je oteviend mnoZina a u € H*(U). Ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:

(i) ue L. (U);
(ii) u < oo na U A-skoro vsude;
(i) u < 0o na husté podmnoziné mnoZiny U;
(iv) v kazdé komponenté mnoziny U existuje bod, v némz u md konecnou hodnotu.

Diikaz. Implikace (i)=-(ii)=(iii)=(iv) jsou zfejmé. Pro dikaz (iv)=(i) se uzije (2.3.1).
U

Zavedeme néasledujici definici. Necht U C R™ je oteviena mnozina. Rikdme, Ze funkce
u:U — R* je superharmonickd (na U), jestlize u € H*(U) a plati nékterd z podminek
uvedenych v (2.3.2).

Mnozina vSech superharmonickych funkei na U ozna¢ime S(U), ST (U) zna¢i mnozinu
nezapornych funkei z S(U). Prvkim mnoziny —S(U) se fika subharmonické funkce na U.

2.3.3. Lemma. Necht U C R™ je oteviend mnoZina, u € S(U). Jestlize B.(a) C U, pak
H,,(uls, @) € H(Br(a)). Specidlné funkce u je o,,—integrovatelnd.
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Diikaz. Necht B,(a) C U. Podle (2.2.5) je Hy,(uls, () <u na B,(a), tedy podle (2.3.2)
je funkce H,,(u|s,(a)) koneénd na husté podmnoziné B, (a). Podle (2.1.5) je H,,(u|s,(a))
supremem nahoru filtrujici mnoziny

{Ha,rf; f € C(Sr(a))a f S u|5r(a)}
harmonickych funkei. Podle (1.8.2) je tudiz H,,(ulg,()) harmonickd na B, (a). Specialné

/udaa,r = Ho(uls,(a)(a) < .
0

2.3.4. Tvrzeni. Necht i1 je Radonova mira s kompaktnim nosicem v R™. Potom funkce
Ny lezi v S(R™) a je harmonickd na R™ \ spt (p).

Diikaz. Funkce Ny je ziejmé spojitd na R™ \ spt (u). Necht B,(a) € R™ \ spt (u). Potom

/ Nudo,, = / ( /Spt(u)zv(x,y) dply) ) dor () = /W) ( / N(@,9) dour (x)) dp(y).

S

Pro kazdé y € spt (i) je funkce x +— N(x,y) harmonickd na R™ \ spt (u), tedy posledni
integral je roven

/N(a, y) du(y) = Npl(a).

Podle (1.6.1) je funkce Ny harmonickd na R™ \ spt (p).
Protoze Np je podle (2.2.6 (d)) hyperharmonickd funkce na R™ a je konec¢na vsude

na mnoziné R™ \ spt (u) # 0, je Nu € S(R™) podle (2.3.2). O
2.3.5. Lemma. Necht m > 2 a R > 0. Potom
1
- R*™ Br(0
Nogr = w(m—2) na Br(0)
Ny na R™ \ Bg(0).

Diikaz. Necht x ¢ Bgr(0). Protoze funkce y — N(z,y) je harmonickd na R™ \ {z}, je podle
(1.6.1)

Nowa(®) = [ Nw,y) doun(y) = N(0,5) = Nofa)
Je-li z € Sg(0), je podle (2.3.3) funkce N, oy p-integrovatelna. Je-li t > 1 a y € Sg(0),
pak N(tz,y) < N(z,y) a z Lebesgueovy véty dostaviame
1

1 _ 2—m

NO'O’R(Z)
Protoze je funkce Noy g zdola polospojitd, plati
1
2—2,0€ Br(0) ~ wim —2)
Podle (2.3.4) je funkce Nog p harmonickd na Bg(0) a tudiz podle (1.2.1) je na B,(0)

1 m—2
w(m — 2) ’

liminf Nogg(z) > R>™,
Nogr >

coz je hodnota funkce Nog g v bodé 0. Z (1.5.3) plyne, ze Nog g je na Br(0) konstantni.
I
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2.3.6. Vé&ta. Necht m > 2 a necht p je Radonova mira v R™. Potom Nu € S(R™), prdve
kdyz

(¥ [ Pt < o,
R™\B1(0)
Podminka (%) je ekvivalentni s podminkou

(%) /100 (B, (0))r'=™dr < oco.

Diikaz. Podle (2.3.5)

/Nu doo, = /Nag,l dp = Nogdp +/ Nogdp =
Bl(U) Rm\Bl(O)
1
oy (mO)+ [P
w(m — 2) < R\ B, (0)

Protoze p(B1(0)) < oo, je (%) ekvivalentni s integrovatelnosti Ny vzhledem k o ;. Je-li
Np € S(R™), plati (%) podle (2.3.3). Jestlize Ny & S(R™), je podle (2.2.6 (d)) a (2.3.2)
Np =00 na R™ a tudiz (x) neplati.
Oznacme
A={(z,t) € R"\ B1(0)) x [0,00[ ; 0 <t < |z[* ™}

a necht \! zna&f Lebesgueovu miru v R. ProtoZe A je uzaviend podmnozina R™ x R, je
(u x A')-méfitelnd a tedy podle Fubiniovy véty

[l (o) = (X)) = [ (o € B B0)s o > 1)) X () =
R™\ B1(0)

1
_ / i (fe € R™\ By(0); |e[2™ > 1)) dt.
0
Ziejmé pro t € 0, 1] plati
{2 € R™ \ By(0): [z"™ > £} = Byyaom (0) \ B (0)

(2-m)

a po substituci r = t*/ se posledni integral rovna

(m —2) /1 " (B (0)\ By (0))r ™ dr.
Protoze m > 2, je o
| Byt i < o

tudiz (%) plati, pravé kdyz plati (). O

2.4 Nasycené mnoziny hyperharmonickych funkci
Necht U C R™ je oteviend mnozina, u € H*(U) a necht pro V = B,(a) plati V C U.

Definujme
_Jou na U\ 'V,
= H,,(ulsy) naV.

Funkce uy se nazyva Poissonova modifikace funkce u vzhledem k V. Z (2.3.1), (2.3.2)
a (2.3.3) plyne, Ze budto uy = co na V', nebo uy je na V' harmonicka.
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2.4.1. Vé&ta. Plati uy € H*(U) a uy < u.

Diikaz. Podle (2.2.5) je uy < u. Pro f € C(OV) definujme hy = f na 0V a hy = H,, f na
V. Pak h; € C(V) a podle (2.1.5) plati na V rovnost

wy =sup {hs; f € C(OV), f < ulav}.

Funkce (uy )|y je tudiz zdola polospojitd. Funkce uy je ziejmé zdola polospojitd v kazdém
bodé z U \ V. Necht z € V. Pak

uy(z) = liminf uy(z),
T—z,x€V
nebot funkce (uy )|y je zdola polospojita v bodé z. Protoze funkce u je zdola polospojita
v bodé z, plati

uy(z) = u(z) =liminfu(z) < liminf _wu(x) = liminf wy(x).
=z z—z,2€U\V z—2,x€U\V
Odtud snadno plyne, Ze uy(z) = liminf,_,, uy(x). Dokézali jsme, 7e funkce uy je zdola
polospojita.
Nerovnost

/uv dop,, < u(b)

je zfejmé, pokud budto B,(b) C V nebo B,(b) C U \ V. Necht b € 9V a B,(b) C U. Potom

/UV dO’byg S /udabyg S U(b) = Uv(b)

Podle (2.2.5) je uy € H*(U). O
2.4.2. Korolar. Je-liu € S(U), je uy € S(U).

Necht U C R™ je oteviena mnozina a F C H*(U). Rikdme, 7e F je nasycend, jestlize
F je min-stabilni a uy € F, kdykoli u € F aV = B,(a) C B,(a) CU.

2.4.3. Véta. Necht U C R™ je oteviend mnozina, F C H*(U) je nasycend, u =inf F a
W je komponenta mnoziny U. Potom budto u = 0o na W, nebo u = —oc na W, nebo

Diikaz. Volme V = B,(a) C B,(a) C U. Plati
u = inf{oy;v € F},

nebot vy € F, kdykoli v € F. Ziejmé je mnozina {vy;v € F} dolu filtrujici, nebot F je
min-stabilni. Z (2.3.3) a (1.8.2) snadno plyne, Ze u je na V' budto rovna oo, nebo je na V/
rovna —oo, nebo je na V' harmonicka.

Oznacme

Wy ={z e Wiu(x) =00}, Wy={xeW;ulx)=—-oo}, W;={xeW;u(z)eR}.

Potom jsou mnoziny Wy, Wy, W3 oteviené, W = W, U Wy U W3 a funkce u je na W3 har-
monicka. Tvrzeni véty je nyni disledkem souvislosti mnoziny W. O

2.4.4. Korolar. Nechtv € S(U), w € =S(U) a necht ) # F C H*(U) je nasycend mno-
Zina takovd, Ze w < u < v pro kaZdou funkci u € F. Potom inf F € H(U).
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Diikaz. Na husté podmnoziné U plati podle (2.3.2)
—oo < inf F < oo.
Tvrzeni plyne z (2.4.3). O
2.4.5. Korolar. Necht ) # S C S(U) a necht
T ={t;t € —=S(U),t < s kdykoli s € S} # 0.

Potom sup T € H(U). Jinak Feceno: ezistuje nejuétsi subharmonickd minoranta mnoziny
S a je harmonicka.

Diikaz. Je-lit € T, s €S a B,(a) C U, pak z (2.2.5) plyne

H,.(t

Sr(a)) S Ha,r (S

Si(a) < 8
na V, tedy —7 C S(U) je zfejmé nasycend mnozina. Tvrzeni plyne z (2.4.4). O]
2.4.6. Véta. Necht U C R™ je oteviend mnozina,
RWU) ={h—k;h, ke HT(U)}.
Potom je R(U) vzhledem k pFirozenému usporddani dedekindouvsky iplny vektorovy svaz.
Dikaz. Necht hj, kj € HY(U), dj = h; — kj, j € {1,2}. Je-li
F={seSU);s>di,s>dy},

je F min-stabilni, hy + hy € FaproV = B,.(a) C B,(a) CU as € F je
sv > (dj)v =d;,  je{l,2}.

Je tedy F nasycend mnozina a podle (2.4.4) je dy = inf F € H(U), nebot F C S(U) a
do > — (k1 + kz). Ziejmé je dy nejmensi harmonické funkce, pro niz dy > d;, dy > ds. Pro-
toze
dozdo—d1+d1:d0—d1+h1—k1

je rozdilem nezapornych harmonickych funkci dy — dy + by a kq, je dyg € R(U). Tudiz je
R(U) vektorovy svaz.

Necht ) £ G € R(U) a necht pro d € R(U), d=h—k, h,k € HT(U), plati d < g,
kdykoli g € G. Podle (2.4.5) existuje nejvétsi harmonickd minoranta mnoziny G; oznac¢me
i do. Ziejmé dy > d, tudi

Je tedy dy infimem G v R(U). O
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2.5 Shlazovani superharmonickych funkci

Necht ¢ : R — R je nekone¢né diferencovatelna suda nezaporna funkce s nosi¢em v [—1, 1]

a necht L
w/ P(0)0™ tdo = 1.
0

(Pfipomindme, 7e w = 0(S1(0)); viz (1.5.1).) Potom podle (1.5.1)
[ vt ara) = ABi0) [ (il dn; -

=m0 [ b(o)e™ o = / (e o= 1.

Pro r > 0 definujme

Br(x) =1 " (M) , xr e R™.

r

Ziejmé B, € C®(R™), nosi¢ funkce 3, je obsazeny v B,(0) a [ B, d\=1.
Je-li U C R™ oteviend mnozina, oznacime

U, = {x € U; B,(x) C U}.

Mnozina U, je zfejmé oteviena.
Necht U C R™ je oteviend mnozina, r >0, f € L,
obsazeny v B,.(0). Konvoluci v * f definujeme rovnosti

(U) a v € L*(R™), jejiz nosi¢ je

(v* f)x / fly d\(y), z€U,.
Ziejmé
* f)(x) = z —y)d\y) = T — d\(y).
(7 # £)(@) / ot —paw / RO

Podle véty o derivovani za integraénim znamenim je v x f € C*(U,), pokud v € C*(R™).
Necht = € U je Lebesgueovym bodem funkce f € Li (U), tj.

loc

lim/|fx— — F ()] dhos(y) = 0.

s—0+

Tvrdime, ze

lim (8, * f)(z) = f(x).

s—0+

Je-li totiz M = sup ¢)(R) a s > 0 takové, ze x € Uy, pak

e ) = 1@ =] [ (=) F) 0 D) <
< Msm/ |f(x —y) — f(z)|d\(y) = MA(B;(0)) / |f(x—y) — f(z)]dXos(y).
5(0)
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2.5.1. Tvrzeni. Necht U C R™ je oteviend mnozina, u € S(U) a r > 0. Potom je
By xu € S(U,) NC®(U,)

afBrxu unalU pror — 0+.

Diikaz. Necht r > 0, x € U,. Pfipomenme, ze A(B,(z)) = (w/m) r™ a povSimnéme si, ze
funkce
y = u(y)r(z —y)

je na B,(z) zdola polospojita (to napt. snadno plyne z (2.1.4)). Podle (2.1.8) dostavame
W m
(B @) =207 [ ulw)Bi(o — ) dhasly) =

=wr™ /01 (/u(y)ﬂr(x - y) dawyma(y)>am’1 da = w/ol amlw(a)(/udam,ar> dav.

Podle (2.2.9) je pro kazdé a € ]0, 1] funkce

QH/udax,ag

nerostouci na intervalu |0, 7| s limitou u(z) pro 0 — 0+. Proto je funkce

0= (B u)(z)

nerostouci a

lim (3, * u)(x) = w/o ™ M (a)u(r) da = u(z).

0—0+

Vime, ze (3, xu € C*(U,) a zbyva tedy ovéfit, ze §, x u € S(U,).
Necht = € U,, o > 0, B,(x) C U,. Potom

Jrmar,= [ ([ wG-nswam) o =

/BT(O) ( / uz—y) dAm,g(Z))ﬂr(y) dA(y).

Pro kazdé y € B,(0) je funkce z — u(z — y) superharmonicka na okoli koule B,(x), takze
podle (2.2.5) je

/ u(z — y) g o(2) < u( — y),
tudiz
/ (B, % u) dhs,p < / u(z — )5, (y) dA(y) = (B, * u) (a).
»(0)
Podle (2.2.5) je 3, * u € S(U,), nebot §, x u < u. O

2.5.2. Véta. Necht U C R™ je otevrend mnozina a V je omezend oteviend mmnozina,
VCUaue SU). Pak existuje zdola omezend posloupnost (uy) superharmonickijch funk-
ci na V takovd, Ze u, € C°(V) pro kazdé n € N a u, /v naV pron — oo.

Diikaz. Staci volit r > 0 tak, aby V C U, a polozit u, = Brjn xumna V. O
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2.6 Rieszovavéta o rozkladu superharmonicke funkce

Pro otevienou mnozinu U C R™ ozna¢me C¢(U) mnozinu vSech f € C(U), pro néz je nosic¢
spt f kompaktni podmnozina U. Pro f € Co(U) definujme

71| = sup | f[(U).

Déle oznac¢ime D(U) mnozinu vSech nekone¢né diferencovatelnych redlnych funkei na
U s kompaktnim nosi¢em obsazenym v U.

Necht f € L},.(U). V teorii distribuci se f ztotoziiuje s lineArnim funkciondlem

<,0r—>/f<,0d)\, e € D).

(Takovy funkcionél skuteéné urcuje f A\-s.v.; viz napt. avodni text v (2.5).)
Podobné se Radonova mira p na U prirozenym zpisobem ztotoznuje s linearnim funk-
cionalem

<P'—>/<Pd/% ¢ € D(U).

(Takovy funkciondl ur¢uje miru p jednoznacéné; viz napf. (2.6.2) nize a Rieszova véta o re-
prezentaci nezapornych linedrnich funkcionalti na prostoru spojitych funkeci s kompaktnim
nosi¢em v U.)

Nasledujici lemma je motivaci pro definici distributivniho laplasianu.

2.6.1. Lemma. Necht U C R™ je oteviend mnozina, u,v € C*(U) a necht v md kom-

paktni nosic v U. Potom plati
/ uAvd\ = / vAu dA.
U U

Diikaz. Necht ¢ € D(U) takova, ze ¢ =1 na okoli nosi¢e funkce v. (Takovou ¢ lze defi-

novat napi. takto: zvolme V otevienou omezenou obsahujici nosi¢ v a V. C U. Pak za ¢

1ze vzit konvoluci f3, a charakteristické funkce mnoziny V' pro dostateéné malé r.)
Definujme

_ J up nal, _J v nal,
Tl 0 naRmM\U, 710 naRm\U.

Potom wug, vy € C*(R™) a

/uAvd)\:/ upAuvg dA, /UAud)\:/ voAug dA.
U m U m

Zvolme R > 0 tak, aby nosice funkei v a ¢ byly obsazeny v Bg(0). Potom se ug, vy anuluji
na okoli mnoziny Sg(0) a podle Greenovy identity (viz (1.9)) je

/ UUA'UU d\ = / UUAUO d\ = / U()A’LLO d\ = / ’UUAUU dA.
m Br(0) Br(0) m
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Podle (2.6.1) pro funkci u € C*(U) jsou na D(U) funkcionély

@H/@Aud)\ a <,0r—>/uA<,0d)\

totozné. Ovsem funkcionél
Y > / uAp dA

je definovén dokonce pro kazdou funkci u € L,.(U).

loc
Distributivnim laplasidnem funkce u € L] (U) na U rozumime linedrni funkciondl

Au:go»—>/uA<,0d)\, p € DWU).

U

2.6.2. V&ta. Necht U C R™ je oteviend mnoZina, f € Lj,.(U) a Af =0 na U. Potom
existuje h € H(U) tak, Ze f = h A=s.v. na U.

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti lze predpokladat, ze U = Br(0) a f € L'(Bg(0)). Po-
lozme f =0 na R™\ Bg(0), zvolme r € ]0, R, v € C*(R™) takovou, ze spty C B,(0)
a definujme

g=rsfiom [A- i) D, o R
Potom g € C*(R™). Necht n € C*°(R™) a sptn C Br_,(0). Podle (2.6.1) je

/AgndAZ /gAndkz/(/v(m—y)f(y) dA(y))An(x) dA(z) =
= [([@sa-aa@)anmane = [ [ 16 - 2200 dw) i) -
= [ O f 1080 50 ix)) ro)

Pro kazdé z € B,(0) méa funkce y — n(z + y) nosi¢ v Bg(0), takze z predpokladu Af =0
plyne, ze vnitini integral je roven 0. Dokazali jsme, ze

/Agnd)\ =0,

kdykoli n € D(Bg_,(0)), tudiz Ag =0 v Br_,(0).

Necht p € 10, R — r[. Z (2.5.1) pro u = g, u = —g vyplyva, Ze (, * g = g na Br_,_,(0).
Neni tézké ovérit, ze plati

7*(ﬁg*f) :69*(7*f)7

takze v * (f — B, % f) = 0 na Br_,_,(0), kdykoli v € C*(B,(0)).

Necht = € Bg(0) je Lebesgueiv bod funkce f. Volme r € |0, R| tak, aby |z| < R —r.
Déle volme ¢ > 0 tak, aby |z| < R —r — 0. Funkce (3, % f je zfejmé v bodé x spojita,
takze x je Lebesgueovym bodem funkce f — 3, * f. Protoze pro kazdé s € |0, r[ plati

(Bs * (f = B * f))(x) =0,

je (f — By * f)(x) = 0 (viz zacatek (2.5)). Odtud plyne, ze existuje funkce h € C*°(Bg(0))
takovda, ze h = f A—s.v. Podle pfedpokladu a (2.6.1) je

0:/hAgod>\:/goAhd)\
pro kazdou ¢ € D(Bg(0)), takze Ah = 0 na Bg(0). O
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2.6.3. Véta. Necht p je Radonova mira v R™, magici v pFipadé m = 2 kompaktni nosi¢
a pro niz je Ny € S(R™) v pripadé m > 2. Potom

AN—Np) = p.
Mnozina R™ \ spt (p) je mazimdlni oteviend mnoZina, na niz je funkce Nu harmonicka.

Diikaz. Necht ¢ € D(R™). Uzitim Fubiniovy véty a (1.9.2) dostaneme

/(—Nu)AgodA:/(—/N(xay) du(y)>A90(fv) dA(z) =
— / </—N(x,y)A<p(x) dA(:c)) du(y) =
= [([ M@0+ 0 x@) duts) = [ o) duto)

Protoze funkce Ny je spojitd na R™ \ spt (u), plyne podle (2.6.2) z A(—Np) =0 na
R™ \ spt (1), ze Ny je harmonickd na R™ \ spt (u). Je-li Nu harmonickd na oteviené
mnoziné V. C R”, A(=Np) =0 na V, tudiz A(—=Np) =0 na V, tudiz p|y = 0. Proto je
R™ \ spt (1) maximalni oteviena mnozina, na niz je funkce Ny harmonicka. O

2.6.4. Lemma. Necht U C R™ je oteviend mnoZina, f € Cc(U) a necht V- C U je ote-
viend mnozina, spt f C V. Potom ezistuji @, € D(U), spt, CV a ||f — ¢nl| = 0 pro
n — oo. Jestlize f > 0, pak existuji ¢, > 0 s uvedenymi vlastnostmi.

Diikaz. Polozme f = 0na R™ \ U a zvolme r > 0 tak, aby B,(a) C V pro kazdé a € spt f.
Potom f, * f € D(R™), spt (B, x f) CV a

5 =xfli=sw {| [ (160~ 10) a0
< sup {|f(z —v) ~ f@)iz € R" y € B,(0)}.

Protoze f je stejnomérné spojita na R™, je

;xeRm} <

sup {[f(z —y) — f(z)[;7 € R™,y € B,(0)} = 0

pro ¢ — 0+4. Definujme ¢, = 3,/ * f na U. Potom ¢, > 0, pokud f >0, ¢, € D(U),
spt o, CV a||f —en|| = 0 pro n — co. O

2.6.5. Vé&ta. NechtU C R™ je oteviend mnozina a uw € S(U). Potom existuje pravé jedna
Radonova mira p na U tak, Ze

N—u) = p.
Diikaz. Necht ¢ € D(U), ¢ > 0 a V je omezena oteviend mnozina takova, ze
sptopcVcVcl.

Podle (2.5.2) existuje zdola omezena posloupnost (u,) superharmonickych funkei tfidy
C*® na V takova, Ze u,, /*unaV pron — co. Z (2.6.1) a (2.2.6 (e)) dostavame

/ U Ap d\ = /goAun d\ <0.
%
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Z Lebesgueovy véty plyne
/ uApd\ <0.
U

Definujme nyni

Ap) = —/UuAg) dA, e € D).

Necht W je omezend oteviend mnozina, W C U. Tvrdime, Ze existuje c € R tak, ze
|A(p)] < ¢||¢ll, kdykoli ¢ € D(U), spt ¢ C W. Zvolime funkciy € D(U),0 <y <1,v=1
na W. Pak na U plati

~[lelly < @ < lelly

pro kazdou funkci ¢ € D(U), spt ¢ C W. Protoze funkciondl A je nezaporny, plati

—JlellA(y) < A(e) < ||e]|A(y)

a staci tedy polozit ¢ = A(7).

Lze tedy na zakladé (2.6.4) rozsitit A z D(U) na nezaporny linearni funkcional na
Cc(U), ktery opét oznacime A. Podle Rieszovy véty o reprezentaci existuje Radonova
mira g na U takova, ze

A(SO):/@du, ¢ € Cc(U).

Odtud
[wsenr=[odn e,
U

neboli A(—u) = u. Vime jiz, Ze mira p je urcena jednoznacné. O

2.6.6. Vé&ta. Necht U C R™ je oteviend mnoZina, u € S(U), p je Radonova mira na U
a N(—u) = p. Potom ke kaZdé omezené oteviené mnoziné V, pro niZ V . C U, existuje
harmonickd funkce b na V takovd, Ze na V plati

u=N(uly)+ .

Diikaz. Necht ¢ € D(V). Potom
/qudhz—/wduz—/sod(Mv)-

/N(ulv)AwdAZ —/sod(u|v)-
Pro funkci v = u — N(uly) € LY(V) plati tudiz

Podle (2.6.3) je

/vAgod)\ =0,

kdykoli ¢ € D(V'), neboli Av =0 na V. Nyni tvrzeni plyne z (2.6.2) a (2.2.11) O

2.6.7. Vé&ta. Necht U C R™ je oteviend mnozina, a € U a u € H(U \ {a}). Jestlize

g @)
e No(a)

> —00,
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potom ezistuje ¢ € R a funkce h € H(U) tak, Ze w = cNy + h na U\ {a}. Jestlize

lim inf u(z)
rz—a,r#a [N, (:I,‘)

>0

(specidlné, kdyZ u > 0 na U \ {a}), pak ¢ > 0.

Diikaz. Zvolme d < 0, pro néz

(@)
I NG

a definujme
v—{ —dN, +u na U\ {a},

00 na {a}.

Protoze

Jimit o) = Jiit Nto) (705 ) ==
je v zdola polospojitd na U a pomoci (2.2.5) se snadno ovéii, ze v € S(U). Podle (2.6.5)
existuje Radonova mira u na U tak, ze A(—v) = p a ptitom p =0 na U \ {a}, nebot v
je na U\ {a} harmonicka. Existuje tudiz & > 0 tak, ze u = ke, (¢, zna¢i Diracovu miru
soustfedénou v bodé a). Pro funkci v — kN, € L], .(U) je A(v — kN,) =0na U az (2.6.2)

a 7z definice funkce v plyne, Ze existuje h € H(U) tak, ze v = kN, + h vSude na U. Pro
c=d+k plati u = ¢N, + h na U \ {a}. Z podminky

. oou(@)
it @)

>0

plyne ovsem ¢ > 0. O

2.6.8. Korolar. Necht U C R™ je oteviend mnoZina, a € U a u € H(U \ {a}) je ome-
zend. Potom existuje h € H(U) tak, Ze w =h na U \ {a}.

2.7 Superharmonické funkce na R™

2.7.1. Véta. Necht u € S(R?) je zdola omezend. Potom je u konstantni.

Diikaz. Muzeme predpokladat, ze u > 0. Podle (2.1.1) existuje z € B;(0), pro néz u(z) =
infu(B,(0)). Pro R > 1 definujme

log R — log |z| —

hgr:x+— u(z) g R , z € Bg(0) \ B1(0).

Protoze hp < u na Sg(0) U S;(0) a hg je harmonickd na Bg(0) \ B;(0), je podle (2.1.10)
u > hr na Bp(0)\ B;(0). Pro R — oo dostavame u > u(z) na R? \ B;(0). Funkce u na-
byvé tedy na R?* svého minima, podle (2.2.3) je tedy konstantni. O

2.7.2. Tvrzeni. Necht m > 2 a necht ;1 je Radonova mira v R™ takovd, Ze Ny € S(R™).
Potom

lim /Nudao,R =0.

R—o0
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Diikaz. Podle (2.3.5) je Nogr 0 pro R — oo. Podle (2.3.5) a (2.3.6) plati

/N001 du = ﬁ(u(Bl(O)) + /Rm\Bl(o) ||~ du(m)) < 00

/N,U/dO'O’R:/NO'O,Rd,U/.

Nyni plyne tvrzeni z Lebesgueovy véty. O

2.7.3. Lemma. Necht m >2 a u € ST(R™). Potom ezistuje

lim [ udogr=:c
R—o0 ’

a plati u > c.

Diikaz. Existence limity plyne z (2.2.9). Zvolme z € R™ a a € 10, 1[. Je-li R > |z|/«, plati
na Bg(0) podle (2.2.5) u > Hy r(u|s,(0)). Protoze pro y € Sg(0) je

R? — |x|? e

Rm72
o= yf" = T+

a u > 0, dostavame

11—«
u(x) > Hor(ulsy)(x) > Tt a)yt /UdUO,R-

Odtud pro R — oo plyne
l—-a
w#) 2 ¢ gy
a konec¢né pro a@ — 0+ dostaneme u(x) > c. O
2.7.4. V&ta. Necht m > 2 a u € ST(R™). Potom pro kaZdé a € R™ plati

lim [ wdo, g = infu(R™), lim [ wd), g = infu(R™).
R—o0 R—o0
Diikaz. Ozna¢me ¢ = inf u(R™). Necht nejprve a = 0. Ziejmé
lim [ uwdoyr > c

R—o0

z (2.7.3) plyne, Ze neplati ostra nerovnost. Necht € > 0 a o > 0 takové, ze

/udaO,R <c+e,

kdykoli R > p. Pro R > p dostavame podle (2.1.8)

/ud)\OR—m/ /udagaR mldo =
_m/g/R /udao ar) @™ doz—l—m/g/R /udao,w)am—lda <
o [ fudone) (4)" B0 (2)7) -
= (%) /udAO,g+(c+s)(1— (%>m>
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Odtud plyne z (2.2.9) nerovnost

lim [ udlor <c.
R—o0

Z (2.1.8) a (2.2.9) plyne nerovnost

1
/udAO,RZ m(/udagyR)/ o™ tda = /udao,R,
0

tudiz
lim [ udlor > c.
R—o0
Pro a € R™ uvazujme misto u funkci z — u(z — a), € R™. O

2.7.5. Lemma. Nechtm > 2, u € ST(R™), infu(R™) =0, a € R™ a = A(—u). Potom

lim R>™™u(Bg(a)) = 0.

R—o0

Diikaz. Zvolme funkcin € D(R™), pronizn > 0, n(By(0)) = {1}, sptn C B2(0) a polozme
¢ = sup |An|(R™). Pro R > 0 definujme

x
¢or() :n(a+ﬁ), r eR™.

Potom

W(Br(@) < / ordi=— / B dh < / ulApr] d\ <
Bsg(a)

< cR™? / wd\ = cR2(2R)™\(By (0)) - / wdasn.
Bzr(a)

Podle (2.2.9) a (2.7.4) je tudiz
R™u(Brla)) < ¢ 2"A\(Bi(0)) / wdhar =0

pro R — oo. O

2.7.6. Lemma. Necht m > 2, u € S(R™), a € R™. Potom je funkce

0+ /udaa,g

Diikaz. Zvolme R > 0. Podle (2.6.6) existuje funkce h € H(Bg(a)) a Radonova mira p v
R™ tak, Ze pro v = p|py(e) a v = Nv plati u = v + h na Bg(a). Protoze

spojitd na 10, 0o].

/ hdo,, = h(a)

pro vSechna ¢ € 10, R[, staci ovéfit spojitost funkce

Qi—>/1)d0a’g
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na |0, R[. Tato funkce je zdola polospojita (viz (1.5.1) a (2.1.5)) a tudiz zprava spojita na
10, R[, nebot je podle (2.2.9) nerostouci. Necht 0 < r < R. Pak z (2.3.5) plyne

No,, /*No,, pro o—r—,

tudiz
/NU,M, dl//‘/Naa,r dv.
Ovsem
/NU,M, dv = /Nydaa,g, 0€]0,R],
tedy

/vdaayg%/vdaw pro o—r—.

2.7.7. Lemma. Necht m >2, u € ST(R™), a € R™,

lim [ udo,pr=0 a p=NA—u).

R—00

Potom u(a) = Npu(a).

Diikaz. Pro kazdé R > 0 existuje podle (2.6.6) funkce hp € H(Bg(a)) tak, ze
u = N(p|Bra)) + hr-

Necht R > 0 a r € |0, R[. Potom

/Udaa,r = /N(,U/|BR(a)) daa,r + /hR daa,r = Naa,r du + hR(CL),
Br(a)

nebot hr € H(Bg(a)). Podle (2.3.5) je

p(r), z € B,(a),
No,,(z) =
p(lz — af), z € R™ \ B,(a);
pripomenme, ze p(t) = mtz—m, t > 0. Plati tedy

[ s = ate) = plr)(Ba) + [ bl —al) da).

\Br(a)

Protoze je funkce
0+ /udaa,g, 0 € 10, 00|
spojita, plati
[ #dour ~ bala) = p(R)u(Br(a).
Podle predpokladu je

udogr —+ 0 pro R — 0o,

podle (2.7.5) je p(R)u(Bg(a)) — 0 pro R — oo, tudiz hg(a) — 0 pro R — 0o. Z rovnosti
u(a) = N(p|pp@) + hr(a) nyni vyplyvé u(a) = Np(a). O
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2.7.8. Véta. Necht m > 2. Potom jsou nasledujici podminky ekvivalntni
(i) ue ST(R™) alimg o [udogr = 0;

(ii) u € ST(R™) a pro kaZdé a € R™ plati limp o [udo,p =0;

(
(
(iii) v € SHR™) a limp_oo [udAer = 0;
(
(

)
)
(iv) ue ST(R™) a pro kazdé a € R™ plati limp_,o0 [ wdAg g = 0;
(v) ue ST(R™) ainfu(R™) = 0;

)

(vi) ezistuje Radonova mira u v R™ takova, Ze

/ w(Br(0))r ™ dr < oo a u= Npu.
1

Diikaz. Podle (2.7.4) jsou podminky (i) — (v) ekvivalentni. Plati-li (vi), je podle (2.3.6)
u € ST(R™) a podle (2.7.2) plati

lim [ wdoyr =0,
R—o0

takze (vi)=(i).
Necht plati (i) a necht p = A(—u). Protoze plati (ii), je podle (2.7.7) u(a) = Nu(a)
pro kazdé a € R™. Specidlné je Ny € S(R™) a tudiz

/ (B (0))r ™ dr < oo
1
podle (2.3.6). Plati tedy (vi). O

2.7.9. Korolar. Necht m > 2, u € ST(R™). Potom ezistuje privé jedno ¢ > 0 a prdvé
jedna Radonova mira p v R™ tak, Ze w = Nu + c. Plati

c=lim [ udoypr a = A(—u).
R—o00

Diikaz. Plyne ihned z (2.7.8), (2.7.4) a (2.7.2). O
2.7.10. Tvrzeni. Necht u € S(R™). Potom existuje h € H(R™), pro niz h < u, pravé
kdyz

lim | udogp > —o0.
b
R—o0

Dikaz. Pror > 0 polozme h, = Hy,(u
plati h, < u|p, (o) a

s.(0)). Podle (2.3.3) je h, € H(B,(0)), podle (2.2.5)

hr(O) = /UdO'(),r.
Z (2.4.1) snadno plyne, ze h, < h, na B,(0), kdykoli 0 < < p. Pro x € R™ definujme
h(z) = inf{h,(z);r > |z|}.

Potom h < u.
Je-li h € H(R™), h < u, je

/U,dO'O,R Z /hdUO,R = h(O)

pro kazdé R > 0. O
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2.7.11. Korolar. Necht m > 2, u € S(R™) a necht existuje h € H(R™), h < u. Potom
existuje prave jedna Radonova mira v a prave jedno ¢ > 0 tak, Ze w = Ny + h + c. Pritom
h + ¢ je nejuétsi harmonickd minoranta funkce .

Dikaz. Protoze u — h € ST(R™), existuje podle (2.7.9) pravé jedna Radonova mira pu
v R™ a pravé jedno ¢ >0 tak, 7e u—h= Npu+ec. Jeli k€ H(R™), k < u, existuje
(opét podle (2.7.9)) Radonova mira v v R™ a d >0 tak, ze u —k = Nv + d. Potom
Nu,Nve S(R"), k+ Nv+d=h+ Nu+ c. Protoze Af =0 pro kazdou f € H(R™),
je A(Nv) = A(Npu), tedy podle (2.6.3) je v = p, tudiz k+d = h + c. Jelikoz d > 0, je
k<k+d=h+ec. O

2.8 Princip spojitosti

2.8.1. Lemma. Necht pi je Radonova mira v R™ takovd, Ze Nyu € S(R™) (v pripadé
m = 2 navic predpoklddame, Ze spt (1) je kompaktni). Necht F C R™ a z € F. Pro kaZdé
r >0 oznacme [, = lipy- Potom jsou nasledugici podminky ekvivalentni:

(i) Nu(z) < oo alimyy, yer Nu(r) = Nu(z);

(H) hmT%U+(hm SUPg sz, zeF |N:U’T (ZU)D = 0.

Diikaz. Vsimnéme si, ze Nu(z) < oo, pravé kdyz existuje r > 0, pro néz Nu,(z) < oo.
Necht Nu(z) < oo. Potom lim, o4 Np(2) = 0 a limg,, N(u — p,)(x) = N(p — pr)(2).
Diikaz nyni snadno plyne z rovnosti

Nu(x) = Np(z) = Npe () = N(p = pp)(2) — N(p— ) (2) — Npo(2)
O

2.8.2. Véta. Necht p je Radonova mira v R™, jejiz nosic K je v pripadé m = 2 kom-
paktni, a necht z € K. Jestlize
lim  Npu(x) = Nu(2),

=2, c€EK

potom
lim Nu(z) = Npu(z).

T—2z
Diikaz. Muzeme predpokladat, ze Nu(z) < oo. Pro kazdé z € R™ zvolme 7(z) € K
tak, aby |r — 7(x)| < |z — y|, kdykoli y € K. Potom pro y € K plati |y — n(z)| <
ly — x|+ |z — m(2)] < 2|y — =, tudiz

N(n(z),y) > N(x,y) — (1/27)log2 v pFipadé m = 2,
N(r(z),y) > 2> "N(z,y) v piipadé m > 2.

Ziejmé |7 (z)—z| < |7(x)—z|+|r—2| < 2|r—2|. Odtud dostavame, s vyuzitim dokdzanych
nerovnosti, pro r, 0 > 0

sup Ny, (By(2)) < sup N, (K N Byy(2)) + (1/2m) log2 - u(K N Bp(z)) pokud m = 2,
sup N, (B,(2)) < 2™ ?sup Ny, (K N Byy(2)) pokud m > 2.

(Stejné jako v dikazu (2.8.1) je u, = p m.) Tvrzeni véty plyne nyni okamzité z (2.8.1).

O

47



2.8.3. Vé&ta. Necht i je Radonova mira v R™ (v pripadé m = 2 s kompaktnim nosicem,)
a necht Nu < oo p-skoro vsude. Potom existuji Radonovy miry p,, n € N, jejichZ nosice
jsou po dvou disjunktni kompakini podmnoziny nosice miry u, potencialy N p,, jsou spojité
vR™ a Npp=>" Np,.

Diikaz. Pisme u = Np a K = spt (u). Protoze uli je p-skoro vsude koneéna zdola polo-
spojita funkce na K, podle Luzinovy véty existuji po dvou disjunktni kompaktni mnoziny
K, C K takové, ze (K \ U~ K,) = 0 a u|g, je spojitda funkce pro kazdé n € N.
Polozme p, = pi|k,, un = Npy,. Ziejmé u = > >° | u,. Zvolme j € N. Funkce (uj)|x;
a (ZneN\{j} un)|k; jsou zdola polospojité a jejich soucet, tedy funkce u|g,, je v kazdém
bodé z K; spojita. Proto je funkce (u;)|x; spojitd v kazdém bodé z K. Podle (2.8.2) je
funkce u; spojitd v R™. O
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