Kapitola 3

Klasicka a zobecnéna Dirichletova
uloha

3.1 Priklady iregularnich mnozin

Necht U C R™ je omezend oteviend mnozina a f € C(OU). Pfipomenme (viz (1.3.4)),
ze klasicka Dirichletova tloha pro okrajovou podminku f spoc¢iva v nalezeni harmonické
funkce h na U, pro niz plati rovnost
(%) lim h(x) = f(2), z € oU.

T—2
(Podle (1.2.1) takové harmonické rozsiieni funkce f existuje nejvyse jedno.) Rikame, 7e
mnozina U je reguldarni, pokud klasickd Dirichletova tloha méa teSeni pro kazdou spoji-

tou okrajovou podminku. Omezend oteviend mnozina, kterd neni regularni, se nazyva
irequldrni. Podle (1.3.3) je kazdé koule regularni mnozina.

3.1.1. P¥iklad. Necht U = B;(0) \ {0} a ¢ € R. Potom je U iregularni oblast. Polozme
f =0 na S;(0), f(0) =c. Potom je f € C(OU). Predpokladejme, ze existuje h € H(U),
pro niz plati (x). Potom je |h| < |¢| podle (1.2.1) a podle (2.2.7) (aplikuje se na u = h,
u=—ha M =/{0}) je h=0. Pro ¢ # 0 tedy (x) neplati pro z = 0.

3.1.2. Priklad. Necht 2, € B1(0) \ {0}, n € N anecht z, — 0. Sestrojme takovou funkci
v € 8T(By(0)), kterd je harmonickd na Bs(0) \ ({0} U {z,;n € N}) a pro niz v = co na
{zn;n € N} a v(0) < oo; srv. (2.2.6 (f)). Zvolme ¢ > v(0) a definujme

U = (B,(0)\ {0}) N {z € By(0);v < ¢},

Potom je U omezend oteviend mnozina a 0 je hrani¢ni bod U, ktery neni izolovanym
bodem OU. Polozme f = v na oU \ {0}, f(0) = c. Potom je f € C(OU). Pfedpokladejme,
ze existuje h € H(U), pro niz plati (x). Opét podle (2.2.7) plati h = v na U. Protoze v > ¢
na B;(0) \ U, je podle (2.2.10)

¢> 0= kv @) = gl ) = phte) =

Tento spor ukazuje, ze U je iregularni mnozina.
3.1.3. Priklad. Oznacme

I ={x=(r1,20,23) € R’;0 < 2y < 1,25 = 23 = 0}.
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Pro borelovskou mnozinu M C R® ozna¢me M* = {s € [0,1]; (5,0,0) € M} a definujme

,u(M):w-/M*tdt

(takze p ma linedrni hustotu vzhledem k linedrni mife na I). Polozme u = Npu. Potom
u(0) =1aue€ H(R\I). Prox = (21, 9,23) € R®\ I polozme

v(x):\/(1—x1)2+x§+x§—\/x%+x§+x§+

Ty + /2% + a3 + 23

—|—x110g‘1—x1+\/(1—x1)2+x%+x§

+ x1 log

)

w(x) =z, log(xs + 73).
Snadny vypocet ukazuje, Ze u = v —w na R\ I, a dale je lim,_,, u(z) = oo pro kazdé
zel, 2z ¢{0,1}. Pro b > 0 ozna¢me

E(b) = {($1,$2,$3) eR’; 21 >0, exp (—) = x% +x§}
I

Protoze lim,_,ov(z) =1, je

li =1+0b.
(**) :v—)O,I;IEIE(b) U(J;) +

Zvolme ¢ > 0 a ozna¢me
U= Bl(O) N {(1'171'271'3) € Rg;l'l >0,u<1 +C}

Potom je U oteviend omezenda mnozina a 0 je hrani¢ni bod, ktery neni izolovany. Na
OU N B1(0) jeu=1+ c. Definujme f = una dU \ {0} a f(0) =1 + ¢. Potom je f € C(0U).
Predpokladejme, Ze existuje h € H(U), pro niz plati (x). Pak h =wu na U (opét podle
(2.2.7)). Zvolme b € ]0,¢[. Podle (xx) existuje r > 0 tak, ze E(b)N B.(0) C U a tedy
z (%) plyne, 7e
1+b= lim wu(zr)=limh(x)=1+c,
z—0,z€E(b) z—0

coz neni mozné. Mnozina U je tudiz iregularni. PovSimnéme si, ze mnozina U je homeo-
morfni s By(0).

3.2 PWRB feseni zobecnéné Dirichletovy tulohy

Jak jsme vidéli v (3.1), klasickd Dirichletova tloha nemusi mit feSeni pro kazdou spojitou
okrajovou podminku. Zobecnénou Dirichletovou tlohou budeme rozumét zobrazeni, které
kazdé spojité okrajové podmince prifazuje harmonickou funkci a ma rozumné vlastnosti
vyjadiené v nasledujici definici.
Necht U C R™ je omezen4 oteviena mnozina. Rikame, Ze zobrazeni A : C(OU) — H(U)

je Keldysiv operdtor, jestlize

(i) A je linearn;

(ii) A je nezdporny (tj. Af >0, kdykoli f >0, f € C(9U));

(iii) jestlize pro f € C(OU) existuje feSeni hs klasické Dirichletovy tlohy, potom Af = hy.
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Nyni popiSeme metodu (pojmenovanou po O. Perronovi, N. Wienerovi a M. Brelotovi),
ktera vede k diikazu existence KeldySova operatoru. Otazkou jednoznacnosti KeldySova
operatoru se budeme zabyvat v odstavci (3.7).

V celé této kapitole budeme nadale predpokladat, ze U C R™ je neprazdna omezena
oblast.

Necht f : OU — R* je libovolna funkce. Rikdme, Ze funkce u : U — R* je horni funkce
k funkci f, jestlize u € H*(U) a pro kazdé z € oU plati

liminfu(x) > f(z) a liminfu(x) > —oco.
T—2 T—Z
Mnozinu viech hornich funkei k funkei f oznac¢ime U(f). Rekneme, 7e funkce v : U — R*
je dolni funkce k funkci f, jestlize —v € U(— f). Mnozinu vSech dolnich funkei k funkei f
oznacime L(f). Funkce

Hf =infU(f)  resp.  Hf =supL(f)

nazyvame horni (resp. dolni) feseni zobecnéné Dirichletovy tlohy. Podrobnéji mluvime o
Perron-Wiener-Brelotove reSeni zobecnéné Dirichletovy tlohy.

3.2.1. Tvrzeni. Je-li f:0U = R*, je Hf < Hf a kaZdd z funkci Hf, Hf je budto
tdenticky rovna oo, nebo identicky rovna —oo, nebo je harmonicka.

Diikaz. Necht u € U(f), v € L(f) aw =u — v. Potom je w € H*(U) a pro kazdé z € oU,
jak se snadno zjisti, plati
liminfw(x) > 0.

Tr—rz
Podle (2.2.4) je w > 0, takze u > v. Odtud ihned plyne nerovnost Hf < Hf. Protoze
U(f) a —L(f) jsou nasycené mnoziny, plyne zbytek tvrzeni z (2.4.3). O

Necht f: 90U — R*. Budeme fikat, Ze funkce f je resolutivni, jestlize H f, Hf jsou
harmonické funkce a Hf = H f. Mnozinu resolutivnich funkci ozna¢ime R(9U) a pro
f € R(OU) definujme Hf = H f. Pokud bude tfeba mnozinu U vyznacit, budeme psét

HUf-

Jestlize pro funkci f: 0U — R* existuje feseni klasické Dirichletovy tlohy, je nutné
f€C(OU) a plati ziejmé f € R(OU). Oznaceni Hf pro pripad U = B,(a) nekoliduje
s oznacenim zavedenym v (1.3). Pfirozené vzniké otézka, zda C(0U) C R(AU). Obecnéji
se mizeme ptat po charakterizaci mnoziny R(9U).

3.2.2. Lemma. Nechtv € C(U), vy € S(U). Potom je funkce f = v|ay resolutioni.

Diikaz. Z definice horniho feSeni plyne Hf <vnal. Odtud plyne, ze H f je dolni funkci
k okrajové podmince f, takze Hf < Hf. Protoze Hf < Hf, plati rovnost a f je ziejmé
resolutivni. O

3.2.3. Lemma. Necht f:0U — R*, g : 0U — R*. Potom plati
(a) je-li f < g, pak Hf < Hg;
(b) je-li A > 0, pak H(\f) = NHf;
(c) jestlize soucty f + g, Hf + Hg maji smysl, potom
H(f+g) < Hf + Hy.

Diikaz. Tvrzeni jsou bezprostiednim diisledkem definic. O
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3.2.4. Lemma. MnozZina redlngch resolutivnich funkci tvori vektorovy prostor uzavieny
vzhledem ke stejnomeérné konvergenci.

Diikaz. Necht f, g jsou realné resolutivni funkce. Potom podle (3.2.3 (c)) je
Hf+Hg=Hf+Hg< H(f+g)<H(f+9)< Hf+ Hg=Hf+Hg.

Odtud plyne, ze f + g je resolutivni.
Necht A € R. Je-li A = 0, je zfejmé A f resolutivni. Pro A > 0 to plati podle (3.2.3 (b)).
Je-li A < 0, plati

HO) = H(-f) = N H(~f) = ~[\ Hf = M/,
déale
H(A) = H(-\f) = ~H(Af) = —(I\Hf) = AH .

Vidime, ze funkce Af je resolutivni.
Necht k: 0U — R, € > 0 a |k — g| < . Je-li u horni funkce k funkci g, je u + € horni
funkce k funkci k, plati
Hk < Hg+ec=Hg+e.

Podobné se dokaze, ze
Hg—e=Hg—¢< Hk.

Plati tudiz Hk — Hk < 2¢, takze k je resolutivni funkce. O
3.2.5. Véta. KazZda spojitd funkce je resolutivni.

Dikaz. Oznacme

L= {(v1 = v)lov;v; € C(U), (vy)lv € SU), j € {1,2}},

Potom £ je linedrni prostor obsahujici konstantni funkce a oddélujici body mnoziny oU.
Necht f € L, v; € C(U), (vj)|ly € S(U), j € {1,2} a f = v; — vy na OU. Na U plati

|v1 — va| = sup(vy — vg, v9 — v1) = sup(vy + vy — 209, V1 + v — 207) =
= vy + Vg + sup(—2vy, —2v;1) = vy + v9 — inf (207, 2v9).
Odtud plyne, ze |f| € L. Podle svazové verze Stone-Weierstrassovy véty je L stejnomérné

husty podprostor prostoru C(9U). Z (3.2.2) a (3.2.4) plyne, ze kazda funkce z C(9U) je
resolutivni. m

3.2.6. Korolar. Zobrazeni f— Hf, f € C(OU), je Keldysiv operdtor.
Diikaz. Plyne snadno z (3.2.5) a (3.2.3). O

3.2.7. Véta. Necht U,, n € N, jsou oblasti takové, Ze U, C U, C Uy CU, n €N,
al )2, U,=U. Necht F € C(U), f = Flov a fn = Flou,, n € N. Potom pro kaZdé y € U
plati limy, oo Hy, fo(y) = Hf(y). Je-li navic F|y € S(U), potom pro kazdé y € U plati

Hy, fn(y) N\« Hf(y) pro n — .
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Diikaz. Pro presnost poznamenejme, ze posledni rovnost ovSsem znamena toto: je-liy € U,
pak existuje k € N takové, ze y € Uy a lim, o Hy, ., frn(y) = H f(y).

Nejprve predpokladejme, 7e navic plati F|y € S(U) a necht n € N. Pak F|y, je horni
funkce k funkci f,, tudiz Hy, f,, < F na U,. Zvolme horni funkci u k funkci f,,. Potom je
funkce

Y _{ min(u, F') na U,,
" F na U\ U,.
hyperharmonické a v, je ziejmé horni funkci k funkci f, tudiz Hy f < v,. Protoze v, < u
na U,, dostavame Hy f < Hy, f, < v, na U,. Podobné se dokaze pro k > n nerovnost
Hy, fr < Hy, fn. Definujme h = lim,,_,o, Hy, f- Pak h € H(U), h > Hf, h < v, < F na
U,, tudiz h < F. Vidime, ze h je dolni funkce k funkci f, takze h < H f. Dokazali jsme
rovnost h = H f.

Necht nyni F' € C(U) a e > 0. Existuji funkce G, K € C(U) takové, ze G|y € S(U),

K|y € S(U) a
G-K-e<F<G-K+e.

Pti ziejmém oznaceni plati Hg — Hk —e < Hf < Hg— Hk +¢c a
Hy,9n — Hy,kn — ¢ < Hy, fn < Hy, gn — Hy, kn + ¢,
takze podle prvni ¢asti dikazu je
Hf—25§Hg—Hk—sgligglfHUnfn§Hg—Hk+6§Hf—i—25,

Hf -2 <liminfHy, f, < Hf + 2.
n—0o0

Odtud jiz tvrzeni véty ihned plyne. O

3.3 Harmonicka mira a resolutivni funkce

Jestlize p je Radonova mira na lokalné kompaktnim prostoru X, f : X — R*, definujeme

/ fdp= inf{ /udu; u zdola polospojitad, u > f na X a u > 0 vné jistého kompaktu}.

[rau=— [ ~tan

V tomto odstavci bude opét U C R™ neprazdna omezend oblast.

Podle (3.2.6) je zobrazeni f— Hf, f € C(0U), Keldy$iuv operator. Zvolme z € U.
Pak je tudiz zobrazeni f — Hf(z), f € C(OU), nezaporny linearni funkciondl na C(oU)
a tedy podle Rieszovy véty o reprezentaci existuje pravé jedna Radonova mira p, na oU
takova, ze

Klademe

Hiw) = [ fdu.  fec@v).
Miru ji, (podrobn&ji pY) nazyvame harmonickd mira (piislusna oblasti U a bodu ).
3.3.1. P¥iklad. Necht U = B,(a). Pfipomenime, Ze pro z € U a y € U je

Pm:yHrm_QM
jz —y|™
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a pro f € C(0U) plati podle (1.3.3)

Hf(x):/f'Pwdo—a,r-

Proto gz = Py - 04,

3.3.2. Lemma. Necht { f,} je neklesajici posloupnost numerickych funkci na OU . JestlizZe
Hf > —o0, pak _ B
H(sup f,) = sup H f,.

Diikaz. Ziejmé H(sup f,) > sup H f,. Obracena nerovnost plati, pokud pro nékteré n € N
je H f, = oo. Lze tedy predpokladat, ze H f, € H(U) pro vSechna n € N.
Zvolme z € U a ¢ > 0. Pro n € N existuje u,, € U(f,) takova, ze

un (1) < Hfp(2) + 2%

Oznacme f = sup f,, a definujme
v =sup Hf, +Z(un — Hf,).
n=1

Potom v € H*(U) av > Hf, +u, — Hf, = u,. Pro z € OU tedy plati

. S Tim
hgn_glfv(x) > hgn_)znfun(x),

a posledni ¢islo je vétsi nebo rovno f,(z) a zaroven vétsi nez —oo, nebot u, € U(fy).
Odtud plyne, ze v € U(f), takze Hf < v. Dostavame

H () < vlw) < sup Hfal@) + > o

n=1
Odtud plyne nerovnost H (sup f,) < sup Hf,. O
3.3.3. Véta. Necht f : 0U — R*, x € U. Potom

a5 = [ fip w15 = [ fau.

Diikaz. Necht nejprve g je zdola polospojité funkce na U a pro g, € C(0U) plati g, 7~ g.
Podle (3.2.5) a (3.3.2) je

Hg(z) = sup Hgy(z) :SUP/Qn dpy = /gdux 2/ gd iy,

Necht f: 0U — R* a necht G je mnozina vSech zdola polospojitych funkci g na OU, pro
néz g > f. Potom

/*fduw = inf{/gdum;g € Q} =inf{ Hg(z);9 € G} > Hf(x).

Obréacena nerovnost je ziejma, pokud Hf(x) = co. Necht Hf(r) < oo, ¢ > Hf(z)
au € U(f) takové, ze u(x) < c. Pro z € U definujme

g(z) = liminfu(x).

T—2
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Potom g : U — | — 00, o0] je zdola polospojita a g > f, nebot u € U(f). Protoze g € G,
plati

[t < [ g = Hgw) < o),

nebot u € U(g). Dostavame
/ fdp, <c,

/ fdp, < Hf(x).

takze

O

3.3.4. Véta. Necht [ : 0U — R*, x € U. Potom f je resolutivni, prdvé kdyz f € L'(u,).
Je-li f resolutioni, plati

Hf(z)= /fdum-

Diikaz. Je-li f resolutivni, je Hf(x) = Hf(x) € R. Podle (3.3.3) je f p,—integrovatelnd
a

Hf(z)= /fdum-

Je-li f € L'(p1a), plati podle (3.3.3) rovnost H f(x) = H f(x) € R. Nezaporna harmonicka
funkce Hf — H f se tedy anuluje v bodé x, a tudiz v8ude na U podle (1.5.3). O

3.3.5. Véta. Nechl x,y € U. Potom ezistuje c € R tak, Ze

¢y < g < cpy.
Diikaz. Podle (1.7.2) (pro kompaktni mnozinu {z,y}) existuje ¢ € R tak, ze
¢ 'h(y) < h(z) < ch(y), h e HT(U).

Je-li A C OU borelovskd mnozina, je funkce f = 14 resolutivni a plati H f(z) = p,(A),
Hf(y) = py(A). Nyni aplikujeme predchozi nerovnosti na funkci h = H f. O

3.3.6. Korolar. Necht A C OU je borelovskd mnozina. Potom jsou nasledugict podminky
ekvivalentni:

(i) existuje v € U tak, Ze py(A) =0;
(ii) pro kazdé y € U je p,(A) =0.
Diikaz. Plyne okamzité z (3.3.5). O

Budeme ftikat, ze borelovskd mnozina A C U ma harmonickou miru nula, plati-li
nékterd z podminek z (3.3.6).

3.3.7. Véta. Necht A C OU je borelovskda mnozina. Potom A ma harmonickou miru nula,
pravé kdyz existuje u € ST(U) tak, Ze
lim u(z) = 0o

T—r2z

pro vSechna z € A.
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Diikaz. Necht A ma harmonickou miru nula. Potom H1, = 0. Volme y € U a pro kazdé
n € N volme u, € U(14) tak, aby u,(y) <2 ™. Potom je u,, > 0 aprou=> - u, plati

n=1

u € H*(U). Protoze u(y) < 1, je u € ST(U). Necht z € A. Potom pro k € N plati

k k k
lim infu(x) > lim inf E up () > E lim inf u, (z) > E La(z) = k.
Tz T2
n=1 n=1 n=1

T—2

Odtud lim,_,, u(z) = occ.

Necht v € ST(U) a lim,,, u(x) = oo, kdykoli z € A. Potom pro kazdé £ > 0 plati
e-u€U(ly), takze 0 < Hly < e-wu. Zvolme y € U tak, aby u(y) < co. Pak H14(y) =0,
neboli p,(A) =0. O

3.3.8. Korolar. Necht f: 0U — R* a necht borelovskd mnozina A C OU md harmonic-
kou miru nula. Jestlize v je zdola omezend hyperharmonickd funkce na U a

liminfo(z) > f(2), z€ U\ A,
T2
potom Hf <w.
Specialne: Je-li h € H(U) omezend a
lim h(z) =0, z€0U \ A,

T2

potom h = 0.

Diikaz. Necht u je funkce s vlastnostmi z (3.3.7) a € > 0. Potom pro kazdé » € OU plati
liminf, (v +eu)(z) > f(2), tudiz Hf < v+ eu. Podle (2.3.2) je u < oo A-skoro vSude
na U, tedy Hf < v A-skoro vSude. Podle (2.2.11) plati tato nerovnost vSude. O

3.4 Hraniéni chovani PWB-reSeni

Necht () £ U C R™ je omezené oblast, 2 € OU. Rikdme, Ze z je requldrni bod, jestlize pro
kazdou f € C(0U) plati H f(z) — f(z) pro x — z. (Jinak feceno: z je reguldrni, jestlize
fg = €, pro £ — z.) Mnozinu reguldrnich bodi oznacime 9,U a definujeme

O0irU = 0U \ 0,U.
Body z 0;,U se nazyvaji irequldarni. Z¥ejmé je U regularni, pravé kdyz oU = 0,U.

3.4.1. Véta. Necht z € OU a d:x — |x — z|, x € OU. Potom jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:

(i) z € 0,U;
(ii) je-li f: OU — R* shora omezend, potom

limsup H f(z) < limsup f(y);

T2 y—z
(iii) ezistuje h € H(U) tak, Ze h(x) — 0 prox — 2z a
liminfh(z) >0  pro kazdé 2’ € oU \ {z}.

T2
(iv) lim,,, Hd(z) = 0.
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Diikaz. Implikace (i)=(iv) a (ii)=(i) jsou zfejmé. Definujme v(z) = |z — z|, v € R™ a
dokazme implikaci (iv)=-(iii). Podle (2.2.6 (h)) je v € —S(R™). Proto na mnoziné U plati
v < Hd = Hd. Polozime-li h = Hd, plati h(xz) — 0 pro  — z podle predpokladu. Jestlize
2 € oU \ {z}, pak

liminf h(z) > liminfv(z) = |z — 2| > 0.

z— 2! x—2
Zbyva dokazat implikaci (iii)=(ii). Ozna¢me
m = sup f(0U), ¢ = limsup f(y)

Yy—z

a volme ¢ > 0. Existuje okoli V' bodu z tak, ze sup f(0U NV) < ¢+ ¢. ProtoZe je funkce

k:y — liminf h(z), y € oU,
Ty
zdola polospojitda na OU \ 'V, je ¢islo ¢ = inf k(OU \ V') kladné. Zvolme § > 0 tak, aby
platila nerovnost ¢ + £ + d¢ > m a definujme na U funkci u = ¢+ ¢ 4+ dh. Ukazme, 7e u
je horni funkce k funkci f. Je-li totiz y € OU NV, je

liminfu(z) =c+ e+ dk(y) > c+e > f(y),

T—Y

zatimco pro z € OU \ 'V je

liminfu(r) = c4+e+6k(y) > c+e+0g>m > f(y).
Ty
Ziejmé
liminfu(z) > —oco
Ty

pro kazdé y € OU. Protoze u je horni funkce k funkci f, je Hf < u, takze

limsup H f(z) < limsupu(z) = ¢ +¢ + §limsuph(z) = c +&.
T—2 T—2 T—2
Odtud plyne, ze B
limsup H f(z) < limsup f(y).

T2z y—z

O

3.4.2. Korolar. Necht z € 0,U a f:0U — R* je omezend resolutivni funkce spojita
v bodé z. Potom

lim H f(z) = f(z).

T2

Diikaz. Plyne ihned z (3.4.1 (ii)). O

3.4.3. Korolar. Necht z € OU a necht existuje a € R™ ar > 0 tak, 7e U N B,(a) = {z}.
Potom z € 0,U.

Diikaz. Pro x € U definujme h(x) = N(a, z) — N(x,a). Potom h € H(U), h(x) — 0 pro
x— z,aproz € 0U \ {z}

liminf h(z) = lim h(z) = N(a,z) — N(z',a) > 0.

r—2' T—2'

Podle (3.4.1 (iii)) je z € 0,U. O
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3.4.4. Véta. Necht z € OU. Potom jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(i) z € 0,U;

(ii) emistuje oteviend mnozina V' obsahujici bod z a kladnd funkce u € S(U N'V') takovd,
Ze u(x) — 0 pro x — z.

Diikaz. Implikace (i)=(ii) je disledkem (3.4.1). Necht plati (ii). Lze predpokladat, ze
V =B.(2), U\V #0 a u je na UNV omezenad (jinak bychom vzali napt. min(1,u)).
Jestlize d ma stejny vyznam jako v (3.4.1), sta¢i podle (3.4.1) dokézat, ze Hd(x) — 0 pro
T =z

Ozna¢me m = sup d(0U) a zvolme 0 < p < r. Kdyby S,(z) " U = 0, pak by mnozina
B,(z) NU # 0 byla oteviend i uzaviena v U. ProtoZze U je oblast, platilo by

U= B,(2)NU C B,(2),

coz neni mozné. Proto S,(z) N U # 0, kdykoli 0 < o < r.

Uvazujme nyni 0 < ¢ < r a zvolme C' C S,(2) N U kompaktni tak, aby o,,(C) > 0 a
pro T = (S,(2) NU) \ C platilo o, ,(T) < Z. Polozme ¢ = infu(C), g(y) = mlr(y) pro
y € B,(z) a k necht je Poissoniv integral funkce ¢ na B,(z). Potom ¢ > 0 a

k(z) = /gdaz,g =mo,,(T) < o.

Necht s je dolni funkce k funkci d. Protoze d < m, je m € U(d), takze s < m na U.
Polozme W = B,(2) N U a pro x € W definujme

t(z) = s(z) — 0 — %u(x) ~ k(2).

Potom lezi t v —S(W); ukazeme déle, ze t < 0. Pak se dikaz dokonéi takto: jelikoz
s<o+ (m/qu+knaW,je Hd < o+ (m/o)u+ k na W, tudiz

limsup Hd(z) < o+ k(z) < 20.
T—2
Protoze tato nerovnost plati pro vSechna ¢ €]0,7[, je Hd(z) — 0 pro z — z.
Zbyva dokazat, ze t < 0. Podle principu maxima pro subharmonické funkce staci uka-
zat, ze
limsupt(y) < 0, kdykoli y € W = (U N B,(z)) U (S,(z) N U).

T—Y

Jestlize y € OU N B,(z), plati

limsups(z) <d(y) = |y — 2| < o,

T—Y

takze
limsupt(x) < limsups(z) — 0 <0,

nebot u, k jsou nezaporné funkce na W.
Necht y € S,(2) NU a ¢ = limsup,_,, t(x). Podle (3.4.1) (kterou aplikujeme na B,(z),
jejiz vSechny hrani¢ni body jsou regularni) je

liminf k(z) > liminf g(p).

T—Y p—Y
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Proto

m
¢ < limsup s(z) — 0o — — liminf u(z) — liminfk(x) <
_:v—)y,:vEV% ( ) e q z—yyew ( ) Ty ( )_

m
< _p— 2 — liminf ¢(p).
<s(y)—o . u(y) im in 9(p)

Jestlize y € T, je liminf,_,, g(p) = m, takze
e < s(y) —m—o—"Tuly) <0,
q
nebot s <m a u(y) > 0. Jestlize y € C, je g(y) = 0, takze liminf, ,, g(p) = 0. Plati tudiz
m

CSS(?J)_Q—EU(Q)Ss(y)_g—%infu(c):S(Q)_Q—mé—QSO,

nebot s(y) < m. Tim je dokdzano, ze ¢ < 0. O

3.4.5. Korolar. Necht Uy, U, jsou omezené oblasti, z € OU; N AU, a necht existuje V
oteviend mnozina takovd, Ze z € V a Uy NV C UsNV. Je-li z € 0,Us, je z € 0,Uj.

Diikaz. Plyne z (3.4.4). O
Zavedeme toto oznaceni. Pro ¢ > 0 oznac¢ime
m—1 1/2
T(c) = {x = (21, ...y Tpy) € R™; ( x?) < cxm} :
7j=1

(Geometricky T'(c) je kuzel s vrcholem v poc¢atku a osou rovnobéznou s osou z,.)

3.4.6. Lemma. Necht ¢ > 0,7 >0 a U = B,(0) \ T(c). Necht ddle d(z) = |z|, z € OU a
h = Hd. Potom h >0 na U a h(z) = 0 pro z — 0.

Diikaz. Polozme h = d na 0U. Je-li z € QU, |z| = r, potom z € 0,U podle (3.4.3). Odtud
snadno plyne, ze h > 0 na U podle (1.5.3).
Zvolme « € (0,1). Polozme

Uy, =aU = {az;z € U}.

Oznac¢me m = sup h(0U, N S,,-(0)). Podle (3.4.3) je OU N S,,.(0) C 0,U, takze m > ar.
Kdyby m = r, podle (1.5.3) by h byla konstantni. Plat{ tedy r >m>ar. Proxz € U, \ {0}

definujme
u(z) = rh(x) —mh(z/a).

Potom u|y, je omezena harmonicka funkce a u je spojita v kazdém bodé z € 9U, \ {0}.
Je-li z € U, |z| = ar, pak h(z) <m, h(z/a)=r, takie u(z) <rm —mr =0. Je-li
z € dU,, 0 < |z| < ar, pak h(z) = |2|, h(z/a) = |z|/a, takze

Podle (2.2.7) je u < 0 na U, \ {0}. Odtud

rlimsup h(z) < mlimsup h(z/a) = mlimsup h(zx).
z—0,z#£0 z—0,x7#0 r—0,x7#0

Odtud lim sup,_,o ,ep A(x) = 0, nebot r > m. O
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3.4.7. Véta. Necht z € OU. Jestlize existuje ¢ > 0, r > 0 a takové izometricke zobrazeni
o :R" - R", Ze p(0) =2 a

p(T(c)N B (0))NT = {z},
potom z € 0,.U.

Diikaz. Plyne z (3.4.6) a (3.4.4). O

3.4.8. Véta. Necht () # U C R? je oblast, z € OU, S nedegenerovand usecka s koncovym
bodem z a necht UNS = (. Potom z € 0,U.

Diikaz. Bez jmy na obecnosti lze predpokladat, ze
U=Bi(0)\{(z,0;0<z<a}, a>0

a uvazovat mnozinu U jako podmnozinu C. Necht f : U — C je holomorfni funkce, pro niz
exp f(z) = z, z € U (jednoznac¢na vétev logaritmu). Protoze |z| < 1 proz € U, je f(z) # 0,
takze

h(z) = — Re (ﬁ) cev,

je harmonickd na U. Necht u, v jsou realné funkce na U, pro néz f(z) = u(z) +iv(z),
z € U. Potom pro z € U plati

1> [z| = |exp f(2)] = expu(z),

takze u(z) < 0 a u(z) — —oo pro z — 0. Protoze

_ u(2)
h(z) = T 022 zeU,

je h > 0 na U, a protoze h(z) < —1/u(z), z € U, je h(z) — 0 pro z — 0. Podle (3.4.4) je
0€0.U. O

3.5 Greenova funkce
Necht U C R™ je omezena oblast. Pro x € U definujeme na U funkci
Gz = Ny — H(N,)|ov-

(Pfipomenme, 7ze funkce N, : y — N(z,y), y € R™, byla zavedena za (1.9.1).) Funkce G,
se nazyva Greenova funkce mnoziny U s pdlem v bodé z. Ziejmé G, € S(U), G,(x) = 0o
a Gy > 0 na U. Déle pro z € oU plati lim,_,, G,(y) = 0, pravé kdyz z € 0,U.

3.5.1. Véta. Funkce H(N,)|ov je nejvétsi subharmonickd minoranta funkce (Ny) .

Diikaz. Necht v € —S(U) a v < (Ng)jy. Protoze v je dolni funkce k (Ng)u, plati
H(Ny)|ov > v. O

3.5.2. Poznadmka. Pro specidlni ptipad U = B,(0) a pro x € U je v (1.9.6) uvedeno
explicitni vyjadieni funkce G; viz té7 (1.9.9).

3.5.3. Véta. Pro z,y € U plati rovnost G,(y) = Gy(z).
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Diikaz. Vzhledem k symetrii bodt = a y staci dokazat, ze H((Ny)ov)(x) < H((Na)jo0(y)-
Pro kazdé w € U je ziejmé H((Ny)|ov)(x) < Ny(x) = N, (w), takze funkce

w = H((Nw)|ov)(x)
je harmonicka minoranta funkce (N,). Proto H((Ny)jav)(x) < H((Nz)jov (y). O

Funkce G : U x U — (0, 00) definovana rovnosti G(z,y) = G.(y), (x,y) € U x U, se
nazyva Greenovo jadro mnoziny U.

Vime, ze pro kazdé y € U plati H((N,)jov)(y) = H((Ny)ov(x) = [ Nydpy = Npg(y).
Prava strana rovnosti G, = N, — Ny, proto umoznuje funkci G, pfirozenym zpiso-
bem rozsifit na funkci definovanou na R™. Snadno je vidét, ze potom je G, = 0 na
R™ \U Skute¢néd, je-li y € R™ \ U, je funkce N, harmonickd na okoli mnoziny U, tudi
Nuy(y) = [ Nydp, = Ny(x) = Ny(y), neboli G,(y) = 0. Funkce G, je ovSem subharmo-
nlcka na R™\ {z}, tedy shora polospojita. Plati proto G,(z) = limsup,_,, G+ (y) pro kazdé
z € 0U. Nasledujici véta je dulezitym upresnénim této rovnosti.

3.5.4. Véta. Necht z € OU. Potom G.(z) = limsup,_,, ,cp Go(y).

Diikaz. Ziejmé Gy(z) = limsup, ,, G,(y) > limsup,_,, .y G(y). Necht g je funkce rovna
G, na U a rovna nule na R™ \ U. Dokazeme, 7e pro 0 < r < |z — z| plati rovnost

(%) /GI A, = /gd)\z,r,

Diikaz se pak dokon¢i takto: podle (2.2.9) plati

Gz(z) = lim [ Gyd)\,,= lim [ gd\,, <
’ r—0+ ’

r—0-+

< lim supg (U N B,(z)) = limsup g(y) = limsup G,(y).
r—0+ y—2,y€U y—z,y€U

Dokazme nyni rovnost (x). Ozna¢me v restrikci Lebesgueovy miry na 0U. Staci ukéazat,
ze Gy = 0 v-skoro vSude. Podle (2.2.6(g)) je potencidl Nv spojity v R™ a (Nv)y € H(U).

Proto plati
/Gxdu = Nv(x) /N,ude—Nl/ /NVd/Lx—

= Nv(x) = H(Nv)jv)(z) =
Tudiz v({z € OU ; G,(z) > 0}) = 0. O

3.5.5. Véta. Necht i je Radonova mira, pro niZ spt(p) C U a z € 0,U. Potom plati
lim,_,, f Gydpu=0.

Diikaz. Oznaéme K = spt(yu), zvolme oblast V' takovou, 7e K C V C V C U a zvolme
w € K. Z¥ejmé {(G,)|v; x € U\ V} C HT(V), takze podle (1.7.2) existuje ¢ > 0 takové,
ze Gp(y) < ¢ Gy(w ), kdykoli x € U\V ay € K. Jelikoz z € 9,U, plati lim,_,, G, (x) = 0,
tudiz lim,_,, sup{G.(y); y € K} = 0. Odtud ihned vyplyva rovnost lim,_,, [ G, dp = 0.

U
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3.6 DMnozina 1regularnich bodu

V tomto odstavci je opét U omezena oblast v R™.

3.6.1. Véta. Mnozina 0;.U je typu K,, tj. existuji kompaktni mnoziny K, takové, Ze
iU =7 | K,y

Diikaz. Zvolme x € U. Z definice regularniho bodu, z (3.4.4) a (3.5.4) plyne, zZe
0,U ={2€0U; G,(2) =0}.

Polozme K, = {z € 9U; G(z) > 1/n}. Potom 0;,U = |J,~, K,, a K,, jsou kompaktni,
nebot K, je omezend a uzaviend. (Pfipomenme, Ze G, je subharmonickd, tudiz shora
polospojitd na R™ \ {z}.) O

Ukézeme, ze mnozina ireguldrnich bodi oblasti U je v jistém potencidlné-teoretickém
smyslu zanedbatelna. Kvantitativni vyjadieni tohoto faktu je zalozeno na pojmu kapacity.

Necht K C R™ je kompaktni mnozina. Ozna¢me M (K) mnozinu vSech Radonovych
mér v R™, pro néz spt(u) C K.

Definujme

cap(K) = sup {u(K); p € M(K), Np < 1}.
Cislo cap(K) se nazyva kapacita mnoziny K. Pro M C R™ poloZme

cap(M) = sup {cap(K); K C M kompaktni} .
Cislo cap(M) se pak nazyva vnitini kapacita mnoziny M.

3.6.2. Véta. Necht K C R™ je kompaktni mnozina o cap(K) > 0. Potom existuje nenu-
lova mira v € M(K) takovd, Ze potencidal Nv je spojity.

Diikaz. 7 definice kapacity vyplyva existence nenulové miry p € M(K) takové, ze po-
tencial Np je shora omezeny. Existence miry v s pozadovanymi vlastnostmi nyni vyplyva
ihned z (2.8.3). O

3.6.3. Véta. Pro mnozinu ireguldrnich bodi oblasti U plati cap(0;U) = 0.

Diikaz. Zvolme z € U a oznatme opét K, = {z € 0U; G,(z) > 1/n}, n € N. Protoze
0irU = U7~ | K, stali dokézat, ze cap(K,) = 0 pro kazdé n € N. Pro kazdou kompaktni
mnozinu K C 0;,.,.U totiz existuje, jak se snadno nahlédne, n € N, pro které K C K,,.

Predpokladejme, 7e existuje n € N takové, ze cap(K,) > 0; odvodime spor. Z (3.6.2)
plyne existence miry v € M(K,) takové, ze v(R™) = 1 a potencial Nv je spojity. Potom
ovSem na U plati rovnost H((Nv)|sy) = Nv, tudiz

1/n < /Gmdl/ = /(Nm — Np,)dv = Nv(x) — /Nl/dum =
— Nuw) — H((Nv)|w) () = Nv(z) = Nu(z) = 0
COZ je Spor. 0
3.6.4. Lemma. Necht i je Radonova mira s kompaktnim nosicem K. Potom

sup Nu(R™) < sup Nu(K) + (1/27)log2 - u(K), pokud m =2 a

sup Np(R™) < 2™ 2sup Nu(K), pokud m > 2.
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Diikaz. Ziejmé lze predpokladat, ze K # (). Pro kazdé x € R™ zvolme, podobné jako
v (2.8.1), m(x) € K takové, Ze |x — w(x)| < |z — yl|, kdykoli y € K. Potom pro kazdé
y € K plati |y — 7(x)| < 2|y — o|, tudiz

N (7(z),y) > N(z,y) — (1/27)log 2 v piipadé m = 2,
N (m(z),y) > 22" N(z,y) v piipadé m > 2.

Odtud jiz tvrzeni snadno vyplyva. O

3.6.5. Lemma. Necht K C R™ je kompaktni mnozina takovd, Ze cap(K) = 0 a necht
e > 0. Potom existuje Radonova mira v takovd, Ze spt(v) N K =0, v(R™) <e a Nv > 1
na K.

Diikaz. Muzeme piedpokladat, ze K # (). Necht V' je oteviend koule se stiedem v pocatku
obsahujici mnozinu K. Zvolme kompaktni mnoziny K,, n € N, takové, ze K, je konecné
sjednoceni uzavienych kouli, K je ¢asti vnitirku mnoziny K,,, K, je obsazena ve vnitiku
mnoziny K,, K1 C V a ().~ K, = K. Z vyjadfeni Greenovy funkce G, mnoziny V'
s polem x uvedeného v (1.9.6) plyne existence a > 0 takového, ze pro kazdé = € K; na
K, plati nerovnosti

N, —a <G, <N, +a.

Necht pro n € N je U,, komponenta mnoziny V' \ K,,, pro kterou je 0V C 0U,. Potom je
U, oblast, 0U,, C 0V U 0K, a podle (3.4.3) je kazdy bod hranice oblasti U,, regularni.

Polozme f, =0 na 0V a f, = a+ 1 na 0U,. Oznac¢me h,, feSeni Dirichletovy tilohy na
U, piislusné okrajové podmince f,. Polozime-li s, = h, na U, a s, = a+ 1 na V \ U,,
dostavame spojitou funkei na V', proniz 0 < s, < a+1. Z (2.2.5) vyplyva, ze s, € S(V).
Polozme v, = —As,,. Z (2.6.5), (2.6.2) a (1.5.3) vyplyva, Ze v, je nenulova mira, pro niz
sptv, C 0K,, C K.

Necht g, je harmonickd mira prislusna oblasti V' a bodu =z, takze G, = Ny — N jiy.
Definujme funkce w,: v — [ G, dvy, go: ©+— [ Nugdv,, x € V. Protoze

gn(l'):/NVnd,U/xa reV,

je gn € H(V) atudiz Ag, = 0. Déle podle (2.6.3) plati Au,, = A(Nwv,)+Ag,, = —v,, neboli
A u, — s,) = 0. Podle (2.6.2) existuje funkce k,, € H(V) takova, ze rovnost u, — s, = ky,
plati A-skoro vSude na V. Superharmonické funkce s, +k, a u,, = Nv, — g, se tudiz podle
(2.2.11) rovnaji vSude na V. Protoze pro kazdé z € oV plati lim,_,, s,(z) = 0 a podle
(3.5.5) plati lim,_,, u,(z) =0, je k, =0 na V.

Jelikoz u, = s, a N, —a < G, < N, +a na Ky, kdykoli x € K, plati na K; nerovnost
|sn—Nvy| < a vy (Ky). Oznaéme a, = v,(K,) a definujme p, = v,/ a,. Jelikoz s, < a+1,
plati na K nerovnost

Nu, <a+ (a+1)/ay,.
Mizeme predpokladat, Ze posloupnost {u,} -, pravdépodobnostnich mér konverguje
slabé k mifFe p (jinak bychom presli k vybrané posloupnosti). Potom p € M(K) a
p(K)=1.Jeliec>0a N = min(N,, ¢), x € R™, potom pro kazdé = € K; plati
/ NOdy = lim [ N9 du, <liminf / N, dp, =
n—oo

n—o0

= liminf Ny, (z) <a+ (a+1) - liminf(1/a,).
n— 00 n—00
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Odtud dostavame nerovnost Ny < a+ (a+ 1) - liminf,,_,,(1/a,) na K;.
Kdyby liminf, ,,(1/a,) < oo, byl by potencidl Ny omezeny na K; a tedy podle
(3.6.4) v8ude v R™ a dostali bychom cap(K) > 0. Dokazali jsme, Ze lim,,_, a,, = 0.
Zvolme n € N tak, aby a, < min(e,1) a polozme v = v,. Pak spt(r) N K = ) a
v(R™) < e. Protoze na K plati s, =a+1a|s,—Nv,| < a-v,(K,) <a,je Nv= Ny, > 1
na K. U

Necht p je Radonova mira v R™. Budeme fikat, ze p je diskrétni, jestlize spt(u) je
konecnd mnozina. Pfipominame tento vysledek: Je-li 4 Radonova mira s kompaktnim
nosi¢em, potom existuji diskrétni miry s, takové, Ze spt(p,) C spt(p), pu,(R™) = p(R™)
pro kazdé n € N a miry u, konverguji slabé pro n — oo k mire pu.

3.6.6. Lemma. Nechtv je Radonova mira s kompaktnim nosicem, K C R™ je kompaktni
mnozina takovd, Ze K Nspt(v) =0 a necht § > 0. Potom existuje diskrétni mira x takovd,
Ze spt(k) C spt(v), K(R™) = v(R™) a na K je splnéna nerovnost Nk > Nv — 4.

Diikaz. Zvolme omezenou oblast V takovou, 7e K C V. C V C R™ \ spt(v). Zvolme
diskrétni miry k,, n € N, takové, Ze spt(k,) C spt(v) a k, konverguji pro n — oo
slabé k mife v. Protoze V Nspt (v) = 0, je {(N,); = € spt ()} stejné omezend mnoZina
harmonickych funkei a tudiz totéz plati pro mnozinu {(Nk,)v; n € N}. Pro kazdé z € X
ziejmé plati lim,,_, o Nk, (z) = Nv(zx). Z (1.8.4) vyplyva, ze Nk, konverguji pro n — oo
k Nv stejnomérné na K. Existuje tudiz n € N takové, ze Nk, > Nv — ¢ na K, takze
staCi polozit kK = K,,. O

3.6.7. Lemma. Necht K C R™ je neprazdna kompaktni mnozina a k je diskrétni mira.
Potom existuje diskrétni mira pu takovd, Ze spt(u) C K, p(R™) = k(R™) a na K je splnéna
nerovnost Ny > 22 "Nk — (1/27)log2 - u(R™).

Diikaz. Ozna¢me L = spt(x) a uvazujme x € L. Zvolme, podobné jako v (2.8.1), 7(z) € K
takové, ze
|z —7(2)| <[z —yl,

kdykoli y € K. Potom pro kazdé y € K plati |y — n(z)| < 2|y — z|. Odtud plyne, Ze pro
vsechna y € K je splnéna nerovnost

N (7 (x),y) > 2°""N(z,y) — (1/27) log 2.

Podle pfedpokladu existuji ¢isla a(x) > 0, v € L, takovd ze k = Y ., a(x) - g, (pfipo-
mefime, Ze &, je Diracova mira soustiedénd v bodé z). Definujme p = >> _ a(x) - exz).
Potom spt(p) C K a pu(R™) =3 ., a(x) = k(R™). Tvrzeni je nyni zfejmé. O

3.6.8. Vé&ta. Necht K C R™ je kompaktni mnozina a cap(K) = 0. Potom ezistuje Rado-
nova mira p tak, Ze spt(u) C K a pro kazdé z € K plati lim,_,, Nu(x) = oo = Npu(z).

Dikaz. Lze predpokladat, ze K # (. Podle (3.6.5) pro kazdé n € N existuje Radonova
mira v, takova, ze v,(R™) < 27", spt(v,)NK = () a Ny, > 1 na K. Podle (3.6.6) existuje
diskrétni mira r, takova, ze k,(R™) = 1,(R™) a na K je splnéna nerovnost Nk, > 1.
Oznacme V,, = {z € R™; Nk,(z) > 1}. Potom V], je oteviend mnoZina obsahujici K.
Uzitim (3.6.7) dostavame diskrétni miru p, takovou, ze spt(u,) C K, pu,(R™) = k,(R™)
a na K plati nerovnost

Ny > 22 "Nk, — (1/2m)log?2 - pi, (R™).

64



Definujme p = > ° | pin,. Potom p je Radonova mira, spt(p) C K. Pro kazdé r € N a
kazdé x € () _, V,, dostavame

Np(z) > 2273 Neg(x) — (1/2m)1og2- > i (R™) >

n=1

> 227"y — (1/27) log 2.
Pro kazdé z € K proto plati lim,_,, Nu(z) = oo = Nu(z). O

3.6.9. V&ta. Necht M C OU je borelovskd mnozina a cap(M) = 0. Potom md M har-
monickou miru 0. Specidlné: 0, U md harmonickou miru 0.

Diikaz. Necht K C M je kompaktni. Stac¢i dokazat, ze K méa harmonickou miru nula.
Zvolme z € U. Z (3.6.8) vime, ze existuje mira p € M(K) a ¢islo b > 0 takové, ze
Np+b>0naU apro kazdé z € K plati lim,_,, (Nu(x) 4+ b) = oo. Protoze pro kazdé
e>0je (e(Np+0b)|v € U(1k), je ziejmé p,(K) = Hlg(x) = 0. O

3.6.10. Véta. Ezistuje funkce k € H(U) takova, Ze pro vsechna z € 0, U plati
lim k(x) = oo.

T—2z

Diikaz. Zvolme y € U a pro n € N definujme stejné jako v (3.6.1) mnoZinu
K, ={z € 0U; Gy(z) > 1/n}.
Vime (srv. s (3.6.3)), ze K, je kompaktni mnozina a cap(K,) = 0. Podle (3.6.8) tudiz
existuje mira pu, € M(K,) takova, ze lim,_,, Nu,(x) = oo, kdykoli z € K,,. Zvolme ¢isla
an > 0a b, > 0 takovd, ze Ny, +b, > 0naU a >~ an(Np,(y)+b,) < co. Potom pro
funkei u = > a,(Npy, + by) ziejmé plati u € S(R™) a uly € HT(U). Je-li z € 0;,.U, pak
pro vhodné n € N plati z € K,,, a proto
liminf u(z) > liminfa, (Np,(x) + b,) = oo.
T—2

r—z, €U
Staci polozit k = uly. O

3.6.11. Véta. Necht M je borelovskd podmnozina OU. Potom jsou nasledugici podminky
ekvivalentni:

(i) M ma harmonickou miru nula;
(i) ezistuje funkce ko € H*(U) takovd, Ze pro kaZdé z € M plati lim,_,, ko(z) = oo.

Diikaz. Zvolme y € U. Z (3.3.7) dostavame, Ze podminka (ii) implikuje (i).

Necht M ma harmonickou miru 0. Potom pro kazdé n € N existuje oteviena mnozina
V,, tak, ze M C V,NOU a p,(V,NOU) < 27" Podle (1.8.3) pro funkci go = Y " Hly,nov
plati go € HT(U). Je-li z € M N 9,U, pak ziejmé z (3.4.1) plyne lim,_,, Hly, nor(z) = 1,
n € N, tudiz lim,_,, go(z) = oco. Necht k € HT(U) ma vlastnosti z (3.6.10). Potom m4
ziejmeé funkce kg = go + k pozadované vlastnosti. O

3.6.12. Vé&ta. Nechl funkce v € H*(U) je zdola omezend a necht limsup,_,, u(z) > 0,
kdykoli z € 0,U. Potom u > 0. Specidlneé: jestlize h € H(U) je omezend a pro kazdy bod
z € 0,U plati lim,_,, h(x) = 0, potom h = 0.

Diikaz. Plyne 7z (3.3.8) a (3.6.9). O
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3.6.13. Poznamka. Z (3.6.12) vyplyva, ze pro f € C(9U) je Hf jedind omezena har-
monickd funkce, kterd nabyva ,spravné hrani¢ni hodnoty“ v kazdém regularnim bodé.
Presnéji: Je-li h omezend harmonicka funkce na U a lim,_,, h(z) = f(z) pro kazdy bod
z € 0,U, potom h=Hf.

3.7 Keldysova véta

V tomto odstavci znamend U opét omezenou oblast v R™. Pripomenme, Ze podle (3.2.6)
je zobrazeni f — Hf, f € C(9U), Keldysiv operator. Tim se rozumi, ze je to linedrni
nezaporné zobrazeni A : C(OU) — H(U) takové, ze Af je feSeni klasické Dirichletovy
tilohy v piipadé, Ze pro f € C(OU) takové feSeni existuje.

Nasim cilem je dokazat, ze na U zadny jiny Keldysiv operator neexistuje. Ve skutec-
nosti dokdzeme dokonce jednoznac¢nost ve t¥idé obecnéjsich operatort; viz (3.7.5).

Ditkaz bude vyzadovat nékolik pomocnych tvrzeni. Diive, nez je uvedeme, bude pro
vyklad uzite¢né provést tuto motivacni avahu. Predpokladejme, ze bychom pro dany regu-
larn{ bod z mnoziny U uméli sestrojit funkci h € C(U) takovou, ze h|y € H(U), h(z) =0 a
h > 0na U\{z} (to by pak oviem byla ,velice kvalitni“ bariéra pro bod z; srv. se (3.4.1)).
Pak by dikaz jednozna¢nosti Keldysova operatoru byl opravdu snadny. Skutec¢né, necht
A je Keldysuv operétor a f € C(0U). Dokazujeme rovnost Af = H f. Zvolime z € 0,U a
uvazujeme ,velice kvalitni“ bariéru h pro bod z. Necht £ > 0 a V' je okoli bodu z takové,
ze |f — f(2)| < e na OU NV. Zfejmé existuje ¢ > 0 takové, ze chjgr\v > sup |f|(OU \ V).
Definujeme-li na OU funkci ¢ = f(z) 4+ ¢ + ch|sy, plati na OU nerovnost f < ¢ a pro
funkci g existuje Feseni klasické Dirichletovy tlohy, totiz funkce f(z) + ¢ + ch|y. Proto je
Af < Ag = f(2) + €+ ch|p. Odtud dostavame

limsup Af(z) < f(z) +e+0,

T—2

takze

limsup Af(x) < f(2).

T—2

Analogicky se odvodi nerovnost

f(z) <liminf Af(z).

Vidime, 7e Af je omezend harmonicka funkce, pro niz lim,_,, Af(z) = f(z), kdykoli
z € 0,U. Podle (3.6.13) dostavame Af = Hf.

,»Velmi kvalitni* bariéra s uvedenymi vlastnostmi existuje (viz. (3.7.8)), ptimy dikaz
existence je naroc¢ny. Ukdzeme, ze vySe uvedenou uvahu lze modifikovat a spokojit se
s ,méné kvalitni“ funkci h, kterd ma v bodé z € 0,.U pouze piiblizné hodnotu 0 a je
dostatecné velkd v bodech mnoziny OU nepftilis vzdalenych od bodu z.

3.7.1. Lemma. Necht V. a W jsou oteviené podmnoZiny R™, W C V, v € H*(V),
w € H*(W) a necht liminf, ,, w(z) > v(2), kdykoli z € OW NV. Definujme

| min(w,v) na W,
Tl na V\W.

Potom je u € H*(V).

66



Diikaz. Je-li z € V' \ OW, je ziejmé funkce u zdola polospojitd v bodé z a pro r > 0
takové, ze B,(z) C V \ oW, plati [udX,, < u(z).
Necht z € OW N V. Potom

R

Jimind (@) = min ( Jiminf w(@), liminf o)) 2 () = u(z),
lim inf = liminf > = .

) =, 1) 2 v =)

Tudiz funkce u je zdola polospojitd v bodé z. Je-li r > 0 takové, ze B,(z) C V, zfejmé
plati

/ud)\z,,« < /vd)\w <wu(z) = u(z).

Z (2.2.5) vyplyva, ze u € H* (V). O

3.7.2. Lemma. Necht V. C R™ je oteviend mnozina obsahujici U, v € S(V). Potom je
funkce v]ay resolutioni a

H(v|pry) = inf{s|y; s € H*(V), s> v na V\U}.

Diikaz. Oznac¢me f = v|gy. Podle (3.3.4) a (2.3.2) je funkce f resolutivni, nebot je zdola
polospojitd a inf f(OU) < H f < v|y. Necht w € U(f). Podle (3.7.1) je funkce

~J min(w,v) naU,
YTl na V\U,

hyperharmonické, tudiz na U jsou splnény nerovnosti

inf{s; se H*(V),s>vnaV\U} <u<w.
Odtud dostaneme nerovnost

inf{s|g; s € H(V),s >vna V\U} < Hf.
Je-li s € H*(V), s > v na U\ V, potom pro kazdy bod z € oU plati

liminf s(z) > liminfs(z) = s(z) > v(z) = f(z) > —oc.

r—z, €U Tz
Vidime, ze s|y € U(f), tudiz s|iy > H f. Nyni je ziejmé, Ze plati nerovnost

Hf <inf{s|y; s€ H*(V), s >vnaV\U}.

3.7.3. Lemma. Necht'V a W jsou oteviené podmnoziny R™, V je omezend a
UcCcWcWcV.

Necht v je spojitd superharmonickd funkce na V. a necht vy € H(V \ W). Potom
ezistuje neklesajici posloupnost {u, }°2, spojitych superharmonickych funkci na V- takova,
Zeun, <, (up)|lv € H(U), n €N, apro kazdé z € (V\U)UO,U platilim,_, u,(z) = v(z).
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Diikaz. Polozme v = inf{s; s € H*(V), s > v na V \ U}. Necht z € 9,U a e > 0.
Protoze u = v na V' \ U, je u|y\y spojitd funkce a podle (3.7.2) plati na U rovnost
u = H(u|apy). Jelikoz z € 0,U, vyplyva odtud existence r > 0 takového, 7e B,.(z) C V a
u > u(z) — € na B.(z). Proto u(z) = liminf,_,, u(z) > u(z) — €. Dokézali jsme, 7e u =u
na (V\U)UO,U. Podle (2.2.8) plati @ € S(V). Ziskali jsme tak funkci 7 € S(V') takovou,
ze uly € H(U), t=wvna (V\U)UU ailywe H(V\W).Z (2.6.6) a (2.6.2) snadno
plyne, Ze existuji Radonova mira p s kompaktnim nosi¢em obsazenym v mnoziné V a
funkce h € H(V) tak, ze u = Nu+h na V. Ztejmé spt(u) C V\U, nebot (Nu)|y € H(U).
Podle (2.8.3) existuji Radonovy miry u,, n € N, takové, Ze spt(u,) C spt(u), potencialy
Ny, jsou spojité a Ny = > Nu,.Protoze (Np)|y € H(U), je (Nuy)|lu € H(U) pro
kazdé r € N. Superharmonické funkce Ny, je totiz na U zaroven subharmonicka, nebot
Ny, = NIU’_ZnEN\{r} Ny, Polozime-li u, = > (Nuy,)|v+h, n € N, dostavame funkce
s pozadovanymi vlastnostmi. O

3.7.4. Véta. Necht z € 0,U,0 <a <1,b>1a K COU\{z} je kompaktni mnoZina.
Potom existuje nezapornd funkce g € C(U) takovd, Ze gly € H(U), g(z) =1, g < b na U
ag<anakK.

Diikaz. Mizeme predpokladat, Ze z = 0. Zvolme &sla 0 < r < o < R tak, aby U C B,(0)
a K N B,.(0) = (). Pfipomenime definici funkce p uvedenou za (1.9.1): p(0) = co a pro
t e R\ {0} je

1 1
—log n
pt)=9 % 1

w(m — 2) tm=2

v pripadé m = 2,

v pripadé m > 2.

Pro x € Bg(0) poloZzme

v(z) = min (a(p(|z]) — p(R))/(p(r) — p(R)), b).

Potom je v kladnd spojita superharmonicka funkce, ktera je harmonicka na Bg(0) \ B, (0),
v < ana Bg(0)\ B,(0) a v(0) =b. Podle (3.7.3) existuje neklesajici posloupnost {u,}2
spojitych superharmonickych funkci na Bgr(0) takova, ze u, < v, (u,)|v € H(U), n € N,
a pro kazdé y € (Br(0) \ U) U 0,U platf lim,_, u,(y) = v(y). Z Diniho véty vyplyv4, Ze
specialné konverguji funkce u,, k funkeci v stejnomérné na mnoziné S,(0) U {0}. Existuje
tudiz n € N tak, ze u, > 0 na S,(0) a u,(0) > 1. Podle (2.2.4) je u, > 0 na B,(0).
Definujme g = (1/u,(0))(u,)|z- Potom g € C(U), gl € H(U),g < bnaU, g < a na
U \ B,(0), coZ je mnoZina obsahujici K, a g(0) = 1. O

Zavedeme jesté pojem modifikujici definici KeldySova operatoru (nepozaduje se linea-
rita). Budeme fikat, Ze zobrazeni B : C(OU) — H(U) je K-operdtor na U, jestlize

(i) B je neklesajici (tj. Bf < Bg, kdykoli f,g € C(OU), f <g) a
(ii) jestlize pro f € C(OU) existuje FeSeni h s klasické Dirichletovy tlohy, potom Bf = hy.

Je ziejmé, ze pro kazdé f € C(OU) je Bf omezena harmonicka funkce a kazdy Keldysav
operator je K-operator.

3.7.5. Véta. Na U existuje prave jeden K-operdtor.
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Diikaz. Necht B je K-operator na U. Dokézeme, ze Bf = H f, kdykoli f € C(9U).

Necht tedy f € C(OU), z € 0,U, ¢ > 0 ac > sup|f — f(2)|(0U). Polozme a = ¢/c,
b= 1+¢/c, dale zvolme r > 0 tak, aby |f — f(2)| < € na B,(2) a ozna¢me M = 0U \ B, ().
Necht g je funkce s vlastnostmi z (3.7.4). Definujme h = ¢((1+¢2/c) —g). Potom h € C(U),
hly € H(U), h >0, h(z) =ec ana M plati h > ¢ > f — f(z). Protoze f < f(z) +¢&+ hlav,
plati podle vlastnosti (i) K-operatoru nerovnost Bf < B(f(z) + ¢ + hlsy) na U. Podle
vlastnosti (ii) je ovsem B(f(2) 4+ ¢+ hlav) = f(2) + € + hjy. Odtud

limsup Bf(z) < f(z) + ¢+ lim h(z) = f(z) + 2¢.

Tz Tz

Podobné se odvodi nerovnost

f(2) — 2¢e < liminf Bf(z).

T—Z
Proto pro kazdé z € 0,U plati lim,_,, Bf(x) = f(z). Podle (3.6.13) je Bf = Hf. O

Néasledujici véta ukazuje, ze feSeni zobecnéné Dirichletovy tlohy lze ziskat pomoci mo-
difikovanych systémi hornich funkei. (Samoziejmé také modifikovanych systémit dolnich
funkei.) P¥ipomenime jesté, ze R(U) = {h—k; h,k € HT(U)} je podle (2.4.6) dedekindov-
sky tplny vektorovy svaz. Pro zdola omezenou neprazdnou mnozinu F C R(U) znacime
A F infimum F v tomto svazu. Je ziejmé, ze kazda omezend harmonické funkce na U je
prvkem R(U).

Pro f € C(0U) definujme

Pf =inf{s|y; s € C(U), s|y € S(U), slav > f},

Lf = /\{h’|U; h € C(U)a h’|U € %(U)a h|3U > f}
3.7.6. Vé&ta. Pro kazdé f € C(OU) plati Pf = Lf.

Diikaz. Z¥ejmé jsou zobrazeni P a L neklesajici. Necht f € C(0U). Ziejmé Lf € H(U),
z (2.4.3) plyne, ze Pf € H(U). Pomoci (2.2.4) se nyni snadno nahlédne, 7e P a L jsou
K-operatory. Tvrzeni plyne z (3.7.5). O

3.7.7. Pozndmka. Pro f € C(0U) definujme

Gf = inf {h; h € H(U), liminf h(z) > f(z) pro viechna z € 8U} .
Tr—rz
Potom je G ziejmé neklesajici zobrazeni na C(0U), ovSem neni ziejmé, ze Gf € H(U).
Tudiz (3.7.5) nelze ptimo aplikovat. V (3.8.9) dokézeme (dokonce pro vSechny resolutivni
funkce), ze plati Gf = Hf.
S ohledem na definici operatoru L poznamenejme, 7e obecné neplati pro f € C(0U)
rovnost

Hf =inf{h|y; h € C(U), hly € H(U), hloy > f}.

Volme U = B;(0) \ {0}, f = 0 na S;(0) a f(0) = 1. Necht h € C(U), hly € H(U) a
hlov > f. Podle (2.6.8) je h|p, ) € H(B1(0)) a z (1.7.2) snadno plyne, Ze pro kazdé z € U
je

inf{h(x); h € C(U), hly € H(U), hlay > f} > 0.
Ovsem Hf =0na U.
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3.7.8. Vé&ta. Necht X je kompaktni Hausdorffiv topologicky prostor, z € X a necht {z}
je mnozina typu Ggs. Nechl F je uzavieny podprostor prostoru spojitych funkci na X
obsahugici konstanty a magici tuto vlastnost: existuje a € (0,1), takové, Ze pro kazdé b > 1
a pro kaZdou kompaktni mnozinu K C X \ {z} ezistuje f € F,0< f <b, f(2) =1a
flx < a. Potom ezistuje funkce g € F takovd, Ze g(z) =0 a g >0 na X \ {z}.

Diikaz. Necht {G,}22, je nerostouci posloupnost otevienych mnozin v X takova, ze
Go = X a () Gr ={z}. Zvolme libovolné posloupnost kladnych realnych ¢isel a;, as, . . .,
splitujici podminku >°°7 a, =1, a oznacme s,, = Zzo:nH aj. Polozme W_; = X a zvolme
c> 1.

Indukei budeme definovat mnoziny Wy, Wy, ..., ¢isla by, bo, ... a funkce fi, f5,... tak,
aby pro kazdé j € N platilo

n=1

1 j—1 je oteviend mnozina, W;_o D W;_y, z € W;_1 C Gj_y;

2) ;eF,0<f;<bj<ca fi(z) =

(1) w.
(2)
(3) pro kazdé z & W;_y je fi(z) < a;
(4) pro kazdé z € Wi_y je S, apfu(z) < 1 — s;a.

Definujme Wy = X. Zvolme b; € (1,¢| tak, aby a1b; + s;a < 1. Podle predpokladu
existuje funkce f; € F takova, ze 0 < f; < by a fi(z) = 1. Potom pro j = 1 plati (1), (2),
(3) a (4).

Predpokladejme, Ze n > 1 a Ze jsou jiz definovany mnoziny W;_;, ¢isla b; a funkce
f; spliwjici pro j = 1,...,n podminky (1) — (4). Zvolme b,4; € (1,c] tak, aby platilo
> ory @k + apgibyi1 + Spp1a < 1. Definujme

W,=G, N"NW,_1N {x € X,; Zakfk(x) + api1bp <1 — sn+1a}.
k=1

Potom zfejmé pro j = n + 1 plati podminka (1). Podle predpokladu existuje funkce
fo1 € F takova, ze 0 < foy1 < bpy, fay1(2) =1 a fopi|x\w, < a. Potom proj =n-+1
ziejmé platii (2), (3) a (4).

Definujme h = > 7  a,f,. Protoze 0 < f,, < ¢, n € N, fada konverguje stejnomérné
na X. Jelikoz F je uzavieny podprostor, je h € F. Ziejmé h > 0 a h(z) = 1. Protoze
Niey Gr = {z}, podle (1) plati {z} = (=, Wk. Uvazujeme z € X \ {z}. Pak existuje
n € N takové, ze x € W,,_; \ W,,. Podle (3) a (4) dostavame

n o o0
h(z) < Zakfk(a:) + Z ar fr(z) <1—spa+ Z ara = 1.
k=1 k=n+1 k=n+1
Funkce ¢ = 1 — h ma zfejmé pozadované vlastnosti. O

3.7.9. Véta. Necht z € 0,U. Potom existuje funkce h € C(U) takovd, Ze h|y € H(U),
h(z) =0 ah>0naU)\{z}.

Diikaz. Uzijeme (3.7.8) pro X = 0U a F = {ulsr; u € C(U), uly € H(U)}. Z (1.8.1)
plyne, ze F je uzavieny podprostor C(0U). Tvrzeni vyplyva z (3.7.4). (Nerovnost h > 0
na U je disledkem (1.5.3).) O
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3.8 Corneuv pristup k Dirichletové uloze

Necht U C R™ je omezena oblast, f : OU — R*, h a k jsou realné funkce a k& > 0.
Budeme rikat, ze funkce h konverguje k funkci f s kontrolou k, jestlize je splnéna tato

podminka: o
Pro kazdou mnozinu M C U a kazdy bod z € M N oU plati

(¥) Je-li limsup,_,, ,cp k(z) < 00, potom f(z) € R a lim, . sen h(z) = f(2).
(xx) Je-li limy,, zenr k(x) = 0o, potom limy ., yer h(x)/(1 + k(z)) = 0.

3.8.1. Véta. Necht f : 0U — R*, h a k jsou redlné funkce, k > 0. Potom jsou nasledujici
podminky ekvivalentni

(i) Funkce h konverguje k funkci f s kontrolou k.
(ii) Pro kazdy bod z € OU plati
(iix) Je-li liminf, ,, k(x) < oo, potom f(z) €R a

b~ 1) _
=z |+ k(x)

(iixx) Je-li lim,_,, k(z) = oo, potom lim,_,, h(z)/(1 + k(x)) = 0.
(iii) Pro kazdy bod z € OU a kazdé ¢ > 0 jsou splnény nerovnosti:

oo # limsup(h(z) —ek(z)) < f(2) < liminf(h(z) + ck(z)) # —o0.

T—2z T—2

Diikaz. Necht plati podminka (i). Potom (iix*) je podminka (xx) pro pf¥ipad M = U.
Necht z € OU a necht liminf, ,, k(z) < oo. Potom existuje n € N takové, ze z lezi
v uzavéru mnoziny k1((—oo,n)). Podle (x) je f(z) € R

Zvolme 0 > 0 a ozna¢me

M ={z € U; |(h(z) — f(2))/(1 + k(x))| > 0}.

Dokazeme sporem, 7e z ¢ M. Piedpokladejme, 7e 2 € M a necht ¢ = lim inf, ., zen k().
Jestlize ¢ = 00, pak z (xx) dostavame
lim (o)~ £(2)/(1+ K@) = 0;

to ovSem podle definice mnoziny M neni mozné. Jestlize ¢ < oo, pak z lezi v uzavéru
mnoziny N = M Nk ((—oo,c + 1)). Podle () je vSak lim,,, zen h(z) = f(z), tudiz
limgy . zen(h(z) — f(2))/(1 + k(x)) = 0, coz je opét v rozporu s definici mnoziny M.
Vidime, ze plati podminka (iix) a tim je (ii) dokazano.

Necht plati podminka (ii), necht z € OU a € > 0. Oznaéme ¢ = liminf,_,, k(z). Je-li
¢ = 0o, pak podle (iixx) dostavame

lién_jglf(h(x) +ek(x)) = lién_jglf(l + k(z)) - <1 ji(lfgx) + 16-;{5;(25)) =00 > f(2).

Predpokladejme, 7e ¢ < oo. Z (iix) vyplyva, ze f(z) € R a pro kazdé a > 0 existuje
okoli V'(a) bodu z takové, Ze

|h— f(2)|/(14+k) <anaUnNV(a).
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Speciélné na U NV (a) plati h + ak > f(z) — a. Pro a > 0 definujme

I(a) = liminf(h(x) + ak(x)) .
T—Z
Ziejmé je funkce I neklesajici na (0,00) a I(a) > f(z) — a pro kazdé a > 0. Z toho
vyplyva, ze

liminf(h(z) +ck(x)) = I(c) > lim I(a) > lim (f(2) —a) = f(2) # 0.

T2z a—0+ a—0+

Nerovnost pro limes superior se dokdze analogicky a tim je platnost podminky (iii) ové-
fena.

Necht kone¢né plati podminka (iii), necht M C U a 2 € M N 0U. Oznaéme dale
b=liminf, ., zenr M(z) a d = limsup,_,, ,cp k(z). Jestlize d < oo, pro kazdé £ > 0 plati

f(z) < Timinf(h(e) +=k(2) < liminf (h(z) + k(o)) <

< liminf A(x) + ¢ limsup k(z) = b+ ed.

- zoz,eEM z—z,zEM
Podle podminky (iii) je b + ed # —oo, tedy b # —oo. Dostavame tak

<b= limi —00.
f(z) <b= liminf h(z) # —o0
Podobné se ukdze, ze f(z) >limsup, ,, ,cp M(7)#o00. Odtud lim, . ycrr h(7)=f(2) € R,
coZ je podminka (x).
Zbyva dokazat podminku (xx). Predpokladejme, ze lim, ,, zer k(z) = 00 a € > 0.
Z podminky (iii) plyne
limsup (h(z) —ek(x)) # 00 a liminf (h(z) + ck(z)) # —o0.

Tz, €M Tz, cEM

Tudiz existuje kladné redlné cislo a a okoli V' bodu z takova, ze na mnoziné M NV jsou
splnény nerovnosti

h—ck <a, h+eck> —a.

Odtud dostavame na M N V nerovnost |h|/(1 + k) < (a + ¢k)/(1 + k). Protoze plati
limy . zenm k() = 00, je pro kazdé ¢ > 0

limsup |h(x)|/(1+ k(z)) < e.

Tz, cEM
Odtud vyplyvd, ze je splnéna podminka (xx) a tim je platnost podminky (i) ovéfena. [

3.8.2. Lemma. Necht f; : OU — R*, h; a k; jsou redlné funkce na U, k; > 0, j =1,2.
Necht h; konverguje k f; s kontrolou k;, j = 1,2. Necht f : 0U — R* je funkce, pro niz
f(2) = f1(2) + f2(2), pokud je pro z € U soucet f1(z)+ fa2(2) definovan. Potom hy + hy
konverguje k f s kontrolou ki + ky. Ddle pro a € R\ {0} funkce a-hy konverguje k funkci
a- f1 s kontrolou |al - k.

Diikaz. Necht z € OU, € > 0 a necht soucet fi(z) + f2(2) je definovan. Podle (3.8.1(iii))
jeproj =12

oo # limsup(hj(z) — ekj(x)) < f;(2) < liminf(h;(z) + k;(x)) # —oo.

Tz Tz
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Oznacme h = hy + ho, k = k1 + ko. Potom

limsup(h(z) — ek(z)) < limsup(hy(x) — eki(z)) + limsup(ha(x) — cko(z)) <

T—2 T—2 T—r2z

fi(2) + fa(2) <
lign_)iglf(hl(a:) + ek () + lim inf(hy(x) + cko(z)) < liminf(h(z) + ck(z))

T—2z T—2

<
<

a ziejmé c¢islo na levé strané retézce nerovnosti je rizno od oo a ¢islo na pravé strané je
rizno od —oo.
Necht fi(z) = —c0 a fo(z) = co. Potom

lim sup(h(z) — ek(x)) < —o0 + limsup(hy(z) — k() = —o0,

Tz Tz
lim inf(h(z) + ek(z)) > liminf(hy (z) + ek (z)) + 0o = oc.
T—Z T—2

Analogicky v pfipadé fi(z) = oo a fa(2) = —oo plati

limsup(h(z) — ek(z)) = —oo, liminf(h(z) + ek(z)) = 0.

r—z T—r2z

Vidime, ze pro kazdé z € 0U a kazdé ¢ > 0 je

oo # limsup(h(x) — ek(z)) < f(2) < liminf(h(z) + ck(z)) # —o0
Tz Tz
a tedy podle (3.8.1(iii)) funkce hy + hy konverguje k funkei f s kontrolou ky + k.

Tvrzeni o nasobku plyne z (3.8.1(iii)) ihned pro a > 0 a také pro a = —1, tedy pro
kazdé a € R\ {0}. O]

Necht f : OU — R*. Budeme ftikat, ze funkce f je resolutivni v Corneoveé smyslu
(kratce: C-resolutivni), jestlize existuji funkce h € H(U) a funkce k € H*(U) takové, ze
funkce h konverguje k funkci f s kontrolou k.

Kazdou funkci h € H(U), pro niz existuje k € H*(U) takova, ze funkce h konverguje
k funkci f s kontrolou k, nazveme feseni Dirichletovy dlohy v Corneové smyslu (kratce:
C-resenim) prislusnym funkci f.

3.8.3. Véta. Nechl f je C-resolutivni funkce a nechl h je C-reseni prislusné funkci f.
Potom f je resolutivni a h = Hf.

Diikaz. Necht h € H(U), k € H*(U) a necht funkce h konverguje k funkci f s kontrolou
k. Podle (3.8.1(iii)) je pro kazdé ¢ > 0 funkce h — ek dolni funkce k funkci f a h+ <k horni
funkce k funkei f. Proto plati h — ek < Hf < Hf < h+ k. Odtud plyne, Ze funkce f
je resolutivni a H f = h. O

3.8.4. Lemma. Necht f je spojitd funkce na OU. Potom f je C-resolutivni.

Diikaz. Necht k € H*T(U) je funkce, pro niz lim,_,, k(z) = oo pro kazdé z € 0;.,U.
(Takova funkce existuje podle (3.6.10).) Polozme h = Hf. Pak funkce h je omezend
a tudiz ziejmé lim, ,, h(z)/(1 + k(z)) = 0, kdykoli z € OU a lim,_,, k(z) = oo. Je-li
z € U a liminf, ,, k(xz) < oo, potom z € 0,U, tudiz plati lim,_,, h(x) = f(z) a také
lim,,,(h(z) — f(2))/(1 + k(x)) = 0. Podle (3.8.1(ii)) je f C-resolutivni. O

3.8.5. Lemma. Necht {f,}2, je neklesajici posloupnost redlngch C-resolutivnich funkci,
[ =1lim, o f a nechtlim, ,, Hf, € H(U). Potom [ je C-resolutivni.
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Diikaz. Zvolme y € U a oznacme h,, = H f,,, h = lim,,_, hy,,. Necht k, € HT(U) a necht
funkce h, konverguje k f, s kontrolou k,. Zvolme ¢isla a, > 0 tak, ze >~ a,k,(y) < 0o
a polozme k = >  a,k,. Podle (1.8.3) plati k£ € H*(U) a z (3.8.1(iii)) ihned vyplyva,
ze pro kazdé n konverguje funkce h,, k funkci f,, s kontrolou k.

Existuje posloupnost {g,}°°; vybrané z posloupnosti {h, }°°; takova, ze

o0

S 1(gns1(y) — ga(y)) < 0.

n=1

Definujme ¢=3 """ n(¢n+1—9n), go = 0 na U a v§imnéme si, ze g € H(U) podle (1.8.3) a

o0
h=lim g, = E:O(gnJrl — gn)-

Dokézeme, ze funkce h konverguje k funkci f s kontrolou & + g¢.
Necht z € QU a ¢ > 0. Protoze pro kazdé n € N je

fn(2) < liminf(h,(z) +ck(z)) # —o0

T—2z

a ziejmé h, +ck < h+¢ck < h+¢e(k + g), plati

fn(z) <liminf(h(z) 4+ e(k(x) + g(x)) # —oc0

T2

a tudiz

f(z) <liminf (h(z) +e(k(z) + g(x))) # —oc.

T—2

Necht r € N'\ {1} spliiuje nerovnost 1 < er. Potom

—_

r—1

h—e(k+g) =) (9n+1—9n) —ck +Z(gn+1—gn)—€Zn(gnﬂ—gn)—zfn(gnﬂ—gn) <

<

n=0 n=r n=1 n=r
S gr — ek + Z(gnJrl - gn) + 0— Z(gnJrl - gn) =0gr — ek
n=r n=r

Proto plati

limsup(h(z) —e(k(z) + g(x)) < limsup(g,(z) — ek (z)).

T—2z T2

Necht pro n € N plati h,, = g,. Protoze funkce h,, konverguje k f, s kontrolou k&, je
oo # lim inf(g, () — ek(z)) < fu(z) < f(2) .
T—Z
Odtud

oo # limsup(h(z) —e(k(z) + g(x)) < f(2).

T2

Z (3.8.1(iii)) vyplyva, Ze h konverguje k f s kontrolou k+g, tudiz je funkce f C-resolutivni.
U
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3.8.6. Lemma. Necht ® je systém vsech mnozin omezenych funkci na OU takovy, Ze pro
kazdé F € ® plati tyto podminky:

(1) C(8U) C F;

(2) je-li f: OU - R a f =1lim, o0 fn, kde {fn}22, je omezend monoténni posloupnost
funkci z F, pak je téz fe F.

Potom je () ® mnozZina vsech omezengjch borelovskych funkci na OU.
Diikaz. Oznacime-li F = (| @, plati zfejmé (1) a (2). Dokdzeme tuto implikaci:

(3) je-li f:0U — R, {fn}5°, je omezena posloupnost funkci z F a f = lim, o fn,
pak f e F.

Je zndmo, ze mnozina B omezenych borelovskych funkci na oU splyva s nejmensi mnozi-
nou Fy omezenych funkci na OU takovou, ze C(0U) C Fy a plati (3), piSeme-li Fy misto
F. Protoze B € ®, je F C B. Z (1) a (3) ovSem plyne B C F a tedy tvrzeni lemmatu.

Pro diikaz (3) si nejprve rozmyslime, ze max(f,g) € F, kdykoli f,g € F.

Pro f € F definujme F(f) = {h € F; max(f,h) € F}. Necht nejprve f € C(0U).
Ziejmé plati C(OU) C F(f). Je-li g : OU — R, {g,}22, omezena monoténni posloupnost
funkei z F(f) a g = lim, 0 gn, pak {max(f, g,)}>°; je omezend monoténni posloupnost
funkei z F a max(f, g) = lim,_,o max(f, g,). Vidime, ze max(f, g) € F. Dokézali jsme,
ze F(f) € @, a proto F(f) = F.

Necht nyni f € F. Z ptedchoziho vime, ze C(0U) C F(f). Necht g : U — R, {g,}>,
je omezend monoténni posloupnost funkei z F(f) a g = lim,,_,o0 g,. Pak {max(f, g,)}7>,
je omezena monoténni posloupnost funkei z F a max(f, g) = lim,_,o max(f, g,). Proto
max(f,g) € F a F(f) = F. Odtud snadno plyne, 7e maximum kone¢né mnoziny funkei
z Fleziv F.

Dokazeme, ze plati (3). Necht f : 0U — R, {f,}°, je omezenda posloupnost funkci
z Fa f=1lim, o fn. Pro j, k € N definujme g¢;, = max{fj,..., fjtx}. Pro kazdé j € N
je pak {g;x}72, omezend neklesajici posloupnost funkci z F. Polozme g; = limy_o gj
Ziejmé je g; omezend funkce a g; € F podle (2). Protoze {g;}32, je omezena nerostouci
posloupnost funkci z F a f = lim,_,o f, = limsup,,_, fr = lim;_,o g, je f € F opét
podle (2). O

3.8.7. Lemma. Necht borelovskd mnoZina N C OU md harmonickou miru nula a necht
pro funkci f: 0U — R* plati f =0 na OU \ N. Potom funkce [ je C-resolutivni.

Diikaz. Podle (3.6.11) existuje funkce kg € HT(U) takova, ze lim,_,, ko(x) = oo, kdykoli
z € N. Potom funkce h = 0 na U konverguje k funkci f s kontrolou kq. Pro kazdé z € oU
a ¢ > 0 totiz ziejmé plati

oo # limsup(—cko(z)) < f(2) < liminf(eko(z)) # —o0.

Tz T2z

3.8.8. Véta. KazZda resolutivni funkce je C-resolutivni.

Diikaz. Podle (3.8.4), (3.8.5), (3.8.2) a (3.8.6) je kazdd omezena borelovska funkce C-
resolutivni. Z (3.3.4) vyplyva, ze omezena resolutivni funkce je sou¢tem omezené borelov-
ské funkce na QU a funkce, kterd je rizna od nuly pouze na borelovské mnoziné miry nula.
Nyni z (3.8.7) a (3.8.2) vidime, Ze kazda omezena resolutivni funkce je C-resolutivni. Je-li
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f > 0 resolutivni funkce, jsou podle (3.3.4) také funkce f, = min(f,n), n € N, resolutivni.
Z (3.8.5) plyne, ze f je C-resolutivni. Je-li kone¢né f resolutivni funkce, pak podle (3.3.4)
jsou f*a f~ resolutivni funkce, tudiz C-resolutivni, a proto podle (3.8.2) je funkce f také
C-resolutivni. O

Nésledujici véta ukazuje, ze v definici PWB-feSeni Dirichletovy tlohy lze za horni a
dolni funkce uvazovat pouze harmonické funkce.

3.8.9. Véta. Necht f: 00U — R* je resolutivni funkce. Potom

Hf = sup(L(f) N H(U)) = inf(U(f) N H(U)).
Diikaz. Okamzité vyplyva z (3.8.8) a (3.8.1(iii)). O
3.8.10. Vé&ta. Nechl f je resolutivni funkce a k, € U(f)NH(U), g, € L(f)NH(U) jsou

takové funkce, Ze k = " (ko —Hf) aq=> " (Hf —q,) jsou funkce konecné alespor
v jednom bode z U. Potom funkce H f konverquje k f s kontrolou k + q.

Diikaz. Podle (1.8.3) je funkce k + ¢ harmonickd a ziejmé k + ¢ > 0. Polozme h = Hf.
Necht z € OU, € > 0 a necht r € N je zvoleno tak, ze er > 1. Potom

r

htelk+a)>htek>h+1/r)S (ka—h) = (1/r)ikn.

n=1

Odtud dostavame

liminf(h(z) + e(k(x) + q(z)) > (1/r) - li;nj?fz kn(z) > (1/r) Zlim inf &, (x) .

T—r2z T—r2z

Protoze k,, € U(f), neni posledni soucet roven —oo, a
ligljgfkn(x) > f(2), ne{l,...,r}.
Vidime, 7e
F(2) < limint(h(a) + =(k(z) + g(a)) # —oc.

Diikaz pro limes superior je obdobny a tvrzeni plyne z (3.8.1(iii)). O

3.8.11. Véta. Necht f je resolutivni funkce. Potom pro vsechna z € 0U s vyjimkou
mnoziny harmonické miry nula plati nerovnosti

li;nﬂizanf(x) < f(z) < limsup H f(x).

T—2

Diikaz. Podle (3.8.8) existuje funkce k£ € H*(U) takova, ze Hf + ck € U(f), kdykoli
e > 0. Definujme N = {z € 9U; liminf, ,, k(z) = oo}. Potom N je zfejmé borelovska
mnozina a pro kazdé § > 0 je 0 - k € U(1y). Tudiz N mé harmonickou miru 0.

Necht z € QU \ N. Potom pro kazdé £ > 0 plati

f(z) < limjnf(Hf(x) +e-k(z)) <limsup Hf(z) + ¢ - liminf k(z).

Tz Tz

Protoze liminf,_,, k(z) < oo, dostdvame nerovnost

f(2) <limsupH f(x).

T—r2z

Diikaz se nyni dokonc¢i prechodem k funkci —f. O
3.8.12. Korolar. Necht z € U. Potom je zobrazeni f — Hf, f € L'(us), prosté.
Diikaz. Plyne okamzité z (3.8.11). O
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