
Kapitola 3

Klasická a zobecnìná Dirichletova

úloha

3.1 Pøíklady iregulárních mno¾in

Nech» U � Rm je omezená otevøená mno¾ina a f 2 C(@U). Pøipomeòme (viz (1.3.4)),
¾e klasická Dirichletova úloha pro okrajovou podmínku f spoèívá v nalezení harmonické
funkce h na U , pro ni¾ platí rovnost

lim
x!z

h(x) = f(z); z 2 @U:(�)

(Podle (1.2.1) takové harmonické roz¹íøení funkce f existuje nejvý¹e jedno.) Øíkáme, ¾e
mno¾ina U je regulární, pokud klasická Dirichletova úloha má øe¹ení pro ka¾dou spoji-
tou okrajovou podmínku. Omezená otevøená mno¾ina, která není regulární, se nazývá
iregulární. Podle (1.3.3) je ka¾dá koule regulární mno¾ina.

3.1.1. Pøíklad. Nech» U = B1(0) n f0g a c 2 R . Potom je U iregulární oblast. Polo¾me
f = 0 na S1(0), f(0) = c. Potom je f 2 C(@U). Pøedpokládejme, ¾e existuje h 2 H(U),
pro ni¾ platí (�). Potom je jhj � jcj podle (1.2.1) a podle (2.2.7) (aplikuje se na u = h,
u = �h a M = f0g) je h = 0. Pro c 6= 0 tedy (�) neplatí pro z = 0.

3.1.2. Pøíklad. Nech» zn 2 B1(0) n f0g, n 2 N a nech» zn ! 0. Sestrojme takovou funkci
v 2 S+(B2(0)), která je harmonická na B2(0) n (f0g [ fzn;n 2 Ng) a pro ni¾ v =1 na
fzn;n 2 Ng a v(0) <1; srv. (2.2.6 (f)). Zvolme c > v(0) a de�nujme

U = (B1(0) n f0g) \ fx 2 B2(0); v < cg:

Potom je U omezená otevøená mno¾ina a 0 je hranièní bod U , který není izolovaným
bodem @U . Polo¾me f = v na @U n f0g, f(0) = c. Potom je f 2 C(@U). Pøedpokládejme,
¾e existuje h 2 H(U), pro ni¾ platí (�). Opìt podle (2.2.7) platí h = v na U . Proto¾e v � c
na B1(0) n U , je podle (2.2.10)

c > v(0) = lim inf
x!0; x6=0

v(x) = lim inf
x!0; x2U

v(x) = lim
x!0

h(x) = c:

Tento spor ukazuje, ¾e U je iregulární mno¾ina.

3.1.3. Pøíklad. Oznaème

I = fx = (x1; x2; x3) 2 R
3 ; 0 � x1 � 1; x2 = x3 = 0g:
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Pro borelovskou mno¾inu M � R
3 oznaème M� = fs 2 [0; 1]; (s; 0; 0) 2Mg a de�nujme

�(M) = ! �

Z
M�

t dt

(tak¾e � má lineární hustotu vzhledem k lineární míøe na I). Polo¾me u = N�. Potom
u(0) = 1 a u 2 H(R3 n I). Pro x = (x1; x2; x3) 2 R

3 n I polo¾me

v(x) =
q
(1� x1)2 + x22 + x23 �

q
x21 + x22 + x23 +

+ x1 log
���1� x1 +

q
(1� x1)2 + x22 + x23

���+ x1 log
���x1 +qx21 + x22 + x23

���;
w(x) = x1 log(x

2
2 + x23):

Snadný výpoèet ukazuje, ¾e u = v � w na R3 n I, a dále je limx!z u(x) = 1 pro ka¾dé
z 2 I, z1 62 f0; 1g. Pro b > 0 oznaème

E(b) =
n
(x1; x2; x3) 2 R

3 ; x1 > 0; exp
��b
x1

�
= x22 + x23

o
:

Proto¾e limx!0 v(x) = 1, je

lim
x!0; x2E(b)

u(x) = 1 + b:(��)

Zvolme c > 0 a oznaème

U = B1(0) \ f(x1; x2; x3) 2 R
3 ; x1 > 0; u < 1 + cg:

Potom je U otevøená omezená mno¾ina a 0 je hranièní bod, který není izolovaný. Na
@U \B1(0) je u=1 + c. De�nujme f = u na @U n f0g a f(0) = 1 + c. Potom je f 2 C(@U).
Pøedpokládejme, ¾e existuje h 2 H(U), pro ni¾ platí (�). Pak h = u na U (opìt podle
(2.2.7)). Zvolme b 2 ]0; c[ . Podle (��) existuje r > 0 tak, ¾e E(b) \ Br(0) � U a tedy
z (��) plyne, ¾e

1 + b = lim
x!0; x2E(b)

u(x) = lim
x!0

h(x) = 1 + c;

co¾ není mo¾né. Mno¾ina U je tudí¾ iregulární. Pov¹imnìme si, ¾e mno¾ina U je homeo-
morfní s B1(0).

3.2 PWB øe¹ení zobecnìné Dirichletovy úlohy

Jak jsme vidìli v (3.1), klasická Dirichletova úloha nemusí mít øe¹ení pro ka¾dou spojitou
okrajovou podmínku. Zobecnìnou Dirichletovou úlohou budeme rozumìt zobrazení, které
ka¾dé spojité okrajové podmínce pøiøazuje harmonickou funkci a má rozumné vlastnosti
vyjádøené v následující de�nici.

Nech» U � Rm je omezená otevøená mno¾ina. Øíkáme, ¾e zobrazení A : C(@U)!H(U)
je Keldy¹ùv operátor, jestli¾e

(i) A je lineární;

(ii) A je nezáporný (tj. Af � 0, kdykoli f � 0, f 2 C(@U));

(iii) jestli¾e pro f 2 C(@U) existuje øe¹ení hf klasické Dirichletovy úlohy, potomAf = hf .
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Nyní popí¹eme metodu (pojmenovanou po O. Perronovi, N. Wienerovi a M. Brelotovi),
která vede k dùkazu existence Keldy¹ova operátoru. Otázkou jednoznaènosti Keldy¹ova
operátoru se budeme zabývat v odstavci (3.7).

V celé této kapitole budeme nadále pøedpokládat, ¾e U � Rm je neprázdná omezená
oblast.

Nech» f : @U ! R
� je libovolná funkce. Øíkáme, ¾e funkce u : U ! R

� je horní funkce
k funkci f , jestli¾e u 2 H�(U) a pro ka¾dé z 2 @U platí

lim inf
x!z

u(x) � f(z) a lim inf
x!z

u(x) > �1:

Mno¾inu v¹ech horních funkcí k funkci f oznaèíme U(f). Øekneme, ¾e funkce v : U ! R�

je dolní funkce k funkci f , jestli¾e �v 2 U(�f). Mno¾inu v¹ech dolních funkcí k funkci f
oznaèíme L(f). Funkce

Hf = inf U(f) resp: Hf = supL(f)

nazýváme horní (resp. dolní) øe¹ení zobecnìné Dirichletovy úlohy. Podrobnìji mluvíme o
Perron-Wiener-Brelotovì øe¹ení zobecnìné Dirichletovy úlohy.

3.2.1. Tvrzení. Je-li f : @U ! R� , je Hf � Hf a ka¾dá z funkcí Hf , Hf je buïto

identicky rovna 1, nebo identicky rovna �1, nebo je harmonická.

Dùkaz. Nech» u 2 U(f), v 2 L(f) a w = u� v. Potom je w 2 H�(U) a pro ka¾dé z 2 @U ,
jak se snadno zjistí, platí

lim inf
x!z

w(x) � 0:

Podle (2.2.4) je w � 0, tak¾e u � v. Odtud ihned plyne nerovnost Hf � Hf . Proto¾e
U(f) a �L(f) jsou nasycené mno¾iny, plyne zbytek tvrzení z (2.4.3).

Nech» f : @U ! R� . Budeme øíkat, ¾e funkce f je resolutivní, jestli¾e Hf , Hf jsou
harmonické funkce a Hf = Hf . Mno¾inu resolutivních funkcí oznaèíme R(@U) a pro
f 2 R(@U) de�nujme Hf = Hf . Pokud bude tøeba mno¾inu U vyznaèit, budeme psát
HUf .

Jestli¾e pro funkci f : @U ! R� existuje øe¹ení klasické Dirichletovy úlohy, je nutnì
f 2 C(@U) a platí zøejmì f 2 R(@U). Oznaèení Hf pro pøípad U = Br(a) nekoliduje
s oznaèením zavedeným v (1.3). Pøirozenì vzniká otázka, zda C(@U) � R(@U). Obecnìji
se mù¾eme ptát po charakterizaci mno¾iny R(@U).

3.2.2. Lemma. Nech» v 2 C(U), vjU 2 S(U). Potom je funkce f = vj@U resolutivní.

Dùkaz. Z de�nice horního øe¹ení plyne Hf � v na U . Odtud plyne, ¾e Hf je dolní funkcí
k okrajové podmínce f , tak¾e Hf � Hf . Proto¾e Hf � Hf , platí rovnost a f je zøejmì
resolutivní.

3.2.3. Lemma. Nech» f : @U ! R� , g : @U ! R� . Potom platí

(a) je-li f � g, pak Hf � Hg;

(b) je-li � > 0, pak H(�f) = �Hf ;

(c) jestli¾e souèty f + g, Hf + Hg mají smysl, potom

H(f + g) � Hf + Hg:

Dùkaz. Tvrzení jsou bezprostøedním dùsledkem de�nic.
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3.2.4. Lemma. Mno¾ina reálných resolutivních funkcí tvoøí vektorový prostor uzavøený

vzhledem ke stejnomìrné konvergenci.

Dùkaz. Nech» f , g jsou reálné resolutivní funkce. Potom podle (3.2.3 (c)) je

Hf +Hg = Hf + Hg � H(f + g) � H(f + g) � Hf + Hg = Hf +Hg:

Odtud plyne, ¾e f + g je resolutivní.
Nech» � 2 R . Je-li � = 0, je zøejmì �f resolutivní. Pro � > 0 to platí podle (3.2.3 (b)).

Je-li � < 0, platí

H(�f) = H(�j�jf) = j�jH(�f) = �j�jHf = �Hf;

dále
H(�f) = H(�j�jf) = �H(j�jf) = �(j�jHf) = �Hf:

Vidíme, ¾e funkce �f je resolutivní.
Nech» k : @U ! R , " > 0 a jk � gj � ". Je-li u horní funkce k funkci g, je u+ " horní

funkce k funkci k, platí
Hk � Hg + " = Hg + ":

Podobnì se doká¾e, ¾e
Hg � " = Hg � " � Hk:

Platí tudí¾ Hk � Hk � 2", tak¾e k je resolutivní funkce.

3.2.5. Vìta. Ka¾dá spojitá funkce je resolutivní.

Dùkaz. Oznaème

L = f(v1 � v2)j@U ; vj 2 C(U); (vj)jU 2 S(U); j 2 f1; 2gg:

Potom L je lineární prostor obsahující konstantní funkce a oddìlující body mno¾iny @U .
Nech» f 2 L, vj 2 C(U), (vj)jU 2 S(U), j 2 f1; 2g a f = v1 � v2 na @U . Na U platí

jv1 � v2j = sup(v1 � v2; v2 � v1) = sup(v1 + v2 � 2v2; v1 + v2 � 2v1) =

= v1 + v2 + sup(�2v2;�2v1) = v1 + v2 � inf(2v1; 2v2):

Odtud plyne, ¾e jf j 2 L. Podle svazové verze Stone-Weierstrassovy vìty je L stejnomìrnì
hustý podprostor prostoru C(@U). Z (3.2.2) a (3.2.4) plyne, ¾e ka¾dá funkce z C(@U) je
resolutivní.

3.2.6. Korolár. Zobrazení f 7! Hf , f 2 C(@U), je Keldy¹ùv operátor.

Dùkaz. Plyne snadno z (3.2.5) a (3.2.3).

3.2.7. Vìta. Nech» Un, n 2 N, jsou oblasti takové, ¾e Un � Un � Un+1 � U , n 2 N,

a
S1
n=1 Un = U . Nech» F 2 C(U), f = F j@U a fn = F j@Un, n 2 N. Potom pro ka¾dé y 2 U

platí limn!1HUnfn(y) = Hf(y). Je-li navíc F jU 2 S(U), potom pro ka¾dé y 2 U platí

HUnfn(y)& Hf(y) pro n!1.
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Dùkaz. Pro pøesnost poznamenejme, ¾e poslední rovnost ov¹em znamená toto: je-li y 2 U ,
pak existuje k 2 N takové, ¾e y 2 Uk a limn!1HUk+nfk+n(y) = Hf(y).

Nejprve pøedpokládejme, ¾e navíc platí F jU 2 S(U) a nech» n 2 N . Pak F jUn je horní
funkce k funkci fn, tudí¾ HUnfn � F na Un. Zvolme horní funkci u k funkci fn. Potom je
funkce

vn =

�
min(u; F ) na Un;
F na U n Un:

hyperharmonická a vn je zøejmì horní funkcí k funkci f , tudí¾ HUf � vn. Proto¾e vn � u
na Un, dostáváme HUf � HUnfn � vn na Un. Podobnì se doká¾e pro k � n nerovnost
HUkfk � HUnfn. De�nujme h = limn!1HUnfn. Pak h 2 H(U), h � Hf , h � vn � F na
Un, tudí¾ h � F . Vidíme, ¾e h je dolní funkce k funkci f , tak¾e h � Hf . Dokázali jsme
rovnost h = Hf .

Nech» nyní F 2 C(U) a " > 0. Existují funkce G;K 2 C(U) takové, ¾e GjU 2 S(U),
KjU 2 S(U) a

G�K � " � F � G�K + ":

Pøi zøejmém oznaèení platí Hg �Hk � " � Hf � Hg �Hk + " a

HUngn �HUnkn � " � HUnfn � HUngn �HUnkn + ";

tak¾e podle první èásti dùkazu je

Hf � 2" � Hg �Hk � " � lim inf
n!1

HUnfn � Hg �Hk + " � Hf + 2";

Hf � 2" � lim inf
n!1

HUnfn � Hf + 2":

Odtud ji¾ tvrzení vìty ihned plyne.

3.3 Harmonická míra a resolutivní funkce

Jestli¾e � je Radonova míra na lokálnì kompaktním prostoru X, f : X ! R� , de�nujemeZ �

f d� = inf
nZ

u d�; u zdola polospojitá; u � f na X a u � 0 vnì jistého kompaktu
o
:

Klademe Z
�

f d� = �

Z �

�f d�:

V tomto odstavci bude opìt U � Rm neprázdná omezená oblast.
Podle (3.2.6) je zobrazení f 7! Hf , f 2 C(@U), Keldy¹ùv operátor. Zvolme x 2 U .

Pak je tudí¾ zobrazení f 7! Hf(x), f 2 C(@U), nezáporný lineární funkcionál na C(@U)
a tedy podle Rieszovy vìty o reprezentaci existuje právì jedna Radonova míra �x na @U
taková, ¾e

Hf(x) =
Z
f d�x; f 2 C(@U):

Míru �x (podrobnìji �Ux ) nazýváme harmonická míra (pøíslu¹ná oblasti U a bodu x).

3.3.1. Pøíklad. Nech» U = Br(a). Pøipomeòme, ¾e pro x 2 U a y 2 @U je

Px : y 7! rm�2
r2 � jx� aj2

jx� yjm
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a pro f 2 C(@U) platí podle (1.3.3)

Hf(x) =
Z

f � Px d�a;r:

Proto �x = Px � �a;r.

3.3.2. Lemma. Nech» ffng je neklesající posloupnost numerických funkcí na @U . Jestli¾e
Hf1 > �1, pak

H(sup fn) = sup Hfn:

Dùkaz. Zøejmì H(sup fn) � sup Hfn. Obrácená nerovnost platí, pokud pro nìkteré n 2 N

je Hfn =1. Lze tedy pøedpokládat, ¾e Hfn 2 H(U) pro v¹echna n 2 N .
Zvolme x 2 U a " > 0. Pro n 2 N existuje un 2 U(fn) taková, ¾e

un(x) � Hfn(x) +
"

2n
:

Oznaème f = sup fn a de�nujme

v = sup Hfn +
1X
n=1

(un � Hfn):

Potom v 2 H�(U) a v � Hfn + un � Hfn = un. Pro z 2 @U tedy platí

lim inf
x!z

v(x) � lim inf
x!z

un(x);

a poslední èíslo je vìt¹í nebo rovno fn(z) a zároveò vìt¹í ne¾ �1, nebo» un 2 U(fn).
Odtud plyne, ¾e v 2 U(f), tak¾e Hf � v. Dostáváme

Hf(x) � v(x) � sup Hfn(x) +
1X
n=1

"

2n
:

Odtud plyne nerovnost H(sup fn) � sup Hfn.

3.3.3. Vìta. Nech» f : @U ! R� , x 2 U . Potom

Hf(x) =
Z �

f d�x; Hf(x) =
Z
�

f d�x:

Dùkaz. Nech» nejprve g je zdola polospojitá funkce na @U a pro gn 2 C(@U) platí gn % g.
Podle (3.2.5) a (3.3.2) je

Hg(x) = sup Hgn(x) = sup
Z
gn d�x =

Z
g d�x =

Z �

gd�x:

Nech» f : @U ! R� a nech» G je mno¾ina v¹ech zdola polospojitých funkcí g na @U , pro
nì¾ g � f . PotomZ �

f d�x = inf
nZ

g d�x; g 2 G
o
= inffHg(x); g 2 Gg � Hf(x):

Obrácená nerovnost je zøejmá, pokud Hf(x) =1. Nech» Hf(x) <1, c > Hf(x)
a u 2 U(f) takové, ¾e u(x) � c. Pro z 2 @U de�nujme

g(z) = lim inf
x!z

u(x):
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Potom g : @U ! ]�1;1] je zdola polospojitá a g � f , nebo» u 2 U(f). Proto¾e g 2 G,
platí Z �

f d�x �

Z
g d�x = Hg(x) � u(x);

nebo» u 2 U(g). Dostáváme Z �

f d�x � c;

tak¾e Z �

f d�x � Hf(x):

3.3.4. Vìta. Nech» f : @U ! R
� , x 2 U . Potom f je resolutivní, právì kdy¾ f 2 L1(�x).

Je-li f resolutivní, platí

Hf(x) =
Z
f d�x:

Dùkaz. Je-li f resolutivní, je Hf(x) = Hf(x) 2 R . Podle (3.3.3) je f �x{integrovatelná
a

Hf(x) =
Z
f d�x:

Je-li f 2 L1(�x), platí podle (3.3.3) rovnost Hf(x) = Hf(x) 2 R . Nezáporná harmonická
funkce Hf � Hf se tedy anuluje v bodì x, a tudí¾ v¹ude na U podle (1.5.3).

3.3.5. Vìta. Nech» x,y 2 U . Potom existuje c 2 R tak, ¾e

c�1�y � �x � c�y:

Dùkaz. Podle (1.7.2) (pro kompaktní mno¾inu fx; yg) existuje c 2 R tak, ¾e

c�1h(y) � h(x) � c h(y); h 2 H+(U):

Je-li A � @U borelovská mno¾ina, je funkce f = 1A resolutivní a platí Hf(x) = �x(A),
Hf(y) = �y(A). Nyní aplikujeme pøedchozí nerovnosti na funkci h = Hf .

3.3.6. Korolár. Nech» A � @U je borelovská mno¾ina. Potom jsou následující podmínky

ekvivalentní:

(i) existuje x 2 U tak, ¾e �x(A) = 0;

(ii) pro ka¾dé y 2 U je �y(A) = 0.

Dùkaz. Plyne okam¾itì z (3.3.5).

Budeme øíkat, ¾e borelovská mno¾ina A � @U má harmonickou míru nula, platí-li
nìkterá z podmínek z (3.3.6).

3.3.7. Vìta. Nech» A � @U je borelovská mno¾ina. Potom A má harmonickou míru nula,

právì kdy¾ existuje u 2 S+(U) tak, ¾e

lim
x!z

u(x) =1

pro v¹echna z 2 A.
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Dùkaz. Nech» A má harmonickou míru nula. Potom H1A = 0. Volme y 2 U a pro ka¾dé
n 2 N volme un 2 U(1A) tak, aby un(y) � 2�n. Potom je un � 0 a pro u =

P1
n=1 un platí

u 2 H�(U). Proto¾e u(y) � 1, je u 2 S+(U). Nech» z 2 A. Potom pro k 2 N platí

lim inf
x!z

u(x) � lim inf
x!z

kX
n=1

un(x) �
kX

n=1

lim inf
x!z

un(x) �
kX

n=1

1A(z) = k:

Odtud limx!z u(x) =1.
Nech» u 2 S+(U) a limx!z u(x) =1, kdykoli z 2 A. Potom pro ka¾dé " > 0 platí

" � u 2 U(1A), tak¾e 0 � H1A � " � u. Zvolme y 2 U tak, aby u(y) <1. Pak H1A(y) = 0,
neboli �y(A) = 0.

3.3.8. Korolár. Nech» f : @U ! R� a nech» borelovská mno¾ina A � @U má harmonic-

kou míru nula. Jestli¾e v je zdola omezená hyperharmonická funkce na U a

lim inf
x!z

v(x) � f(z); z 2 @U n A;

potom Hf � v.
Speciálnì: Je-li h 2 H(U) omezená a

lim
x!z

h(x) = 0; z 2 @U n A;

potom h = 0.

Dùkaz. Nech» u je funkce s vlastnostmi z (3.3.7) a " > 0. Potom pro ka¾dé z 2 @U platí
lim infx!z(v + "u)(x) � f(z), tudí¾ Hf � v + "u. Podle (2.3.2) je u < 1 �-skoro v¹ude
na U , tedy Hf � v �-skoro v¹ude. Podle (2.2.11) platí tato nerovnost v¹ude.

3.4 Hranièní chování PWB-øe¹ení

Nech» ; 6= U � R
m je omezená oblast, z 2 @U . Øíkáme, ¾e z je regulární bod, jestli¾e pro

ka¾dou f 2 C(@U) platí Hf(x)! f(z) pro x! z. (Jinak øeèeno: z je regulární, jestli¾e
�x ! "z pro x! z.) Mno¾inu regulárních bodù oznaèíme @rU a de�nujeme

@irrU = @U n @rU:

Body z @irrU se nazývají iregulární. Zøejmì je U regulární, právì kdy¾ @U = @rU .

3.4.1. Vìta. Nech» z 2 @U a d : x! jx� zj, x 2 @U . Potom jsou následující podmínky

ekvivalentní:

(i) z 2 @rU ;

(ii) je-li f : @U ! R� shora omezená, potom

lim sup
x!z

Hf(x) � lim sup
y!z

f(y);

(iii) existuje h 2 H(U) tak, ¾e h(x)! 0 pro x! z a

lim inf
x!z0

h(x) > 0 pro ka¾dé z0 2 @U n fzg:

(iv) limx!zHd(x) = 0.
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Dùkaz. Implikace (i))(iv) a (ii))(i) jsou zøejmé. De�nujme v(x) = jx� zj, x 2 R
m a

doka¾me implikaci (iv))(iii). Podle (2.2.6 (h)) je v 2 �S(Rm). Proto na mno¾inì U platí
v � Hd = Hd. Polo¾íme-li h = Hd, platí h(x)! 0 pro x! z podle pøedpokladu. Jestli¾e
z0 2 @U n fzg, pak

lim inf
x!z0

h(x) � lim inf
x!z0

v(x) = jz � z0j > 0:

Zbývá dokázat implikaci (iii))(ii). Oznaème

m = sup f(@U); c = lim sup
y!z

f(y)

a volme " > 0. Existuje okolí V bodu z tak, ¾e sup f(@U \ V ) < c+ ". Proto¾e je funkce

k : y ! lim inf
x!y

h(x); y 2 @U;

zdola polospojitá na @U n V , je èíslo q = inf k(@U n V ) kladné. Zvolme � > 0 tak, aby
platila nerovnost c+ "+ �q � m a de�nujme na U funkci u = c+ "+ �h. Uka¾me, ¾e u
je horní funkce k funkci f . Je-li toti¾ y 2 @U \ V , je

lim inf
x!y

u(x) = c+ "+ �k(y) � c+ " > f(y);

zatímco pro z 2 @U n V je

lim inf
x!y

u(x) = c+ "+ �k(y) � c+ "+ �q � m � f(y):

Zøejmì
lim inf
x!y

u(x) > �1

pro ka¾dé y 2 @U . Proto¾e u je horní funkce k funkci f , je Hf � u, tak¾e

lim sup
x!z

Hf(x) � lim sup
x!z

u(x) = c+ "+ � lim sup
x!z

h(x) = c + ":

Odtud plyne, ¾e
lim sup
x!z

Hf(x) � lim sup
y!z

f(y):

3.4.2. Korolár. Nech» z 2 @rU a f : @U ! R� je omezená resolutivní funkce spojitá

v bodì z. Potom
lim
x!z

Hf(x) = f(z):

Dùkaz. Plyne ihned z (3.4.1 (ii)).

3.4.3. Korolár. Nech» z 2 @U a nech» existuje a 2 R
m a r > 0 tak, ¾e U \ Br(a) = fzg.

Potom z 2 @rU .

Dùkaz. Pro x 2 U de�nujme h(x) = N(a; z) �N(x; a). Potom h 2 H(U), h(x)! 0 pro
x! z, a pro z0 2 @U n fzg

lim inf
x!z0

h(x) = lim
x!z0

h(x) = N(a; z)�N(z0; a) > 0:

Podle (3.4.1 (iii)) je z 2 @rU .
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3.4.4. Vìta. Nech» z 2 @U . Potom jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) z 2 @rU ;

(ii) existuje otevøená mno¾ina V obsahující bod z a kladná funkce u 2 S(U \ V ) taková,
¾e u(x)! 0 pro x! z.

Dùkaz. Implikace (i))(ii) je dùsledkem (3.4.1). Nech» platí (ii). Lze pøedpokládat, ¾e
V = Br(z), U n V 6= ; a u je na U \ V omezená (jinak bychom vzali napø. min(1; u)).
Jestli¾e d má stejný význam jako v (3.4.1), staèí podle (3.4.1) dokázat, ¾e Hd(x)! 0 pro
x! z.

Oznaème m = sup d(@U) a zvolme 0 < % < r. Kdyby S%(z) \ U = ;, pak by mno¾ina
B%(z) \ U 6= ; byla otevøená i uzavøená v U . Proto¾e U je oblast, platilo by

U = B%(z) \ U � Br(z);

co¾ není mo¾né. Proto S%(z) \ U 6= ;, kdykoli 0 < % < r.
Uva¾ujme nyní 0 < % < r a zvolme C � S%(z) \ U kompaktní tak, aby �z;%(C) > 0 a

pro T = (S%(z) \ U) n C platilo �z;%(T ) �
%
m
. Polo¾me q = inf u(C), g(y) = m1T (y) pro

y 2 B%(z) a k nech» je Poissonùv integrál funkce g na B%(z). Potom q > 0 a

k(z) =
Z

g d�z;% = m�z;%(T ) � %:

Nech» s je dolní funkce k funkci d. Proto¾e d � m, je m 2 U(d), tak¾e s � m na U .
Polo¾me W = B%(z) \ U a pro x 2 W de�nujme

t(x) = s(x)� %�
m

q
u(x)� k(x):

Potom le¾í t v �S(W ); uká¾eme dále, ¾e t � 0. Pak se dùkaz dokonèí takto: jeliko¾
s � %+ (m=q)u+ k na W , je Hd � %+ (m=%)u+ k na W , tudí¾

lim sup
x!z

Hd(x) � %+ k(z) � 2%:

Proto¾e tato nerovnost platí pro v¹echna % 2 ]0; r[ , je Hd(x)! 0 pro x! z.
Zbývá dokázat, ¾e t � 0. Podle principu maxima pro subharmonické funkce staèí uká-

zat, ¾e
lim sup
x!y

t(y) � 0; kdykoli y 2 @W = (@U \B%(z)) [ (S%(z) \ U):

Jestli¾e y 2 @U \ B%(z), platí

lim sup
x!y

s(x) � d(y) = jy � zj � %;

tak¾e
lim sup
x!y

t(x) � lim sup
x!y

s(x)� % � 0;

nebo» u, k jsou nezáporné funkce na W .
Nech» y 2 S%(z) \ U a c = lim supx!y t(x). Podle (3.4.1) (kterou aplikujeme na B%(z),

její¾ v¹echny hranièní body jsou regulární) je

lim inf
x!y

k(x) � lim inf
p!y

g(p):
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Proto

c � lim sup
x!y;x2W

s(x)� %�
m

q
lim inf
x!y;y2W

u(x)� lim inf
x!y

k(x) �

� s(y)� %�
m

q
u(y)� lim inf

p!y
g(p):

Jestli¾e y 2 T , je lim infp!y g(p) = m, tak¾e

c � s(y)�m� %�
m

q
u(y) � 0 ;

nebo» s � m a u(y) > 0. Jestli¾e y 2 C, je g(y) = 0, tak¾e lim infp!y g(p) = 0. Platí tudí¾

c � s(y)� %�
m

q
u(y) � s(y)� %�

m

q
inf u(C) = s(y)� %�m � �% � 0 ;

nebo» s(y) � m. Tím je dokázáno, ¾e c � 0.

3.4.5. Korolár. Nech» U1, U2 jsou omezené oblasti, z 2 @U1 \ @U2 a nech» existuje V
otevøená mno¾ina taková, ¾e z 2 V a U1 \ V � U2 \ V . Je-li z 2 @rU2, je z 2 @rU1.

Dùkaz. Plyne z (3.4.4).

Zavedeme toto oznaèení. Pro c > 0 oznaèíme

T (c) =
n
x = (x1; :::; xm) 2 R

m ;
�m�1X

j=1

x2j

�1=2
� c xm

o
:

(Geometricky T (c) je ku¾el s vrcholem v poèátku a osou rovnobì¾nou s osou xm.)

3.4.6. Lemma. Nech» c > 0, r > 0 a U = Br(0) n T (c). Nech» dále d(z) = jzj, z 2 @U a

h = Hd. Potom h > 0 na U a h(x)! 0 pro x! 0.

Dùkaz. Polo¾me h = d na @U . Je-li z 2 @U , jzj = r, potom z 2 @rU podle (3.4.3). Odtud
snadno plyne, ¾e h > 0 na U podle (1.5.3).

Zvolme � 2 (0; 1). Polo¾me

U� = �U = f�x; x 2 Ug:

Oznaème m = sup h(@U� \ S�r(0)). Podle (3.4.3) je @U \ S�r(0) � @rU , tak¾e m � �r.
Kdyby m = r, podle (1.5.3) by h byla konstantní. Platí tedy r>m��r. Pro x 2 U� n f0g
de�nujme

u(x) = rh(x)�mh(x=�):

Potom ujU� je omezená harmonická funkce a u je spojitá v ka¾dém bodì z 2 @U� n f0g.
Je-li z 2 @U�, jzj = �r, pak h(z) � m, h(z=�) = r, tak¾e u(z) � rm�mr = 0. Je-li
z 2 @U�, 0 < jzj < �r, pak h(z) = jzj, h(z=�) = jzj=�, tak¾e

u(z) = rjzj �m
jzj

�
=
jzj

�
(�r �m) � 0:

Podle (2.2.7) je u � 0 na U� n f0g. Odtud

r lim sup
x!0; x6=0

h(x) � m lim sup
x!0; x6=0

h(x=�) = m lim sup
x!0; x6=0

h(x):

Odtud lim supx!0; x2U h(x) = 0, nebo» r > m.
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3.4.7. Vìta. Nech» z 2 @U . Jestli¾e existuje c > 0, r > 0 a takové izometrické zobrazení

' : Rm ! R
m , ¾e '(0) = z a

'(T (c) \Br(0)) \ U = fzg;

potom z 2 @rU .

Dùkaz. Plyne z (3.4.6) a (3.4.4).

3.4.8. Vìta. Nech» ; 6= U � R
2 je oblast, z 2 @U , S nedegenerovaná úseèka s koncovým

bodem z a nech» U \ S = ;. Potom z 2 @rU .

Dùkaz. Bez újmy na obecnosti lze pøedpokládat, ¾e

U = B1(0) n f(x; 0); 0 � x � ag; a > 0

a uva¾ovat mno¾inu U jako podmno¾inu C . Nech» f : U ! C je holomorfní funkce, pro ni¾
exp f(z) = z, z 2 U (jednoznaèná vìtev logaritmu). Proto¾e jzj < 1 pro z 2 U , je f(z) 6= 0,
tak¾e

h(z) = �Re

�
1

f(z)

�
; z 2 U;

je harmonická na U . Nech» u, v jsou reálné funkce na U , pro nì¾ f(z) = u(z) + iv(z),
z 2 U . Potom pro z 2 U platí

1 > jzj = j exp f(z)j = exp u(z);

tak¾e u(z) < 0 a u(z)! �1 pro z ! 0. Proto¾e

h(z) = �
u(z)

u2(z) + v2(z)
; z 2 U;

je h > 0 na U , a proto¾e h(z) � �1=u(z), z 2 U , je h(z)! 0 pro z ! 0. Podle (3.4.4) je
0 2 @rU .

3.5 Greenova funkce

Nech» U � Rm je omezená oblast. Pro x 2 U de�nujeme na U funkci

Gx = Nx �H(Nx)j@U :

(Pøipomeòme, ¾e funkce Nx : y 7! N(x; y); y 2 Rm , byla zavedena za (1.9.1).) Funkce Gx

se nazývá Greenova funkce mno¾iny U s pólem v bodì x. Zøejmì Gx 2 S(U); Gx(x) =1
a Gx > 0 na U . Dále pro z 2 @U platí limy!zGx(y) = 0, právì kdy¾ z 2 @rU .

3.5.1. Vìta. Funkce H(Nx)j@U je nejvìt¹í subharmonická minoranta funkce (Nx)jU .

Dùkaz. Nech» v 2 �S(U) a v � (Nx)jU . Proto¾e v je dolní funkce k (Nx)jU , platí
H(Nx)j@U � v.

3.5.2. Poznámka. Pro speciální pøípad U = Br(0) a pro x 2 U je v (1.9.6) uvedeno
explicitní vyjádøení funkce Gx; viz té¾ (1.9.9).

3.5.3. Vìta. Pro x; y 2 U platí rovnost Gx(y) = Gy(x).
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Dùkaz. Vzhledem k symetrii bodù x a y staèí dokázat, ¾e H((Ny)j@U)(x) � H((Nx)j@U(y).
Pro ka¾dé w 2 U je zøejmì H((Nw)j@U)(x) � Nw(x) = Nx(w), tak¾e funkce

w 7! H((Nw)j@U)(x)

je harmonická minoranta funkce (Nx)jU . Proto H((Ny)j@U)(x) � H((Nx)j@U(y).

Funkce G : U � U ! (0;1i de�novaná rovností G(x; y) = Gx(y); (x; y) 2 U � U , se
nazývá Greenovo jádro mno¾iny U .

Víme, ¾e pro ka¾dé y 2 U platí H((Nx)j@U)(y) = H((Ny)j@U(x) =
R
Nyd�x = N�x(y).

Pravá strana rovnosti Gx = Nx � N�x proto umo¾òuje funkci Gx pøirozeným zpùso-
bem roz¹íøit na funkci de�novanou na Rm . Snadno je vidìt, ¾e potom je Gx = 0 na
Rm n U . Skuteènì, je-li y 2 Rm n U , je funkce Ny harmonická na okolí mno¾iny U , tudí¾
N�x(y) =

R
Ny d�x = Ny(x) = Nx(y), neboli Gx(y) = 0. Funkce Gx je ov¹em subharmo-

nická na Rm nfxg, tedy shora polospojitá. Platí proto Gx(z) = lim supy!zGx(y) pro ka¾dé
z 2 @U . Následující vìta je dùle¾itým upøesnìním této rovnosti.

3.5.4. Vìta. Nech» z 2 @U . Potom Gx(z) = lim supy!z; y2U Gx(y).

Dùkaz. ZøejmìGx(z) = lim supy!zGx(y) � lim supy!z; y2U Gx(y). Nech» g je funkce rovna
Gx na U a rovna nule na Rm n U . Doká¾eme, ¾e pro 0 < r < jx� zj platí rovnost

(�)
Z

Gx d�z;r =
Z
g d�z;r:

Dùkaz se pak dokonèí takto: podle (2.2.9) platí

Gx(z) = lim
r!0+

Z
Gx d�z;r = lim

r!0+

Z
g d�z;r �

� lim
r!0+

sup g (U \Br(z)) = lim sup
y!z; y2U

g(y) = lim sup
y!z; y2U

Gx(y):

Doka¾me nyní rovnost (�). Oznaème � restrikci Lebesgueovy míry na @U . Staèí ukázat,
¾e Gx = 0 �-skoro v¹ude. Podle (2.2.6(g)) je potenciál N� spojitý v Rm a (N�)jU 2 H(U).
Proto platí Z

Gxd� = N�(x)�
Z
N�xd� = N�(x)�

Z
N�d�x =

= N�(x)�H((N�)j@U)(x) = 0

Tudí¾ �(fz 2 @U ; Gx(z) > 0g) = 0.

3.5.5. Vìta. Nech» � je Radonova míra, pro ni¾ spt(�) � U a z 2 @rU . Potom platí

limx!z

R
Gx d� = 0.

Dùkaz. Oznaème K = spt(�), zvolme oblast V takovou, ¾e K � V � V � U a zvolme
w 2 K. Zøejmì

�
(Gx)jV ; x 2 U n V

	
� H+(V ), tak¾e podle (1.7.2) existuje c > 0 takové,

¾e Gx(y) � c �Gx(w), kdykoli x 2 U nV a y 2 K. Jeliko¾ z 2 @rU , platí limx!zGw(x) = 0,
tudí¾ limx!z supfGx(y); y 2 Kg = 0. Odtud ihned vyplývá rovnost limx!z

R
Gx d� = 0.
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3.6 Mno¾ina iregulárních bodù

V tomto odstavci je opìt U omezená oblast v R
m .

3.6.1. Vìta. Mno¾ina @irrU je typu K�, tj. existují kompaktní mno¾iny Kn takové, ¾e

@irrU =
S1
n=1Kn.

Dùkaz. Zvolme x 2 U . Z de�nice regulárního bodu, z (3.4.4) a (3.5.4) plyne, ¾e

@rU = fz 2 @U ; Gx(z) = 0g :

Polo¾me Kn = fz 2 @U ; Gx(z) � 1=ng. Potom @irrU =
S1
n=1Kn a Kn jsou kompaktní,

nebo» Kn je omezená a uzavøená. (Pøipomeòme, ¾e Gx je subharmonická, tudí¾ shora
polospojitá na Rm n fxg.)

Uká¾eme, ¾e mno¾ina iregulárních bodù oblasti U je v jistém potenciálnì-teoretickém
smyslu zanedbatelná. Kvantitativní vyjádøení tohoto faktu je zalo¾eno na pojmu kapacity.

Nech» K � R
m je kompaktní mno¾ina. Oznaème M(K) mno¾inu v¹ech Radonových

mìr � v Rm , pro nì¾ spt(�) � K.
De�nujme

cap(K) = sup f�(K); � 2 M(K); N� � 1g :

Èíslo cap(K) se nazývá kapacita mno¾iny K. Pro M � R
m polo¾me

cap(M) = sup fcap(K); K � M kompaktníg :

Èíslo cap(M) se pak nazývá vnitøní kapacita mno¾iny M .

3.6.2. Vìta. Nech» K � R
m je kompaktní mno¾ina a cap(K) > 0. Potom existuje nenu-

lová míra � 2 M(K) taková, ¾e potenciál N� je spojitý.

Dùkaz. Z de�nice kapacity vyplývá existence nenulové míry � 2 M(K) takové, ¾e po-
tenciál N� je shora omezený. Existence míry � s po¾adovanými vlastnostmi nyní vyplývá
ihned z (2.8.3).

3.6.3. Vìta. Pro mno¾inu iregulárních bodù oblasti U platí cap(@irrU) = 0.

Dùkaz. Zvolme x 2 U a oznaème opìt Kn = fz 2 @U ; Gx(z) � 1=ng; n 2 N . Proto¾e
@irrU =

S1
n=1Kn, staèí dokázat, ¾e cap(Kn) = 0 pro ka¾dé n 2 N . Pro ka¾dou kompaktní

mno¾inu K � @irrU toti¾ existuje, jak se snadno nahlédne, n 2 N , pro které K � Kn.
Pøedpokládejme, ¾e existuje n 2 N takové, ¾e cap(Kn) > 0; odvodíme spor. Z (3.6.2)

plyne existence míry � 2 M(Kn) takové, ¾e �(Rm) = 1 a potenciál N� je spojitý. Potom
ov¹em na U platí rovnost H((N�)j@U) = N�, tudí¾

1=n �

Z
Gx d� =

Z
(Nx �N�x) d� = N�(x)�

Z
N� d�x =

= N�(x)�H ((N�)j@U) (x) = N�(x) �N�(x) = 0;

co¾ je spor.

3.6.4. Lemma. Nech» � je Radonova míra s kompaktním nosièem K. Potom

supN�(Rm) � supN�(K) + (1=2�) log 2 � �(K); pokud m = 2 a

supN�(Rm) � 2m�2 supN�(K); pokud m > 2:
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Dùkaz. Zøejmì lze pøedpokládat, ¾e K 6= ;. Pro ka¾dé x 2 R
m zvolme, podobnì jako

v (2.8.1), �(x) 2 K takové, ¾e jx � �(x)j � jx � yj, kdykoli y 2 K. Potom pro ka¾dé
y 2 K platí jy � �(x)j � 2jy � xj, tudí¾

N (�(x); y) � N(x; y)� (1=2�) log 2 v pøípadì m = 2;
N (�(x); y) � 22�mN(x; y) v pøípadì m > 2:

Odtud ji¾ tvrzení snadno vyplývá.

3.6.5. Lemma. Nech» K � R
m je kompaktní mno¾ina taková, ¾e cap(K) = 0 a nech»

" > 0. Potom existuje Radonova míra � taková, ¾e spt(�) \K = ;; �(Rm) < " a N� > 1
na K.

Dùkaz. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e K 6= ;. Nech» V je otevøená koule se støedem v poèátku
obsahující mno¾inu K. Zvolme kompaktní mno¾iny Kn; n 2 N , takové, ¾e Kn je koneèné
sjednocení uzavøených koulí, K je èástí vnitøku mno¾iny Kn, Kn+1 je obsa¾ena ve vnitøku
mno¾iny Kn, K1 � V a

T1
n=1Kn = K. Z vyjádøení Greenovy funkce Gx mno¾iny V

s pólem x uvedeného v (1.9.6) plyne existence a > 0 takového, ¾e pro ka¾dé x 2 K1 na
K1 platí nerovnosti

Nx � a � Gx � Nx + a:

Nech» pro n 2 N je Un komponenta mno¾iny V nKn, pro kterou je @V � @Un. Potom je
Un oblast, @Un � @V [ @Kn a podle (3.4.3) je ka¾dý bod hranice oblasti Un regulární.

Polo¾me fn = 0 na @V a fn = a+1 na @Un. Oznaème hn øe¹ení Dirichletovy úlohy na
Un pøíslu¹né okrajové podmínce fn. Polo¾íme-li sn = hn na Un a sn = a + 1 na V n Un,
dostáváme spojitou funkci na V , pro ni¾ 0 � sn � a+1. Z (2.2.5) vyplývá, ¾e sn 2 S(V ).
Polo¾me �n = �4̂sn. Z (2.6.5), (2.6.2) a (1.5.3) vyplývá, ¾e �n je nenulová míra, pro ni¾
spt �n � @Kn � K1.

Nech» �x je harmonická míra pøíslu¹ná oblasti V a bodu x, tak¾e Gx = Nx �N�x.
De�nujme funkce un : x 7!

R
Gx d�n, gn : x 7!

R
N�x d�n, x 2 V . Proto¾e

gn(x) =
Z

N�n d�x ; x 2 V ;

je gn 2 H(V ) a tudí¾ 4̂gn = 0. Dále podle (2.6.3) platí 4̂un = 4̂(N�n)+4̂gn = ��n, neboli
4̂(un� sn) = 0. Podle (2.6.2) existuje funkce kn 2 H(V ) taková, ¾e rovnost un� sn = kn
platí �-skoro v¹ude na V . Superharmonické funkce sn+kn a un = N�n�gn se tudí¾ podle
(2.2.11) rovnají v¹ude na V . Proto¾e pro ka¾dé z 2 @V platí limx!z sn(x) = 0 a podle
(3.5.5) platí limx!z un(x) = 0, je kn = 0 na V .

Jeliko¾ un = sn a Nx�a � Gx � Nx+a na K1, kdykoli x 2 K1, platí na K1 nerovnost
jsn�N�nj � a��n(Kn). Oznaème an = �n(Kn) a de�nujme �n = �n=an. Jeliko¾ sn � a+1,
platí na K1 nerovnost

N�n � a+ (a+ 1)=an:

Mù¾eme pøedpokládat, ¾e posloupnost f�ng
1
n=1 pravdìpodobnostních mìr konverguje

slabì k míøe � (jinak bychom pøe¹li k vybrané posloupnosti). Potom � 2 M(K) a
�(K) = 1. Je-li c > 0 a N (c)

x = min(Nx; c); x 2 Rm , potom pro ka¾dé x 2 K1 platíZ
N (c)
x d� = lim

n!1

Z
N (c)
x d�n � lim inf

n!1

Z
Nx d�n =

= lim inf
n!1

N�n(x) � a + (a+ 1) � lim inf
n!1

(1=an):
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Odtud dostáváme nerovnost N� � a+ (a + 1) � lim infn!1(1=an) na K1.
Kdyby lim infn!1(1=an) < 1, byl by potenciál N� omezený na K1 a tedy podle

(3.6.4) v¹ude v Rm a dostali bychom cap(K) > 0. Dokázali jsme, ¾e limn!1 an = 0.
Zvolme n 2 N tak, aby an < min("; 1) a polo¾me � = �n. Pak spt(�) \ K = ; a

�(Rm) < ". Proto¾e na K platí sn = a+1 a jsn�N�nj � a ��n(Kn) < a, je N� = N�n > 1
na K.

Nech» � je Radonova míra v R
m . Budeme øíkat, ¾e � je diskrétní, jestli¾e spt(�) je

koneèná mno¾ina. Pøipomínáme tento výsledek: Je-li � Radonova míra s kompaktním
nosièem, potom existují diskrétní míry �n takové, ¾e spt(�n) � spt(�), �n(Rm) = �(Rm)
pro ka¾dé n 2 N a míry �n konvergují slabì pro n!1 k míøe �.

3.6.6. Lemma. Nech» � je Radonova míra s kompaktním nosièem,K � Rm je kompaktní

mno¾ina taková, ¾e K \ spt(�) = ; a nech» � > 0. Potom existuje diskrétní míra � taková,

¾e spt(�) � spt(�); �(Rm) = �(Rm) a na K je splnìna nerovnost N� > N� � �.

Dùkaz. Zvolme omezenou oblast V takovou, ¾e K � V � V � Rm n spt(�). Zvolme
diskrétní míry �n, n 2 N , takové, ¾e spt (�n) � spt (�) a �n konvergují pro n ! 1
slabì k míøe �. Proto¾e V \ spt (�) = ;, je f(Nx)jV ; x 2 spt (�)g stejnì omezená mno¾ina
harmonických funkcí a tudí¾ toté¾ platí pro mno¾inu f(N�n)jV ; n 2 Ng. Pro ka¾dé x 2 X
zøejmì platí limn!1N�n(x) = N�(x). Z (1.8.4) vyplývá, ¾e N�n konvergují pro n !1
k N� stejnomìrnì na K. Existuje tudí¾ n 2 N takové, ¾e N�n > N� � � na K, tak¾e
staèí polo¾it � = �n.

3.6.7. Lemma. Nech» K � Rm je neprázdná kompaktní mno¾ina a � je diskrétní míra.

Potom existuje diskrétní míra � taková, ¾e spt(�) � K; �(Rm) = �(Rm) a na K je splnìna

nerovnost N� � 22�mN�� (1=2�) log 2 � �(Rm).

Dùkaz. Oznaème L = spt(�) a uva¾ujme x 2 L. Zvolme, podobnì jako v (2.8.1), �(x) 2 K
takové, ¾e

jx� �(x)j � jx� yj ;

kdykoli y 2 K. Potom pro ka¾dé y 2 K platí jy � �(x)j � 2jy � xj. Odtud plyne, ¾e pro
v¹echna y 2 K je splnìna nerovnost

N (�(x); y) � 22�mN(x; y)� (1=2�) log 2:

Podle pøedpokladu existují èísla a(x) > 0; x 2 L, taková ¾e � =
P

x2L a(x) � "x (pøipo-
meòme, ¾e "x je Diracova míra soustøedìná v bodì x). De�nujme � =

P
x2L a(x) � "�(x).

Potom spt(�) � K a �(Rm) =
P

x2L a(x) = �(Rm). Tvrzení je nyní zøejmé.

3.6.8. Vìta. Nech» K � Rm je kompaktní mno¾ina a cap(K) = 0. Potom existuje Rado-

nova míra � tak, ¾e spt(�) � K a pro ka¾dé z 2 K platí limx!zN�(x) =1 = N�(z).

Dùkaz. Lze pøedpokládat, ¾e K 6= ;. Podle (3.6.5) pro ka¾dé n 2 N existuje Radonova
míra �n taková, ¾e �n(Rm) < 2�n; spt(�n)\K = ; a N�n > 1 na K. Podle (3.6.6) existuje
diskrétní míra �n taková, ¾e �n(Rm) = �n(Rm) a na K je splnìna nerovnost N�n > 1.
Oznaème Vn = fx 2 R

m ; N�n(x) > 1g. Potom Vn je otevøená mno¾ina obsahující K.
U¾itím (3.6.7) dostáváme diskrétní míru �n takovou, ¾e spt(�n) � K; �n(Rm) = �n(Rm)
a na K platí nerovnost

N�n � 22�mN�n � (1=2�) log 2 � �n(R
m) :
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De�nujme � =
P1

n=1 �n. Potom � je Radonova míra, spt(�) � K. Pro ka¾dé r 2 N a
ka¾dé x 2

Tr
n=1 Vn dostáváme

N�(x) � 22�m
rX

n=1

N�n(x)� (1=2�) log 2 �
1X
n=1

�n(R
m) �

� 22�mr � (1=2�) log 2:

Pro ka¾dé z 2 K proto platí limx!zN�(x) =1 = N�(z).

3.6.9. Vìta. Nech» M � @U je borelovská mno¾ina a cap(M) = 0. Potom má M har-

monickou míru 0. Speciálnì: @irrU má harmonickou míru 0.

Dùkaz. Nech» K � M je kompaktní. Staèí dokázat, ¾e K má harmonickou míru nula.
Zvolme x 2 U . Z (3.6.8) víme, ¾e existuje míra � 2 M(K) a èíslo b � 0 takové, ¾e
N� + b � 0 na U a pro ka¾dé z 2 K platí limx!z (N�(x) + b) = 1. Proto¾e pro ka¾dé
" > 0 je ("(N�+ b)) jU 2 U(1K), je zøejmì �x(K) = H1K(x) = 0.

3.6.10. Vìta. Existuje funkce k 2 H+(U) taková, ¾e pro v¹echna z 2 @irrU platí

lim
x!z

k(x) =1 :

Dùkaz. Zvolme y 2 U a pro n 2 N de�nujme stejnì jako v (3.6.1) mno¾inu

Kn = fz 2 @U ; Gy(z) � 1=ng :

Víme (srv. s (3.6.3)), ¾e Kn je kompaktní mno¾ina a cap(Kn) = 0. Podle (3.6.8) tudí¾
existuje míra �n 2 M(Kn) taková, ¾e limx!zN�n(x) =1, kdykoli z 2 Kn. Zvolme èísla
an > 0 a bn > 0 taková, ¾e N�n + bn � 0 na U a

P1
n=1 an(N�n(y) + bn) <1. Potom pro

funkci u =
P

an(N�n + bn) zøejmì platí u 2 S(Rm) a ujU 2 H+(U). Je-li z 2 @irrU , pak
pro vhodné n 2 N platí z 2 Kn, a proto

lim inf
x!z; x2U

u(x) � lim inf
x!z

an (N�n(x) + bn) =1:

Staèí polo¾it k = ujU .

3.6.11. Vìta. Nech» M je borelovská podmno¾ina @U . Potom jsou následující podmínky

ekvivalentní:

(i) M má harmonickou míru nula;

(ii) existuje funkce k0 2 H
+(U) taková, ¾e pro ka¾dé z 2M platí limx!z k0(x) =1.

Dùkaz. Zvolme y 2 U . Z (3.3.7) dostáváme, ¾e podmínka (ii) implikuje (i).
Nech» M má harmonickou míru 0. Potom pro ka¾dé n 2 N existuje otevøená mno¾ina

Vn tak, ¾eM � Vn\@U a �y(Vn\@U) � 2�n. Podle (1.8.3) pro funkci g0 =
P1

n=1H1Vn\@U
platí g0 2 H+(U). Je-li z 2 M \ @rU , pak zøejmì z (3.4.1) plyne limx!zH1Vn\@U(x) = 1,
n 2 N , tudí¾ limx!z g0(x) = 1. Nech» k 2 H+(U) má vlastnosti z (3.6.10). Potom má
zøejmì funkce k0 = g0 + k po¾adované vlastnosti.

3.6.12. Vìta. Nech» funkce u 2 H�(U) je zdola omezená a nech» lim supx!z u(x) � 0,
kdykoli z 2 @rU . Potom u � 0. Speciálnì: jestli¾e h 2 H(U) je omezená a pro ka¾dý bod

z 2 @rU platí limx!z h(x) = 0, potom h = 0.

Dùkaz. Plyne z (3.3.8) a (3.6.9).
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3.6.13. Poznámka. Z (3.6.12) vyplývá, ¾e pro f 2 C(@U) je Hf jediná omezená har-
monická funkce, která nabývá

"
správné hranièní hodnoty\ v ka¾dém regulárním bodì.

Pøesnìji: Je-li h omezená harmonická funkce na U a limx!z h(x) = f(z) pro ka¾dý bod
z 2 @rU , potom h = Hf .

3.7 Keldy¹ova vìta

V tomto odstavci znamená U opìt omezenou oblast v Rm . Pøipomeòme, ¾e podle (3.2.6)
je zobrazení f 7! Hf; f 2 C(@U), Keldy¹ùv operátor. Tím se rozumí, ¾e je to lineární
nezáporné zobrazení A : C(@U) 7! H(U) takové, ¾e Af je øe¹ení klasické Dirichletovy
úlohy v pøípadì, ¾e pro f 2 C(@U) takové øe¹ení existuje.

Na¹ím cílem je dokázat, ¾e na U ¾ádný jiný Keldy¹ùv operátor neexistuje. Ve skuteè-
nosti doká¾eme dokonce jednoznaènost ve tøídì obecnìj¹ích operátorù; viz (3.7.5).

Dùkaz bude vy¾adovat nìkolik pomocných tvrzení. Døíve, ne¾ je uvedeme, bude pro
výklad u¾iteèné provést tuto motivaèní úvahu. Pøedpokládejme, ¾e bychom pro daný regu-
lární bod z mno¾iny U umìli sestrojit funkci h 2 C(U) takovou, ¾e hjU 2 H(U); h(z) = 0 a
h > 0 na U nfzg (to by pak ov¹em byla

"
velice kvalitní\ bariéra pro bod z; srv. se (3.4.1)).

Pak by dùkaz jednoznaènosti Keldy¹ova operátoru byl opravdu snadný. Skuteènì, nech»
A je Keldy¹ùv operátor a f 2 C(@U). Dokazujeme rovnost Af = Hf . Zvolíme z 2 @rU a
uva¾ujeme

"
velice kvalitní\ bariéru h pro bod z. Nech» " > 0 a V je okolí bodu z takové,

¾e jf � f(z)j � " na @U \ V . Zøejmì existuje c > 0 takové, ¾e chj@UnV � sup jf j(@U n V ).
De�nujeme-li na @U funkci g = f(z) + " + chj@U , platí na @U nerovnost f � g a pro
funkci g existuje øe¹ení klasické Dirichletovy úlohy, toti¾ funkce f(z) + "+ chjU . Proto je
Af � Ag = f(z) + "+ chjU . Odtud dostáváme

lim sup
x!z

Af(x) � f(z) + "+ 0;

tak¾e

lim sup
x!z

Af(x) � f(z):

Analogicky se odvodí nerovnost

f(z) � lim inf
x!z

Af(x):

Vidíme, ¾e Af je omezená harmonická funkce, pro ni¾ limx!z Af(x) = f(z), kdykoli
z 2 @rU . Podle (3.6.13) dostáváme Af = Hf .

"
Velmi kvalitní\ bariéra s uvedenými vlastnostmi existuje (viz. (3.7.8)), pøímý dùkaz

existence je nároèný. Uká¾eme, ¾e vý¹e uvedenou úvahu lze modi�kovat a spokojit se
s
"
ménì kvalitní\ funkcí h, která má v bodì z 2 @rU pouze pøibli¾nì hodnotu 0 a je

dostateènì velká v bodech mno¾iny @U nepøíli¹ vzdálených od bodu z.

3.7.1. Lemma. Nech» V a W jsou otevøené podmno¾iny Rm ; W � V; v 2 H�(V ),
w 2 H�(W ) a nech» lim infx!z w(x) � v(z), kdykoli z 2 @W \ V . De�nujme

u =

�
min(w; v) na W ;
v na V nW :

Potom je u 2 H�(V ).
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Dùkaz. Je-li z 2 V n @W , je zøejmì funkce u zdola polospojitá v bodì z a pro r > 0
takové, ¾e Br(z) � V n @W , platí

R
u d�z;r � u(z).

Nech» z 2 @W \ V . Potom

lim inf
x!z; x2W

u(x) = min
�

lim inf
x!z; x2W

w(x); lim inf
x!z; x2W

v(x)
�
� v(z) = u(z);

lim inf
x!z; x2V nW

u(x) = lim inf
x!z; x2V nW

v(x) � v(z) = u(z):

Tudí¾ funkce u je zdola polospojitá v bodì z. Je-li r > 0 takové, ¾e Br(z) � V , zøejmì
platí Z

u d�z;r �

Z
v d�z;r � v(z) = u(z):

Z (2.2.5) vyplývá, ¾e u 2 H�(V ).

3.7.2. Lemma. Nech» V � R
m je otevøená mno¾ina obsahující U; v 2 S(V ). Potom je

funkce vj@U resolutivní a

H(vj@U) = inffsjU ; s 2 H
�(V ); s � v na V n Ug:

Dùkaz. Oznaème f = vj@U . Podle (3.3.4) a (2.3.2) je funkce f resolutivní, nebo» je zdola
polospojitá a inf f(@U) � Hf � vjU . Nech» w 2 U(f). Podle (3.7.1) je funkce

u =

�
min(w; v) na U ;
v na V n U ;

hyperharmonická, tudí¾ na U jsou splnìny nerovnosti

inffs; s 2 H�(V ); s � v na V n Ug � u � w:

Odtud dostaneme nerovnost

inffsjU ; s 2 H
�(V ); s � v na V n Ug � Hf:

Je-li s 2 H�(V ); s � v na U n V , potom pro ka¾dý bod z 2 @U platí

lim inf
x!z; x2U

s(x) � lim inf
x!z

s(x) = s(z) � v(z) = f(z) > �1:

Vidíme, ¾e sjU 2 U(f), tudí¾ sjU � Hf . Nyní je zøejmé, ¾e platí nerovnost

Hf � inffsjU ; s 2 H
�(V ); s � v na V n Ug:

3.7.3. Lemma. Nech» V a W jsou otevøené podmno¾iny Rm , V je omezená a

U � W � W � V :

Nech» v je spojitá superharmonická funkce na V a nech» vjV nW 2 H(V n W ). Potom
existuje neklesající posloupnost fung1n=1 spojitých superharmonických funkcí na V taková,

¾e un � v; (un)jU 2 H(U); n 2 N, a pro ka¾dé z 2 (V nU)[@rU platí limn!1 un(z) = v(z).
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Dùkaz. Polo¾me u = inffs; s 2 H�(V ); s � v na V n Ug. Nech» z 2 @rU a " > 0.
Proto¾e u = v na V n U , je ujV nU spojitá funkce a podle (3.7.2) platí na U rovnost
u = H(uj@U). Jeliko¾ z 2 @rU , vyplývá odtud existence r > 0 takového, ¾e Br(z) � V a
u > u(z)� " na Br(z). Proto bu(z) = lim infx!z u(x) � u(z)� ". Dokázali jsme, ¾e u = bu
na (V nU)[@rU . Podle (2.2.8) platí bu 2 S(V ). Získali jsme tak funkci bu 2 S(V ) takovou,
¾e bujU 2 H(U); bu = v na (V n U) [ @rU a bujV nW 2 H(V nW ). Z (2.6.6) a (2.6.2) snadno
plyne, ¾e existují Radonova míra � s kompaktním nosièem obsa¾eným v mno¾inì V a
funkce h 2 H(V ) tak, ¾e bu = N�+h na V . Zøejmì spt(�) � V nU , nebo» (N�)jU 2 H(U).
Podle (2.8.3) existují Radonovy míry �n, n 2 N , takové, ¾e spt(�n) � spt(�), potenciály
N�n jsou spojité a N� =

P1
n=1N�n.Proto¾e (N�)jU 2 H(U), je (N�r)jU 2 H(U) pro

ka¾dé r 2 N . Superharmonická funkce N�r je toti¾ na U zároveò subharmonická, nebo»
N�r = N��

P
n2Nnfrg N�n. Polo¾íme-li un =

Pn
k=1(N�n)jV +h; n 2 N , dostáváme funkce

s po¾adovanými vlastnostmi.

3.7.4. Vìta. Nech» z 2 @rU; 0 < a < 1; b > 1 a K � @U n fzg je kompaktní mno¾ina.

Potom existuje nezáporná funkce g 2 C(U) taková, ¾e gjU 2 H(U); g(z) = 1; g � b na U
a g � a na K.

Dùkaz. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e z = 0. Zvolme èísla 0 < r < % < R tak, aby U � B%(0)
a K \ Br(0) = ;. Pøipomeòme de�nici funkce p uvedenou za (1.9.1): p(0) = 1 a pro
t 2 R n f0g je

p(t) =

8><
>:

1
!
log

1
t

v pøípadì m = 2 ;
1

!(m� 2)
1

tm�2
v pøípadì m > 2 :

Pro x 2 BR(0) polo¾me

v(x) = min (a(p(jxj)� p(R))=(p(r)� p(R)); b) :

Potom je v kladná spojitá superharmonická funkce, která je harmonická na BR(0) nBr(0),
v � a na BR(0) nBr(0) a v(0) = b. Podle (3.7.3) existuje neklesající posloupnost fung1n=1
spojitých superharmonických funkcí na BR(0) taková, ¾e un � v; (un)jU 2 H(U); n 2 N ,
a pro ka¾dé y 2 (BR(0) n U) [ @rU platí limn!1 un(y) = v(y). Z Diniho vìty vyplývá, ¾e
speciálnì konvergují funkce un k funkci v stejnomìrnì na mno¾inì S%(0) [ f0g. Existuje
tudí¾ n 2 N tak, ¾e un � 0 na S%(0) a un(0) � 1. Podle (2.2.4) je un � 0 na B%(0).
De�nujme g = (1=un(0))(un)jU . Potom g 2 C(U); gjU 2 H(U); g � b na U , g � a na
U nBr(0), co¾ je mno¾ina obsahující K, a g(0) = 1.

Zavedeme je¹tì pojem modi�kující de�nici Keldy¹ova operátoru (nepo¾aduje se linea-
rita). Budeme øíkat, ¾e zobrazení B : C(@U) 7! H(U) je K-operátor na U, jestli¾e

(i) B je neklesající (tj. Bf � Bg, kdykoli f; g 2 C(@U); f � g ) a

(ii) jestli¾e pro f 2 C(@U) existuje øe¹ení hf klasické Dirichletovy úlohy, potomBf = hf .

Je zøejmé, ¾e pro ka¾dé f 2 C(@U) je Bf omezená harmonická funkce a ka¾dý Keldy¹ùv
operátor je K-operátor.

3.7.5. Vìta. Na U existuje právì jeden K-operátor.
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Dùkaz. Nech» B je K-operátor na U. Doká¾eme, ¾e Bf = Hf , kdykoli f 2 C(@U).
Nech» tedy f 2 C(@U); z 2 @rU; " > 0 a c > sup jf � f(z)j(@U). Polo¾me a = "=c,

b = 1+"=c, dále zvolme r > 0 tak, aby jf�f(z)j < " na Br(z) a oznaèmeM = @U nBr(z).
Nech» g je funkce s vlastnostmi z (3.7.4). De�nujme h = c((1+"=c)�g). Potom h 2 C(U),
hjU 2 H(U), h � 0, h(z) = " a na M platí h � c > f � f(z). Proto¾e f � f(z)+ "+hj@U ,
platí podle vlastnosti (i) K-operátoru nerovnost Bf � B(f(z) + " + hj@U) na U . Podle
vlastnosti (ii) je ov¹em B(f(z) + "+ hj@U) = f(z) + "+ hjU . Odtud

lim sup
x!z

Bf(x) � f(z) + "+ lim
x!z

h(x) = f(z) + 2":

Podobnì se odvodí nerovnost

f(z)� 2" � lim inf
x!z

Bf(x):

Proto pro ka¾dé z 2 @rU platí limx!z Bf(x) = f(z). Podle (3.6.13) je Bf = Hf .

Následující vìta ukazuje, ¾e øe¹ení zobecnìné Dirichletovy úlohy lze získat pomocí mo-
di�kovaných systémù horních funkcí. (Samozøejmì také modi�kovaných systémù dolních
funkcí.) Pøipomeòme je¹tì, ¾e R(U) = fh�k; h; k 2 H+(U)g je podle (2.4.6) dedekindov-
sky úplný vektorový svaz. Pro zdola omezenou neprázdnou mno¾inu F � R(U) znaèímeV
F in�mum F v tomto svazu. Je zøejmé, ¾e ka¾dá omezená harmonická funkce na U je

prvkem R(U).
Pro f 2 C(@U) de�nujme

Pf = inffsjU ; s 2 C(U); sjU 2 S(U); sj@U � fg;

Lf =
V
fhjU ; h 2 C(U); hjU 2 H(U); hj@U � fg:

3.7.6. Vìta. Pro ka¾dé f 2 C(@U) platí Pf = Lf .

Dùkaz. Zøejmì jsou zobrazení P a L neklesající. Nech» f 2 C(@U). Zøejmì Lf 2 H(U),
z (2.4.3) plyne, ¾e Pf 2 H(U). Pomocí (2.2.4) se nyní snadno nahlédne, ¾e P a L jsou
K-operátory. Tvrzení plyne z (3.7.5).

3.7.7. Poznámka. Pro f 2 C(@U) de�nujme

Gf = inf
n
h; h 2 H(U); lim inf

x!z
h(x) � f(z) pro v¹echna z 2 @U

o
:

Potom je G zøejmì neklesající zobrazení na C(@U), ov¹em není zøejmé, ¾e Gf 2 H(U).
Tudí¾ (3.7.5) nelze pøímo aplikovat. V (3.8.9) doká¾eme (dokonce pro v¹echny resolutivní
funkce), ¾e platí Gf = Hf .

S ohledem na de�nici operátoru L poznamenejme, ¾e obecnì neplatí pro f 2 C(@U)
rovnost

Hf = inffhjU ; h 2 C(U); hjU 2 H(U); hj@U � fg:

Volme U = B1(0) n f0g; f = 0 na S1(0) a f(0) = 1. Nech» h 2 C(U); hjU 2 H(U) a
hj@U � f . Podle (2.6.8) je hjB1(0) 2 H(B1(0)) a z (1.7.2) snadno plyne, ¾e pro ka¾dé x 2 U
je

inffh(x); h 2 C(U); hjU 2 H(U); hj@U � fg > 0:

Ov¹em Hf = 0 na U .
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3.7.8. Vìta. Nech» X je kompaktní Hausdor�ùv topologický prostor, z 2 X a nech» fzg
je mno¾ina typu G�. Nech» F je uzavøený podprostor prostoru spojitých funkcí na X
obsahující konstanty a mající tuto vlastnost: existuje a 2 (0; 1), takové, ¾e pro ka¾dé b > 1
a pro ka¾dou kompaktní mno¾inu K � X n fzg existuje f 2 F , 0 � f � b, f(z) = 1 a

f jK � a. Potom existuje funkce g 2 F taková, ¾e g(z) = 0 a g > 0 na X n fzg.

Dùkaz. Nech» fGng1n=1 je nerostoucí posloupnost otevøených mno¾in v X taková, ¾e
G0 = X a

T1
k=0Gk =fzg. Zvolme libovolnì posloupnost kladných reálných èísel a1; a2; : : : ,

splòující podmínku
P1

n=1 an=1, a oznaème sn =
P1

k=n+1 ak. Polo¾meW�1 = X a zvolme
c > 1.

Indukcí budeme de�novat mno¾iny W0;W1; : : : , èísla b1; b2; : : : a funkce f1; f2; : : : tak,
aby pro ka¾dé j 2 N platilo

(1) Wj�1 je otevøená mno¾ina, Wj�2 � Wj�1, z 2 Wj�1 � Gj�1;

(2) fj 2 F , 0 � fj � bj � c a fj(z) = 1;

(3) pro ka¾dé x 62 Wj�1 je fj(x) � a;

(4) pro ka¾dé x 2 Wj�1 je
Pj

k=1 akfk(x) < 1� sja.

De�nujme W0 = X. Zvolme b1 2 (1; c] tak, aby a1b1 + s1a < 1. Podle pøedpokladu
existuje funkce f1 2 F taková, ¾e 0 � f1 � b1 a f1(z) = 1. Potom pro j = 1 platí (1), (2),
(3) a (4).

Pøedpokládejme, ¾e n > 1 a ¾e jsou ji¾ de�novány mno¾iny Wj�1, èísla bj a funkce
fj splòující pro j = 1; : : : ; n podmínky (1) { (4). Zvolme bn+1 2 (1; c ] tak, aby platiloPn

k=1 ak + an+1bn+1 + sn+1a < 1. De�nujme

Wn = Gn \Wn�1 \
n
x 2 X;

nX
k=1

akfk(x) + an+1bn+1 < 1� sn+1a
o
:

Potom zøejmì pro j = n + 1 platí podmínka (1). Podle pøedpokladu existuje funkce
fn+1 2 F taková, ¾e 0 � fn+1 � bn+1, fn+1(z) = 1 a fn+1jXnWn

� a. Potom pro j = n+ 1
zøejmì platí i (2), (3) a (4).

De�nujme h =
P1

n=1 anfn: Proto¾e 0 � fn � c, n 2 N , øada konverguje stejnomìrnì
na X. Jeliko¾ F je uzavøený podprostor, je h 2 F . Zøejmì h � 0 a h(z) = 1. Proto¾eT1
k=1Gk = fzg, podle (1) platí fzg =

T1
k=0Wk. Uva¾ujeme x 2 X n fzg. Pak existuje

n 2 N takové, ¾e x 2 Wn�1 nWn. Podle (3) a (4) dostáváme

h(x) �
nX

k=1

akfk(x) +
1X

k=n+1

akfk(x) < 1� sna+
1X

k=n+1

aka = 1:

Funkce g = 1� h má zøejmì po¾adované vlastnosti.

3.7.9. Vìta. Nech» z 2 @rU . Potom existuje funkce h 2 C(U) taková, ¾e hjU 2 H(U),
h(z) = 0 a h > 0 na U n fzg.

Dùkaz. U¾ijeme (3.7.8) pro X = @U a F = fuj@U ; u 2 C(U); ujU 2 H(U)g. Z (1.8.1)
plyne, ¾e F je uzavøený podprostor C(@U). Tvrzení vyplývá z (3.7.4). (Nerovnost h > 0
na U je dùsledkem (1.5.3).)
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3.8 Corneùv pøístup k Dirichletovì úloze

Nech» U � R
m je omezená oblast, f : @U ! R

� , h a k jsou reálné funkce a k � 0.
Budeme øíkat, ¾e funkce h konverguje k funkci f s kontrolou k, jestli¾e je splnìna tato

podmínka:
Pro ka¾dou mno¾inu M � U a ka¾dý bod z 2M \ @U platí

(�) Je-li lim supx!z; x2M k(x) <1, potom f(z) 2 R a limx!z; x2M h(x) = f(z).

(��) Je-li limx!z; x2M k(x) =1, potom limx!z; x2M h(x)=(1 + k(x)) = 0.

3.8.1. Vìta. Nech» f : @U ! R
� , h a k jsou reálné funkce, k � 0. Potom jsou následující

podmínky ekvivalentní

(i) Funkce h konverguje k funkci f s kontrolou k.

(ii) Pro ka¾dý bod z 2 @U platí

(ii�) Je-li lim infx!z k(x) <1, potom f(z) 2 R a

lim
x!z

h(x)� f(z)
1 + k(x)

= 0:

(ii��) Je-li limx!z k(x) =1, potom limx!z h(x)=(1 + k(x)) = 0.

(iii) Pro ka¾dý bod z 2 @U a ka¾dé " > 0 jsou splnìny nerovnosti:

1 6= lim sup
x!z

(h(x)� "k(x)) � f(z) � lim inf
x!z

(h(x) + "k(x)) 6= �1 :

Dùkaz. Nech» platí podmínka (i). Potom (ii��) je podmínka (��) pro pøípad M = U .
Nech» z 2 @U a nech» lim infx!z k(x) < 1. Potom existuje n 2 N takové, ¾e z le¾í
v uzávìru mno¾iny k�1((�1; ni). Podle (�) je f(z) 2 R.

Zvolme � > 0 a oznaème

M = fx 2 U ; j(h(x)� f(z))=(1 + k(x))j > �g:

Doká¾eme sporem, ¾e z =2M . Pøedpokládejme, ¾e z 2M a nech» c = lim infx!z; x2M k(x).
Jestli¾e c =1, pak z (��) dostáváme

lim
x!z; x2M

(h(x)� f(z))=(1 + k(x)) = 0 ;

to ov¹em podle de�nice mno¾iny M není mo¾né. Jestli¾e c < 1, pak z le¾í v uzávìru
mno¾iny N = M \ k�1((�1; c + 1i). Podle (�) je v¹ak limx!z; x2N h(x) = f(z), tudí¾
limx!z; x2N(h(x) � f(z))=(1 + k(x)) = 0, co¾ je opìt v rozporu s de�nicí mno¾iny M .
Vidíme, ¾e platí podmínka (ii�) a tím je (ii) dokázáno.

Nech» platí podmínka (ii), nech» z 2 @U a " > 0. Oznaème c = lim infx!z k(x). Je-li
c =1, pak podle (ii��) dostáváme

lim inf
x!z

(h(x) + "k(x)) = lim inf
x!z

(1 + k(x)) �

�
h(x)

1 + k(x)
+

"k(x)
1 + k(x)

�
=1 � f(z):

Pøedpokládejme, ¾e c < 1. Z (ii�) vyplývá, ¾e f(z) 2 R a pro ka¾dé a > 0 existuje
okolí V (a) bodu z takové, ¾e

jh� f(z)j=(1 + k) � a na U \ V (a) :
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Speciálnì na U \ V (a) platí h + ak � f(z)� a. Pro a > 0 de�nujme

I(a) = lim inf
x!z

(h(x) + ak(x)) :

Zøejmì je funkce I neklesající na (0;1) a I(a) � f(z) � a pro ka¾dé a > 0. Z toho
vyplývá, ¾e

lim inf
x!z

(h(x) + "k(x)) = I(") � lim
a!0+

I(a) � lim
a!0+

(f(z)� a) = f(z) 6=1 :

Nerovnost pro limes superior se doká¾e analogicky a tím je platnost podmínky (iii) ovì-
øena.

Nech» koneènì platí podmínka (iii), nech» M � U a z 2 M \ @U . Oznaème dále
b = lim infx!z; x2M h(x) a d = lim supx!z; x2M k(x). Jestli¾e d <1, pro ka¾dé " > 0 platí

f(z) � lim inf
x!z

(h(x) + "k(x)) � lim inf
x!z; x2M

(h(x) + "k(x)) �

� lim inf
x!z; x2M

h(x) + " lim sup
x!z;x2M

k(x) = b + "d:

Podle podmínky (iii) je b + "d 6= �1, tedy b 6= �1. Dostáváme tak

f(z) � b = lim inf
x!z; x2M

h(x) 6= �1 :

Podobnì se uká¾e, ¾e f(z)� lim supx!z; x2M h(x) 6=1. Odtud limx!z; x2M h(x)=f(z) 2 R ,
co¾ je podmínka (�).

Zbývá dokázat podmínku (��). Pøedpokládejme, ¾e limx!z; x2M k(x) = 1 a " > 0.
Z podmínky (iii) plyne

lim sup
x!z; x2M

(h(x)� "k(x)) 6=1 a lim inf
x!z; x2M

(h(x) + "k(x)) 6= �1:

Tudí¾ existuje kladné reálné èíslo a a okolí V bodu z taková, ¾e na mno¾inì M \ V jsou
splnìny nerovnosti

h� "k � a; h+ "k � �a:

Odtud dostáváme na M \ V nerovnost jhj=(1 + k) � (a + "k)=(1 + k). Proto¾e platí
limx!z; x2M k(x) =1, je pro ka¾dé " > 0

lim sup
x!z; x2M

jh(x)j=(1 + k(x)) � ":

Odtud vyplývá, ¾e je splnìna podmínka (��) a tím je platnost podmínky (i) ovìøena.

3.8.2. Lemma. Nech» fj : @U ! R� , hj a kj jsou reálné funkce na U , kj � 0, j = 1; 2.
Nech» hj konverguje k fj s kontrolou kj, j = 1; 2. Nech» f : @U ! R

� je funkce, pro ni¾

f(z) = f1(z) + f2(z), pokud je pro z 2 @U souèet f1(z) + f2(z) de�nován. Potom h1 + h2
konverguje k f s kontrolou k1 + k2. Dále pro a 2 R n f0g funkce a � h1 konverguje k funkci

a � f1 s kontrolou jaj � k1.

Dùkaz. Nech» z 2 @U; " > 0 a nech» souèet f1(z) + f2(z) je de�nován. Podle (3.8.1(iii))
je pro j = 1; 2

1 6= lim sup
x!z

(hj(x)� "kj(x)) � fj(z) � lim inf
x!z

(hj(x) + "kj(x)) 6= �1:
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Oznaème h = h1 + h2; k = k1 + k2. Potom

lim sup
x!z

(h(x)� "k(x)) � lim sup
x!z

(h1(x)� "k1(x)) + lim sup
x!z

(h2(x)� "k2(x)) �

� f1(z) + f2(z) �

� lim inf
x!z

(h1(x) + "k1(x)) + lim inf
x!z

(h2(x) + "k2(x)) � lim inf
x!z

(h(x) + "k(x))

a zøejmì èíslo na levé stranì øetìzce nerovností je rùzno od 1 a èíslo na pravé stranì je
rùzno od �1.

Nech» f1(z) = �1 a f2(z) =1. Potom

lim sup
x!z

(h(x)� "k(x)) � �1+ lim sup
x!z

(h2(x)� "k2(x)) = �1;

lim inf
x!z

(h(x) + "k(x)) � lim inf
x!z

(h1(x) + "k1(x)) +1 =1:

Analogicky v pøípadì f1(z) =1 a f2(z) = �1 platí

lim sup
x!z

(h(x)� "k(x)) = �1; lim inf
x!z

(h(x) + "k(x)) =1 :

Vidíme, ¾e pro ka¾dé z 2 @U a ka¾dé " > 0 je

1 6= lim sup
x!z

(h(x)� "k(x)) � f(z) � lim inf
x!z

(h(x) + "k(x)) 6= �1

a tedy podle (3.8.1(iii)) funkce h1 + h2 konverguje k funkci f s kontrolou k1 + k2.
Tvrzení o násobku plyne z (3.8.1(iii)) ihned pro a > 0 a také pro a = �1, tedy pro

ka¾dé a 2 R n f0g.

Nech» f : @U ! R� . Budeme øíkat, ¾e funkce f je resolutivní v Corneovì smyslu

(krátce: C-resolutivní), jestli¾e existují funkce h 2 H(U) a funkce k 2 H+(U) takové, ¾e
funkce h konverguje k funkci f s kontrolou k.

Ka¾dou funkci h 2 H(U), pro ni¾ existuje k 2 H+(U) taková, ¾e funkce h konverguje
k funkci f s kontrolou k, nazveme øe¹ení Dirichletovy úlohy v Corneovì smyslu (krátce:
C-øe¹ením) pøíslu¹ným funkci f .

3.8.3. Vìta. Nech» f je C-resolutivní funkce a nech» h je C-øe¹ení pøíslu¹né funkci f .
Potom f je resolutivní a h = Hf .

Dùkaz. Nech» h 2 H(U); k 2 H+(U) a nech» funkce h konverguje k funkci f s kontrolou
k. Podle (3.8.1(iii)) je pro ka¾dé " > 0 funkce h�"k dolní funkce k funkci f a h+"k horní
funkce k funkci f . Proto platí h � "k � Hf � Hf � h + "k. Odtud plyne, ¾e funkce f
je resolutivní a Hf = h.

3.8.4. Lemma. Nech» f je spojitá funkce na @U . Potom f je C-resolutivní.

Dùkaz. Nech» k 2 H+(U) je funkce, pro ni¾ limx!z k(x) = 1 pro ka¾dé z 2 @irrU .
(Taková funkce existuje podle (3.6.10).) Polo¾me h = Hf . Pak funkce h je omezená
a tudí¾ zøejmì limx!z h(x)=(1 + k(x)) = 0, kdykoli z 2 @U a limx!z k(x) = 1. Je-li
z 2 @U a lim infx!z k(x) < 1, potom z 2 @rU , tudí¾ platí limx!z h(x) = f(z) a také
limx!z(h(x)� f(z))=(1 + k(x)) = 0. Podle (3.8.1(ii)) je f C-resolutivní.

3.8.5. Lemma. Nech» ffng1n=1 je neklesající posloupnost reálných C-resolutivních funkcí,

f = limn!1 fn a nech» limn!1Hfn 2 H(U). Potom f je C-resolutivní.
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Dùkaz. Zvolme y 2 U a oznaème hn = Hfn; h = limn!1 hn. Nech» kn 2 H+(U) a nech»
funkce hn konverguje k fn s kontrolou kn. Zvolme èísla an > 0 tak, ¾e

P1
n=1 ankn(y) <1

a polo¾me k =
P1

n=1 ankn. Podle (1.8.3) platí k 2 H+(U) a z (3.8.1(iii)) ihned vyplývá,
¾e pro ka¾dé n konverguje funkce hn k funkci fn s kontrolou k.

Existuje posloupnost fgng1n=1 vybraná z posloupnosti fhng1n=1 taková, ¾e

1X
n=1

n(gn+1(y)� gn(y)) <1 :

De�nujme g=
P1

n=1 n(gn+1�gn); g0 = 0 na U a v¹imnìme si, ¾e g 2 H+(U) podle (1.8.3) a

h = lim
n!1

gn =
1X
n=0

(gn+1 � gn) :

Doká¾eme, ¾e funkce h konverguje k funkci f s kontrolou k + g.
Nech» z 2 @U a " > 0. Proto¾e pro ka¾dé n 2 N je

fn(z) � lim inf
x!z

(hn(x) + "k(x)) 6= �1

a zøejmì hn + "k � h+ "k � h+ "(k + g), platí

fn(z) � lim inf
x!z

(h(x) + "(k(x) + g(x)) 6= �1

a tudí¾

f(z) � lim inf
x!z

(h(x) + "(k(x) + g(x))) 6= �1:

Nech» r 2 N n f1g splòuje nerovnost 1 � "r. Potom

h�"(k+g) =
r�1X
n=0

(gn+1�gn)�"k +
1X
n=r

(gn+1�gn)�"
r�1X
n=1

n(gn+1�gn)�
1X
n=r

"n(gn+1�gn) �

� gr � "k +
1X
n=r

(gn+1 � gn) + 0�
1X
n=r

(gn+1 � gn) = gr � "k

Proto platí

lim sup
x!z

(h(x)� "(k(x) + g(x)) � lim sup
x!z

(gr(x)� "k (x)) :

Nech» pro n 2 N platí hn = gr. Proto¾e funkce hn konverguje k fn s kontrolou k, je

1 6= lim inf
x!z

(gr(x)� "k(x)) � fn(z) � f(z) :

Odtud

1 6= lim sup
x!z

(h(x)� "(k(x) + g(x)) � f(z):

Z (3.8.1(iii)) vyplývá, ¾e h konverguje k f s kontrolou k+g, tudí¾ je funkce f C-resolutivní.
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3.8.6. Lemma. Nech» � je systém v¹ech mno¾in omezených funkcí na @U takový, ¾e pro

ka¾dé F 2 � platí tyto podmínky:

(1) C(@U) � F ;

(2) je-li f : @U ! R a f = limn!1 fn, kde ffng1n=1 je omezená monotónní posloupnost

funkcí z F , pak je té¾ f2 F.

Potom je
T
� mno¾ina v¹ech omezených borelovských funkcí na @U .

Dùkaz. Oznaèíme-li F =
T
�, platí zøejmì (1) a (2). Doká¾eme tuto implikaci:

(3) je-li f : @U ! R, ffng1n=1 je omezená posloupnost funkcí z F a f = limn!1 fn,
pak f 2 F .

Je známo, ¾e mno¾ina B omezených borelovských funkcí na @U splývá s nejmen¹í mno¾i-
nou F0 omezených funkcí na @U takovou, ¾e C(@U) � F0 a platí (3), pí¹eme-li F0 místo
F . Proto¾e B 2 �, je F � B. Z (1) a (3) ov¹em plyne B � F a tedy tvrzení lemmatu.

Pro dùkaz (3) si nejprve rozmyslíme, ¾e max(f; g) 2 F , kdykoli f; g 2 F .
Pro f 2 F de�nujme F(f) = fh 2 F ; max(f; h) 2 Fg. Nech» nejprve f 2 C(@U).

Zøejmì platí C(@U) � F(f). Je-li g : @U ! R; fgng
1
n=1 omezená monotónní posloupnost

funkcí z F(f) a g = limn!1 gn, pak fmax(f; gn)g1n=1 je omezená monotónní posloupnost
funkcí z F a max(f; g) = limn!1max(f; gn). Vidíme, ¾e max(f; g) 2 F . Dokázali jsme,
¾e F(f) 2 �, a proto F(f) = F .

Nech» nyní f 2 F . Z pøedchozího víme, ¾e C(@U) � F(f). Nech» g : @U ! R; fgng1n=1
je omezená monotónní posloupnost funkcí z F(f) a g = limn!1 gn. Pak fmax(f; gn)g1n=1
je omezená monotónní posloupnost funkcí z F a max(f; g) = limn!1max(f; gn). Proto
max(f; g) 2 F a F(f) = F . Odtud snadno plyne, ¾e maximum koneèné mno¾iny funkcí
z F le¾í v F .

Doká¾eme, ¾e platí (3). Nech» f : @U ! R; ffng
1
n=1 je omezená posloupnost funkcí

z F a f = limn!1 fn. Pro j; k 2 N de�nujme gj;k = maxffj; : : : ; fj+kg. Pro ka¾dé j 2 N

je pak fgj;kg1k=1 omezená neklesající posloupnost funkcí z F . Polo¾me gj = limk!1 gj;k
Zøejmì je gj omezená funkce a gj 2 F podle (2). Proto¾e fgjg1j=1 je omezená nerostoucí
posloupnost funkcí z F a f = limn!1 fn = lim supn!1 fn = limj!1 gj, je f 2 F opìt
podle (2).

3.8.7. Lemma. Nech» borelovská mno¾ina N � @U má harmonickou míru nula a nech»

pro funkci f : @U ! R� platí f = 0 na @U nN . Potom funkce f je C-resolutivní.

Dùkaz. Podle (3.6.11) existuje funkce k0 2 H+(U) taková, ¾e limx!z k0(x) = 1, kdykoli
z 2 N . Potom funkce h = 0 na U konverguje k funkci f s kontrolou k0. Pro ka¾dé z 2 @U
a " > 0 toti¾ zøejmì platí

1 6= lim sup
x!z

(�"k0(x)) � f(z) � lim inf
x!z

("k0(x)) 6= �1:

3.8.8. Vìta. Ka¾dá resolutivní funkce je C-resolutivní.

Dùkaz. Podle (3.8.4), (3.8.5), (3.8.2) a (3.8.6) je ka¾dá omezená borelovská funkce C-
resolutivní. Z (3.3.4) vyplývá, ¾e omezená resolutivní funkce je souètem omezené borelov-
ské funkce na @U a funkce, která je rùzná od nuly pouze na borelovské mno¾inì míry nula.
Nyní z (3.8.7) a (3.8.2) vidíme, ¾e ka¾dá omezená resolutivní funkce je C-resolutivní. Je-li
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f � 0 resolutivní funkce, jsou podle (3.3.4) také funkce fn = min(f; n); n 2 N , resolutivní.
Z (3.8.5) plyne, ¾e f je C-resolutivní. Je-li koneènì f resolutivní funkce, pak podle (3.3.4)
jsou f+ a f� resolutivní funkce, tudí¾ C-resolutivní, a proto podle (3.8.2) je funkce f také
C-resolutivní.

Následující vìta ukazuje, ¾e v de�nici PWB-øe¹ení Dirichletovy úlohy lze za horní a
dolní funkce uva¾ovat pouze harmonické funkce.

3.8.9. Vìta. Nech» f : @U ! R
� je resolutivní funkce. Potom

Hf = sup(L(f) \ H(U)) = inf(U(f) \H(U)):

Dùkaz. Okam¾itì vyplývá z (3.8.8) a (3.8.1(iii)).

3.8.10. Vìta. Nech» f je resolutivní funkce a kn 2 U(f)\H(U); qn 2 L(f)\H(U) jsou
takové funkce, ¾e k =

P1
n=1(kn�Hf) a q =

P1
n=1(Hf � qn) jsou funkce koneèné alespoò

v jednom bodì z U . Potom funkce Hf konverguje k f s kontrolou k + q.

Dùkaz. Podle (1.8.3) je funkce k + q harmonická a zøejmì k + q � 0. Polo¾me h = Hf .
Nech» z 2 @U; " > 0 a nech» r 2 N je zvoleno tak, ¾e "r � 1. Potom

h+ "(k + q) � h + "k � h + (1=r)
rX

n=1

(kn � h) = (1=r)
rX

n=1

kn:

Odtud dostáváme

lim inf
x!z

(h(x) + "(k(x) + q(x)) � (1=r) � lim inf
x!z

rX
n=1

kn(x) � (1=r)
rX

n=1

lim inf
x!z

kn(x) :

Proto¾e kn 2 U(f), není poslední souèet roven �1, a

lim inf
x!z

kn(x) � f(z) ; n 2 f1; : : : ; rg :

Vidíme, ¾e

f(z) � lim inf
x!z

(h(x) + "(k(x) + q(x)) 6= �1:

Dùkaz pro limes superior je obdobný a tvrzení plyne z (3.8.1(iii)).

3.8.11. Vìta. Nech» f je resolutivní funkce. Potom pro v¹echna z 2 @U s výjimkou

mno¾iny harmonické míry nula platí nerovnosti

lim inf
x!z

Hf(x) � f(z) � lim sup
x!z

Hf(x):

Dùkaz. Podle (3.8.8) existuje funkce k 2 H+(U) taková, ¾e Hf + "k 2 U(f), kdykoli
" > 0. De�nujme N = fz 2 @U ; lim infx!z k(x) = 1g. Potom N je zøejmì borelovská
mno¾ina a pro ka¾dé � > 0 je � � k 2 U(1N). Tudí¾ N má harmonickou míru 0.

Nech» z 2 @U nN . Potom pro ka¾dé " > 0 platí

f(z) � lim inf
x!z

(Hf(x) + " � k(x)) � lim sup
x!z

Hf(x) + " � lim inf
x!z

k(x):

Proto¾e lim infx!z k(x) <1, dostáváme nerovnost

f(z) � lim sup
x!z

Hf(x):

Dùkaz se nyní dokonèí pøechodem k funkci �f .

3.8.12. Korolár. Nech» x 2 U . Potom je zobrazení f 7! Hf; f 2 L1(�x), prosté.

Dùkaz. Plyne okam¾itì z (3.8.11).
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