Misto predmluvy

Piedkladané texty nejsou uéebnice a uz viubec ne uéebnice pro samouky. Snazil jsem se, aby mél étendf
v ruce co nejiplnéjsi informaci k tomu, co je obsahem ptednagky, pfipadné néco navic. Nesnazil jsem se,
aby text byl hladce éitelny. Domnivam se, 7e takova snaha by byla §kodliva. Je-li n&jaké misto obtiznéjsi,
je jen dobfe, kdyz se na ném student zarazi. Mél by se s nim trochu potrapit, a neporozumi-li mu sam,
mél by se zeptat.

Pozor: obti#né misto nemusf byt viditelné komplikované. Casto jsou, zvI4st pro zaédteénika (prosim,
aby se studenti timto slovem necitili urazeni) obt{Zné pfedeviim rozhodujici obraty v kratkych dikazech.

Snad neni tfeba doddvat, 7e jsem se také nesnazil o originalitu vykladu.
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Piedbézné amluvy

Smyslem téchto imluv je jen upozornéni na symboly, kterych budeme uzivat. Pfedpokladdm, Ze ¢tenar
vSechno potfebné bud'jiz znd odjinud, nebo se to brzy dozvi v ostatnich pfednaskach. Na cokoli nejasného
necht se student zeptd na pfedndsce, na cvi¢eni, nebo na konsultaci.

Logické symboly: Symbolu & pro ,,a zaroven“ budeme uzivat bézné. ,nebo“ budeme radéji vypisovat
(bézny symbol V se muze plést se sjednocenim). Implikace je samozfejmeé oznacovana =, logickd ekvivalence
—

3 znamend ,existuje”, tedy tfeba Jao € X ctéte ,existuje prvek 2 v mnoziné X (takovy, ze atd.). V
znamena ,,pro vSechna®. Nikdy nezapominejte, 7e pfi negaci se 3 méni na V a naopak.

Mnoziny: Symboly AU B pro sjednoceni. AN B pro prunik, A C B pro podmnozinu, ¢ € A pro vztah
,byti prvkem® snad ani nemusime pfipominat. A \ B znamend rozdil mnozin, t.j. mnozinu vsech téch
prvki, které jsou v A ale nejsou v B, A x B je kartézsky soucin, t.j. mnozina vsech dvojic (a,b) kde a € A

a b € B. Symboly U Ai, U;cs Ai, Uy Ai nebo jen |JA; se uzivaji pro sjednoceni systému mnozin pres
i€J

né&jakou mnozinu, symboly () A, (V;c; As, (17 Ai nebo jen () A; se uzivaji pro priniky systémi.
et

Velmi ¢asto budeme pouzivat vyraza typu

{a| V() }

pro mnozinu vsech prvka spliiujicich néjakou podminku V. Pfesnéji, obvykle se jedna o mnozinu vsech
prvku z kontextu patrné vétsi mnoziny spliujici tu podminku. Tedy, je-li zfejmé, ze mluvime o realnych
gislech, piseme tieba {z | 2 > a }, misto podrobngjstho {z |z e R & 22 > a }.

Zobrazeni: NapiSeme-li f: X — Y, mame na mysli, 7e f je zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y; X
se pfitom nazyva definiénim oborem. Y oborem hodnot. Mnozina Y miuze byt vétsi, nez { f(z) |z € X };
shoduje-li se s ni, mluvime o zobrazeni na (mnozinu Y).

Zobrazeni je prosté, plati-li implikace

z£y= f(z) £ fly).

Je-li f: X — Y prosté a na, existuje (pravé jedno) zobrazeni g : Y — X takové, ze pro viechna z € X je
g9(f(z)) = z a pro véechna y € Y je f(g(y)) = y. Naopak, samozfejmé, existuje-li takové g, je f prosté a
na. Toto zobrazeni se nazyva zobrazenim inverznim k f a obvykle se oznaguje f~'.

Pro A C X a B CY oznacujeme dale

fIAl={f(z) |z A}

a mluvime o obrazu (pod)mnoziny A pfi zobrazeni f,

f7(B)={z|f(x) €B}

amluvime o vzoru B. Casto se i v prvnim p¥ipadé pise prosté f(A), nebezpedi zamény s funkéni hodnotou
je v8ak o néco vétsi nez v pfipadé druhém.

Slozené zobrazeni, t.j. zobrazeni dané pfedpisem f(g(z)), oznacujeme ¢asto f o g.

Piedpis pro zobrazeni budeme casto vyznacovat zdpisem x — V(z), kde V' je néjakd formule. Tak
napiiklad zapis z — z% + 1 bude popisovat funkci f danou piedpisem f(z) = z? + 1, je-li jiz ovsem
stanoveno, co je defini¢ni obor a co je obor hodnot.

Je-li f: X — Y zobrazeni a jeli A C X, oznacime symbolem f|A zobrazeni A — Y dané tymz
predpisem jako f.



I Realna cisla a posloupnosti

I.1 Redlna ¢isla

Konstrukci realnych éisel zde nebudeme provadét. Zajemce odkazuji na Jarnikav Diferencialni poéet. Pro
nase ucely postaci, sepiSeme-li si jejich vlastnosti, které budeme dale pouzivat.

Pfedevsim oznaceni: Mnozinu realnych cisel budeme oznacovat R nebo téz [Eq. Toto druhé oznaceni
budeme uZivat zejména pozdéji v souvislosti s funkcemi vice proménnych.

Algebraicka struktura: Na R mdme pfedeviim operace sé¢itani (oznacené a + b) a nasobeni (oznacené
a - b nebo prosté ab) spliujici tato pravidla:

(a+b)+c=a+ (b+¢), (ab)e = a(bc) (asociativita)
a+b=b+a, ab = ba (komutativita)
alb+c¢) =ab+ac (distributivita).

Jsou zde neutralni prvky vzhledem ke s¢itdni (nula, 0) 1 vzhledem k nasobeni (jednotka, 1) spliujici
a+0=a, a-1=a.
Pro kazdé a existuje (pravé jeden) prvek —a takovy, Ze a + (—a) = 0, a pro kazdé a # 0 existuje (pravé
jeden) prvek a=?! (jind oznagen{ E,l/a) takovy, ze a-a”! = 1.
Piseme a — b misto a + (—b), %( nebo téz a : b, a/b) misto a - b1

Utvaru s operacemi téchto vlastnosti se #ika téleso; kromé télesa redlnych ¢isel se ¢tenaf jisté setkal
s dalgimi, tfeba télesem raciondlnich é&isel, nebo télesem komplexnich éisel.

Uspoiadani: Na R je dana relace uspotfadani < spliujici pravidla

a<a (reflexivita),
a<b&b<c=a<e (tranzitivita),
a<b&b<a=a=bh (antisymetrie),
a kone¢né
Va,bbud a <bnebob<a (linearita).

Uspotadani se chova ve vztahu k operacim takto:
a<b=>a+c<b+ec,
a<b&0<c=ac<bec.
Umluva: Piseme samozfejmé asto a > b misto b < a,a < bnebo b > a jestlite a <b& a#b.

Suprema a infima: Uspofddani redlnych &isel md velmi duleZitou specidlni vlastnost, jejiz formulaci
musime nejprve pFipravit. Mnozinu M pfirozenych ¢isel nazveme shora (resp. zdola) omezenou, existuje-li
¢islo K takové, ze pro véechna z € M je x < K (resp. K < ).

Rekneme, 7e ¢islo s je supremem mmoziny M (oznaceni s = sup M) jestlize

(a) prokaidé z € M jez < s a
(b) je-li y <s, existuje z € M takové, ze y < z.
Podobné fekneme, 7e ¢islo 7 je infimem mnoziny M (oznaceni i = inf M) jestlize
(a) prokaidé z € Mjex >1ia
(b) je-li y > i, existuje z € M takové, 7e y > z.

Vlastnost systému redlnych ¢isel, ktera ma zcela zasadni vyznam je to, ze

kazdd neprdzdnd shora omezend mnozina M C R md v R supremum, a
kazdd neprdzdnd zdola omezend mnozina M C R md v R infimum.



Poznamky:

1) Z téles zminénych nahofe jen R ma vSechny popsané vlastnosti. Na télese komplexnich ¢isel neexistuje
vhodné usporadani, téleso racionalnich ¢isel nema obecné suprema a infima omezenych mnozin.

2) Jedia <b, je—b< —a Jeli0<a<b je0<b!<a' Snadno sito ovéfite v prvnim p¥ipadé
piiétenim (—a) + (—b) k obéma stranam nerovnosti, v druhém piipadé vynasobenim a=' - b~".

3) Je-lis=supM, je —s=inf{—z |z € M }.

4) Z existence suprem plyne existence infim a naopak. Formalné by tedy bylo stacilo pfedpokladat
jedno z toho, a druhé by pak bylo mozno dokazat jako vétu.

Absolutni hodnota, R jako p#imka: Absolutni hodnotou ¢isla  rozumime z je-li 2 > 0, a —z je-li
z < 0.

Je uzitecné divat se na R jako na pFfimku, na jednotlivd éisla jako na body na ni, a na |z — y| jako na
vzdalenost bodl z a y. Mluvime pak o redlné piimce. Vsimnéte si, Ze plati t.zv. trojuhelnikovd nerovnost

la+ 0] <lal+ 5],
ktera se ve vzdalenostech projevi jako
lz—z[ <]z —yl+ly—2z].

Ptes svou jednoduchost (ostatné, v obecnéjsich pfipadech nez je redlnd piimka obdobné formule vidy tak
snadno dokazatelné nejsou) hraje tato nerovnost zcela zdsadni dlohu. Budeme ji ¢asto pouzivat.

I.2 Posloupnosti
Pojem posloupnosti ¢tendrf jisté znd. Pripomenme, ze fikdme, ze posloupnost (an )n je
(a) rostouct, jestlize m < n = a,, < an,
(b) neklesajici, jestlize m < n = a,, < a,,
(c) nerostouct, jestlize m < n = am > an,
(d) klesajici, jestlize m < n = ay > an,

Ve vsech téchto piipadech mluvime o posloupnosti monoténné, v piipadech (a) a (d) o posloupnosti ryze
monoténni.

Ptipomernime definici limity posloupnosti (ap )n:
Cislo « se nazyva limitou posloupnosti (a, ), (oznaceni limay,) jestlize

Ve > 03ng tak, 7e n > ng = |z —a,| < .

O posloupnosti, ktera ma limitu fikdme, ze je konvergentni.

2.1 VETA:
(a) lim(a,, + b,) = lima,, + limb,,,
(b) lim(a, - b,) = lima, - limb,,
(¢) lim(aa,) = a - lima,,
1 1

(d) lim — = = ,

' an lima,,
vZdy, md-li pravd strana smysl.
(e) je-li a, < b, a konverguyi-li prislusné posloupnosti, je lima, < limb,.



Dikaz: Bud z = lima,, y = limb,,.
(a) Mame |[(z +y) — (an + bn)| = |2 —an +y —bn| < |z — an| + |y — bn]. Je-li tedy ng dost velké, aby
n>ng=z—an| < 5&ly—ba| <5 jel(z+y)—(an+bn)| <e.
(b) Mame |2y — apb,| = |2y — by + 2by, — anbn| < || - |y — bu| + |bnl] - |2 — an]. Je-li ng tak velké, ze
pro n > ng je |y—bn|<m&|bn|<1&’&|m—an|<%,je |2y — anb,| < e.

(c) muze byt jisté ponechdno ¢tendfi jako jednoduché cviceni.

1 1

a, T

1

xa,

(d)

- |an — @], odtud jiz na zdkladé v tomto dukazu nabytych zkusenosti snadno.

() Kdyby z =lima, >y = limb,, zvolme € < %(z —y). Pro dost velké n pak |z — a,|, |y — bn| < € coz
ale znamena, ze b, < a, -spor. O

Pozndmka: Vsimnéte si triku pfiéteni a odedtent stejné hodnoty v ¢asti (b). S tim se déle setkdte Gastéji.

DEFINICE: O posloupnostech tvaru
Akyy Qhogy vy Ay y - - -
kde k1 < ko < -+ < kn < - - Fikdme, Ze jsou vybrané z (a, )., nebo, Ze jsou to jeji podposloupnosti.

2.2 VETA: Kazdd podposloupnost konvergentni posloupnosti je konvergentni a konverguje k téze limité.
Dukaz: Je-li pro n > ng |a, — 2| < €, je tim spis |ax, — z| < €, protoze k, > n. O

2.3 VETA: Kazdd shora omezend neklesajici posloupnost a kazdd zdola omezend nerostouci posloupnost
konverguje, a to v pronim piipadé k supremu, v druhém k infimu mnoziny jejich clenu.

Dukaz: provedeme pro prvni pfipad. Bud’' s = sup{a, | n = 1, 2, ...}, > 0. Podle definice suprema
existuje ng takové, ze an, > s — ¢. Potom ale pro véechna n > ng je an > s —¢ a tedy |s —an| <e. O

[.3 Cauchyovské posloupnosti

DEFINICE: Rekneme, ze posloupnost (ay, ), je Cauchyovska, jestlize

Ve > 03ng tak, Ze m,n > ng = |a, —a,| < €.

3.1 VErA: Kazdd konvergentni posloupnost je Cauchyouvskd.

Dikaz: K ¢ > 0 vezmeme ng takové, ze pro n > ng je |a, — x| < 5. Potom pro m, n > nq je |an, — am| =
lan — 24+ & —am| < lap — 2|+ |z —am| <e. O

3.2 VETA: Md-li Cauchyovskd posloupnost konvergentni podposloupnost, je konvergentni.

Duikaz: Necht k1 < ks < k3 < --- a necht piislusna vybrana posloupnost konverguje k z. Bud’ ¢ > 0;
zvolme ng tak, aby pro m, n > ng bylo |ay, — a,| < § a |ag, — 2| < §. Jelikoz k,, > n, mame |a, — x| =
|an — ag, |+ |ag, —z|<e. O

3.3 VETA: 7 kazdé omezené posloupnosti lze vybrat podposloupnost konvergentni. Jsou-li a,, v kompaktnim
intervalu {(a,b), je limita takové vybrané posloupnosti v tomto intervalu.

Dukaz: Poloime M = {z | z < ay, pro nekonecné mnoho indexu n } a ozna¢me s = sup M. Pro libovolné
¢ > 0 musi byt

s—e<a, <s—+¢
pro nekoneéné mnoho indexu n, jak snadno vidime z definice suprema. Zvolme k; tak, aby s — 1 < ag, <
s+ 1, a mame-li jiz nalezena k1 < - -+ < ky, tak, 7e vidy s — Jl <ag; <s+ %, zvolime k,, > k,_1 tak, aby
s — % <ag, <s+ % Potom zfejmé vybrand posloupnost (ax, )» konverguje k s.

Druhé tvrzeni plyne okamzité z tvrzeni 2.1(e), vezmeme-li v ivahu konstantni posloupnosti a, a, a, ...

ab b b, ... 0



3.4 VETA: (Bolzano-Cauchyova) Kazdd Cauchyovskd posloupnost redlnych éisel konverguje.

Dtikaz: Podle vét 3.2 a 3.3 sta¢i dokazat, 7e je omezend. Pro € = 1 existuje ng takové, 7e pro m,n > ng
je lam — an| < 1, tedy specidlné a,, — 1 < a, < a,, + 1. Zbyva koneéné mnoho ¢lent, a ty ovsem tvori
omezeny systém. [

Poznamka: Véty 2.3 a zejména 3.4 maji zasadni vyznam. Uvédomme si, ze jsou to kritéria konvergence
v situaci, kdy pfedem hodnotu limity nezname.



IT Realné funkce jedné realné proménné

II.1 Intervaly

1.1 Nevlastni hodnoty: Mnozinu realnych ¢&isel ¢asto rozsifujeme o hodnoty —co a +o00. V uspofaddni
< se klade —oo pfed vSechna redlna &isla a +0o za viechna realna ¢isla. Oznacujeme
R* =R U {—o00,+00}.
Céstecné je mozno rozsifit na tyto symboly i algebraickou strukturu redlnych éisel, totiz formulemi
(+00) + (+00) = +00,  (~00) + (~00) = —o0,
proa €R* a>0 a- (Foo) = (£o0) - a = oo,
proa €R*,a <0 a-(oo) = (£o0) - a = Foo.

Pozor: Zbyvajicim pfipadum (0 (+00), (+00) 4+ (—00)) se Zadné hodnoty nepfifazuji. O chovani téchto
t.zv. neurcitych vyrazu v limitach se néco dozvime pozdéji.

Nevlastni limity posloupnosti: Rekneme, ze limita posloupnosti (as )n je +00 (resp. —oo), existuje-li
pro kazdé ¢islo K pfirozené ng takové, ze pro n > ng je a, > K (resp. a, < K).
Je uzite¢nym cvi¢enim dokazat, 7e pravidla z véty 1.2.1 plati pro tyto nové hodnoty.

1.2 Suprema a infima v R*: Pfipomenime si definice suprema a infima z 1.1. P¥ipomefnime si, ie
supremum je nejmensi horni mez dané mnoziny, a infimum je nejuétsi dolni mez.

7 tohoto hlediska mame nyni v R* supremum pro kazdou mnozinu M: Neni-li shora omezena, je
inf M = —oco. Trochu piekvapivé miize byt na prvni pohled zjisténi, 7e je sup ) = —oco, inf ) = +c0.

1.3 Pripominame terminologii a oznaceni, které ctendf jisté znd (v ndsledujicim jsou a,b € R):
omezené oteviené intervaly
(a,b) = {z|a <z <b},

neomezené oteviené intervaly

(—o0,a) ={z |z <a},(a,—o0)={z|a <z}, (-0, +0) =R,
neomezené uzaviené intervaly

(—o0,a) = {z |z < a},(a,4+00) = {z [ a < 2}, (—00,+0) = R,
omezené polouzavfené intervaly

(a,b) = {z|a <z <bh(ab)={r|a<zr<b},

a omezené uzaviené intervaly

(a,b)y ={z|a <z <b}.
Poznamky:

1. Nejde o prepsani, R je skutecné zafazovan mezi oteviené 1 uzaviené intervaly. Pozdéji se dozvite
proc.

2. Prézdnd mnozina je také interval — muzeme ji zapsat tfeba ve tvaru (a,a). Nebo také ve tvaru
(1,-1).
3. Symbol (a,b) je trochu pfetizen: mohl by oznacovat téz uspofadanou dvojici, prvek mnoziny R x R.

Terminologické poznamky: Uzaviené omezené intervaly hraji velmi vyznamnou roli. Uziva se pro né
nazvu kompaktni intervaly. Sirsi souvislosti budou patrny v partii o metrickych prostorech.
Jednoprvkovy interval {(a, a) se nazyva degenerovany.

1.4 DEFINICE: Intervalem na R nazveme kazdou podmnozinu J C R takovou, 7e

ryyeJe<z <y=zelJ



VETA: Intervaly na R jsou prdvé mnoziny uvedené v seznamu 1.3.

Duikaz: Zcela zfejmé jsou vSechny mnoziny z 1.3 intervaly ve smyslu nové definice. Naopak, je-li J C R
interval, ozna¢me a = inf J, b = sup J (nyni mohou byt a, b jiZ nekoneénd). Snadnou (a trochu nudnou)
diskusi toho, zda a resp. b do J patfi nebo ne a zda je konecné zjistime o ktery z piipadu z 1.3 se jedna.
Provedime konkrétné tieba piipad a = —oo, b konecéné, b ¢ J. Hned vidime, ze J C (—o0,b); na druhé
strang, je-li € (—o0,b), je & < b a tedy existuje y € J tak, ze # < y < b, a jelikoz J neni zdola omezend,
existuje z € J tak, 7e z < . Tedy z < x < y a z,y € J a musi tedy byt « € J. Je tedy téz (—o0,b) C J a
celkem J = (—o0, b). Je uzitecnym cviéenim probrat vsechny pfipady. O

1.5 Vétu 1.3.3 muzeme v nové terminologii pFepsat takto

VETA: Kazdd posloupnost na kompaktnim intervalu J md podposloupnost konvergugici na tomto intervalu.

I1.2 Realné funkce

2.1 Redlnou funkci na mnoziné X rozumime jakékoli zobrazeni f : X — IR. Pro realné funkce na téze
mnoziné zavadime operace a vztahy na zakladé struktury soustavy realnych éisel:

Pro f,g : X =5 R, € R definujeme f+g,a-f, f-g: X — R predpisy (f + g)(z) = f(z) + g(x),
(a-f)(z) =a- f(z), (f-9)(z) = f(z) - g(z), je-li g(x) # 0 pro viechna z € X téz = : X — R pFedpisem

)

foy_ [
=(z) = .
g 9(z)

Poznamky:

1. Uvédomte si, ze posloupnosti redlnych éisel jsou redlné funkce na mnoziné pfirozenych éisel.

2. Uvédomme si, 7Ze a - f je totéz co const, - f, kde const, je konstantni funkce pfitazujici kazdému
z € X ¢islo a.

3. Piseme samoziejmé — f misto (—1) - f, f — g misto f+ (1) - g.

2.2 Redlna proménna: Na prvni pohled se nabizi definovat redlné funkce jedné redlné proménné jako
zobrazeni f : R — R, tedy realné funkce na R. Tim bychom v§ak vylouéili velmi dalezité piipady. Tak napf.
logaritmické funkce (tak jak je zndte ze stfedni skoly) jsou definovany jen pro &isla kladnd, odmocniny
znate pro ¢isla nezdporna; zobrazeni x ﬁ neni definovano v bodé 1.

Na druhé strané uvazovat rovnou vSechna f : X — R, kde X je obecna podmnozina IR, by byla obecnost
ponékud bezbfeha. Umluvime se tedy, Ze za redlné funkce jedné redlné proménné budeme povazovat
zobrazeni f : X — R kde X je gjednocenim né&jaké soustavy nedegenerovangch intervalu. Takové definién{

obory maji prvky dvou ruznych typu:

(1) Takova =z, 7e jesté (z — e,z + ) C X pro dostateéné malé £ > 0. Ty nazyvame vnitinimi body
(defini¢niho oboru).

(2) Ostatni, které nazyvame body krajnimi. U krajniho bodu ovsem spolu s nim lezi v X pro dostatecné
malé £ > 0 bud interval (z — €, z) nebo (z, z +¢€).

V konkrétnich piipadech, se kterymi budeme pracovat budou definiéni obory velmi jednoduché. Casto to
budou prosté intervaly.

Dulezité upozornéni: Definiéni obor funkce je to, co je za n& prohldseno. Tedy t¥eba funkce dand
pfedpisem z +— sin z na intervalu (=%, ) je néco jiného nei ta, kterd je tym7 piedpisem definovana na
celém R; ostatné maji téZz vyrazné odligné vlastnosti: prvni je prostd, druha ne.

Casto se setkdte s tilohou ,nalézti definiéni obor funkce“. Méte dan t¥eba pfedpis /Togz a ocekiva
se odpovéd: interval (1,400). Samoziejmé by takovy piedpis mohl byt definici funkce také tieba na
(2,3) U (5,67). Pfesnéji vzato jste v takovych ilohdch tdzdni na maximdlni definiéni obor, na némz m4
dana formule smysl.



2.3 Operace z bodu 2.1 uvazujeme u redlnych funkci jedné redlné proménné samoziejmé pro p¥ipady
stejnych definiénich oboru. Piibyvd nam jesté jedna dulezitd operace skldddni, oznaceni

fog,

definované predpisem (fog)(x) = f(g(x)). Ta md samozfejmé smysl jen v piipadé f: X - R, g: Y - R,
kde g[Y] C X (Kdybychom chtéli byt pedanticky pfesni, bylo by 1épe v tomto pfipadé nahradit g funkei
definovanou stejnym predpisem, se stejnym definicnim oborem, ale s oborem hodnot X misto celého R.
Volngjsi piistup vsak zde jisté nepovede k problémim.)

2.4 Realnou funkci f nazveme
fy),

(a) rostouct, jestlize v < y = f(z) <

(b) neklesajici, jestlize x < y = f(z) < f(y),
) ) >
)

(c f(y),

(d) klesajici, jestlize x < y = f(x) > f(y),

nerostouct, jestlize v < y = f(x

Vsem takovym fikdme funkce monotdnni, funkcim typu (a) a (d) pak ryze monotdnni.

2.5 Inverzni funkce: Jelikoz jsme se v definici skladani v 2.3 trochu odchylili od korektni definice,
musime trochu upravit definici inverzni funkce pro funkce realné promeénné. Ty budeme definovat pro
prosté funkce f : X — R (nemusi to tedy byt zobrazeni na) tak, Ze bereme funkci inverzni k funkci
X — f[X] se stejnym pFedpisem, a divdme se na ni jako na funkci g : f[X] — R. Je tedy opét

jenomze f o g ani g o f nemusi byt definovany na celém R.

2.6 Jesté trochu terminologie: funkce takové, 7e f(—z) = f(z) se nazyvaji sudé, funkce takové, ze
f(==z) = —f(z) pak liché. Je-li pro né&jaké pevné p pro kazdé = f(z + p) = f(z), hovoFime o funkei
periodické (s periodou p).

I1.3 Limity funkei

3.1 DerFINICE: Bud' f redlna funkce s definiécnim oborem D, necht a je bud’ v D nebo na kraji nékterého
7 intervalu, z nich7 je D sestaveno. Rekneme, 7e limita funkce f v bodé a je b, oznaceni

lim f(z) = b,

Tr—ra

jestlize plati formule

Ve >035>0tak,72e 0< |z —a|<dz€D=|f(z)—b|<e

Poznamky:

1. Zduraznéni toho, 7e € D muze étendii pfipadat jako pedanterie. Jde samoziejmé o piipady krajnich
bodi, ve kterych by bud napravo nebo nalevo od bodu a f(z) nebyla vibec definovdna a proto
bychom dost dobfe nemohli pozadovat, aby bylo |f(z) — b| < €. Casto se podminka z € D explicitn&
neuvadi a povazuje v podstaté za samozfejmou. Pro zacatek snad ale trochu pedantrie neskodi.

2. Nendpadny moment ,0 < |z — a|“, t.j.  # a ve formuli nahofe je ale velmi dualeZity a prosim ¢tenéfe,
aby se nad nim na chvili zamyslel. Pfedeviim, f nemusi byt v a vibec definovana. Ale i kdyZ tam
tfeba definovana je, hodnota limity na f(a) nezévisi.



3.2 VETA:

(a) lim (f +g)(2) = lim f(z) + lim g(=),

(1) lim (7 g)(x) = lim f(z) - lim g(a).

(<) lim (0 f)(z) = a - lim f(z),
1

@ 2 7 T )

vZdy, md-li pravd strana smysl.
Dtikaz: Zcela obdobny dikazu véty 2.1. Jen jako pfipominku provedeme tieba dikaz tvrzeni (b).
Bud lim f(z) = b, lim g(z) = c. Mdme
r—a r—a
[f(2)g(z) = be| = [f(z)g(z) = bg(2) + bg(z) —be| < |g(2)] - |f(2) — b+ [B] - [9(2) — |-

Je-li 6y dost malé, mame pro 0 < |z — a| < J jisté |g(z)] < |¢| + 1. Zvolme nyni § > 0, § < Jy, tak, aby

pro 0 < |z — a| < 4 bylo |f(z) —b] < M% g, ]g(z) — ¢ < W% - £. Potom vyraz nahofe bude <e. O

3.3 VETA: Bud' f < g, bud’b = xh_r)r}z f(z), e = xh_I}I(llg(Jf) Potom
(@ b<e,
(b) je-lib = ¢ a je-li pro né&jakou funkci h pro néjakd 6o > 0, f(z) < h(z) < g(z) pro xz € (a—dg,a+dy),
eristuje }1_1;511 h(z) a je rovna b.
Dukaz:
(a) se dokéze zcela obdobné jako (e) v 2.1

(b) Bud’d > 0, § < dg, takové, ze pro 0 < |z —a| < J je |f(z) —b] < € a |g(z) — b| < &. Tedy, pro
O0<|z—a[<djeb—e< f(z) <h(z) <g(z) <bde, tj. [h(z) - b <e. O

3.4 V nisledujici vété predevsim predpokladdame, ze g(f(x)) ma smysl v dostatecném rozsahu. To jest,
ze pro dost malé § > 0, pro 0 < |z — a| < d a x v definiénim oboru funkce f je f(x) v definicnim oboru
funkce g.

VETA: Bud’zli_r)ré f(z) = b, ii_r}r})g(.r) = c. Necht plati nékteré z ndsledugicich tvrzeni:
(i) g(b) = ¢, nebo
(ii) pro dostatecné malé &g > 0, je-li 0 < |& — a| < &g, je f(x) #b.
Potom zlzr}l g(f(z)) =c.
Dukaz: Pro ¢ > 0 zvolme 5 > 0 tak, aby
0<ly—bl<n=lg(y) —cl <e,
pro 1 pak zvolme ¢ > 0 (a v druhém piipadé pfi tom dbejme na to, aby bylo ¢ < &) tak, aby
0<[z—a|l<d=|f(z) b <n

Je-li tedy 0 < |z — a|] < §, mdme v piipadé (ii) 0 < |f(z) — b] < 5 a tedy |g(f(x)) — ¢| < €; v piipadé (i)
se sice muze stat, ze |f(x) — b =0, tj., f(z) = b, pro takové z je ale |g(f(z)) —c| = |g(b) — | =0. O

Velmi dulezitd poznamka: Splnéni nékteré z podminek (i), (ii) je podstatné. Bez nich by véta neplatila.
Je uzite¢né pokusit se najit protipfiklad.



I1.4 Jednostranné limity

4.1 DEFINICE: Bud f redlna funkce s defini¢nim oborem D, necht a je bud’ vnitini bod oboru D, nebo
lezi na pravém (resp. levém) kraji nékterého z intervalu z nichz je D sestaveno. Rekneme, ze b je limita
funkce f v bodé a zleva (resp. zprava), oznaceni

lim f(z) =5 (resp. zl_1>r£+ f(z)=10)

r—a— ’
Jestlize
Ve >03d>0tak,zea—d <z <a=|f(z)-bl<¢
(resp. Ye > 036 > 0 tak, ze a <z <a+d=|f(z) —b| <e¢).

Poznamka: Uvédomte si, 7e se nejedna o nic jiného nez o limitu ve smyslu definice 3.1 p#i které se
zmén{ definiénf obor: V prvnim pfipadé se D nahradi oborem DN (—o0, a), v druhém oborem DN {a, 4+00).
Tedy tvrzeni z vét 3.2 a 3.3 plati i pro jednostranné limity. Ale pozor na vétu 3.4! Uvédomte si jaka uskall
na nas ¢thaji: P omezeni definicniho oboru funkce g jiz nemusi byt splnéno to, o ¢em jsme mluvili na
racatku bodu 3.4 pred formulaci véty.

I1.5 Nevlastni limity a limity v nevlastnich bodech

5.1 Bud f jako v definici 3.1. Rekneme, 7e limita funkce f v bodé a je +oo (resp. —o0), jestlize
VK36 >0tak,7e 0< |z —a| < d = f(z) > K (resp. < K).

V téchto pFipadech mluvime o nevlastnich limitdch.
5.2 Necht (k,+00) C D (resp. (—oo, k) C D) pro néjaké k. Rekneme, 7e limita funkce v 400 (resp. —o0)
je b, jestlize
Ve > 03K tak, ze & > K = |f(z) —b| <e¢
(resp. tak, Ze < K = |f(z) — b] < ¢).
Zde mluvime o limitdch v nevlastnich bodech.
Poznamka a cviceni: Tvrzeni z vét 3.2 a 3.3 plati pro limity v nevlastnich bodech. Dokazte!
Cviéeni ve formulaci: Pokuste se nyni uhodnout, co znamend lir_lp f(z) = 400 (nebo —oo, nebo
r—y 400

Er_n f(z) = 400, —00). Formulujte definice.

I1.6 Spojité funkce

6.1 DEFINICE: Rekneme, 7e funkce f s definicnim oborem D je spojitd v bodé xq jestlize
Ve > 038 > 0 tak, ze |z —ao| < d,z € D= |f(x) — f(xo)] < €.

Rekneme, 7e f je spojitd (resp. spojitd na X C D), je-li spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru
(resp. v kazdém bodé zg € X).

6.2 Vsimnéte si podobnosti s definici limity, ale té7 rozdilu. Tentokrat neni pozadovano, aby bylo
|z — 2| > 0. Srovnanim obou definic dostaneme okamzité nasledujici tvrzeni:

VETA: Funkce f je spojitd v bodé xo prdvé kdyz lim f(z) = f(xo).
T—>To
6.3 7 pravé u¢inéného pozorovani a véty 3.2 dostavame bezprostiedné
DUSLEDEK: Jsou-li f, g spojité (v bodé o € R), a € R. Potom f+ g,af, f g jsou spojité (v bodé zq) a

md-li i smysl, je spojitd i tato.
g
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6.4 7 piipadu (i) véty 3.4 dostdvame okamzité

DUSLEDEK: Jsou-li f, g spojité a md-li g o f smysl, je tato funkce spojitd. Co se tyjce spojitosti v bodé:
je-li f spojitd v bodé xq a g spojitd v bodé yo = f(x0), je g o f spojitd v bodé xy.

6.5 7 definice dostaneme okamzité
P0ZOROVANI: Je-li f s definiénim oborem D spojitd a je-li D1 C D, je f|D; spojitd.
6.6 Piiklady:

1. Konstantni funkce jsou spojité.

2. Funkce definovand pfedpisem z — z je spojitd (volme 6 = ¢).

3. 7 2. a véty 6.3 dostaneme, 7e predpis  — 5. axz® definuje spojitou funkei, podobn& pak piedpis
k=0

n
Zaka}k‘
m
> bgxk

(v kterémito pifpadé oviem musifme z definiéntho oboru vylouéit ty body y pro které 3~ bry* = 0).

X —

I1.7 Zakladni véta o feSeni rovnic. Obrazy intervalt

7.1 7 definice spojitosti dostavame okam#ité jednoduché, ale dulezité
P0ZOROVANI: Je-li f s definiénim oborem D spojitd v bodé zq a je-li f(zg) > 0 (resp. f(zo) < 0) je pro
dostatecné malé § > 0,

z € (xo—0d,x0+d)ND = f(x) >0 (resp. f(x) <0).

(Staci uvdzit hodnotu € = |f(x0)].)
7.2 VETA: Bud f spojitd na intervalu {(a,b), bud’ f(a) - f(b) < 0. Potom ezistuje ¢ € (a,b) takové, Ze
f(e) =0.
Dtikaz: Necht tieba f(a) < 0 < f(b). Polozme
M={s|a<a<bhf(@)<0}, c=supM.

Z pozorovani 7.1 vidime okamzité, ze ¢ € (a, b).

V bodé ¢ musi mit funkce f néjakou hodnotu f(c).
Necht f(¢) > 0. Vezméme § > 0z 7.1 a zvolme y € (¢ — 4, ¢). Potom ale pro z > y je stéle f(z) > 0, tedy
z & M ve sporu s definici suprema.

Necht f(c) < 0. Opét podle 7.1 je f(x) < 0 jesté pro « € (¢, ¢+ d) pro dost malé 4, takze ¢ nenf ani
horni mezi mnoziny M, natoZ supremem.

Zbyva tedy jen moznost f(¢) = 0. O

7.3 VETA: Bud' f spojitd na intervalu J. Potom je f[J] interval.

Dukaz: Budte f(a), f(b) € f[J], f(a) < d < f(b). Aplikujme vétu 7.2 na funkci g(z) = f(z) — d: Mezi
body @ a b musi byt ¢ takové, ze g(¢) =0 a tedy f(c) = d. Jelikoz a, b jsou v J a J je interval, jeic € J.
O
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I1.8 Chovani prostych funkei na intervalech. Spojitost inverznich funkeci

8.1 VETA: Spojitd prostd (redlnd) funkce definovand na intervalu je ryze monotonni.

Dikaz: Necht monoténni neni. Potom existuji @ < b < ¢ takové, ze bud f(a), f(¢) < f(b) nebo
f(a), f(e) > f(b). Necht nastane tieba prvni pfipad. Zvolme d takové, ze

max(f(a), f(c)) < d < f(b).

Podle véty 7.3 aplikované na intervaly (a,b) a (b, ¢) existuji z € (a,b), y € (b, ¢) tak, ze f(z) = f(y) = d.
Funkce f tedy neni prosta. O

8.2 VETA: Ryze monotdnni redind funkce f definovand na intervalu J je spojitd prdvé kdyz f[J] je interval.

Dikaz: Je-li f spojitd, je f[J] interval podle 7.3. Naopak bud’ f[J] interval, bud’ 2y € J. Ukazeme, 7e f
je spojita v bodé zg; provedeme to pro pfipad vnitintho bodu zq, piipady krajnich bodu je mo7no nechat
¢tenafi jako jednoduché cviéeni.

Zvolmee > 0. Jelikoz f je ryze monoténni (dejme tomu rostouct, jinak tfeba pracujme s — f a odvolejme
se na 6.3) a f[J] je interval, mdme né&jakd z1, x5 takovd, ze 21 < 2o < 29 a ze f(zg) — e < f(z1),
f(z2) < f(zo) + €. Polozme § = min(zg — 21, 22 — 2g). Je-li |2 — 20| < J, je 21 < 2 < 22 a tedy

flzo) —e < flz1) < f(z) < fla2) < flwo) +e,
L. 1£(x) = flzo)| < e. O
8.3 Zcela trivialni je
P0OZOROVANI: Inverzni funkce k funkci rostouct (resp. klesajici) je opét rostouct (resp. klesagici).

8.4 VETA: Bud' f spojitd funkce definovand na intervalu J, bud’g funkce k ni inverzni. Potom je funkce g
spojitd.
Dikaz: Véta je snadnym dusledkem piedchozich tvrzeni:

Jelikoz f je spojita prostd (jinak by neméla inverzni funkei), je ryze monoténni (8.1) a f[J] je interval

(7.2). Jeliko? je f ryze monotdnni, je i g takovd (8.3). Jelikoz ¢ je ryze monotdénni a definovand na intervalu
fIJ], a jelikoz g[f[J]] = J je interval, je g spojita (8.2). O

8.5 Poznamka: Kromé trividlniho pozorovani 8.3 jsou viechna tvrzeni z tohoto oddilu zavisla na tom,
ze defini¢ni obor je interval:

Bud' D = (0,1)U(2,3), bud f(x) = « na (0,1) a f(x) = « na (0, 1) monoténni. K ni inverzni funkce g
je definovana na intervalu (0, 2), ale neni spojita.

I1.9 Spojitost a limity posloupnosti

9.1 VETA: Redlnd funkce (jedné redlné proménné) s definiénim oborem D je spojitd, prdvé kdyz pro kazdou
posloupnost (z,, ), prvki z D konvergujici v D plati

lim f(z,) = f(limz,).
Dukaz:

I. Bud f spojitd, bud zq = limz,,. Zvolme ¢ > 0 a nalezneme k nému § > 0 tak, ze |z — zo| < § =
|f(z) — f(z0)] < . K § pak zvolme ng takové, e n > ng = |z, — 2| < d. Je-li tedy n > ng, je
|f(zn) — f(20)] < €, takze vidime, 7e lim f(z,,) = f(z0).

IT. Necht f neni spojitd. Tedy existuje zg € D a go > 0 tak, 7e pro kaidé § > 0 existuje né&jaké
z(8) € (zo — 8, zg + &) pro které je |f(z(d)) — f(zo)| > 0. Specidlné pro § = L poloime z,, = z(1).
Méme nynf |z, — 29| < 1 a tedy zfejmé limaz, = zq, jeliko# viak je vidy |f(z,) — f(20)| > <o,
nemuze byt lim f(z,) = f(zo). O

9.2 Poznamka a cvi¢eni: Véta se dd formdlné zesilit takto:

Redlnd funkce f s definiénim oborem D je spojitd, pravé kdyz pro kazdou posloupnost (), prvki
z D konvergentni v D posloupnost ( f(z,) )n také konverguje.

Pokuste se tuto vétu dokazat. Navod: Zamyslete se nad posloupnosti z1, xg, x2, zo, 3, o, ... .
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I1.10 Spojité funkce na kompaktnich intervalech

10.1 VETA: Spojitd funkce na kompaktnim intervalu {a,b) na ném nabyvd mazima i minima.

Dukaz: Provedeme tieba pro maximum. Polozme

s =sup{ f(z) |z € (a,0) }

Je-1i s koneéné (resp. nekoneéné), volme podle definice suprema z, € (a, b) tak, aby

flzn) >s— % (resp. f(zn) > n).

Podle véty 1.3.3 (opakované v 1.5) muzeme z (z, ), vybrat konvergentni (zj, ),. Poloime y, = zy,,
Yo = limy,. JelikoZ k,, > n, mame opét

flyn) > s — % (resp. f(yn) > n).

Podle véty 9.1 je im f(yn) = f(yo). To okamzité vyluéuje druhy pfipad (f(yo) by muselo byt vétsi nez
kazdé n); v prvnim piipadé je ale zfejmé lim f(y,) = s. Tedy f(yo) = s je horni mez { f(z) | z € (a,b) },
a tedy je to maximum této mnoziny. O

10.2 DOsLEDEK: Obraz kompaktniho intervalu p#i spojitém zobrazend je kompaktni interval.

10.3 DUSLEDEK: Je-li f spojitd funkce na kompaktnim intervalu J a je-li f(z) > 0 pro viechna x € J,
existuje £g > 0 tak, Ze f(x) > o pro vsechna x € J. (Uvédomte si, Ze pro ostatni intervaly obdobné
tvrzeni neplati.)

I1.11 Body nespojitosti prvniho a druhého druhu

Béina predstava nespojitosti je predstava nahlého skoku v jinak plynulém prubéhu funkce. Takovym
piipadim, t.j. piipadam, kdy f(a) je definovano a

— bud’ lim f(z)i lim f(z) existuji, ale jsou ruzné,
T—=a+ ’ T—a— ’

— nebo lim f(z) existuje, ale je ruznd od f(a),
r—a : :

fikame body nespojitosti prontho druhu. Ostatni body nespojitosti se nazyvaji body nespojitosti druhého
druhu.
Limity, ani jednostranné, ovéem viibec nemusi existovat. Ctenafi doporucuji zamyslet se nad nasledu-
jicimi dvéma ptiklady
1. Trivialni pfiklad, t.zv. Dirichletova funkce. Definujme f(2) = 0 pro iracionélni éisla, f(z) = 1 pro
¢isla raciondlni. Tato funkce nenf spojitd v Zddném bodé (a nikde ani nema limitu).

2. Méné trivialni piiklad. Dejme tomu na (0, 1) definujme f(z) = 0 pro iraciondlni ¢isla a f(z) =

=

”

pro racionalni I zapsand tak, Ze pfirozena ¢isla p, ¢ jsou nesoudélna. Potom f(z) je nespojit
v racionalnich ¢islech, ale ve vSech iracionalnich cislech spojita je.

<
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IIT Neékteré konkrétni funkce

II1.1 Polynomy, odmocniny, racionalni lomené funkce

1.1 Piipomenme si, Ze podle I1.6.6 davaji pfedpisy p(z) = arpx® spojité realné funkce jedné redlné
k=0

., .. . x .

proménné. Tyto funkce se nazyvaji polynomy. Funkce definované piedpisy Z%, kde p, ¢ jsou polynomy

q(z

se nazyvajl ractondlni lomené funkce.

1.2 Specidlné si vimnéme polynomu p(z) = 2™ (n > 1). Pro lichd n jsou to funkce rostouci na celém R
a p[R] = R (musf to byt interval a pro kladné z je z” > z, pro zdporné z je 2" < z; tedy tento interval
nemiize byt omezen shora ani zdola). Mdme zde tedy inverzni funkci definovanou na celém R. Pro sudd
n je p funkce rostouci na intervalu (0, +00) a mame p[(0, +o0)] = (0, +00) (jelikoz p(0) = 0 a 2” > n).
Mame zde tedy inverzni funkci definovanou na (0, +00).

Pravé popsané inverzni funkce se nazyvaji odmocniny a pfedpisy pro né se obvykle oznaéuji
N

Misto /2 se obvykle pise prosté \/z.
Podle 11.8.4 jsou odmocniny spojité funkee.

I11.2 Odboceni do komplexnich ¢isel

2.1 Piedpokladam, 7e étenaf byl na stfedni gkole seznamen s télesem komplexnich éisel natolik, ze vi, jak
se komplexni ¢isla scitaji, odc¢itaji, nasobi a déli, a ze zna pojem komplexniho ¢isla sdruzeného k danému
(pfipominam: k ¢islu z = x + iy je piifazeno Z = ¢ — 1y). Zejména si osvézme nésledujici fakta:
z1 + 29 =71 + Za2,
Z1 22 = 71 - %3,
je-li z = = + iy, je 27 = &2 + y?, tedy je to vidy éislo redlné,
z 4+ 7 = 2z je také vidy realné.
Cislo |z| = V2Z = \/22 + y2 se nazyva absolutni hodnotou komplexniho &sla z = 2 + iy.
n
2.2 Budeme se nynf chvili zabyvat polynomy p(2) = 3 axz* s komplexnimi koeficienty aj a komplexnimi
k=0
argumenty z. Je-li pfi tom a, # 0, hovofime o polynomu stupné n. Tedy pozor, je-li p(z) identicky rovno

nule, nespada p pod zadny z téchto piipadi. Této konstantni nulové funkci budeme (jen pro icely tohoto
paragrafu) pfifazovat stupen —1. Stupen polynomu p budeme oznacovat

St p.
Cislo o nazveme korenem polynomu p jestlize p(a) = 0. Velmi diilezity fakt, ktery zde pfijmeme bez
dikazu (zatim; v jedné z pozdéjsich kapitol se dikaz dozvite) je t.zv.
wZakladni véta algebry“: Kazdy polynom stupné asporni 1 md v mnoziné komplexnich ¢isel koten.

2.3 Rozklady polynomu: Pfipomeite si, ze pro n > 1 je
PP N (Z_a)(zn—l +zn—2a+zn—3a2 + -~--|-ZO[n_2 _I_O[n—l).

n
Méjme nyni polynom p(z) = 3 axz”, bud a; néjaky jeho kofen. Potom mame
k=0

p() = p(z) ~plon) = 3 ax( — ) = (= — ) 'élak(zk‘lﬂ’“‘%ﬁ'-'+a’f_1) = (z—a1)-m(2),

kol
1l
=)
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kde pi(z) je polynom stupné n — 1 s koeficientem a,, u mocniny z"~'. Proceduru opakujme. Nakonec
dostaneme

(+) P(2) = an(z — a1)(z — az) -~ (z — o)

Kromé toho, 7ze rozklad (%) md sdm o sobé zdkladni dilezitost, md okamzité vyznamné duisledky, které
budeme déle hojné pouzivat.

2.4 DUsLEDEK: Polynom stupné n > 1 md nejuys n rizngch korend. (Skuteéné, neni-li a zadné z &isel
a1, .., apjepla) =an(@—ar) - (a—a,) #0.)

Polynom stupné n muze mit ovéem méné nez n kofenu: Nékteré z cisel a1, ..., a, se mohou mezi
sebou rovnat. Pocet opakovani kofene «; v rozkladu (*) se nazyva jeho ndsobnosti

2.5 DUSLEDEK: Definuji-li polynomy p(z) = 3 axz® a ¢(2) = 3 bpz®, an # 0 # by, totéz zobrazeni na
n=0 k=0

nekonecné podmnoziné mnoziny komplexnich cisel, je m = n a ar = by pro vsechna k. (Skutecné, rozdil
p(z) — q(#) ma nekoneéné mnoho kofeni a nemuze to tedy byt polynom kladného stupné. Stupné nula
ovSem také byt nemize, to by nemél kofen viubec zddny.)

2.6 Déleni polynomu polynomy se zbytkem:
VETA: Budle p(z), q(z) polynomy, q(z) Z 0. Potom existuji polynomy u(z), r(z) tak, Ze
(1) p(z) = u(z) - q(z) +r(2),
(2) Str < Stgq.
Pritom méli-li polynomy p, q vdechny koeficienty redlné, maji i u a r vSechny koeficienty redlné.

Diikaz: Bud p(z) = Y ax2”, q(z) = 3 bgz". Plati tvrzeni
k=0 k=0

(%) je-li n > m, existuje ¢ tak, ze p(z) = ¢- 2"~ - q(z) + p1(2z) a Stp; < St p.

Staci totiz volit ¢ = Z—n. Ve vyrazu p(z) — a—nz"_mq(z) se pak koeficient u stupné n anuluje.

b
m m

Pokud St p1 > St ¢, mizeme (*) znovu pouZit na p1, a proceduru opakujeme az do chvile, kdy v j—tém
kroku je Stp; < Stg¢. Pak mame

p(z) = e12"1q(2) + e22"%q(2) + -+ 2" q(2) + py ().

Staci nyni polozit u(z) = ¢12”* +- - -+¢;2™, r(z) = p;(z). Vzhledem k tomu, ze v kroku (*) se s koeficienty
provadéji jen aritmetické operace, plati 1 druhé tvrzeni. O

2.7 VirA: Vyjddiend z véty 2.6 je jednoznacné urceno.

Ditkas: Jo-li p(z) = w5(2) - q(2) + 75(2), § = 1, 2, méme us(2)g(2) + 71(2) = ua(2)a(2) + a(2)  tedy
() (11 (2) — s (2)) = ra(z) — 1 (2).

Kdyby stupef polynomu uj(z)—us(z) byl nezdporny, byl by na levé strané polynom stupné > St ¢, na pravé

strané viak polynom stupné mensiho ve sporu s 2.5. Tedy u;(z) = us(z) a odtud hned ry(z) — ri(2) = 0.

O

DUSLEDEK: Je-li p(z) = u(z) - q(z) a maji-li p, q véechny koeficienty redIné, md téz u vsechny koeficienty
redlné.

IT1.3 Raciondlni lomena funkce s komplexnimi koeficienty
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3.1 LEMMA: Budte o, 3 dvé riznd komplexni éisla, k > 1. Potom existuji polynomy u(z), v(z) takové, Ze

u(z)(z — a) +v(z)(z — ,B)k =1.

Dukaz: Staci samoziejmé dokdazat, Ze pro vhodné u, v je ten soucéet roven nenulové konstanté. Zvolme
u(z), v(z) takové, aby s nimi mél vyraz

p(z) = u(z)(z = ) + v(z)(z = B)"
nejmensi mozny nezaporny stuper.
Podle 2.6 méme (z — a) = u1(2)p(z) + r1(z), Str1 < Stp a tedy
(s — ) = w1 (2Ju(z)(z — ) + 0(2)(z = B)* +71(2),
(1= w1 (2)u(2)) (& — @) — v(=)(z — B) = 1 (2):
Jelikoz p mélo nejmensi mozny nezaporny stupen v sou¢tu takového typu, musi byt r1 = 0 a tedy
(%) (2 — @) = wi(2)p(2).
Podobné mame (2 — B)* = uz(z) - p(2) + ra(z), Stra < Stp a tedy
(1= ua(2)v(2)) (2 = B)* — u(2)(x — a) = 2a(2),
odkud rs =0 a

() (== 8)* = ua(2)p().
Pokud by Stp(z) > 1, mél by p kofen =, ten by ale podle (%) musel byt roven a i 3. Tedy je p nenulova
konstanta. O

p(2)

3.2 VETA: Raciondlni lomend funkce —— se dd napsat jako soucet

q(2)
Pl + Vi),
Jj€ed
kde P je polynom a kazdy z vgrazi V;(z) je tvaru
A
(z —a)*’
kde A je ¢islo a o kofen polynomu q(z) ndsobnosti nejméné k.

Dukaz: Indukci podle stupné polynomu ¢(z). Je-li Stq = 0, je tvrzeni trividlni, je-li Stq = 1, plyne
okamzité z véty 2.6: je-li ¢(z) = ¢(x — @), mdme p(z) = ¢ - u(z)(x — a) + B, B je &islo a tedy

z B
p(2) =u(z) + ———.
q(2) c(z — a)
Necht nyni tvrzeni plati pro Stgq < s, ukdZzeme, Ze plati pro raciondlni lomené funkce tvaru p(z)) Bl
z—a)q(z

Takova funkce se podle indukéniho predpokladu da napsat jako

P(2) Vi(2)
J
2
z—a ~z—a
jed
Podle tvrzeni o stupni 1 si nemusime délat starosti s prvnim séitancem a staci dokazat, ze kazdy ze séitancu

M se da napsat zase jako souéet séitanct pfedpoklddaného typu. Bud' V;(z) = W Je-li a = 3,
z—a z —

méame hned séitanec Vj(z) = ———, je-li @ # 3, vezméme

(z=7)
1= u(z)(z - ) +v(z)(z - A)}
2 lemmatu 3.1 a dostaneme
A _ Au()(z—a) + Av(e) (2 = B)F _ Au(z)  Au(z)
(z —a)(z = p)* (z —a)(z — B)* (z=P)F  z-a

a kazdy z téchto séitancu jiz muzeme pFepsat do zddaného tvaru podle indukénitho predpokladu. O
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I11.4 Co z toho plyne pro realné polynomy a racionalni lomené funkce

4.1 VETA: Md-li polynom s redlnymi koeficienty komplexni koten «, je jeho kotenem téZ @ Ndsobnosti
obou téchto kofenu jsou stejné.
n
Diikaz: Mdme 0 = 5. axz* a tedy podle pravidel o poéitani s komplexné sdruzenymi &fsly dostavame
k=0

n n n

O:U:E apak = @a’“:i agpa”.

k=0 k=0 k=0
Tedy je @ té7 kofenem a muzeme rozkladat (viz 2.3)

p(z) = (z — @)(z = @)pa(z) = (2 = (@ + @)z + a@)p2(2).
Pfipomerite si, ze a+@ i a@ jsou redlna ¢isla a tedy podle disledku v 2.7 je pa(z) opét polynom s redlnymi
koeficienty. Ma-li tedy p2(z) opét kofen «, situace se opakuje. V procedufe pokracujeme tak dlouho, a7 se
Jiz v polynomu ps;(z) z rozkladu
p(2) = (2% = (a + @)z 4+ a@)’ - ps;(2)
kofen « neobjevi. O

4.2 DUSLEDEK: Polynom q s redlnymi koeficienty se dd napsat ve tvaru

a(2) = a(e — 1) - (2 =) (2 +arz 4+ b1)" - (27 4 gz 4 by,
kde polynomy z* + ajx + b; jiZ rediné koteny nemayi, a ¢éisla a, a1, ..., oy, ay, ..., a; a by, ..., by jsou
redind.

Pozndmka: Polynomy 22+ ax + b, které nemaji redlné kofeny (vzpomenete-li si na to, co zndte o kvad-
ratickych rovnicich, uvédomite si, #e jsou to takové, pro které je a? — 4b < 0) se nazyvaji ireducibilni
polynomy.

IM se dd

q(z)

4.3 VETA: V tomto tvrzeni se jiz vsechno déje v redlném oboru. Raciondlni lomend funkce

napsat ve tvaru
P(z) + Y Vj(2)
JjeJ
kde P(z) je polynom a kazdy z vgrazi V; md tvar

A Az 4+ B

k< k; bo ——— — (k<|;
oy (PSR et e (RS

a symboly a;, aj, b;, kj, l; jsou éisla z rozkladu 4.2.

Dikaz: Nebudeme provadét podrobné, je zcela analogicky dukazu véty 3.2, pouze komplikovangjsi o to, 7e
je tieba probrat vice pfipadu. Pfedevsim se zcela stejné jako v lemmatu 3.1 dokdze, 7e existuji polynomy
u(z), v(z) také takové, aby

u(z)(z — a) + v(z)(z? + ax + b)k =1,
aby

u(z)(z? + ax + b) + v(z)(z? + cx + d)k =1,

a aby

u(z)(z? +ax +b) +v(z)(z —a)f =1
(samozfejmé v kaidém z uvedenych pifpadid se jednd o polynomy jiné). Pomoci téchto identit se pak
provede indukéni krok stejné jako v 3.2. O
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Obr. 1:

II1.5 Goniometrické a cyklometrické funkce

5.1 Pfedpokladdame, Ze studenti maji jakési zakladni znalosti o funkcich sin z, cos z, tg x, cotg z ze stfedni
gkoly. Argumenty z budeme chépat v tzv. obloukové mite. T kdyZ zatim naSe pfedstava o délce oblouku
kruznice muze byt trochu nejasnd, myslim, ze z ni mizeme vychazet. Zejména tedy pro 0 < z < § nam
o vztazich muze mnoho Fici obrazek 1.

Pfipomenme si néktera zakladni fakta:

sinz +cosz =1
[sinz], cosz| < 1,
sin(z + 2m) = sinz, cos(z + 27) = cos x,

sin(z 4+ m) = —sina, cos(x + m) = — cos x,
cos & = sin(3 — ),
sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cos z.

Velmi dulezitou roli hraji souctové vzorce:

sin(z 4+ y) =sinx cosy + cos zsiny,
cos(x 4+ y) = coszcosy — sinxsiny,

a ¢asto pouzivame té7 z nich odvozené formule

sin zcosy = %(sin(m +y) —sin(z — y)),
sinzsiny = 1g(cos(alc —y) —cos(z + y)),
coszcosy = g(cos(z — y) + cos(z + y)).
Asi nemusime pFipominat, ze
sin cos x
tge = , cotgx = —
cos sin
Pfipomenme jesté, ze
— sinx, cos z jsou definovany na celém R, sin x roste na (—%, 5) a cosx klesd na (0, )
— tgx je definovdna na R\ {km + 7 | k} a na kazdém intervalu (k7 + %, (k + 1)7 + 7) roste.

5.2 Dauilezitad limita: Nasledujici fakt hraje zasadni roli:

. sinz
Iim =1.
=0 x

jasnéni: (dukazem to radsi nenazyvame, vychazime zde z nazoru a nestarame se piilis o korektnos
Ob duk t d , h d t 1 korektnost
pojmu ,,délky oblouku“:) Vsimnéme si do sebe vlozenych tdtvaru na obrazku 1. Plocha trojihelniku o od-

vésnach sin z, cos z je mensi nebo rovna plose kruhové vysece pod obloukem z a ta je mensi nebo rovna

plose trojuhelniku o odvésnach tgx a 1. Mame tedy

1 . <1 <1t lsinz
—sinzcose < —x < —tgx = =
gsinzcose < oz < g gz Sy
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odkud dostaneme )

sin x 1
< .
r T cosx

cosz <

Tedy s odvolanim na I1.3.3(b) a v davéfe, ze lin}J cosz = 1 (coz je jisté velmi nadzorny fakt) dostdvame
T—
na$i formuli. O
V dalsim budeme tuto formuli povazovat za ,axiom* a budeme dbat na to, abychom vsechna tvrzeni

tykajici se limit souvisejici s goniometrickymi funkcemi z ni jiz korektné odvodili.
5.3 Tvrzeni:

1. limsinz = 0,
z—0

2. limcosz = 1,
z—0

cosz—1 __ 0

3. lim =22

z—0
(Jsem si védom toho, Ze formuli 2 jsme uzivali pfi objasnéni limity z 5.2. Opakuji, Ze tu povazujeme
nadale za axiom a ukazujeme jen, 7e ostatni fakta, tedy také toto z ni plynou.)

Dukaz:
1. limsinz = limz - 3% = limz - limsin =% = 0.
2. Mame sinzcosz = s———. Tedy
2sin 2z
. . 1sin2z . sin 2z x . sin2x . x
limcos 2 = lim = — =lim — - —— =1Ilim dm—=1
2 sinz 2z sin x x sin x

(pouzili jsme, velmi trividlnim zpusobem, té7 vétu 11.3.4).

3. Mamesinz=1—cos?z = (I —cosz)(1+cosz) a tedy
1 —cosz 1 . sinx
= .sinx - .
r 1+ cosx x

Odtud jiz snadno. O
5.4 VETA: Funkce sinz, cos z, tg x, cotgx jsou spojité.

Dikaz: Staéi provést pro sin, ostatni jiz potom plyne z nahofe uvedenych formuli a vét 11.6.3 a 11.6.4.
Budeme uzivat vétu 11.6.2 (a oviem té7 11.3.4; uvédomte si kde a jak)

Mame
sinz = sin(zg + (z — 2g)) = sinzg - cos(z — zg) + cos zg - sin(z — zq).
Tedy
lim sinz =sinzg - lim cos(x — x¢) 4+ cos zg - lim sin(z — x¢) = sin zg.
T—>Tg T—>Tg : T—>Tg :
O

5.5 Mnozina hodnot funkci sina a cos z je interval (—1,1). Tutéz mnozinu hodnot ma ovsem funkce sin
(resp. funkce cos) jiz na intervalu (=%, 3) (resp. (0, 7)), kde je ryze monoténni. Inverzni funkce k takto
vymezenym funkcim definované na (—1, 1) se nazyvaji arcussinus a arcuscosinus a oznacuji

arcsin , resp. arccos

Vzhledem k tomu, Ze lim sinz = 1 a lim cosz = 0 (a cos je v (0, 5) kladny), snadno vidime, ze,

=5 — r—Z—

lim tgz = 400, a obdobné snadno zjistime, ze lim tgx = —oo. Jelikoz tg je funkce spojita na
r—I— r—I+

(—%, %), musi byt jeji obraz interval a vzhledem k pravé zminénym limitam to musi byt celé R. Nadto

tg na (—7%, %) roste a tedy k takto vymezené funkci mame funkci inverzni. Ta se nazyva arcustangens a

oznacuje
arctg .

Podle véty 11.8.4 vidime, 7e funkce arcsin, arccos, arctg jsou spojité. Tyto funkce a oviem té7 arccotg z,
inverzni k cotg # omezené na interval (0, w), se nazyvaji funkce cyklometrické.
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IT1.6 Logaritmy a exponencialni funkce. Obecné mocniny.

6.1 Funkci (prirozeny) logaritmus zavedeme ,axiomaticky“, t.j. vypiSeme ty jeji vlastnosti, z nichz budeme
vSechno dalsi odvozovat. V jedné z dalsich kapitol se pfesvédéime, Ze takova funkce skutecné existuje.
Oznacime ji

lg x

a vlastnosti jsou tyto:

(1) lgz je definovana a roste na intervalu (0, 400),

(2) lgzy =1gz +1gy,
lgz

®) i =1
6.2 VETA:
1. 1g1 =0

2. lggzlgw—lgy

Dukaz:
1lgl=1g(1-1)=Igl+1gl
2. lg§+lgy =lgz. O
P0ozoROVANI: Podle véty I1.3.4 mizeme vlastnost (3) prepsat na

lim 180 +2)

z—0 x

=1.

6.3 VETA: Ig je spojitd funkce zobrazujici (0,4+00) na celé R.

Duikaz: PfedevS§im médme lilrn1 gz = lim;gT‘T1 -lim(z — 1) = 0. Podle pravidel pocitdni s limitami
T—
(I1.3.2, 11.3.4) mdme lim lgz = lim (lgzo +1lg %) = lgzo + lim Ig X = gz, takie je Ig podle vé-
’ r—rg r—rg 0’ r—r) To

ty z 11.6.1 spojita.

Jelikoz roste, musi byt a = log2 > 0, takze 1g2™ = n - @ nabyva pfi rostoucim n libovolné velkych
hodnot, 1g 27" = —n - a pak libovolné velkych zapornych hodnot. Jelikoz 1g[(0, +o00)] musi byt interval, je
to nutné R. O

6.4 Funkci inverzni k lg (ktera je definovana na celém R a je podle I1.8.4 spojitd) ozna¢me prozatim
exp (za chvili pfejdeme k jinému oznaceni, to by ale zatim bylo nevhodné sugestivni). Z pravidel pro lg
dostavame okamzité formule

exp0 =1,
(6.4.1) exp(z +y) = expx - expy,

exp T

exp(z —y) = oy

Polozme
e=-expl.

Pro celd ¢isla k dostaneme z pravidel 6.4.1 rovnici
expk = e

v bézném smyslu mocniny. Na stfedni skole jste se kromé celociselnych naucili pouzivat té7 racionalnich
. i
mocnin (a4 = /a?). T zde dostavame

P e
exp — = ed;
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podle 6.4.1 je totiz exps ono (jediné) kladné &islo, které umocnéno na ¢ dava eP. Kdy# jesté vezmeme
v uvahu, 7e exp je funkce spojita, vede nés to k pohledu na exp z jako na éislo e umocnéné na z—tou, a
budeme nadale psat misto exp z prosté

e’.

Obecnéji bud’ a libovolné kladné ¢islo. Podle pfedchoziho mame
€89 = explga = a.

Definujeme

a® = ezlga

a snadno se opét presvédéime, ze i zde se na a” muzeme divat jako na ,a umocnéné na z—tou® (t.j. ze to
neni ve sporu s dosavadnim uzivanim tohoto symbolu, ze pro k celé kladné je a* =a - - - -- a (k—krét), pro

k

, . T
k zaporné a” = ﬁ a pro racionalni 2—’, ze je a1 = YaP).

blga

Déle budeme obecné pracovat s mocninou a® (je-li ovsem a > 0) jako s e . Mame tedy definovany

té7 spojité funkce
r ezt

s obecnym pevnym a (v tomto novém smyslu ovdem jen pro z € (0, +00)).
Koneéné, pro a # 1 je a” inverzni k funkci

lgx
lga’

log, © =

Tuto funkcil nazyvame logaritmem pri zdkladu a.

I11.7 Poznamky

7.1 Funkce ziskané postupnym provadénim aritmetickych operaci a operace skladani z funkci probiranych
v této kapitole se nazyvaji elementdrni funkce.
Uvedme nékolik pfikladi: Funkee (pokazdé na vhodném definiénim oboru) definované pfedpisy

. 249 1 T
sinx 4 cos 2z, e t2*HE8T | floga(sinz + 1),

nebo tieba

\/sin e (cos(arctg 3z) + 5)
6tells Vo) '

7.2 Podobné jako byl logaritmus zaveden axiomaticky, je té7 ke goniometrickym funkcim mozno pfistupo-

vat timto zpusobem. BéZny postup je predpoklddat o funkci ¢ a jakémsi kladném (ale blize nedefinovaném)
cisle w, ze

(1) ¢ je definovana na celém R,

el +y)+ el —y) =20(z)p(5 —y),

Dosazenim z = %, y = 0 do (3) dostaneme 2¢(%) = 2302(%), odtud pak ¢(5) =1 (podle (2) a (4) to totiz
neni 0).

Podle (3) dosazenim x = 0 dostaneme ¢(y) + ¢(—y) = 0, takze vime, ze ¢ je lichd funkce.

Dosazenim z = % dostaneme ¢(5 + y) + (5 — ¥) = 2¢(5 — y), tedy ©(F +¥y) = ©(5 — y)-

Dille, ¢(z +7) = p(5 — (— — 5)) = (5 + (-2 — F)) = p(—2) = —¢(z) a odtud (s + 27) = p(z).

A tak postupné, po oznaceni sinz = ¢(z), cosx = (5 — ) postupné viechna pravidla, jichz jsme
uzivali.

Také o funkci sinz se pozdéji presvédcéime, ze opravdu existuje. V paragrafu II1.5 jsme dali ndzoru
prednost pred ,,axiomatickym zavedenim® proto, ze nazorna predstava byla asi na stiedni skole dostatecné
vybudovéana.
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7.3 Véta 4.3 (resp. 3.2) ma velmi praktické uziti (viz kapitolu o neuréitém integralu). Jak se rozklad
konkrétné provede, ukdzeme na nazorném ptikladé:
Snazime se napsat
334+ 222 422+ 1
(22 4+ 1)2?

jako
Ax+ B g 2
241 x2 x

Po pievedeni této sumy na spole¢ného jmenovatele dostaneme

(A+ D)z + (B+C)a?+ Dx +C
(22 4+ 1)2?

tedy chceme najit A, B, C', D tak, aby
A4+ D=3 B4+C=2,D=2aC=1

Véta 4.3 iika vlastné to, ze takovym zplisobem sestavené rovnice maji vidy feseni (jakozde A =1, B =1,

D=2aC=1).
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IV Derivace

IV.1 Definice a jedna charakterizaéni véta

1.1 Necht zg je vnitini bod definiéniho oboru funkce f. Derivaci funkce f v bodé xg rozumime cislo

(1.1.1) f(0) = Tim L0 R = S(z0)

h—0 h

Samozfejmé, pokud tato limita existuje — jinak fekneme, Ze f v bodé z derivaci nema. Ve svétle véty
I1.3.4 mizeme formuli (1.1.1) pfepsat na

(1.1.2) (o) = Tim f(z) = f(=o)

r—To r — X
1.2 Poznamky:

1. Zde se setkavate s prirozenym pripadem limity funkce, ktera v kritickém bodé neni definovana: méli
bychom tam nulu ve jmenovateli.

2. Pojem je velmi nazorny. Piedstavme si kiivku, ktera je grafem funkce f. Podil

f(zo+h) — f(x)
h

je smérnice seény prochdzejici body (zo, f(z0)), (2o + h, f(zo + h)). Derivace je tedy vyrazem pied-
stavy o tecné v bodé (zo, f(20)), k niz se seény neomezené blizi.

Jind predstava s tim spojend je pfedstava okamzité rychlosti v bodé zg, znamena-li f(x) drdhu

f(z) = f(z0)

urazenou v ¢ase z. Zde se hodi spi§ formule (1.1.2). Podil ~ je prumérna rychlost na

intervalu mezi ¢ a xg.

1.3 Jednostranné derivace: Nahradime-li limity v definici derivace limitami zprava (resp. zleva),
dostavame definici derivace zprava (resp. derivace zleva). Ty ovéem mohou byt definovany té7 v krajnich
bodech definiéniho oboru.

PoZoOROVANT: Funkce f md v bodé zqy derivaci, prdvé kdyz tam md derivace zleva i zprava a kdy? se tyto
hodnoty rovnayi.

1.4 Trividlni piiklad: f(z) = |2| md v kladném x derivaci 1 (nebot |z+h]l_|z| = z+2_z = 1 pro dost
malé h), v zdporném z pak derivaci —1. V bodé 0 derivaci nemd, ma tam viak derivaci zprava 1 a derivaci
zleva —1.

1.5 Derivace funkce v bodé je (redlné) ¢islo. Funkce ovsem muze mit derivaci ve vSech bodech néjakého
defini¢niho oboru D. Potom pfedpis
z— f(z)

definuje novou redlnou funkci na D. Této funkci fikdme derivace funkce f (na D). Funkci, kterd ma
derivaci, éasto ftkdme funkce hladkd (geometrickd motivace tohoto terminu je zfejma4).
Kromé jiz zavedeného oznaéeni f se uzivaji téz oznaceni jina, napf.

df d df () .

dz’ Ef’ dx

Tato jsou velmi vyhodnad zvldsté v situacich, kde chceme zduraznit, které pismeno v dané formuli znamena
promeénnou.
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1.6 VETA: Funkce f md derivaci A v bodé xq prdvé kdyZ emistuje funkce p definovand na (—e,¢) — {0}
pro néjaké € > 0 takové, Ze

(a) f(z+h) = f(x) = Ah + hu(h),
() Jim u(h) = 0.

Duikaz: Plati-li pozadavek, je

tim LEFA =@ i (A () = A,

h—0 h h—0

Naopak, existuje-li limita (1.1.1), definujeme

O

Poznamka: Zde dostdavame dal§i pfedstavu o smyslu derivace: souvisi s nahrazenim funkce f v dost
malém okoli bodu g linedrni funkef (t.j. polynomem prvniho #adu)

p(x) = f(zo) + Az — 20),

tak, aby chyba byla podstatné mensi nez zména argumentu.

1.7 DUSLEDEK: Md-li f v bodé xy derivaci, je tam spojitd.

IV.2 Zékladni pravidla pro derivovani

2.1 VETA:
(1) (F+9)(z) =f'(2) +9'(2),
(2) pro a redlné, (af) (z) = a- f'(z),
(3) (£-9)'(z) = f'(=)g(x) + f(x)g' (),

1Y 0y F)se) ~ S0
w (5) e (o)’

pokazdé, md-li pravd strana smysl.

Dikaz: Pouzivdme vidy bez dalsiho odkazu pravidla o limitach a I1.3.

(f+g)x+h)—(f+9)x) _  fle+h)+glz+h)—(flz)+g(x) _  flz+h)—f(z)
(1) b = h = b +

g(z+h)—g(x)

]

(2) je jesté trivialnéjsi nez (1).

6
VAW 9)) L (5o 4 hyg(a + 1) - fa)a(z) =

(f(z +h)g(x +h) = f(z + h)g(x) + f(z + h)g(x) — f(x)g(z)) =

glz+h)—g(z) flz+h)— f(z)
h h

(pouzili jsme opét pficteni a odecteni tého7 ¢islal)

> =

= f(z +h) +g()
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4) stadi odvodit formuli pro L, potom pouzit (3).
_ pro 2, p p _

h T h

é(l’—}—h)—é(z)_ 1 < 1 1 > g(x) —g(z + h)
gz +h)  g(2)

1 1 h) — AN '
_ s ) 2012) g (1) ()22,
g9(z +h) g(z) h g
O
2.2 VETA: Necht md funkce f derivaci v bodé g(zo) a necht md funkce g derivaci v bodé zy. potom md
f o g derivaci v bodé zq, a sice

(f o 9)'(z0) = f' (9(w0)) - g'(w0)-

Dukaz: Pouzijeme véty 1.6. Mame ¢isla A a B a funkce p, v takové, ze
f(g(zo) + k) — f(g(xa)) = Ak + kp(k),

g(zo+h) —g(xo) = B-h+ hv(h)

a pu(k), v(h) jdou k mnule pi#i h, k jdouci k nule. Nasledkem toho je f(g(zo+h)) —
F((z0)) = 1 (g(20) + (g(e0 +B) — g(a0))) = f (9(z0) = A(g(zo+h) — g(za)) + {g(z0 + ) — g(z0)) -
w(g(zo+h)—g(zo)) = A(Bh+ hv(h))+ (Bh + hv(h)) - u (Bh + hv(h)) = ABh+h (Av(h) + B +v(h)) -
u (Bh + hv(h)). Poloime f(h) = (Av(h)+ B+ v(h)) p(Bh + hv(h)). Z vét v 11.3 snadno vidime, 7e

}llin%) 7i(h) = 0 a tvrzeni dostaneme z véty 1.6. O
-
Poznamka: Je sviidné pokusit se dokazovat vétu takto: Polozime y = g(z), yo = g(z0). Mame

(fog)(z) = (fog)(xa) _ fy) = flyo) g(z)—g(zo)

r — X Y — Yo T — Zo

Rozhodné to dava dobrou predstavu o tom, co se déje. S piimym pouzitim véty 11.3.4 bychom zde vsak
méli potize.

2.3 VETA: Necht fje funkce inverzni k funkeci g a necht g md nenulovou derivaci v bodé xy. Potom md f
derivaci v bodé g(zg), a sice

1
!
zo)) = .
Flaten) =
Dukaz: Poloime yg = g(z¢), takze f(yo) = zo. Funkee
xr — Iq xr — f(yo)

P& = i e ~ 9@ —w

ma limitu v bodé x. Funkce f je spojita (1.7,11.8.4) a, coz je dulezité, pro y # yo je f(y) # f(yo)-

g' (2o
(M4 inverzni funkci, a tedy je prostd). Muzeme pouzit vétu 11.3.4 k tvrzeni, 7e

lim F(f(y) =

y=yo g'(x0)

Pfitom mame

F(f(y) = = :

O

Poznamka: Obsahem véty 2.3 je pfedevéim to, ze f viibec derivaci ma. Kdybychom toto védéli pfedem,
sta¢ilo by odvolat se na vétu 2.2 a zfejmy fakt, e h(z) = z ma derivaci 1. Mdme totiz 2 = fg(z) a tedy
podle véty 2.2 1 = f/ (g(z)) - ¢'(2).
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IV.3 Derivace elementarnich funkei
3.1 VETA: (2") = nz™1,

Dukaz: Mame

Pouzijte 1.6. O
3.2 VETA:

(1) (sinz)’ = cosz,
(2) (cosz)' = —sinu,

(9) (tgo) = —r

cos? z’
Dukaz:

‘ sin(c+h)—sinz __
(1) Mame ( h) =

sin = cos h"'coif“inh_smz = sin x—cos,’;_l + cos m—SiEh. Pouzijte limit z I11.5.2 a
I11.5.3.

(2) (cosz) = (sin(g - a:))/ =sin'(¥ —2) - (—z)' = —sinz podle 2.2.

(3) Podle 2.1 (4) a pravé gjisténych derivaci sinu a cosinu méme (i;ngi)I =
3.3 VETA:

cos? z4sin?z 1
cos? T

~ cos?z’

(1) (arctgz)' =

_1
14+z27
(2) (arcsinz)’ = 1

1—z2’

Dukaz:

(1) Pfipomenime si znamou trigonometrickou identitu cos?y = %gﬁ (viz obréazek 2)

Obr. 2:
Podle 2.3 a 3.2 mdme (polozme z = tgy) (arctg z)’ = tgl,y =cos’y = w = :r21-|—1
(2) Podle 2.3 a 3.2 mame (pii oznaceni = = siny) (arcsinz) = L L —

1 _ 1
— sin'y T cosy \/1—sin2y — Vi-z2
(odmocnina je nezapornd vzhledem k volbé intervalu (%, 7) na némz se funkce sin z invertuje: zde
jecosy>0).0

3.4 VETA:
(1) (lgz) =+
(2) (e7) =e,

?

26



(3) (%) =a -2 téZ pro neceld a.

Dukaz:

(1) Pouzijeme limity z pozorovani v I11.6.3 (a ovsem véty 11.3.4). Mame

- lg(1+2
im 8 +h) —lgz im]—-lg<x+h>:hm gs(1+5) _
h—0 h h—0 T h—0
lg(14+ 2 lo (142
h—0 T % X h—0 % x
. Ny 1 1 .
(2) Pro y =¢” mamepodle 2.3 a (1) (¢') = 57— = T =y =¢".
1g'(y) v

(3) (2°) = (e'8") =87 .q- L =27 .a- L =q.2°7" (poutili jsme 2.2, (2) i (1)). O

&

3.5 Uvédomte si, 7e na zdkladé vét 2.1, 2.2 a 2.3, a pravidel z tohoto odstavce jiz umite derivovat vechny
t.zv. elementdrni funkce (IT1.7.1).

IV.4 Rolleova véta, véty o stifedni hodnoté

4.1 Lemma: Bud f'(zg) > 0 (resp. < 0). Potom pro dostatecné malé ¢ > 0 plati
z € (zg, 20 +€) = f(z) > f(zo) (resp. f(z) < f(zo)),
z € (xo —€,20) = f(x) < fwo) (resp. f(x) > f(xo)).

Dukaz: Vyraz z véty 1.6 prepisme na f(xo+h)— f(xzo) = (A+u(h))-h. Vzhledem k tomu, ze %in(l) u(h) =0
—

ma pro dostatecné malé e > 0 pfi 0 < |h| < € &islo A+ p(h) stejné znaménko jako A. Je-li tedy A kladné,
ma f(xzo + h) — f(zo) stejné znaménko jako h, je-li A zdporné, ma znaménko opacné. O

4.2 VETA: (Véta Rolleova) Necht f je spojitd na kompaktnim intervalu (a,b), necht md na (a,b) deriwaci
a necht f(a) = f(b). Potom ezistuje ¢ € (a,b) takové, ze f'(c) = 0.

Dikaz: Podle véty 11.10.1 nabyva funkce f na (a,b) maxima i minima.
I. Jsou-li tyto hodnoty stejné, je f konstantni a tedy f/(c) = 0 vsude.

I1. Jsou-li rizné, musi se vzhledem k tomu, ze f(a) = f(b), nabyvat aspon jedné z nich v néjakém c €
(a,b). Podle Lemmatu 4.1 tam musi byt f'(c) = 0, jinak by toto nebylo maximum ani minimum. O

4.3 VETA: (V. Lagrangeova,V. o stfedni hodnoté, V. o priristku funkce) : Necht f je spojitd na kompaktnim
intervalu (a,b) a necht md na (a,b) derivaci. Potom ezistuje ¢ € (a,b) takové, Ze

ey = L0~ Jto

Dikaz: Funkce F(z) = (f(z) — f(a)) - (b — a) — (f(b) — f(a))(z — a) spliuje podminky Rolleovy véty a
mame
Tedy existuje ¢ € (a, b) takové, ze

0= f'(c)(b—a) = (f(b) — f(a))-
O
4.4 Poznamky:

1. Tato véta nékolika jmen je jedna z nejdulezitéj§ich vét zdkladi diferencidlniho poctu. S jejim uzitim
se budete setkavat znovu a znovu.
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- c &
Obr. 3:

2. Casto je formuli z véty 4.3 vyhodné nahlizet ve tvaru f(z+h)— f(z) = f'(x+9h)-h, kde 0 < 9 < 1.

(zde je téz motivace ndzvu ,véta o piirastku funkce®.)

3. Véta ma velmi nazorny geometricky smysl. Rika, 7e na grafu hladké funkce najdeme mezi kazdymi
dvéma body tecnu rovnobéznou se sec¢nou, ktera témito body prochédzi. Viz obrazek 3.

4.5 VETA: (zobecnénd véta o stiedni hodnoté) Budle f, g spojité funkce na intervalu (a,b), s derivacemi
na (a,b). Necht g(a) # g(b) a ¢'(x) je nenulovd na (a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) takové, ze
f'{e) _ f(b) — f(a)

g'(c)  g(b) —gla)’
Dikaz: Je zcela obdobny dikazu véty 4.3. Tentokrat volime F(z) = (f(z) — f(a))(g(b) — g(a)) — (
f(a))(g(z) — g(a)). Tato funkce opét vyhovuje Rolleové vété a mé derivaci F'(z) = f/'(z)(g(b) — g(a)) —
g'(@)(f(b) = f(a)). O
4.6 VETA: Necht md spojitd funkce na vnitiku néjakého intervalu J kladnou (zdpornou) derivaci. Potom
na celém intervalu roste (klesd).

Dukaz: Budte 2,y € J, o < y. Podle 4.3 mame f(y) — f(x) = f'(2)(y — z) pro ngjaké z € (z,y) a tedy
ma rozdil f(y) — f(z) stejné znaménko jako f'(z). O

4.7 DUSLEDEK: Necht md spojitd funkce na néjakém intervalu kladnou (zdpornou) derivaci ve vsech bodech
kromé koneéné mnoha. Potom na tomto intervalu roste (klesd).

4.8 Poznamka: Neni-li defini¢ni obor interval, neda se samoziejmé ze znaménka derivace na celém
oboru na rust ¢i klesani usuzovat. Napf. funkce f(z) = % definovand na R \ {0} ma derivaci —;—2, tedy
stale zapornou, tfebaze f(—1) < f(1). Na intervalech (—oo, 0), (0,400) ovéem opravdu klesa.

IV.5 Derivace vyssich radu

Necht mé funkce f na né&jakém oboru derivaci f'. O této nové funkci mizeme opét polozit otazku,

ma-li derivaci nebo ne. M&-li ji, mluvime o druhé derivaci funkce f, a otdzku mizeme kldst zno-

vu. Tak muzeme (a nemusime) dostat teti, évrtou, ..., k—tou derivaci funkce f. B&né oznaceni je
f", £ pro obecné k pak f*).

Té7 se uziva znaceni

&2f &Bf  dof

de?’ dz37 7 dak
Misto ,, k—ta derivace® se nékdy iika derivace rddu k. Pozdéji se v predpokladech vét setkate s pozadavky
typu: ,,...necht f ma derivace az do fadu k ...%, ,...necht f ma derivace vSech fadu ...*.

IV.6 Konvexni a konkavni funkce, souvislost s druhou derivaci
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6.1 DEFINICE: Rekneme, 7e spojita funkce f je na intervalu J konvexn{ (resp. ryze konvexni, resp. konkavni,
resp. ryze konkavni), plati-li pro véechny trojice bodu a,b,c € J takové, 7e a < b < ¢ nerovnost

fle) = fla) _ f(b) = f(a)

c—a b—a

> O(resp. > 0, resp.< 0, resp. < 0)

Vysvétleni: To ze funkce je (ryze) konvexni znamend, ze jeji graf je vyboulen smérem dola, u (ryze)
konkdvni pak smérem nahoru. To jest, vedeme-li libovolnymi dvéma body (a, f(a)), (¢, f(c)), kde a < ¢,
piimku, lezi hodnoty v bodech b € (a,c¢) v prvnim piipadé vzdy pod touto piimkou, v druhém piipadé
vzdy nad ni. Skuten&, rovnice pfimky prochéazejici body (a, f(a)), (¢, f(c)) je jak snadno zjistite,

() y=fla)+ =—"——
takze nad b mdme na této pfimce hodnotu

f(c) _f(a) (b

c—a

—a).
Tedy tieba pozadavek, aby (b, f(b)) lezel pod pfimkou (*) dava

f(e) = f(a)

c—a

fla) + (b—a)> f(b),

odkud jednoduchou tpravou ziskame

f(e) = fla) _ f(b) - f(a)

c—a b—a

> 0.

6.2 VETA: Necht f je spojitd na intervalu J, necht md na vnitiku tohoto intervalu druhou derivaci a nechf
plati, Ze pro viechny vnitini body J je f"' > 0(f" > 0, " <0, f" < 0). Potom je f na J konvexni (ryze
konvezni, konkdvni, ryze konkdvni).

Duikaz: Budte a,b,c€ J, a < b < ¢. Podle 4.3 mame
fle) = fla) _ f(b) = f(a)

c—a b—a

V =

= 1) = f'(m),
kde a < n < b < & < c. Znovu podle 4.3 dostaneme
V=11 = () =€ —mn),
kde ¢ je nékde v intervalu (n,&). Tedy ma V totéz znaménko jako f”(¢). O
6.3 Rekneme, 7e bod zq je inflexnim bodem funkce f, jestlize pro né&jaké e > 0 plati
- bud) ze f je na (g — €, xo) konvexni a na (xg, g + ¢) konkavni,
- nebo, Ze f je na (zg — €, zg) konkdvni a na (zq, zg + ¢) konvexni.

7, 6.2 okamzité vidime, Ze ma-li f na n&jakém intervalu spojitou druhou derivaci, musi byt v kazdém
inflexnim bodé& druhé derivace nulové.

IV.7 Body nespojitosti derivace
7.1 VETA: Bud’ f funkce spojitd na intervalu (a,a + A), A > 0 s derivaci v intervalu (a,a + A). Necht

existuje limg o4 f'(2) = L. Potom ezistuje derivace zprava v bodé a a je rovna L. Obdobné je tomu
s limitou zleva derivace funkce a derivaci zleva.
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Dikaz: Pro z € (a,a + A) mdme podle 4.3
f(z) — fla) ’
7—[, = —L
e 7€) - L
pro né&jaké &, a < £ < x. Je-li tedy d > 0 takové, ze pro a < & < a+4d je |f'(z) — L| < ¢, je tim spis
‘fi)_r,‘ <e.
r—a

O
7.2 DUSLEDEK: Funkce, kterd je derivaci néjaké funkce, nemd nespojitost pruniho druhu.
7.3 Nespojitost vSak mit muze. Bud tieba

{ z?sinl  proz#£0

fe) = 0 proz =10

Pro z # 0 mame f’( 2) = 2xsin —{—x -8in l ( le) = 2z sin + —sin -, kterdzto funkce zfejmeé nemd limitu
v 0: V bodech 5 +" ma hodno‘ry 1+ 57== +,, , v bodech 57— mad hodnotu 0. Ale derivace f/(0) existuje

a je rovna 0, neboﬁ

f() = fO)| _ | ]
‘T‘_‘hsmﬁ‘gh.
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V  Jednoduché aplikace derivovani

V.1 Tecny, rychlost

To, Ze definice derivace je pfimo motivovana piedstavami tecny a okamzité rychlosti bylo jiz zminéno
vIV.1.2.

1.1 Mé&jme danu kfivku popsanou jako graf funkce f. Chtéli bychom zjistit rovnici teény v bodé (zg, f(z0)).
Derivace dava jeji smérnici, takze vidime, 7e muze byt vyjadiena rovnici

y = f(zo) + f'(20) (2 — z0).

1.2 Poloha né&jakého pfedmétu v &ase ¢t bud’ ddna soufadnicemi (z(t),y(t)) (d&je-li se pohyb v ro-
ving, v prostoru bychom piidali jedté tfeti soufadnici z(¢)). Okamzita rychlost je ddna vektorem
(’fi—f(tg), %(to)) (na vektory se zatim divejte tak, jak je zndte ze stfedni Skoly). Zrychleni je dédno

AT 2 I L, , , . .
druhou derivaci (‘jh—g(to), ‘ZTZ(tO)). Tedy napt. pfi rovhomérném kruhovém pohybu daném rovnicemi

z(t) = a + rcos(vt)

y(t) = b+ rsin(vt)
dostavame pro zrychleni (—rv? cosvt,—rv?sinvt) a vidime, ze ve smyslu klasické mechaniky jej musi
udrzovat sila umérna kvadratu rychlosti sméfujici ke stfedu, kolem kterého se téleso pohybuje.

2

V.2 Extrémy

2.1 Rekneme, 7e f definovana na D nabyva v bod& zo lokdlniho marima (minima), plati-li pro n&jaké
e>0
v €(vo—e,mo+e)ND= f(a) < flxa) (f(x)>20).

Je-li navic pro  # 2o  f(2) < f(zo) (f(z) > f(x0)), mluvime o ostrém lokdlnim maximu (minimu).

Spoleény ndzev pro maximum a minimum je extrém. Mluvime tedy o lokdlnich extrémech a ostrych
lokalnich extrémech.

2.2 LemmalV.4.1 ukazuje, kdy funkce lokdlnitho extrému nenabyva: totiz ve vnitinich bodech v nichz je
kladna nebo zdporna derivace. Plati tedy

TVRZENI: Vsechny lokdlni extrémy funkce f najdeme mezi
(a) témi body x, kde f'(z) =0, a
(b) témi body x, kde f wvibec derivact nemd.

(Uvédomte si, Ze piipad (b) zahrnuje téz vsechny krajni body.)

Dostavame tedy jakysi seznam viech moznych kandidati na extrém. Nékteré z nich se nakonec extrémy
byt neukazi, zaruéené v8ak na zadny lokalni extrém nezapomeneme. Viz obrazek 4.

V odstavei o prubéhu funkei bude patrno, jak vylouéit neextrémni body a jak zjistit, zda jde o maximum
nebo minimum.

V.3 Newtonova metoda ptiblizného feseni rovnic
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3.1 Mgjme dédnu funkci f(z). Stojime-li pfed tlohou najit feseni rovnice

muze nam pomoci nasledujici metoda. O funkci f budeme predpoklddat, 7e ve vysetfovaném oboru ma
druhou derivaci. Viz obrdzek 5.

Dejme tomu, Ze jsme ve snaze piiblizit se bodu a dosahli bodu a,. Pokusime se najit lepsi priblizeni
tak, ze vedeme ke grafu tecnu bodem (an, f(an)) a protneme ji s z—ovou osou. Jinak feceno, misto rovnice
f(z) = 0 fesime rovnici p(z) = 0, kde p je linedrni polynom nejlépe v okoli bodu (an, f(an)) priblizujici
funkci f. Ta tecna ma, jak jiz vime, rovnici

Yy = f(an) + fl(an)(-r _an)a

takze po dosazeni y = 0 dostaneme

f(an)

ap41 = 0p — f’(a )
n

3.2 Nékdy to moc nepomiize, jak je vidét na dvou pFipadech zobrazenych na obrazku 6.

Obr. 6

3.3 Jakmile se vsak piiblizovani ,chytne®, je konvergence az neuvéritelné rychla. To si dokdzeme po-

uzitim véty o stfedni hodnoté. Zkoumejme rozdil |a — a,|. Mame a—ap + ﬁa_n%
fla)=f(an)| _ f'(b) —
a—a, — W = |a = an — 5. )(a—an) = |a—ay|-|1 f . Pouzij-

= oy le - %Hﬂ() wnzfﬁ%

-|a = ay,|?, takie v piipadeé, ze |f” (¢)| neni p#ili§ velké a |f'(a,)| ptili§ malé, je chyba v novém

o= @l la—b| <

II (C)
f(an)
kroku faddové kvadrat chyby pfedchozi. Mdme-li a,, na 1 desetinné misto, muzeme mit a, 41 na dvé, a, 4o
na 4, an + 3 na 8 desetinnych mist.

2 _ 2
Piiklad: Hledejme tieba \/3, tedy Feseni rovnice z2 — 3 = 0. Formule dava p41 = Gp — a;a—s = a:)"a+3.

Zactneme-li s odhadem ay; = 2, dostaneme as = % = 1.75, az = w = 1.7321429, a4 = --- =

1.7320508, coz se uz od /3 na uvedenych mistech neliai.

V.4 L’Hospitalovo pravidlo
Jde o neocenitelného pomocnika pfi hleddni limit t.zv. neuréitych vyrazu. Nejprve nejjednodussi pFipad:

4.1 VETA: Necht f, g maji derivace v x takovych, e 0 < |z — a] < A, necht lim f(z) = lim g(z) = 0.
r—a : r—a ’

1,
Existuje-li lim ')

z—mg x

(koneénd nebo nekoneénd), md limitu i podil %%l a plati

tim L) L)
T—a g(a}) T—a g’(m)'
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Dukaz: Bud L = lim 57:(%. Mame (po doplnéni hodnot v a limitami) ‘1;7(% - L‘ = ‘% - L‘ =

%(%—L‘<5,jepro

JQJ:(% — L‘ pro né&jaké & mezi a a z. Je-li tedy & > 0 takové, ze pro |a — &| < d je
=) _

6 < ¢. Pripad nekone¢né limity muzeme nechat ¢tendari jako jednoduché

la — x| < § tim spis

cviceni. O
4.2 Pozndmka: V diukazu je £ mezi a a z, tedy na téze strané od a jako z. Uvédomte si, ze proto véta
plati i pro limity zleva a zprava.
4.3 VETA: Necht f, g maji derivace v x takovych, Ze 0 < |z —a| < A, necht lim |g(z)| = +o00. Eristuje-li
r—a

- () . . P T . 4 f(z) .

;1_1;{11 @) (koneénd nebo nekoneénd), md limitu ¢ podil o) @ plati
!
tim 1) — i L)

f@) _ f@) - f(a)
. . . 9(x)  g(x) - g(a)
fakt zalozen je vsak v zasadé stejny: Jestlize f a g neomezené rostou pfi argumentu blizicim se k a, potom,

fz) - f(y) f(x)

o malo od ——=. Technické provedeni dukazu bude ale

g(z) —9(y) g9(z)

Duikaz: Ted oviem nemuzeme pouzit jednoduchého obratu . Princip, na kterém je
je-li o mnoho blize k a nez y, lisi se

trochu méné priuhledné.
Ziejmé plati

Tedy je pro vhodné & mezi z a y
flz
(* @) _
9(2)

Pro jednoduchost rozlisime tii ptipady.

f(6) f(y) 9(v)
wa*mm—mm)@‘ﬁﬁ)

Z p—

I. Necht limg_s, fql:(;)l 0. Zvolme ¢ > 0 a k nému 41 takové, aby pro 0 < |z — a| < 1 bylo

f’ixl‘ <<
g9'(z) 4°
Nyni zvolme pevné y takové, ze 0 < |y —a| < &1, a 0 < § < &5 takové, aby

f(y) ‘ € ‘g(y)
r—al<é —_ — — :
O<lemal< j‘g(r)—g(y) RENErEl
Potom pro 0 < | — a| < § mame podle (x)
f(=) AP
‘g(m) (Z_}_Z)'Z_E'

h—

IT. Necht lim é;(;) = K koneéné. Poloime h(z) = f(z) — Kg(z). Potom je h'(z) = f'(z) — K¢'(z) a
h(z) _ f(z) W) _ f'(z) h(z)
g(e) — g(z) g'(z) — g'(=z) g9(z)

mame —Ka — K. Tvrzeni tedy ziskame aplikaci I na podil

TTT. Necht lim é:gz) = +oo (pfi —oo zcela obdobné). Zvolime K a §; takové, aby pro 0 < |z — a| < &3

bylo J;:Ez; > 4K, ddle pevné y takové, 7e 0 < |y — a|] < §; a 0 < § < d5 tak, aby

PN

1

0<|x—a|<5:>‘#‘<2[(, ‘% <2.

—9(v)

Potom pro 0 < |z — a| < § mdme

f(z)

g(z) =

> (4K — 2K) -

N | —

O

4.4 Zavedeme nasledujici umluvy:

O znamena kterykoli ze symbola: a, a+, a—, +00, —co. Vyraz ,blizko 00“ znamena v prvnim piipadé
»pro 0 < |z —a| < € pro néjaké ¢“; ve druhém piipadé ,pro a < & < a+ ¢ pro néjaké ¢, ve tfetim piipadé
»pro a — e < & < a pro néjaké €%, ve ¢tvrtém piipadé ,pro > K pro néjaké K“ a konecné v poslednim
»pro z < K pro néjaké K“.
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VETA: (L’Hospitalovo pravidlo) Necht bud’ lim f(z) = lim g(z) = 0 nebo lim |g(z)| = +o0. Necht f, g
r—0 ’ r—0 z—0

flz) _
gle) — L.

maji blizko O derivace a necht existuje liné fql,(%l = L (konecnd nebo nekonecénd). Potom liné
T r—

Dukaz: Az na pfipad O = oo je tvrzeni obsazeno v pfedchozich vétach. Bud O = oo (resp. —oo).
Snadno vidime, 7e hrf H(x) = lir(r)liH (%) Tedy, polozime-li F(z) = f(%), Gx) =g (%) mame

Fla)=f'(3) 2, G' (@) =g (5) 7 atedy

N I S
:c—1>%1+ Gl(l‘) B :c—1>%1+ g’ (1) . L? B :c—1>%1+ g’ (%) T—+oco g’(z)

T

B[
~—
%
—
3]
~
Il
h

a tedy podle piedchozich vét

L=l L= i .
s50+ G(z) | s-too g(x)

O

4.5 Dalsi neurcité vyrazy:

1) Typ 0-co Je-li im f(z) =0 a limg(x) = Loo, poéitame lim f(z) - g(z) jako limf(f) nebo lim Z&L
(1) Typ g ' P ) -9(x) ] = Gk

podle toho, co je vyhodnéjsi.

(2) Typ co — oo f(z) — g(z) se miZeme pokusit pfevést na pfedchozi piipady tieba tpravou

1 1 T 1
f#)—g(@) = ———7—= £ 16
=) g(@) f(z)g(z)

(3) Typy 0°, 1°, co® Mame (f(r))g(z) = e9(@)18(@) Jelikoz € je spojita funkce, staci zjistit limg(x) -
lg f(x). V prvnim pfipadé je to typ 0 - (—o0), v druhém oo - 0, ve tietim 0 - (400).

n . n—1 . _ n—1
4.6 Rychlosti ristu nékterych funkci: Mame limZ: = lim I’f;a'az = hm“(?gal)fax = ... =
lim(lgn)% = 0. Tedy pro a > 1 roste a® do nekoneéna rychleji nez kterykoli polynom. Nebo ma-
me limlz;; = lim “'xf_l = lima - 2*. Tedy pro a > 0 roste z® pfi 2 — +0o do nekoneéna rychleji nez

logaritmus, pro a < 0 roste z® pfi & — 0+ do nekoneéna rychleji nez logaritmus.

V.5 Vysetitovani prubéhu funkei

5.1 Casto mame danu formuli pro néjakou funkci a radi bychom si udélali predstavu o jejim pribéhu.
K tomu nam mohou poslouzit véty IV.4.6,1V.4.71V.6.2 a oviem té7 silnéjsi aparat pro vypocet limit, ktery
mame po predchozim paragrafu. Je mozno doporucit nasledujici postup.

0. Pfedpis pro f(z) sam mize poskytnout tidaje o limitdch v krajnich bodech. P¥ipadné se daji zjistit
1 nulové hodnoty.

1. Z formule pro f'(z) zjistujeme kde f roste (totiz kde f'(z) > 0) a kde klesd (totiz kde f'(z) < 0).
P#i tom vyjdou najevo téz lokalni maxima a minima. Téz limity derivace v krajnich bodech mohou
byt zajimavé: urc¢i ndm ,tecny na krajich“ (viz TV.7.1).

2. 7 formule pro f(z) zjistujeme kde je f ryze konvexni (kde f”(z) > 0) a kde ryze konkavni (kde
f(z) < 0). Pfi tom vyjdou najevo téz inflexni body.

Pro snazsi kresleni pomiize opfeme-li se o nékteré teény navic. Zejména jsou vyznamné teény v inflexnich

bodech.
5.2 Pifklad: f(z) = e = (z € R\ {0}).

0. limgyy_oo f(2) = €® =1, limy0_ f(z) = 400, limyoy f(2) =0 alimyy 400 f(2) =€’ =1
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Obr. 7:

L fl(z) = He = = > 0. Funkce tedy roste v (—00,0) 1 v (0, 400). Jelikoz lim, o4 f'(z) = 0, blizi se zde

f
f k ose z—ové jako k teéné
2. f

"(z)=e€~ £ 1_2“” , coz je kladné pro z < % a zaporné pro z > %.Tedyje f ryze konvexni v intervalech
(—00,0) a (0, ,)) ryze konkavni v (1,+00). V bodé 1 tedy ma inflexi. Hodnota je tam e~ 7 a tecna
tam ma smérnici 4 - e~2. Tedy graf vypada pfiblizné jako na obrazku 7.

5.3 Piiklad: f(z) = 3%

0. limgo 100 f(2) =0, f(z) =0 pravé v z = 0, v zdpornych z je f(z) zdpornd, v kladnych kladna.

1. f'(z) = m Tedy funkce klesd v (—oo, —1) a v (1,4+00) a roste v (—1,1). M4 tedy maximum
(a sice 2) v bodé 1 a minimum (—2) v bodé —1.

2. f(x) = 8“”1(_”:730_)3 Tedy je f ryze konkavni v (—oo, —v/3) a v (0, +v/3) a ryze konvexni v (—/3,0)

av (\/_ +00). Inflexe mé v bodech —V/3, 0, V/3, nabyva v nich hodnot —/3, 0, +v/3 a smérnice
tecen jsou tam —%, 4, —%. Tedy graf vypada pfiblizné jako na obrazku 8.

Obr. 8
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V.6 Véta o Taylorové polynomu a zbytku

6.1 Na funkci se divejme jako na jeji nultou derivaci, f(®) = f. Rekli jsme si jiz (Pozndmka v IV.1.6), ze
derivace souvisi s priblizenim funkce f v okoli bodu a linearnim polynomem

() p(@) = fla) + f'(a) - (z — a),

ktery ma tu vlastnost, ze zbytek f(z) — p(z) jde k nule podstatné rychleji nez « — a.
Polynom (%) je jednozna¢né uréen podminkami

To navadi k myslence, Ze by tieba bylo mozno dosahovat stale lepsiho priblizeni pomoci polynomu
vyssich stupnu, které by se shodovaly ve stale vice derivacich. Méme tedy f s derivacemi do fadu n
v okoli bodu a a polozme si otazku, ktery polynom n—tého fadu by pro takové piiblizeni piipadal v ivahu.
Bud tedy

ple) = 3 byo = ay

takovy, 7e se shoduje s f v co mo#na nejvice derivacich. Snadno spocteme, ze
PP@) =D b G=1) (G —k+ 1)@ —a) ™
j=k

a tedy »
p(k‘)(a) =b-k!

Nasemu pozadavku tedy vyhovuje polynom

n k) (g .

Ten se nazyva Tayloriv polynom stupné n prislusny k funkci f. Dokdzeme, 7e asto je takto opravdu
mozno ziskat libovolné dobra pfiblizeni.

6.2 VETA: Necht md funkce f v néjakém intervalu J = (a — A, a+ A) derivace az do #ddu n + 1. Potom
pro x € J plati

— f*)(a) FoU(e ntl
e =3 = af e T g

s x

kde & je néjaké éislo mezi a a x.
Flt) (e

(n+1)!
se da vyjadiit také jinymi formulemi, tato se v8ak dobfe pamatuje: Jako bychom ptidali jesté jeden élen

obdobny predchozim, jen misto a ddme do f(®+1) jakousi hodnotu posunutou k z.

Pozndmka: Vyraz (z —a)"*! se nazyva Tayloriv zbytek v Lagrangeové tvaru. Tayloriv zbytek

Duikaz: Vezméme x € J. Studujme funkci

ZL k)¢
)= ) -3 T By
k=0
proménné ¢ (pozor, z ted’ bude na chvili konstantal). Je tedy F'(z) =0 a

2B (g
Fa) = 1) - 3 D e a,
k=0

mame

dF (1) n ) (g S A0) -
—dt(' :_IQT('(IJ)M;(k_(1)!(“3_t)k '
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(zména znaménka u druhého souétu je ddna tim, Ze jsme séitance museli nasobit je§té %(m 1) =1).
V prvnim souétu pfejmenujeme k na r, v druhém k — 1 na r. Dostdvame

dt 7!
r=0 r=0

np(rt1) ol op(r4)
dF(t)__Zﬂ(x_t)rﬁ_zw(m_t)r:_ =

Vezméme nyni libovolnou funkei g vyhovujici podmince z véty TV.4.5. Dostaneme

F(a) _ F(a) — F(z) _ _f("+1)(,£) (o &)
g(a) —g(z)  g(a) —g(z) nlg'(€) ’

a tedy
Flay = L7 0) —gla)) (=)
nlg’ (&)
pro néjaké £ mezi a a z.
Nyni poloime specidlné g(t) = (z — #)"t! (to je chytry Lagrangeiv trik a musi se zapamatovat) a

jelikoz ¢'(t) = —(n 4+ 1)(z — t)” a g(x) = 0, dostaneme

SO (@t @ =g S

F(a) = ' = x—a)*th
(a) nl(n+1)-(z—¢&)" (n+ 1)! ( )
O
6.3 Tedy napiiklad dostavame formule
ef—1+£+ﬁ+...+£+@5. !
B 2 n! (n+ 1)
nebo
_ r 23 . 25 N 20+l L cost 22042
simr= —— —+ — — -k ——— Fcosf ——
3t 5 (2n + 1)! (2n + 2)!

a vidime, 7e v téchto pfipadech se chyba dost rychle zmensuje.

Pozdéji se budeme zabyvat soucty nekoneénych fad 3 %(m—a)k

k=0

a zjistime, Ze v mnoha dulezitych
pfipadech davaji pfimo hodnotu funkce f.

6.4 Tayloruv polynom nemusi byt vzdy dobrym pfiblizenim. Vezméme funkei f(z) = e~ %, f(0) = 0. Zde
je f(k)(O) = 0 pro kazdé k a cela hodnota zustava stale ve zbytku. Ale ani zde neni situace beznadéjnd.
Lepsitho vysledku dosdhneme volbou vhodného a # 0.

V.7 Oskulaéni kruznice

7.1 [jvahy 7z predchoziho odstavce naznacuji, Ze funkce se v okoli bodu a navzajem tim lépe aproximuji,
¢im vice derivaci maji v tomto bodé stejnych. Zjistime nyni, ktera kruznice co mozna nejlépe aproximuje
danou funkci.

Méjme danu funkci f(z) a bod o, v némz ma f aspon dvé derivace a necht f”(xzo) # 0. Oznacme

vo = f(o), 40 = f'(20), w5 = [ (o).
Rovnice kruznice se stfedem v (a,b) a polomérem 7 je
(x—a)’ + (y—b)? =r’.
Je-1i tedy ¢ést této kruznice grafem funkce k(z), plati
(0) (== a)? + (k(x) — by = 1

a derivovanim obou stran rovnice dostaneme

(1) 2(z — a) + 2(k(z) — b)k'(2) = 0,
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(2) 1+ (k' (2))* + (k(z) — b)k"(z) = 0.
Mé-li tedy byt k) (zq) = fU)(z0) pro j =0, 1, 2, musi a, b, r spliiovat soustavu rovnic
(00) (zo—a)*+ (yo —b)* =12,

(To) w0 —a+yh(yo —b) =0,

(20) 1+ (¥6)* + ¥ (yo — b) = 0.
Z rovnice (1g) dostaneme

(3) (zo —a) = —y5(yo — b) a tedy, po dosazeni do (0y),

(4) (yo —0)*(1+ (%)) = r* a tedy

(5) 7 = |yo — bl /14 (vh)?. Z (20) dostaneme

(6) yo—b= —1+Z(ﬂ,‘lj) .

0

Tedy po dosazeni (6) do (5) a do (3) dostaneme
oo W)™ 1R 6)° (L ()°)
vl o Ve
7.2 Cim je mensi polomér oskulaéni kruznice, tim se graf funkce v piislusném bodé jevi jako zakfivendjsi.
Zavadi se proto pojem kfivosti (grafu) funkce f v bodé xg (pfesnéji, v bodé (xq, f(x0))) jako pFevricend
hodnota poloméru oskulacni kruznice, t.j. jako ¢islo

/1

|y |
(14 (0)?)3/*

Tedy je kfivost piimo imérna absolutni hodnoté druhé derivace. Zavisi ovsem té7 netrividlnim zpusobem
na prvni derivaci.

7.3 Piiklad: Ukazme, jak dobfe teéna v inflexnim bodé a oskulaéni kruznice aproximuje funkci sinus.
Vbodézg =75 mameyo =1,y =0,y = —1atedy r=1,b=0aa= 7. Viz obrazck 9.

PR

Obr. 9:
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VI Primitivni funkce (neurdity integral)

VI.1 Uloha o obraceni derivace

1.1 Pro elementarni funkce jsme se naucili vypocitat derivace. V této kapitole se pro nékteré pfipady
nauéime fesit obrdcenou tlohu: Je ddna funkce f(z) a hleddme k nf funkei F(z) takovou, ze F'(z) = f(z).
Takova funkce F' se nazyva primitivni funkci k funkci f, nebo neuréity integrdl funkce f. Motivace druhého
pojmenovani, a téz praktické uziti této dlohy budou patrny v pozdéjsich kapitolach.

Primitivni funkce neni uréena jednoznaéné: Treba funkce 22 i 22 45 jsou obé primitivni k 2. Za chvili
ukdzeme, Ze se ale v podstaté nic horsiho ne7 posunuti o konstantu stat nemuze.

1.2 Poznémka: Uloha najit primitivni funkci je nase prvni setkani s jednoduchym ptipadem diferencidlni
rovnice, totiz s rovnici

pro neznamou funkci y.

1.3 VETA: Hladké funkce F' a G definované na intervalu jsou primitioni k téze funkci f prdavé kdyz F — G
je konstantni.

Dukaz: Je-li ¢ konstanta, je (F +¢)' = F'+ ¢’ = F'. Na druhé strané je-li F' = f =G, je (F—G)' =
Oznacime-li H = F — G, méame podle véty o stfedni hodnoté H(z) — H(y) = H'(z) - (z —y) =
Nezapomente ale, ze zde pouzivame faktu, ze defini¢ni obor je interval. O

0.
0.
1.4 Oznacleni a imluvy: Primitivn{ funkci k funkci f budeme oznacovat

/ f(z)dz  nebo prosté / f.

Prvni z vyrazu se jevi jako znacné redundantni; nejde vsak jen o to vyznacit, které pismeno je v daném
pFipadé znakem pro proménnou. V odstavci o substituci toto znaceni velice ocenite.
Budeme-li psat

@)= [ 1@z,

pujde o zkratku za tvrzeni , F' je primitivni funkce k funkci f“. S takovymi vyrazy neni mozno nakladat

volné jako s rovnostmi. Tak napi. jisté nebudeme usuzovat z ,rovnic® [ 2z da = zZ a J2xde = 2 +2na

2?2 = 2?4+ 2 a tedy 0 = 2. V literatufe se bézné radgji pise

/f(x)dz:F(z)—{—C,

kde C' je neurcend konstanta. Ale i zde je tieba opatrnosti. Neni-li defini¢ni obor interval, je 1 toto pfipo-
menuti nejednoznacnosti nedostatecné.

V1.2 Bezprostiedni obraceni derivace u nékterych funkei

2.1 Podle TV.2.1 plati pro funkce f, g a realnd ¢isla «,

VETA: [(af +Bg) =a [ f+ B [ g jakmile md pravd strana smysl.
2.2 Z1V.3.4.(3) aIV.3.1 plyne okamzité

VETA: Je-li a # -1, je

1
/:r“da:: 2t
a+1

(pro a necelé chdpdno na (0,+00), jinak na celém R).
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2.3 Z1V.3.4.(1) plyne

ViTA: [1dz = Ig|z|. (Pro 2 > 0 bezprostiedng, pro z < 0 je podle IV.2.2 (Ig|z|) = (lg(~z)) =
= (=1

Pozndmka: Zde je vidét osidnost znaceni [ f = F + c. Funkce

[ lglz|+2proz >0

F(I)_{ lg|z|+ 7 proz <0

je také primitivni k % Definiéni obor zde ovéem neni interval.
2.4 7 1V.3.2 plyne

VETA: [sinzdz = —cosz, [coszdz =sinz.

2.5 7 1V.3.4 a jednoduchého pouziti IV.2.2 plyne

ViETA: [e” de=¢e" a obecnéjiproa >0, a# 1, [a¥ de = lg%a”.
2.6 7 1V.3.3 plyne

Vira: % =arctgz, [ \/% = arcsin z.

2.7 Poznamka: Marné nyni éekdte, 7ze se dozvite pravidla na integrovani nasobku, podilu a slozeni
funkei. Takova obecnd pravidla nejsou. V nasledujicich dvou odstavcich probereme dvé metody, kterymi
si v nékterych pfipadech muzeme pomoci.

Uvédomte si, ze fakta [ de = lg|z| nebo [ % = arctgx gkazujl', 7e tézko muze byt néjaké pru-
hledné pravidlo na integrovani podilu. Prozradim vam, ze napt. *2* dx nenalezneme mezi elementarnimi

. . Lo, . 2 o1 e, L. , L.
funkcemi. Nebo tieba primitivni funkce k funkci €”, tak dulezita ve statistice, neni mezi nimi.

V1.3 Metoda integrace per partes

3.1 Z véty o derivaci nasobku dostavame pro hladké funkce f, g okamzité formuli

(%) /f’-g:f-g—/f-g’.

Na prvni pohled se muze zdat, 7e jsme si nijak nepomohli. Funkce f-¢’ vS§ak muze byt podstatné jednodussi
nez f' . g. Nebo timto zpusobem miuzeme pro hledanou funkci ziskat rovnici, z niz ji jiz aritmeticky
vypocteme. Nebo muzeme dostat rekurzivni formuli, ktera vede k cili.

P#i pouziti formule (%) k vypoctu primitivni funkce se mluvi o integraci per partes.

3.2 Priiklad: Pocitejme

J:/m“lgm (a#—1)

Poloime f(z) = —t-2t! g(z) = lgz. Potom f/(z) = 2%, ¢'(z) = % a podle (*) dostaneme

1 1 1 1
_ a+1 _ a-|—]._: a+1 _ al _
J_a+1x lgz parll A . a+1<x gz /x)
1 zatl 1
=—— [« lge - o+l — lgx — ,
a+1<$ & a-l—lx ) a+1<gz‘ a+1>

Vaimnéte si, ze a = 0 dava specidlné

/]gxdm:m(]gz‘—]).

J:/e“”sina:da:.
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Polozme f(z) = f'(z) = €%, g(x) =sinz. Z (*) dostaneme
J=¢e"sinz —/ezcos;r.

Opakujeme proceduru pro [ e” cosz (tentokrat s g(z) = cos z):

J=¢€"sinx — <e”cosac— /ex(—sinx)> ,

J=¢e"sinx —e®cosx — J

takze

a odtud

J = e7(sinx —cos z).

3.4 Piiklad: Pocitejme
Jn = /:L'”ez dx pro celé n >0

Polozime f(x) = ", g(x) = ¢'(x) = €. Dostaneme
Jn = x"e” —/na:”_le‘T =z" —nJ,_1.
Iterovanim tedy dostaneme

Jp = 2"e® —nz" "l + nn—1)J,_9g=---=
=z"e” —nr”_16z+~-~in(n— )2 1Jo.
Tedy, jelikoz Jo = [ € = e” dostavame

V1.4 Substituéni metoda

4.1 7 véty 1V.2.2 dostaneme okamz#ité
TVRZENT: Je-li [ f=F a je-li ¢ hladkd funkce (a md-li F(p(x)) smysl), je

/f@@»~¢@ﬁh=F%Mﬂ%

4.2 Toto pravidlo se obvykle zapisuje jako

(+) /f@@»d@ﬂx=/f@d%

kde y = ¢(x) a pii jeho pouziti (kterému se Fikd substituce p(z) za y) staci dbat na to, abychom po
vypocteni [ f(y)dy jakoito funkce proménné y nakonec nezapomnéli dosadit ¢(z) za y. V tom nam je
vypocet velmi usnadnén konvenci zapisu

/f(.x') dx misto prostého /f

Vzpomeneme-li si totiz na oznaceni
dy /

dr Y
a divame-li se na levou stranu jako by to byl skutecény podil, a pfepiseme-li tuto posledni ,,rovnici“ na

(**) dy = y/d;r,
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miuzeme formuli (%) pouzivat zcela mechanicky. Jakoby nalevo bylo

/f(y)y’ dz,

coz je ,totéi“ jako to, co je po uziti vyrazu (**) napravo.
Je nutné si stdle uvédomovat, 7e vyraz (*#) je pro nds jen pocetni pomicka a nic jiného. Jestlize ale
nezapomeneme nakonec ¥ddné dosadit tak, abychom méli formuli v puvodni proménné, neudélame chybu.

4.3 Piiklad: V 3.2 nam schézel piipad a = —1, t.].

1

R-EAr
z

Zavedme substituci y = lg z. Potom je %g— = ]; a tedy v nasi konvenci dy = df a mame

1
/lg—xdl’:/ydy:.—y?-
x 2

Ale pozor, jesté nejsme hotovi, musime dosadit za y. Konec¢né dostaneme

lg 1
——dr=—(1 2,
z o 2( g:l:)
4.4 Priklad:
J— / dx
a ar + b’

Zavedeme substituci y = ax + b, tedy dy = a - dz, dz = %dy a pocitame

1 d 1 1
J=~ [ = 1glyl = ~lglaz +b].
a Y a a

4.5 Priklad:

1
[ 4
I /41‘2—{—1’—{—1 v

2 2
1 1 1 15
2 4y . 1 _
4z +m+]_<2m+4> 16—{-]_(21;_{_4) +16

2
15 16 (o 1Y) ) 2 8 L. | 2+1
16 EAG T \\Vi5' " VI5 '

Zavedeme substituci y = \/%x + \/% a dostavame

L6 1 V15
“1) 2418

Mame

2
dy = —— arctgy =

9 8 |
t .
V15 N <\/15I + \/15>

VI.5 Integrovani raciondlnich lomenych funkei

5.1 7 pravidel 2.1 a 2.3 dostaneme okamzité

TVRZENT: . .
(z—a)* | lglz—a| prok=1

(PFi substituci y = z — a je de = dy.)
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5.2 TVRZENT:

/ﬂ — { %(11_1@ : ($2+;)k_1 prok #1
(&7 +q)" slgla? +q| prok =1

Diikaz: Zavedme substituci y = 22 4 ¢. Potom dy = 2z dx a tedy hledany integral dostaneme jako

1 / dy
2] yF
(kde nakonec samoziejmé zase dosadime z% + q za y). O

5.3 TvrzeN{: Bud z? + pz + q ireducibilni polynom. Potom zjistén{ integrdlu

/ dx
(z% 4 px + q)*

je mozno prevést na zjisténd integrdlu typu

Dtikaz: Piepisme z2 + pzx + ¢ jako

2 2
1 P
1 : Z £
(1) <:e + Qp) + <q 4)
JelikoZ je nas polynom ireducibilni, je ¢ — p; > 0 (jinak by mél redlny kofen). Oznacme ¢ — 2 —g2a

7
piepisme (1) do tvaru
2
a

Ve zkoumaném integralu da substituce y = <

+a%p (vedouci k a - dy = dz) vyraz

1 / dy
a) (y2+ 1)k
O

5.4 TVRZENT: Integrdl

dz
T = / e

1 x +2k—1
2k 2+ 1 2k

je mozno vypocitat z rekurentni formule

Jk+1 = Ji.

Dukaz: Poloime f(z) = m, g(z) = z. Potom je f'(z) = —k(ﬂf%, ¢'(z) = 1 a upravime-li Jj

per partes, dostaneme

2
€T xr
Tk (@2 + 1)F + /(x2+])k+1

— (ﬂ%)k + 2k </ (mzﬁit)iﬂ ‘/ (7 +1])k+1) -

X

=z 1 + 2kJ, — 2ka+1:

odkud Jg41 = %ﬂxﬁ + %Jk. Jelikoz Jy jiz zndme, (je to podle 2.6 arctgz), vede rekurzivni postup
kcili. O
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5.5 Nyni mame jiz vée pfipraveno k tomu, abychom ukazali, jak se nalezne primitivni funkce k funkci
racionalni lomené. Konkrétni postup je ¢asto velmi pracny, zde jde jen o to ukazat, Ze je obecné pouzitelny.
Podle véty 111.4.3 se da racionalni lomena funkce napsat jako soucet polynomu, vyrazu tvaru

@) war

a vyrazu tvaru

Az + B
(22 + pz + q)*’

kde 22 4+ px + ¢ je ireducibilni. Podle 2.1 tedy stadi umét integrovat kazdy takovy séitanec. Polynom
zintegrujeme podle 2.1 a 2.2. Vyrazy typu (2) podle 5.1. Vyraz typu (3) rozepiSeme na

x 1
Avevo—7—  _ +B.——
(22 +pr + ¢)F (#? + po + )

a na prvni s¢itanec pouzijeme 5.2, na druhy 5.3 a 5.4.

VI.6 Neékteré specialni substituce

6.1 Polynom ve dvou proménnjyjch z, y je vyraz tvaru
2 anr’y',
r,s<n

S . . .
raciondlni lomend funkce v proménnych x, y je

kde p, q jsou polynomy v proménnych z, y.
Uvédomte si, ze je-li R(z,y) raciondlni funkce v proménnyjch x, y, je pro raciondlni lomené funkce

P(z), Q(z) vgraz R(P(z),Q(z)) raciondini lomend funkce.

6.2 Umluva: V celém tomto odstavci bude R(z,y) vidy oznacovat racionalnf funkci dvou proménnych
T, y.

b r+b
6.3 Piipad /R x, ar + dz.: 'V tomto piipadé zavedeme substituci y = ar+ . Potom
azx + axr +
, 5 axr+b B}
mame y* = , odkud snadno vypocteme
ar +
b— By
(1) TE o
y - +a
z ¢ehoz vidime, 7e
dx
— =S5
ay = W)

4+ b
kde S(y) je raciondlni lomend funkce. Nage substituce tedy transformuje / R (m, or ) dz na
et

z+p
bh— 2
[ = () s

a s tim si poradime podle odstavce 5.
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6.4 Pripad [ R(z,Vaxz?+ bz + c): (Eulerova substituce). V pifpadé, ze a < 0 plyne z toho, 7e na
definiénfm oboru je az? + bz + ¢ > 0 (aby odmocnina ddvala smysl), #e az? + bz + ¢ ma redlné koteny,
dejme tomu «, 3. Potom

R(Jr,\/az2+bx+6) :R(x,\/—_a\/m) =
:R(:p,\/—_a(m—oz)~ ,3—.1:)’

r—

¢imz je vyraz pteveden na piipad 6.3.
Néco nového dostaneme v pfipadé @ > 0. Potom substituujeme ¢ z vyrazu

(2) Vazx? + bx + ¢ =+ax +t.

Po umocnéni obou stran rovnice dostaneme
az? 4 bx + ¢ = az® + 2\/axt + t*
a snadnou upravou ziskame
t? —¢

“h—auja
7 toho vidime, 7e Z—f = S(t), kde S(t) je racionélni lomenad funkce. Integral [ R(z,Vaz? 4 bz + ¢) dz tedy

muzeme pocitat pres
/R Poe ali-c iy S(t) dt
, a .
b—2t/a’ ' b—2\/a

6.5 Piipad [ R(sinz,cosz)dz: Pfipomeiime si formuli

(3) @

9 1
cos“ @ = ————.
1+ tg?a
P#i feseni na8i ilohy budeme uzivat substituce
y=re5-
Mame
) 9 sin & P Y. 2tg 3 P
sinz = 2sin — cos — = —cos” = = =
2 T g T Tt T T4y
: x : 2 1—y?
cosm:cong—sinzg:2cos22—1:W—l:1+zz.
Dile,
dy 1 1 1 2z 1 9
—_ = = = — 1 tg — :—1 -
de  2cos? § 2( + g2> 2( +v)
a tedy
2d
de = v
1+ g2

Nasi ilohu muzeme tedy fesit pres

y 11—y 2
R{2 : dy.
/ <1+y2’1+y2> T+y2 "7
6.6 Poznamka: V konkrétnich pripadech muzeme casto fesit tlohy z tohoto odstavce jednoduseji.
Tak tieba [tgade = [ 22L dx nebudeme pocitat obecnym postupem z 6.5 protoze hned vidime, ze pii

cosT
zavedeni substituce y = cos x mame dy = — sin z dz, takze pocitame

d
/tgazdm:—/—y:—lg|y| = —lg|cosz|.
Y
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VII Vektorové prostory

VII.1 Zakladni pojmy

1.1 DEFINICE: Vektorovy prostor V. = (V,+,0,.) je mnozina, na které je definovano scitdni (obvykle
oznacované & + y) a ndsobeni redlnymi ¢isly (obvykle oznacované, pro a € R, a.z nebo prosté ax)
spliujici nasledujici pozadavky

() @+y)+z=a+(y+2)

vi) (a+ﬁ)x_a$+,3x
(vu) alz +y) = ax+ ay.
Prvky vektorového prostoru obvykle nazyvame vektory, prvek o z podminky (iii) nazyvame nulovgm
vektorem. O podmince (i) se hovoii jako o asociativité, o (ii) jako o komutativité, o podminkdch (vi) a
(vil) jako o distributivnich zdkonech.

1.2 Poznamky:

1. Pfesnéji, definovali jsme zde vektorovy prostor nad télesem redlnijch éisel. Casem se setkite téz
s vektorovymi prostory, kde vnéjsi nasobeni az se déje prvky a z jiného télesa, zejména z télesa
komplexnich é&isel.

2. Je dobré se na chvili zamyslet nad pozadavky (iv) az (vii). Na pf. podminka (iv) je vazba mezi
odlisnymi operacemi : nalevo je dvakrat provedeno vnéjsi nasobeni realnym ¢islem ; to je napravo
jen jednou, aff v zdvorce je obvyklé nasobeni redlnych cisel. Podobné v podmince (vi) je nalevo
v zavorce s¢itani v IR, napravo soucet vektora.

Vnéjsi nasobeni vlastné znamend, ze
ke kazdému redlnému éislu je pfifazeno zobrazeni x — ax.

Z tohoto pohledu znamend (iv), Ze soucinu v R odpovidd skldddni prislusngch zobrazeni, podminka
(iil), Ze éislu O je prifazeno konstantni zobrazeni, podminka (v) i1ké, ze éislu 1 je pFifazeno identické
zobrazent?, podminka (vi) pak to, ze souctu éisel v R odpovidd soucet piislusnych zobrazeni (v obdob-
ném smyslu jako jsme scitali funkce predpisem (f + g)(z) = f(z) + g(x)), podminka (vii) konecné
Fika, 7e nase zobrazeni pFirazovand redlnym c&islim zachovdvaji soucet ve V. Distributivni zakony
(vi) a (vii) pfedstavuji tedy znac¢né odlisna fakta.

3. Misto “vektorovy prostor” se casto fikd téz “(vektorovy) modul”.
Piiklady:
1. R s obvyklym s¢itanim a nasobenim.
2. n—rozmérny aritmeticky vektorovy prostor V,, : Prvky jsou n-tice (2y,...,z,) redlnych éisel.
Séitdni je dano pFedpisem
(Ila"'a'rn_)-l' (yla"'ayn) = ($1+yla"'amn+yn)a
néasobeni pfedpisem
a(zy, ... z,) = (azy,. .., az,).
Toto je velmi dilezity pfipad. V podstaté se budeme pfevazné zabyvat témito prostory (viz 4.12).
3. Prostory redlnych funkei : Pfipomeite si definice z I1.2.1. Mnozina F (M) redlnych funkci na
mnoziné M s obvyklym sc¢itanim a s nasobenim realnymi ¢isly je ziejmé vektorovy prostor.

Bud’ J (dejme tomu) otevieny interval. Mnozina C(J) vsech spojitych redlnych funkci na J s ob-
vyklymi operacemi je vektorovy prostor (viz I1.6.3). Podle IV.2.1 je podobné mnozina C4(J) vsech
hladkych funkei na J vektorovy prostor.
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1.3 TVRZENT:
(1) Plati x + o0 =z pro kazdé x.
(2) Ke kazdému vektoru x existuje prdvé jeden vektor y takovy, Ze x + y = o, totiz y = (—1).x.

Poznamka a oznaleni: Vektor y z (2) nazyvame vektorem opacnym k vektoru z. Oznacujeme ho —uz.

Dukaz:
(1) 240 =1l.z24 O.z podle (v), (iii) a (vi).
(2) Mgjme dva takové prvky, y a z. Potom
y=y+@+z)=W+z)+z=2
Miame z+ (—1l)z=1lz+ (-1)z=(1+ (-1))z =0z =o0. O

1.4 Podprostorem vektorového prostoru V' rozumime podmnozinu W, ktera pfi zachovani operaci z V' je
sama vektorovym prostorem. Ziejmé tedy k tomu, aby W C V byl podprostor je nutné a staci, aby pro
puvodni operace ve V platilo
(a) o W,
(b)yz,yeW — z+yecW,
(c)aeRzeW — azeW.
Misto “podprostor” se ¢asto fika podmodul.
Kontrolni otdzka : Pro¢ jsme museli pojadovat (a), kdyz podle (¢) jeo =0.2 € W ?

1.5 Zcela bezprostiedné vidime, ze plati

VETA: Prunik libovolného systému podprostoru je podprostor.

1.6 Priklady:
1. C(J) a C1(J) jsou podprostory F(J). Ci1(J) je podprostor C'(J).
2. {(x,2) | x € R} a {(=,0) | x € R} jsou podprostory Va.

1.7 Definice a oznaceni: Bud M libovolnd podmnozina vektorového prostoru V. Definujme
L(M)

jako prunik vsech podprostorat W C V takovych, ze M C W. Tedy,
L(M) je neymensi podprostor prostoru V obsahujici mnoZinu M.
Mluvime o ném téz jako o podprostoru (podmodulu) generovaném mnozinou M.
Je-li L(M) =V, fikdme, ze M je soustava generdtoruprostoru V.

M4-li V koneénou soustavu generdtori, mluvime o ném jako o koneéné generovaném (vektorovém)
prostoru.

Pozndmka: Vsimnéte si, ze £(0) = {o}.

1.8 Spojeni dvou podprostora: Jednd se o podprostor

W, @& Wy = E(W] U WZ)

VII.2 Lineairni zobrazeni

2.1 Budte V, W vektorové prostory. Rekneme, 7e zobrazeni f : V — W je linedrn{ jestlize pro libovolna
z,yeV aa,p R plati
flaz + py) = af(z) + Bf(y).

Piiklady: (oznaceni z 3.1)

1. Tdentické zobrazeni V na V je linedrni.
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2. Zobrazeni V5 — R dané pfedpisem (z,y) — =.
3. Bud’ a pevné redlné éislo. Zobrazeni V' — V dané pfedpisem z — az je linearni.

4. Bud' W podprostor vektorového prostoru V. Zobrazeni vlozeni j : W — V (dané predpisem j(z) = z)
je linedrni.

5. Derivace je linedrni zobrazeni C1(J) — F(J).

2.2 Linearni zobrazeni f : V — W se nazyva isomorfismus, existuje-1i k nému inversni zobrazeni g : W —
V, které je také linearni. Existuje-li isomorfismus V' — W, fikame, ze prostory V a W jsou isomorfni.

2.3 VETA: Je-li linedrni zobrazeni f : V — W prosté a na, je to isomorfismus.

Dukaz: Bud g zobrazeni inversni k f. Jde o to, dokazat, ze je také linearni. Mame

glax + By) = glaf(g(x)) + Bflg(x)) = g(f(ag(z) + Bg(v))) = ag(z)+ Bg(y).

VII.3 Linearni kombinace

3.1 Linedrni kombinaci vektoru x4, ..., 2, rozumime kazdy vyraz tvaru

(*) a1+ ...+ apey.

P#i prici s linedrnimi kombinacemi je zdsadné diileZité naucit se stile sledovat, zda jde u toho kterého
vyrazu typu (%) o konkrétn{ zapis (t.j. o informaci obsahujici konkrétni hodnoty koeficientd «;), nebo zda
jde o koneény vysledek po provedeni naznacenych operaci.

Rekneme, ze linedrni kombinace (%) je netrividind je-li aspon jeden z koeficienti a; nenulovy.

3.2 Rekneme, ze systém vektort x4, ..., z, je linedrné zdvisly, existuje-li netrivialni linearni kombinace
téchto vektoru, ktera da vysledek o. V opa¢ném pfipadé mluvime o systému linedrné nezdvislém.

Poznamka: Hovofime-li o linearni zavislosti nebo nezavislosti systému 1, ..., z,, mame na mysli tuto
(konecnou) posloupnost, nikoli jen mnozinu téchto vektoru. Na piipadném opakovani prvki tedy zalezi;
na konkrétnim pofadi ndm zatim zdlezi mén&. Rekneme-li ale, 7e néjaka (koneéna) mnoZina vektort je
linedrné zavisla nebo nezavisla, mame na mysli systém vznikly sefazenim této mnoziny do posloupnosti
bez opakovani. Dodejme jesté, ze u nekonecéngch mnozin se mluvi o linearni nezavislosti, je-li linedrné
nezdvisld kazdd koneénd podmnoZina. Nam zde ale pujde o systémy a mnoziny kone¢né.

3.3 VETA:

1. Podsystém linedrné nezdvislého systému je linedrné nezdvisly.

2. Obsahuje-li systém x1,...,xy nulovy vektor, je zdvisly.
3. Obsahuje-li systém x1,...,xn dva stejné vektory, je zduvisly.
4. Bud' zy,...,z, posloupnost vektoru, B, ..., B, libovolnd redlnd éisla. Potom je systém xq, ..., x,
linedrné zdvisly prdvé kdyz je systém zq + Y ., Bizi, T, ..., T, linedrné zdvisly.
Dukaz:

1. Linearni kombinaci svédcici o zavislosti by stac¢ilo doplnit zbyvajicimi prvky s koeficienty 0.
2. 1l.o = o; dale pouzijme 1.

3. lu+ (-1).u—o.
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4. Staé¢f dokdzat, ze ze zavislosti systému z1 + > ., Biz;, Ta, ..., T, plyne zavislost systému zq, ..., z,.
Tento je totiz také mozno ziskat z pfedchoziho pfi¢tenim linedrni kombinace ostatnich vektoru (a
sice Y, (=p),;x; ) k prvnimu prvku.

Bud’ N
aq(x1 + Z/@ZTZ) 4+ agrs+ ...+ anr, =0, ap #0.

=2
Mame tedy
a1 + (g + a1 f2)xs + (an + @18n)x, = 0.

Bylo-li £ = 1, tedy a; # 0, je tento vyraz netrividlni linearni kombinace. Ale i kdyby bylo a; = 0,
méli bychom k # 1 a ar + @18k = ag # 0, takze i nyni jde o netrividlni linearni kombinaci. O

3.4 Generujici systémy se chovaji opacné ne7 systémy linearné nezavislé. Mame trividlni
PozoROVANT: Nadsystém systému generdtori je systém generdtori.

3.5 VETA: (oznaceni z 1.7) L(M) je mnozina vSech (vysledku) linedrnich kombinaci prvki z M.

Dukaz: Jestlize podprostor W obsahuje M, obsahuje ziejmé té7 vysledky vsech linearnich kombinaci
prvka z M. Na druhé strané je tato mnozina vysledku linearnich kombinaci zfejmé podprostor. [

3.6 DrerINICE: Linedrné nezavisly systém generatoria nazveme bdz{ vektorového prostoru V.
3.7 VETa: Systém x1,...,2, prvkd z V je
(a) systémem generdtoru prdvé kdyz lze kaZdij vektor 2 V napsat jako linedrni kombinaci tohoto systému,

(b) nezdvisly prdvé kdyz je kazdy vektor z V- mozno napsat nejuys jednim zpisobem jako linedrni kombi-
naci prvku tohoto systému,

(¢) bdze prdvé kdyz je kazdy vektor z V mozno napsat prdvé jednim zpusobem jako linedrni kombinaci
tohoto systému.

Dikaz:
(a) plyne okamizité z 3.5.

(b) Necht je systém nezdvisly, necht = = S az; = S.i,Bizi. Potom o =
(a1 — B1)z1 + ... + (@n — Bn)2n a tedy musi byt a; — B; = 0, t.j. @; = p;. Necht je zdvisly,
necht o tom svédéi netrividlni linedrni kombinace o = )~ a;z;., Prvek o je ovéem mozno zapsat téz

jako 0.z1 + ...+ 0.z,.
(c) dostaneme spojenim (a) a (b). O

3.8 VETA: Bud' f : V. — W linedrni zobrazeni. Je-li prosté, zachovdvd linedrni nezduvislost; je-li na,
zachovdvd vlastnost byt systémem generdtori.

Dukaz: Bud f prosté, bud’ zy,..., z, nezavisly systém ve V. Je-li 3« f(z;) = o, je f(O - ajz;) =0 =
f(o) atedy > ajz; = o a vechna o; musi byt nuly.

Bud M CV,L(M) =V,y € W. Je-li fna,jey = f(x) pro néjaké # € V. Toto « se dd napsat jako
> ajz; pro néjaka z; € M, a tedy y = > o f(z;). Tedy f[M] generuje W. O

3.9 DUSLEDEK: Bud' f : V — W isomorfismus, z1,...,x, bize v. Potom f(z1),..., f(z,) je bdze W.
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VII.4 Véta o vyméné. Dimenze

4.1 VETA: L(uy, ... un) C L(v1, ..., v) prdvé kdyz je kazdy prvek u; mozno napsat jako linedrni kombi-
naci prokid vy, ..., vg.

Dukaz: Plyne bezprostiedné z 3.5 a definice £. O

4.2 VETA: (Steinitzova, Véta o vyméné) Bud'uy, ..., u, systém generdtord vektorového prostoru V, bud’
vy, ..., v, nezduisly systém ve V. Potom
(1)k<n,

(2) po vhodném precislovdni proki u; generuje
Vly .oy Uy U411, ..., Un

prostor V.

Dikaz: Indukci podle k.

kE=1: v =31 a;u; jelikoi u; generuji V. PFi tom musi byt néktery koeficient a; # 0, nebot jinak
by v; byl o a ten netvoii nezavisly systém. Pieéislovinim muzeme dosdhnout toho, 7e¢ a; # 0 a mame
o%v] = u1+2?:2 z—iuj a tedy u; = Q%vl —Z;.L:2 z—iuj Méame tedy L(v1,ug,...,u,) = L(ur,...,u,) =V
podle 4.1.

Indukéni krok : Necht tvrzeni plati pro k a necht vy, ..., vg, vg41 Je nezavisly systém. Podle indukéniho
pfedpokladu mame generujici systém

Viyoo oy Uy Uk 41,y ..., Un.
Je tedy mozno psat
k n
Vg1 = E a;v; + E ;U
i=1 i=k+1

Jelikoz vy, ..., vg41 je nezdvisly systém a tedy nemuze byt vgyq — Zf’:l a;v; = o, musi byt druhy soudcet
napravo netrividlni a tedy predevéim n > k41, a za druhé a; # 0 pro né&jaké j > k + 1. Piecislujeme tak,
aby agy1 # 0 a dostaneme

k n

a; 1 o
uk+1:—za vj-l-a Vg41 — Z o Uj.
o7 Ok k+1 PlarePel s
Podle 4.1 tedy
[,(vl, ey Uk g1, Ug 42, - - .,un) = [,(Ul, cey Uy Uk 41, - - -;Un) =V.

O
4.3 PozOROVAN{: Systém uq, ..., u, je linedrné zdvisly prdvé kdyz nektery z jeho proki je linedrni kom-
binaci ostatnich.

(Skutecné, wu; — Z?:z a;u; Je netrividlni linearni kombinace ; na druhé strané, je-li

n , (e

Yooy @iu; =0 a ap # 0, mame up = — Zj;ék ﬁuj-.)

4.4 VETA: 7 kazdého koneéného systému generdtoru lze vybrat bdzi. Kazdy koneéné generovany vektorovy
prostor tedy md bdz:.

Dikaz: Buduy, ..., u, systém generdtoru. Je-li nezavisly, je uz bazi sdm. Je-li zavisly, je podle 4.3 a 4.1 po
vhodném ptecislovani uy, ..., u,_1 systém generdtoru. Proceduru opakujeme tak dlouho, a7 dostaneme
systém generdtoru uy,...,ug, ktery uz nezavisly je. Mlze byt ovsem prdzdny, totiz tehdy, jednd-li se

o prostor {o}. O

4.5 Poznamka: Ve skutecnosti kazdy, i nekonecné generovany, vektorovy prostor md bazi (za pfedpo-
kladu axiomu vybéru).

4.6 VETA: Kazdy nezdvisly systém v konecéné generovaném prostoru lze rozsifit na bdzi.

Dukaz: Bud v1, ..., v nezavisly systém, ui, ..., u, baze (o té jiz podle 4.4 vime, zZe existuje). Podle véty
4.2 po vhodném precislovani prvka u; systém vi,..., vk, ur41,...,un generuje V. Kdyby to nebyla béze,
mohli bychom z néj vybrat mensi generujici systém v rozporu s (1) v 4.2 : uy,...,u, je piece nezavisly

systém a tedy kazdy systém generatori musi mit aspofi n prvka. O
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4.7 Véta a definice. Vsechny bdze koneéné generovaného vektorového prostoru V. maji stejnou mohut-
nost. Tu nazgvdme dimenzi prostoru 'V a oznaéujeme

dimV.
Duikaz: Budte u1,...,u, a v1,...,v; bdze. Podle 4.2 je n <kik<n. O
4.8 VETA: Bud'dimV =n. Je-li uq,...,u, generujici systém, je to bdze.
Dikaz: Plynez 4.7a4.4. O
4.9 VETA: Bud'dimV =n. Je-li uq,...,u, nezduvisly systém, je to bdze.
Dikaz: Plynez 4.7 a4.6. O
4.10 VETA: Podprostor koneéné generovaného prostoru je koneéné generovany.

Dukaz: Bud dimV = n, bud W podprostor V. Kdyby nebyl koneéné generovany, mohli bychom v ném
podle 4.3 najit libovolné velké nezavislé systémy, tedy také néjaky s vice nez n prvky, coz je ve sporu s 4.2.

O
4.11 VETA: Bud dimV = n, bud W podprostor V, Potom je dimW < n a je-li dimW =n, je W = V.

Dukaz: Prvnitvrzeni plyne 7 toho, 7e baze podprostoru W je nezavisly systém ve V. Druhé pak dostaneme
z 4.6 : V piipadé, ze dimW = n a W C V,W # V by rozsifeni bdze W na bdzi V mélo pfilis mnoho
prvka. O

4.12 VETA: Bud dimV = n. Potom je V isomorfni s V,.

Duikaz: Bud uy,...,u, baze V. Zobrazeni f : V,, = V dané pfedpisem

f(z1, ... 2,)) = Za:,-u,-

je podle 3.7.(c) prosté a na, a zcela zfejmé linearni. Tedy je to isomorfismus podle 2.3. O

Dulezitd imluva o oznaéeni: Zatim jsme vétsinou graficky odliovali redlnd ¢isla feckymi pismeny
a prvky vektorovych prostoru latinkou. To by v dalsim mohlo byt nepohodlné : Pfedeviim, v ostatnich
kapitolach jsou redlnd é&isla oznacovana vétsinou latinkou; dale, pravé dokazand véta ukazuje zvlastni
dulezitost vektorovych prostoru V,,. PFi praci s prostory V,, budeme oznacovat vektory tuéné, a redlna
&isla prosté latinkou. Casto také budeme uzivat pro soufadnice tychz pismen jako pro celé vektory, budeme
tedy, pokud nam to kontext dovoli, psat tfeba

a=(ay,...,a,), x=(T1,...,2n), W = (U1,...,up).

Pozdéji budeme tuto konvenci uzivat téz pro m—tice realnych funkci, t.j., mame-li ddny realné funkce
fi X = R,j=1,..,n, budeme nékdy uzivat symbolu

f:(fla"'afn)

a divat se na f jako na zobrazeni X do V,,, pfipadné do n—rozmérného euklidovského prostoru (viz dle),
definované pfedpisem

f(z)=(fi(2), ..., fa(2)).

4.13 VETA: Budte Wi, Wy konecné generované podprostory vektorového prostoru V. Potom

Duikaz: Wi N W5 je koneéné generovany podle 4.11. Vyberme né&jakou jeho bazi uq, ..., ux a rozsifme ji
na

bazi Wi w1, ... U, Vg1, .., U , 2

bazi Wa @ u1, ..., Un, W41, ..., Ws.

Potom zfejmé (ujasnéte si proc!)

(*) Upy ooy Uny Vg1 - ooy Upy Wity o0, W
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generuje Wy @ Wa. Tvrzeni tedy bude dokdzano ukdzeme-li, Ze systém (%) je nezavisly (a tedy béze
W1 @ Ws). Necht

‘ k r s
Zaiui+ Z Bivi + Z Yiw; = O.
i=1 i=k+1 i=k+4+1

Necht je nékteré 3; nenulové. Potom vzhledem k nezavislosti vg41, ..., v, neni ) f;v; = 0. Ale

Zﬁi”j = —Zaj“j - Zvjwj EWLNW,

a tedy by tento vektor roven o byt mél.
Tedy jsou viechna ; nulovad a mame

Zozjuj + Z’ijj =o.

Vzhledem k nezavislosti systému w1, ..., ug, Wr41, ..., w, vidime, ze i véechna «o; a y; jsou nuly. O

VII.5 Skaldrni souéin. Kolmost

5.1 Definice: Skaldrnim soucinem na vektorovém prostoru V' rozumime zobrazeni
((u,v) »uw): V xV SR,

spliiujici nasledujici podminky :
(i) v.v > 0av? = v.w =0 jen pro v = o,
(i) u.v = v.u,
(iil) (au).v = a(u.v),
(iv) u.(v+w) =uvv+uw.

Misto u.v piseme &asto prosté uv, u? samozFejmé znamena uu. Zavedeme je§té oznaceni
[|u]| = Vu.u.
Cislo ||u

5.2 Piiklad a imluva: Ve V,, se obvykle zavadi skalarni soudin

| se nazyva norma vektoru u.

n
(I‘Z’, . ..,l‘n).(yi, - .,yn) = Z:l‘zyZ
i=1

V dalsim budeme V,, vidy povazovat za opatieny timto skaldrnim souc¢inem.

5.3 VETA: (Cauchy - Schwarzova nerovnost)
v < [ul]-[|v]]-
Diikaz: Zkoumejme vyraz (tu 4 v)? pro redlnd cisla . Mame
0 < (tu-+0)? = £Jull* + 2(u) + Jo]”

Kvadraticka rovnice ?||ul|? 4+ 2¢(uv) + ||v||* = 0 tedy nema dva realné kofeny a jeji diskriminant

4(uv)® — 4|ul|.||v]
je tedy < 0. O
5.4 VETA: (Trojdhelnikovd nerovnost pro normu)

[l 4wl < lull +[lo]] -
Dukaz: Podle 5.3 mame
[t vl* = (u+ v)(u + v) = [[ul]® + 2uv + [|o]|* <

< lull® + 2llull[loll + [[o]1* = (lull + [lo]])*.
O

5.5 Rekneme, ze vektory u,v jsou navzajem kolmé (nebo orthogondlni jestlize u.v = 0.
Ziejmé je o kolmy ke kazdému vektoru, na druhé strané je to jediny vektor, ktery je kolmy sam k sobé.
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Poznamka: Tato terminologie zasluhuje vysvétlem’ Postupné se budeme dl'vat na vektorové prostory

na ana]ytl(‘ke vyjadfeni euklidovského prostoru v soufadnicich (muzete si zatim pfedstavovat, ze n Je 1,2

nebo 3). Potom se ||x|| jevi jako “vzdédlenost bodu x od poc¢atku” a vzdalenost dvou bodu x,y je vyJadrena

formuli ||x — y||. Soustfedte se na trojihelnik o vrcholech o, x,y. Jeho strany maji délky a = ||x||, b = ||y]|
ac=|x—y|. Tedy je

() ¢ = [xII” + |lyll* - 2xy = a® + b - 2xy,

takze podminka xy = 0 znamena, Ze chceme, aby v naSem trojihelniku platila Pythagorova véta - a to
je totéz jako pozadavek, aby strana ox (vyjaddfend vektorem x) byla kolmd na stranu oy (vyjadfenou
vektorem y).

Mimochodem, rovnice (%) je zachycenim zndmé cosinové véty v feci skaldrniho souéinu.

5.6 Soustava vektorl vy, ..., v, se nazyva orthogondini jestlize
viw; =0 pro i#j.
Plati-li navic v;v; = 1, mluvime o soustavé orthonormdini.

5.7 VETA: KaZdd orthogondlni soustava nenulovijch vektori (tedy specidlné kazdd orthonormdlni soustava)
je linedrné nezduisld.

Dukaz: Bud vy, ..., v, orthogondlni, v; # o, bud 0 = )" a;v;. Po vyndsobeni obou stran v; dostavame

0= aiviv; = aylv]?
7

atedy a; =0. O

5.8 VETA: Bud'uy, . .., u, bdze vektorového prostoru se skaldrnim soucinem. Potom existuje orthonormdlni
baze v1, ..., v, takovd, Ze pro vsechna k < n plat{

L(u,...,ux) = L(v1,...,0%).

Byla-li pritom uy, . .., u, orthonormdlni soustava, muzeme pro j < r volit v; = u;.
Dikaz: Popiseme proceduru, podle které bazi vy, ..., v, zkonstruujeme. Pfedevsim polozme vy = ﬂu%ﬂ'ul'
Mame-li jiz v1,...,v; (k < n) nalezeny, polozme

Vg Uk+1
= uj41 — Z T

Jak snadno zjistime vyndsobenim v; (j < k), je w kolmy ke véem dosavadnim v;. Nemuze byt w = 0,
protoze pak by bylo podle indukéniho predpokladu

k
Uk+1 = Z ;U5 c ,C(Ul, ceey Uk)
i=1
ve sporu s nezavislosti soustavy ui, ..., u,. PoloZime
1
'Uk-_{_l = mw

Potom
L(vi,..,v641) C L(ut, ..., up41)

jelikoz je ale vy, ..., vg41 orthonormdlni soustava, je nezavisld, oba podprostory maji stejnou dimenzi a
tedy nastdava rovnost podle 4.11. O

5.9 Bud V vektorovy prostor se skaldarnim soué¢inem, W podprostor V. Orthogondinim dopliikem pod-
prostoru W, oznaéeni
W,
rozumime podmnozinu
{v | pro v8echna u € W je v.u = 0}.

7 pozadavki na skaldrni souéin okamzité dostavame
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PozoRroVANT: W je podprostor a plati W N W+ = {o}. Je-li Wy C Ws, je Wit D Wy,

5.10 VETA: Necht V je vektorovy prostor koneéné dimenze se skaldrnim soucéinem. Potom pro jeho pod-
prostory W, W; plati

L. WaeWwt=yV,

2. dimW+t =dimV — dim W,

3. (wht =w,

4o Winwa)t =wit @ wet, (W@ wa)t = Wit n et

Dukaz: 1-2. Bud uy,...,ur orthonormalni baze W. Podle 4.6 a 5.8 ji mazeme rozsifit na orthonor-
malni bazi uy, ..., ug, ugt1,. .., u, prostoru V. Ukdzeme, e WL = L(ugy1,...,u,). Ziejmé je Wi =
Lluggr,. .. un) C WL Kdyby Wi £ Wi, byla by dimW* > n —k a tedy dimW + dimWt > n =
dimV 4+ 0> dim (W & WJ‘_) +dim (W N WJ‘) ve sporu s 4.13.

3. Ziejmé W C (W1)L. Podle 2 maji tyto dva prostory stejnou dimenzi. Tedy nastdva rovnost podle
4.11.

4. Ziejmé Wit C (Wh N Wa) " atedy Wit @Wat C (Wh 0 Wa)™ apodobne WitnWat D (W & Wa)™.

S pomoci 3 a Pozorovani v 5.9 dostaneme
(Wi W)t = (Wih): n(wsh )t (Wit e ws)h)t = wit o Wy

(W1 @ Wa)t = (Wih)h @ (Wah)h)* 2 (Wi nwgh)h)t = winwy

O

5.11 K tomu, abychom zjistili, Ze je w € W staéi ujistit se, ze w.a = o pro vSechny vektory a z n&jaké
soustavy generatoru prostoru W. Je-li totiz w.a; = 0 pro j = 1,...,k, je w.(d" aja;) = > ajwa; = 0.
Specialné dostavame

PozoroVvANI: (L(a1, ..., an))J' ={v|Vji=1,...n, v.a; =0}

VII.6 Trochu geometrie. Linearni mnoziny
V tomto odstavci ma vektorovy prostor vidy koneénou dimenzi.

6.1 V Poznamce v 5.5 jsme se na V,, zacali divat jako na representaci euklidovského prostoru. Nyni si
tento pohled trochu rozsifime. Na vektorové podprostory W prostoru V;, je mozné se divat jako na pfimky
(je-li dimW = 1), roviny (je-li dimW = 2) a obecnéji vicerozmérné “rovné” euklidovské podprostory.
(Mimochodem, v piipadé dimW = dimV — 1 se casto mluvi o nadrovindch.) Ale dostdvame tak jen
takové, které prochazeji pocatkem. Od toho se osvobodime nasledujici definici :

Linedrni podmnozZinou dimenze k > 0 ve vektorovém prostoru rozumime kazdou mnozinu tvaru

o+ W={zo+w|weW},

kde W je podprostor dimenze k. Navic budeme jesté povazovat prdzdnou mnozinu za linedrni podmnoZinu
dimenze -1.

6.2 VETA: Bud' L = o+ W linedrni podmnozina. Potom pro libovolny prvek x1 € L je L = x1 + W.

Dukaz: Bud 1y = 2o+ 2, @ € W. Je-li u = 20 + w, mdme v = 21 + (w — z) ; je-li u = x4 + w, je
u=ax+ (w+z). O

6.3 ViETA: Prinik libovolného systému linedrnich podmnozin je linedrni podmnoZina.

Ditkaz: Budte L; = z; + W; (j € J) linedrni podmnoziny. Bud’ () L; # @, vyberme v ném vektor z.
Potom podle 6.2 mdme L; = zq + W;. Ozna¢me W = (| W;. Ukazeme, ze

(L =20+ W.

Skutecné, je-li u € (| Lj, je u = zo + wj, wj € Wj, ale to znamena, ze u — xg = w; € W; pro vSechna j a
tedy u = zo + (u — 2¢) € 2o + W. Inkluse 2q + W C L; pro viechna j je trividlni. O
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6.4 VETA: Budle ay,...,a; proky vektorového prostoru se skaldrnim souéinem, Bi,..., By redlnd éisla.

Potom
M=Az|ax=0;, j=1,... k}

je linedrni mnozina.

Diikaz: Bud M neprazdna, ro € M. Ukdzeme, 7e potom M = zo+L(a1, ..., ax)*. Skutecné, bud = € M.
Potom a;z = B; pro viechna j a tedy a;(z —2¢) = ajz—ajzo = B;—f; = 0 atedy z—zq € L(a1,...,ax)t

podle 5.11, takie @ = 2o + (z — zo) € 20 + L(a1,...,ax)t. Naopak bud v € L(ay,...,ax)t. Potom
aj(xo +v) = ajxeq + ajv=F; atedy zg+ve M. O

6.5 DUSLEDEK: 20+ W = {2 |ajz =f;, j=1,...,k}, kde ay, ..., a; generusi Wt a B = ajzg. (Pouzili
jsme toho, ze (W1)L = W.)

6.6 Tvrzeni z 6.4 a 6.5 obsahuje specialné to, co znate ze zaklad analytické geometrie jako pfechod od
t.zv. parametrického popisu piimky ¢i roviny k popisu rovnici ¢i rovnicemi, a naopak.
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VIII ResSeni soustav linearnich rovnic

VIII.1 Matice

1.1 (Redlnou) matici typu m x n rozumime schéma

ai a9 N A1y
az1 Q22 as

A= n ,
AGmi1  Am?2 Amn

kde a;; jsou redlnd éisla. Obvykle ovéem nemusime popisovat matice takto podrobné, Ctendf jisté pochopi,
co mame na mysli, mluvime-li tfeba o matici
(@ij)i<icm1<i<n;
nebo, je-li m a n patrno z kontextu, o matici
(@i5)i,5, nebo jen (as;).

Maticim typu n x n se ¥ikd ¢tvercové.
1.2 Na 7ddky resp. sloupce matice A (totiz v prvnim pfipadé na

(a11, A19y ..., aln), cony (aml, Am2y ..oy amn),
v druhém p#ipadé na

(alla asyy ..., aml); sy (alna Aop -« -y amn) )

se budeme divat jako na aritmetické vektory, prvky V,, v prvnim a prvky V,,, v druhém pfipadé. Podprostor
generovany ve V, fadky nazyvame fddkovy modul matice A, podprostor generovany ve Vj, sloupci pak
sloupcovy modul.

1.3 Pripomeite si termin, ktery znate ze stfedni skoly. Permutaci néjaké mnoziny se rozumi prosté
zobrazeni této mnoziny na sebe. V bézné feci, jsou-l prvky té mnoziny zapsany v néjakém potadi, hovofime
volné o permutaci kdyz mame na mysli pfeskupeni tohoto pofadi (dejme tomu 1, ...,2,) podle dané
permutace p ( tedy na z,(1),...,p(n).) To jisté nepovede k nedorozuméni.

1.4 RAdkové a sloupcové vipravy matice: Rddkovou tpravou matice A = (ai;) rozumime kteroukoli
z nasledujicich :

(a) pfeskupeni fadka podle néjaké permutace (tedy, mame-li ddnu permutaci p mnoziny {1,...,m},
dostaneme matici (b;;) kde b;; = ap(i)j),

(b) vyndsobeni nékterého z fadkl nenulovym éislem,

(c) pfi¢teni linedrni kombinace ostatnich fadka k danému.

Obdobné definujeme sloupcové ipravy (v bodech (a), (b), (c) nahradte vsude slovo “fadek” slovem “slou-
pec”).

57



VIII.2 Hodnost matice

2.1 Tii uziteéné isomorfismy V,, na sebe:

1. Bud' p permutace mnoziny {1,...,n}. Definujme
p:Va, =V,

predpisem p(z1,...,2n) = (Tp(1), -, Tp(n))-

2. Bud’ a nenulové ¢&islo, k pfirozené éislo mezi 1 a n. Definujme
v:V, =V,
predpisem v(zy1,...,2,) = (T1,..., Th—1, ¥, Ty, -, Lp)-
3. Bud’ k pfirozené ¢islo mezi 1 a n,, budte a; (j # k) libovolnad realna cisla. Definujme
p:Vn =V,

predpisem

o1, ... xn) = (21,...,Tp=1,Tn + Zajxj,ka, Ce &),
J#k

Ve vsech tfech piipadech je ovéfeni, Ze se jedna o isomorfismus zcela bezprostiedni (linearita se ovefi
dosazenim, u prvnich dvou je rovnéz okamzité vidét, Ze jsou to zobrazeni vzajemné jednoznacna ; u tfetiho
se tento fakt nahlédne z toho, ze obdobné definované zobrazeni s koeficienty —a; misto «; je k danému
inversni.

2.2 Vira: Rddkové (resp. sloupcové) dpravy neméni #ddkovy modul. Rddkové (resp. sloupcové) dipravy
neméni dimenzi sloupcového (resp. vddkového) modulu.

Dtikaz: Prvni tvrzeni plyne bezprostiedné z VIL.4.1. Druhé (s pfipomenutim toho, Ze isomorfni obraz
vektorového prostoru mé stejnou dimenzi) dostaneme pomoci isomorfismit z 2.1. Provedeme-li sloupcovou
upravu typu (a) (resp.(b), resp.(c)), transformuje se fadkovy modul isomorfismem typu p (resp. v, resp.

). O
2.3 VETA: Dimenze tddkového a sloupcového modulu jsou stejné.

Dikaz: Provedeme na zakladé véty 2.2 tak, Zze opakovanym provadénim #adkovych a sloupcovych tprav
dosdhneme matice takového tvaru, Ze pro ni tvrzeni véty bude zfejmé.

Jsou-li v matici samé nuly, nemusime nic délat, ob& dimenze jsou nula.

Jinak pomoci sloupcové a Fadkové tipravy typu (a) snadno dosdhneme toho, ze v levém hornim rohu je
nenulové ¢&islo, pomoci tipravy typu (b) pak toho, ze je tam ¢islo 1. Tedy mame matici upravenu na tvar

1 blg A bln
ba1 bas ... bay
bml bm2 bmn

Nyni budeme uzivat iprav typu (c) :

od k—tého fadku (k > 1) odedteme byi—nasobek prvniho, a kdyz jsme se vSemi témito upravami
hotovi, odecitame podobné od k—tych sloupcu by —ndsobky prvniho sloupce.

Tim matici upravime na tvar

1 0 0 0

0 caa ca3 Can
0 c32 c33 Can
0 Cm2 Cm3 Cmn

Jsou-li vSechna ¢isla ¢;; (4,7 > 2) nulovd, skonéime proceduru. Jinak permutacemi fadka a sloupcu, pfi
nichz jiz nehybdme s prvnimi, a obdobné jako v pfedchozim pouzitim upravy typu (b), dosdhneme jednotky
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na misté (2,2). A opét tdpravami typu (c) dosdhneme nul v druhém fadku a sloupci, takze matice ziska
tvar

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 das dsp,
0 0 dms dmn

Proceduru zfejmym zpusobem opakujeme (je dilezité si uvédomit, ze dpravy v novém kroku nic neménfi
na nulovosti prvki v dosud upravenych fadcich a sloupcich). Po jejim zastaveni dostaneme matici tvaru

10 00 0
0 1 00 0
00 10 0],
00 00 0
00 00 0

u niz je rovnost dimenze fadkového a sloupcového modulu zfejma. O

2.4 Definice: Spole¢nou dimenzi fadkového a sloupcového modulu matice A nazyvame hodnosti této
matice.

VIII.3 Soustavy linearnich rovnic

3.1 Bud dana matice A = (a5)1<i<m,1<j<n a ¢isla by, ..., by, Soustavou linedrnich rovnic s matici A a
roz§irenou matici
ai ain b
am1 Amn  bm
rozumime ulohu najit aritmetické vektory (z1,...,2,) takové, ze plati
a11z1 + airs 4+ ...+ a1, = b
(K)
Am1T1 + amer2 + ...+ Gmaln = bm
Vektory (z1,...,z,), které vyhovuji této tloze nazyvidme fesenimi dané soustavy. O vektoru (by,...,by,)

nékdy mluvime jako o pravé strané soustavy.
Soustavu linedrnich rovnic tvaru

(k%) IO . ....................

am1T1 + am2r2 + ... 4+ ampr, = 0

nazyvame soustavou homogenni. Je-li dana soustava (*), mluvime o (*%) jako o homogenni soustavé k ni
prislusné.

3.2 VETA: (Frobeniova) Soustava linedrnich rovnic md feSeni pravé kdyz hodnost jeji matice a hodnost
matice rozsiten€ jsou stejné.

Dukaz: Oznacme si,...,s, sloupce matice A, b pravou stranu. Hodnost matice A a matice rozsitené
je podle VIT.4.1 a VII.4.11 stejnd pravé kdyz existuji redlnd éisla x4, ..., z,, takova, 7e

b==2s;1+ ...+ z,58,.

Ale posledni rovnost znamena totéz jako ze (x1,...,&n) je feSeni dané soustavy. O
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3.3 VETA: Systém vSech feseni homogenni soustavy je podprostor prostoru V,. Jeho dimenze je n— h, kde
h je hodnost matice soustavy. Systém wvsech Feseni obecné soustavy je linedrni mnozina. Je-li neprdzdny,
md tvar x + W, kde x je libovolné feseni a W je systém vsech teseni prislusné homogenni soustavy.

Dukaz: Oznaéme rq,...,r, fadky matice soustavy. V feci skalarniho sou¢inu z VII.5.2 muzeme nasi
soustavu prepsat na podminku
rjx=b; (j=1,...,m)

a pfislusnou homogenni soustavu na
rjpx=0 (j=1,...,m).
Tedy je soustava viech Feseni této posledni soustavy rovna (viz VIL.5.11 a VI1.5.10)
W=0L(r1,...,v;m )"

a existuje-li feSeni x pivodni (nehomogenni) soustavy, je celd soustava Fedeni rovna, podle VII.6.4, x + W.

O
3.4 Poznamky:

1. Vidéli jsme jiz dvé interpretace feSeni soustavy linedarnich rovnic : Prvni v dikazu Frobeniovy véty,

kde slo o

nalezeni koeficientu do linedrni kombinace, kterou x danych generdatoru si,...;s, dostaneme

prvek b € L( s1,...,8, ).

Druhou pak v dikazu véty 3.3, kde je vidét souvislost s orthogonalnim doplikem modulu
L(ry,...,ry ) (pfipomeiite si téz pozndmku VII.6.6!).

Pidejme si jesté tfet! : Matice (a;;) definuje linedrni zobrazeni L : V), — V},, pfedpisem
L(z1,...,2n) = (Y1, ., Um),

Y = E Ag;Tj.

Soustava feSeni je pi1 tom vzor daného prvku b,

L7 by, b))

kde

2. To, 7e pracujeme s realnymi ¢isly je nepodstatné. Ve co zde bylo Feceno je mozno pouzit téz v piipadé
Jjinych téles, zejména télesa komplexnich ¢isel.

VII1.4 Jeden konkrétni zptusob feseni

4.1 VETA: Soustava fedeni se nezméni, provedeme-li na roz§itenou matici fddkové tpravy.

Dukaz: Bezprostiedné se ovéri, ze dané feseni bude téz feSenim soustavy vzniklé kteroukoli ze fadkovych
uprav. Navic si uvédomme, ze fadkové upravy jsou reverzibilni, takze nemuze ani nové feseni piibyt. O

4.2 Postup Feseni: Radkovymi tipravami (POZOR. : Budeme délat jen Fadkové tipravy, sloupcové
dpravy by systém feseni ménily!) typu (a) a (c) snadno dosdhneme tvaru matice

0 ... 0 aj, o o o k)
0 .. oo 0, 5
0 0 ayy, A
0 0 by
0 0
0 0

60



kde k1 < ks < ... < ky, ai,lj jsou nenulova ¢isla, a pFed nimi jsou v kazdém fadku samé nuly (fadek, ktery
m4 prvni nenulovou soufadnici posuneme na nejvyssi &islo, odeéitdnim jeho vhodnych ndsobku dosdhneme
muly pod timto mistem, do druhého Faddku posuneme fadek s prvni dalsi nenulovou soutadnici, a proceduru
opakujeme. Samozfejmé muze byt - a casto byva - k1 = 1, ks = 2 atd.

Je-li b}, .1 # 0, nemd soustava, podle Frobeniovy véty, feseni. Bud tedy b, ,; = 0. Podle 4.1 jde o to,

najit feseni soustavy
n

' Y]
E aj;jzy = by

=k
n
Z “;—LjIj =bj.
J=kn
Nejprve jedno pevné fedeni této soustavy : Polozime z; = 0 pro j # k; (1 = 1,...,h). Potom z posledni

. VR . , A L L

rovnice dostaneme zg, = bh.(ahkh) . 'V pfedposledni rovnici je jedind dosud neuréena neznama zg,_, a

snadno ji tedy vypocteme prevedenim ostatnich vyrazu na pravou stranu a vydélenim &islem a) .

h=1,kp_1

7jisténé ¢islo dosadime do rovnice pfed ni a z této pak zjistime zg, _,. Tak pokracujeme a7 do uréent zg,.

Zbyva vyftesit prislusnou homogenni rovnici, t.j., najit bazi piisluéného vektorového podprostoru. Jde
tedy o to, najit n — h nezavislych feSeni soustavy

n

E / —
aljl'j = 0

Jj=k1

n
Z aﬁzjxj =0.
j=kn
Pro g # k; (i = 1,...,h) poloime z? = 1, 1‘3 =0proj # q,k ({=1,...,h) a vypolteme zbyvajici
z} 7 takto vzniklé (nyni jiz nehomogenni) soustavy stejnym postupem, jakého jsme pouzili pfi hleddn{
pevného feseni nahofte.

4.3 Piiklad: Resme soustavu

. 4+ x2 4+ 223 + x4 + x5 — 2g = 1
2z + 49 + bdrs + 6wy + Dry — wg =
—2x1 4+ 229 — 2x3 — Hdrye + bdxrs + 6brg = 3.

Budeme tedy piedevsim upravovat matici

11 2 3 1 -1 1
2 4 5 6 5 -1 4
-2 2 -2 -5 5 6 3

Po odecteni prvniho fadku dvakrat od druhého, a pFicteni prvniho fadku dvakrat k tFetimu dostaneme

11 2 3 1 -1 1
02103 1 2
04 2 1 7 4 5

Nyni odecteme dvakrat druhy fadek od tfetiho a dostdvame

112 3 1 -1 1
02103 1 2
00011 2 1
Nasi puvodni soustavu jsme tim prevedli na
g + xy + 2z3 + 3xz4 4+ x5 — 1z = 1
29 + z3 + 3z + =z = 2
T4 + Ty + 2:66 = 1.
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Jedno feseni soustavy : Klademe z3 = x5 = 26 = 0 a mdme fesit soustavu

g 4+ xy 4+ 3xzy = 1
2;E2

T4 = 1.
Ztohozs=1 25=1, 21 +1+3=1, tedy 21 = —3 a mame fefeni (—3,1,0,1,0,0).
Base teseni prislusné homogenni rovnice : Ta ma tvar

. 4+ x» 4+ 2z3 4+ 3xz4 + 5 — xs = 0
2zs + z3 + 3z5 4+ oz
zs + x5 4+ 26

|
e

q=3 : Volime 3 = 1, x5 = ¢ = 0. Mame soustavu

r1 + x + 2 4+ 3xzy = 0
21‘2 1 = 0
T4 = 0)
ke které snadno nachazime feseni (—%, —%, 1,0,0,0).
q=5 : Volime z3 =0, x5 = 1, ¢ = 0. Mame soustavu
zy + ®» + 3za + 1 = 0
2.1’2 + 3 = 0
T4 + 1 = 0
a dostavame FeSeni (%, —%, 0,-1,1,0).
q=6 : Volime x3 = x5 = 0, zg = 1. Mdme soustavu
1 + 2o 4+ 3z4 — 1 = 0
25 + 1 = 0
x4 + 2 = 0

a dostavame Fedeni (%, —%, 0,-2,0,1).

Shrnuti : Uplnd soustava feSeni dané rovnice sestdvd z aritmetickych vektoru

1
(_3; 1;0; 1;070) + a(_g: _5; 1;0;0:0)+

7 3 15 1
- ——,0,—-1,1 -, ——,0,-2,0,1) =
+/8(2a ana ) a0)+7( 2; 2;0) aOa )
3 7 15 1 3 1 .
—(—3—5014'5%3—7%1—504—5/3—5%04;1—ﬁ—2%/3,7)~

(a, B, jsou libovolnd redlnd ¢isla)

4.4 Poznamka: V X. kapitole se dozvime té7 , vzorec” pro feseni n rovnic o n neznamych, t.zv. Cramerovo
pravidlo. Ten ma ale spi§ teoreticky vyznam, poéitalo by se podle ného §patné. Postup, ktery jsme zde
uvedli, je celkem pohodlny a v konkrétnich pfipadech vede rychle k cili.
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IX Matice a linearni zobrazeni

IX.1 Nekteré operace s maticemi

1.1 Bud A = (ai;) matice typu m x n. Matici (b;;) typu n x m kde b;; = a;; nazyvame matici transpo-
novanou k A a oznacujeme

AT,
1.2 Budte A = (a;;), B = (b;;) matice typu m x n resp. n x p. Jejich soucinem, oznaceni

A.B  (nebo jen AB),

nazyvime matici (¢;;) typu m x p, kde
n

cij = E @igby;.

k=1
Ziejmé plati
PozorovANi: (A.B)T = BT AT,
1.3 Jednotkovou matici (typu n x n) rozumime matici (J;;), kde §;; = 0 pro 2 # j a dy; = 1.

Poznimka: Takto definovanému J;; se nékdy #ika Kroneckertiv symbol. Budeme ho déle b&zné pouzivat.
Pfipomenme, 7e tfeba orthonormalitu systému wy, ..., u, muzeme nyni vyjadfit formuli u;.u; = d;;.
Jednotkovou matici budeme oznacovat

E, nebo E,,

chceme-li vyznacit typ n x n.

PozoROVANT: Bud’ A matice typu m x n. Potom

E,A=AFE, =A.

1.4 VETA: Ndsobeni matic je asoctativni. T.7., plati
(A.B).C = A.(B.C)
md-li kterdkoli strana smysl.

Dukaz: Oznacme M;; (i,j)—ty prvek matice M. Mame

(AB)C)ij = 34(AB)xCr; = 342 AuBu)Crj =
= Y2 (AuBw)Crj = 370 5 Au(BuwCrj) =
= 2 Au(X BuCrj) = 21 Au(BC)y; = (A(BO));.

Ujasnéte si, kterych vlastnosti operaci s &isly - distributivity, asociativity, komutativity - jsme uzili a kde
to bylo. O

Poznamka: Uvédomte si, ze nasobeni matic neni komutativni. Najdéte pfiklad.
1.5 Bud’ A &tvercovd matice. Matici B nazveme matici k A inversni, oznacéeni
A7
plati-li
AB =BA=F.
Matici typu n x n nazyvame reguldrni, je-1i jeji hodnost rovna n.

V nasledujici vété je A vidy étvercova matice.
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VETA:
1. K matict A existuje nejuys jedna inversni matice.
2. K matict A existuje tnversni matice prdavé kdyz je requldrni,

3. Je-li BA=F nebo AB=FE, je B= A1

Dukaz: Zabyvejme se nejprve ulohou nalézt B = (b;;) takovou, aby A.B = E. Chceme tedy, aby pro
j=1,...,n platilo

Rj Zaikbkj = 51’]’-
k

Divdme-li se na j jako na pevné zvolené (i kdyz libovolné), mame soustavu N rovnic o n neznamych.
Je-1i A reguldrni, ma tato soustava podle VIII.3.2 feseni pro kazdou pravou stranu. Naopak, opét podle
VIIL.3.2, ma-li kazda (R;) feeni, jsou viechny sloupce

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1

ve sloupcovém modulu matice A a tedy ma tento modul dimenzi n. Dokazali jsme tedy, 7e (pro étvercovou
matici A)

existuje B tak, Ze AB = E prave kdyz A je reguldrni.
Zcela obdobné zjistime, ze
(2) existuje B tak, Ze BA = E prdvé kdyz A je reguldrni.

Specidlné tedy, neni-li A reguldrni, nemize mit inversni matici, coz je jedna z implikaci v tvrzeni 2.
Bud nyni A regularni a bud’ B1A = FE, ABy = E. Podle 1.4 a 1.3 mame

(3) By = Bl(ABQ) = (BlA)BQ = By

takze By = Bj a je to tedy inversni matice k A, éimz je pfedev§im dokazan zbytek tvrzeni 2. Zaroven vsak
vypocet (3) ukazuje jednoznacnost inversni matice (tvrzeni 1) a koneéné, je-li tieba BA = E, je podle
(2) A reguldrni a podle (1) tedy existuje By tak, ze ABy = E, takze vypocet (3) opét ukazuje, ze B je
inversni k A. O

1.6 7 véty 1.5 dostavame zcela bezprostiedné

POZOROVANT:
1. (A=Y)"" = A (protoze A A~' = E).
2. (AB)™' = B='A~" (protoze BT'A"'AB = E).

IX.2 Souiadné soustavy

2.1 Soutadnou soustavou v (koneéné generovaném) vektorovém prostoru V rozumime
U =(ui,...,u, ),

bézi sefazenou do posloupnosti.
Vektor x € V se podle VII.3.7 da napsat pravé jednim zptsobem ve tvaru

X ==ru+...+ru,.

Aritmeticky vektor
Xy = (21,...,2n)

nazveme zapisem vektoru x v soustavé ¥/, jednotliva ¢isla z; jeho soufadnicemi (vzhledem k /)
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Poznamky:

1. Zatim jsme se pfi préci s bazemi nestarali o to, povazujeme-li je prosté za (neuspofadané) mnoziny
vektori - to je mimochodem spravnéjsi - nebo bereme-li je v pevném potadi. U soutadnych systému
Je sefazeni podstatné.

2. Vsimnéte si, 7ze v pfipadé orthonormalniho soufadného systému wq,...,u, se soutadnice zjisti
velmi snadno : Vynasobme x = z1uy + ... + z,u, skaldrné vektorem u;. Dostaneme
Xu; =Tj.
2.2 Matice linedrniho zobrazeni vzhledem k soufadnym soustavdm: Budte

V=(v,...,Vm ), W= (wi,...,w, ) soutadné soustavy ve V resp. W. Bud f : V. — W linear-
ni zobrazeni. Vektory f(v;) se daji napsat v soufadné soustavé W,

m

f(vi) :Zaijwj (i=1,...,m).

Jj=1

Matici
A=A(f, VW) = (ai)

(typu m x n) nazyvame matici zobrazeni f vzhledem k soustavdim V, W.

2.3 VETA: Budte V, W, Y = ( yi,...,¥p ) soufadné soustavy ve V resp. W resp. Y,
f:V oW, g: W =Y linedrni zobrazeni. Potom

Algo [,V V) = A(f,V, W).Alg, W, D).
Dukaz: Bud f(v;) = Zj aijwji, g(w;) =73, bjryr. Potom

gf(vi) = Zaijg(wj) = Zaij ijkyk = E(Z aijbir)yk.

J J

O
Pozor: Vsimnéte si zmény pofadi f a g ve formuli !
2.4 Pro identické zobrazeni id : V — V zfejmé plati

A(id, V,V) = E.
Nasledkem toho plyne 7 véty 2.3 v piipadé isomorfismu f

A(FTE W Y) = AV, W)

2.5 VETA: Bud’'A = A(f,V, W). Potom pro zdpisy vektori v soustavdich V, W (chdpané jako matice typu
1 x k) plati

f&xw =xy A
Dukaz: Bud xy = (21, ...,2,). Mdme

F) = wif(vi) =D i )y jaiwy =Y (3 wiaij)w;.
i i j i

Tedy je f(x)w = (O, vii1, ..., 2 ,; vitin) = xy.A. O

2.6 Transformace soufadnic: Mé&me soufadnou soustavu V = ( vq,...,v, ) v prostoru V. Ujasnime
si, co se stane se soufadnicemi, pfejdeme-li k nové soustavée W = ((wy,...,wy, ), kde

W; = ZaijVj.
V tom piipadé je A = (a;;) = A(id, W, V) a tedy podle 2.5 je
xy = xw.A.

Nés ovsem obvykle zajim4d, jaké jsou soutadnice v nové soustavé, kdyz zname staré. Podle 2.4 dostavame
formuli
Xy = Xv.A_l.
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IX.3 Linearni formy. Dudlni prostor

3.1 Mnozina vsech linearnich zobrazeni
a:V—->R

(nebo V' — C, jde-li ndm o vektorové prostory nad télesem komplexnich ¢isel) tvoii opét vektorovy prostor
pfi b&Zném chdpani operaci o + B a c.a (¢ redlné nebo komplexni). Ovéite si jako cvideni, ze skuteéné
soucty a ¢iselné ndsobky linedrnich zobrazeni jsou linearni.
Tento prostor oznac¢ime
V*

Obvykle se 0 ném mluvi jako o prostoru linedrnich forem na V, nebo o prostoru dudinim k V.
3.2 Bud f:V — W linedrni zobrazeni. Definuyme

W= v
(pozor na zménu pofadi !) pFedpisem

flay=aof.

Snadno se ovéfi, Ze f* je linedrni zobrazeni (ovéfeni ale opravdu provedte). Mluvime o ném jako o linedrnim
zobrazen? dudlnim k f.

P0ZOROVANI: Ziejmé plati (f o g)* = g* o f*.

3.3 Bud' nyni V koneéné generovany, V — vy,...,v, ) soufadnd soustava v ném. Zdpisem linedrni formy
v této soustavé budeme minit sloupcovy vektor (matici typu n x 1)

a(vi)
a(vsa)

a(va)

VETA: Zobrazeni dané predpisem a s (a¥)T je isomorfismus V* na n—rozmérny aritmetickyj prostor Vj,.
V pFipadé koneéné dimenze je tedy V* isomorfni s V.

Dikaz: Popsané zobrazeni je zfejmé linearni.

Je prosté : Je-li a(v;) = f(v;) pro véechna i =1,...,n, je pro obecné x = 3" z;v; té7 a(x) = f(x) a
mame tedy o = 3.

Koneéné ukdzeme, 7e zobrazuje V* na V,. Bud (a1,...,a,) libovolny element V,,. Definujme a(x) =
xy.(ai1,...,a,) (skaldrni ndsobek). Potom je zfejmé a linedrni forma, a jelikoz

(vi)y = (0,...,0,1,0,...,0)
(1 na i—tém misté), je a(v;) = a; a tedy (@¥)T = (a1,...,a,). O

3.4 VETA: Bud' A = A(f,V,W). Plati
fr (a)v = A",

(Srovnejte s 2.51)
Ditlas (/*(0))(v:) = (@0 f)(vi) = a(f(v:)) = a(aiyw;) = Vagja(wy). O
3.5 Poznamky:

1. V pfipadé nekoneéné dimenze V* s V' isomorfni neni.

2. Tsomorfismus mezi V a V* (jsme zase v kone¢né dimenzi) byl konstruovan na zakladé pevné vybrané
soufadné soustavy (a to v podstaté ani jinak nejde). Neni snad bez zajimavosti, Ze isomorfismus
mezi V a V** jiz tuto pomoc nepotiebuje. Muzeme ho popsat jako

X — X,

kde X(a) = a(x). Je uzitenym cvicenim dokazat, ze je to opravdu isomorfismus (vzhledem k Vété
3.3 a VIL.4.11 stac¢i ukazat, ze je to prosté linearni zobrazeni. Pokuste se téz ukdzat, ze

&) =fx))
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IX.4 Orthonormdalni matice

4.1 Rekneme, 7e étvercova matice je orthonormdlni, tvofi-li jeji fadky orthonormalni soustavu.

4.2 VETA: Ndsledugici tvrzeni jsou ekvivalentni :

A je orthonormadlni,
A=Y existuje a je rovna AT,

sloupce matice A tvoii orthonormdlni soustavu.

Diikaz: (1) = (2) : Definice orthonormality ifkd, 7e AAT = E, to ale podle véty 1.5 znamend, 7e
AT = A~1,

(2) = (3) : Jeli AT = A=! je té# AT.A = E a tedy i sloupce tvoif orthonormaln{ soustavu.

(3) = (1) dostaneme uzitim implikace (1) = (3), kterou uz dokdzdnu méame, na matici transponovanou.

O
4.3 VETA: Budte V = (v1,...,vn ), W= (wi1,...,wy ) souradné soustavy vytvoiené z orthonormdlnich
bdzi, bud’

wW; = 2 a;jVj.

Potom je (a;;) orthonormdlni matice.

Dukaz: Mame

O

(5ij =wW;.W; = (Z aijVj)(Z aklvl) =

J l

= E E QjjAR ViV = g aijagdj = E Ajjag;.
ik

gt J

4.4 DUSLEDEK: V p¥ipadé orthogondinich soutadnijch soustav plati pro transformaci souradnic z 2.6 for-

mule

Xy = Xv.AT.

IX.5 Nékolik dalsich geometrickych pozndmek. Barycentrické soufadnice

5.1

Pfipomeite si VII.5.5 a VIL.6. Zase se budeme chvili divat na Vj, jako na “analytické vyjadfeni

euklidovského prostoru”. Pfi tomto pohledu ztraci nulovy vektor své vysadni postaveni. Bod (0,0, ...,0)

je nyni z geometrického hlediska bod jako kazdy jiny a souradnd soustava muze mit pocatek v kterémkoli

bodé.

Obvykle se postupuje takto :

n—tice (z1,...,2,) dostavd dva razné vyznamy

(1)
(2)

jako oznaceni bodu ; pro rozliseni se zde obvykle uzivd pozménéné symboliky X = [z1, ..., z,],

jako oznaceni “geometrickych vektoru”, chapanych jako “rozdily bodu” X — Y. Pfesnéji: nejprve
muzeme zavést pojem “umisténého vektoru” jako dvojice (X,Y) bodi, a potom pojem “volného
vektoru” jako tiidy umisténych vektoru v ekvivalenci definované takto : je-li X = [x1,...,2zn], y =
i, ynl, X' =[2'1,... 2z ]aY' =[yq,...,¥,], fekneme, ze (X,Y) a (X', Y’) jsou ekvivalentni
a piseme
(X,Y) ~ (XI)YI.)

jestlize y; — x; = y} — x} pro vSechna 1.

Volny vektor uréeny dvojici (X,Y) pak oznacujeme jako n—tici (y1 —z1, ..., yn—2,). Tim dostaneme
volné vektory do vzdjemné jednoznacného vztahu s prvky V,,, a nulovy vektor (0,0,...,0) md na
rozdil od bodu [0,0,...,0] opét vysadni postaveni. Je to totiz tFida sestdvajici z umisténych vektoru

(X, X).

67



S body a (volnymi) vektory se poéita takto :
(a) Vektory je mozno séitat a nasobit redlnym cislem jako dfive.

(b) K bodu je mozno pficist vektor podle pravidla
[mla"'amn]+ (Ul)"'avn) = [I1+Ul;"'a$n+vn]

(piseme X + v). Geometrickd interpretace této operace je tato : Nalezneme umisténi vektoru v
takové, ze prvni bod v ném je X, tedy (X,Y), a soucet X + v je pak bod Y.
(c) Je mozno tvofit rozdily bodi Y — X. Témi jsou volné vektory urcené pfislusnymi dvojicemi (X,Y).
Uvédomte si, 7ze plati
v=Y - X pravée kdyz X +v =Y.
5.2 Soufadnd soustava v takto popisovaném euklidovském prostoru je
Pa Viyeo oy Vn oy
kde P je pevné zvoleny bod a V' = ( vy,...,v, ) je soufadnd soustava v dosud uzivaném smyslu. Geomet-

ricky ji interpretujeme tak, ze P je to, co znate jako t.zv. pocéatek, v; urcuji sméry t.zv. os soufadnic a
délky zvolenych jednotek na téchto osdch. Bod X je v soustavé P,V vyjadien n—tici

[$1,~~~,$n]P,V s

plati-li
X = P+Z:njvj (atedy, (z1,...,2,) = (X = Py).)

Transformace soufadnic se déji podle pravidel tvaru
Xow = Xpyv.A +b.

Jako cviceni zjistéte, kterd matice se objevi jako A a jaky vyznam mé vektor b. (Ndvod : Srovnejte
(X = P)y a (X — Q)w pouzijte pravidla z 2.6.)

5.3 Priirozené vznika otazka, nebylo-li by mozno pocitat piimo s body, bez neustalého rozlisovani bodu a
vektoru. Podivejme se, jaké “linearni kombinace boda” maji smysl nezavisly na volbé soufadného systému
(fakticky jde o nezavislost na volbé pocatku - ostatni se neprojevi). Vektory scitat a ndsobit umime.
Pokusime se tedy interpretovat a1 X1 +...+anXp jako P+ 3" a;(X; — P). Vsimnéme si dvou jednoduchych
priklada na obrazku 10.

V prvnim piipadé vidime, Ze vysledek na volbé poc¢atku zavisi, v druhém se zdd, Zze by tomu tak
nemuselo byt. Skutecéné, chceme-li aby bylo

p+Zai(Xi—P):Q+Zai(Xi—Q)

at uz zvolime P a @ jakkoli, vidime, ze musi byt
P-Q=> a(P-Q),

a tedy, je-li P— @ nenulovy, nutné > a; = 1 (jak tomu bylo v druhém piipadé), a oviem, 7e tato podminka
také postacuje.
Linearnim kombinacim bodu

ZaiXi kde Zai =1

je tedy mozno davat geometricky smysl a analytickou geometrii je mozno zalozit na poé&itani s nimi (nékdy
se mluvi o afinni algebfe).

Soustava bodu Xy, ..., X se nazyva nezdvislou, jestlize rovnost
Sk =Y h g Y= Y
implikuje a; = b; pro vsechna . To je ekvivalentni s pozadavkem, aby vektory
X1 — Xo,...,Xr — Xo tvorily linedrné nezavislou soustavu (tento pozadavek je nezavisly na tom, kte-

ry z bodi byl na nultém misté ; pokuste se to dokdzat) a geometricky to znamend, ze body jsou v t.zv.
obecné poloze, t.j. u dvou Ze jsou ruzné, u t¥i ze nelezi na pfimce, u ¢tyf 7e nelezi v jedné roviné atd.
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Obr. 10:

Mame-li n + 1 nezavislych bodu Ay, ..., A, v n—rozmérném euklidovském prostoru, da se kazdy bod
napsat pravé jednim zpusobem ve tvaru

X = Zn:.LZAZ pFi Z,ri =1.
=0

Cisla zg, ..., z, se nazyvaji barycentrické souiadnice vzhledem k soustavé Ag, ..., A,. (“Barycentr” je
té718té ; ndzev souvisi s tim, Ze kdyby bylo z; > 0 a v bodech A; byly rozlozeny vahy v pomérech z;, bylo
by té&7isté soustavy pravé v bodé X.)
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X Determinanty

X.1 Permutace
1.1 Grupy: Grupou rozumime mnozinu G s bindrni operaci (oznacime ji tfeba 2.y, nebo jen zy) takovou,
7e

z(yz) = (zy)z,

existuje prvek e € G (jednotka dané grupy) takovy, ze xe = ex = & po vsechna x,

ke kazdému prvku z € G existuje y € G (t.zv. inversn{ prvek) takovy, ze zy = yz = e. Obvykle se

oznacuje z L.

1.2 PozoRrROVANT{: Jednotkovy prvek je podminkou v (1) jednoznacné urcen. (Skutecné, plati-li formule pro
e ace je specialné e = e.e! = €'.) Ke kaidému x ezistuje jen jeden inversni prvek. (Skutecné, spliuji-li y
a z podminku z (3), mame y = y.e = y.x.z = e.z = z.)

1.3 DUsLEDEK: (z7')~'. Ndsledkem toho je zobrazeni G — G dané predpisem x +— z~' vzdjemné jedno-
Znacné.

1.4 DALST FAKT: Bud a libovolny prvek grupy G. Zobrazeni z v ax je vzdjemné jednoznacné. (M4 totiz
ziejmé inversni zobrazeni, z — a~lz.)

1.5 DULEZITY DUSLEDEK: Bud G konecnd grupa, f : G — R zobrazeni. Potom

S i) =Y f@) =Y faz).

zeG reG reG
(Jednad se totiz o tytéz soucty, jenom zpiehdzené.)
1.6 Piiklady grup:

a) Kladna racionalni ¢isla s nasobenim.

(a)

(b) Cela cisla se scitanim.

(c) Mnozina {1, —1} s ndsobenim.

(d) Mnozina viech reguldrnich matic typu n x n s ndsobenim.

(e) Mnozina vSech vzdjemné jednoznacnych zobrazeni X — X se sklddanim.

Piiklady (a), (b), (c) jsou komutativni, plati v nich navic xy = yx, piiklady (d),(e) ne.

1.7 Grupy permutaci: Specidlné nds bude zajimat grupa vSech vzdjemné jednoznaénych zobrazeni
(permutacd) mnoziny {1,...,n} na sebe (s operaci skladdn{). Budeme ji oznacovat

P(n).
Jeji prvky p budeme ¢asto vyznacovat “tabulkami”
(p(1),p(2), .., p(n))
(o téch budeme mluvit jako o poradi). Tedy napf.
(3,1,4,2)
oznacuje zobrazeni mnoziny {1,2, 3,4} na sebe posilajici 1 do 3,2 do 1,3 do 4 a 4 do 2.

Permutace vymeénujici mezi sebou dva prvky a ponechdavajici véechny ostatni prvky na misté nazyvame
transpozice.
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1.8 VETA: KaZdd permutace se dd napsat jako sloZeni dostatecné mnoha transpozic (sloZenim nulového
poctu transpozic rozumime identické zobrazend).

Dikaz: Indukci podle n. Pro n = 1,2 zfeymé,
Necht plati pro n, bud' p € P(n + 1). Oznacme 7 transpozici, vyménujici p(n 4+ 1) s n + 1. Potom
q=TOop

ponechavd n 4+ 1 na misté a permutuje {1,... n} podle pravidla, které oznacime ¢'. Podle indukéniho
predpokladu je ¢ = 7{ o...0 7/ a oznaéime-li 7; € P(n + 1) transpozice vyménujici tytéz prvky jako 7/ a
ponechdvajici n + 1 na misté, mame

q=T10...0T,

a konecné, jelikoz Tor =id, p=71ogq=71o0omo0...7. O

1.9 Pocet transpozic ve vyjadieni z 1.8 neni jednoznaéné uréen : pro kazdou transpozici 7 mdme napf.
id=7Tor=rT1oTo7or. Plati viak

VETA: Dd-li se p napsat jako slozend sudého (resp. lichého) poctu transpozic, jsou pocty transpozic v kazdém
vyjddrent p sudé (resp. liché).

Dikaz: Zapisme P jako potadi
(*) (k’l,...,kn).

Zavedeme pomocny pojem inverze v pofadi jako dvojice (1, j) takové, ze i < j a k; > k;. Ukdzeme, ze
pocet transpozic ve vyjadfeni permutace p je sudy (lichy) pravé kdyz je pocet inverzi v potadi (x) sudy
(lichy). K tomu sta¢i ukdzat, ze

provedeme-li na dané pofadi jednu transpozici, zméni se pocet inverzi o liché éislo.
Vyménime tedy v pofadi (x) éisla na a—tém a f—tém misté. Tedy misto
pP= (kl, ceey ka—l; ko“ ka+1, ceey k,@_l, kﬁ, k,@+1, ceey kn)
dostavame
q9= (kla R koc—l; kﬂ; ka-l—l; B kﬂ—l; ka;kﬂ+1a R kn)

Jsou-li i,7 # «a,f, je (i,7) v inverzi v ¢ pravé kdyz bylo v inverzi v p. Totéz plati pro (i,a) a (7,[)
v piipadé, 7e 1 < a, a pro («,j), (B,j) v pFipadé, ze j > . Nové zafazeni tedy muzeme dostat u

(i) (e, j)
(i) (j,f) kdea<j< f,au
(iii) (e, f).

Zmén u typu (i) a (ii) je sudy pocet : Byla-li (,j) inverze v p, neni (j, 8) inverze v @ a naopak; byla-li
(4, B) inverze v p, neni (e, j) inverze v ¢ a naopak. Je-li tedy v p s inverzi typu (e, j) a t inverzi typu
(7,8) ajeliu=p—a—1 (potet j mezi @ a B), mad P pocet inverzi typu (i) a (ii) s +¢ a ¢ mé téchto
inverzi u — s+ u —1t, rozdil je tedy 2(u — s —t). Zbyva jediny piipad (a, 8) a ten zaruené znamena jednu
zménu. [

kde a < j < 8,

1.10 Pro p € P(n) definujeme sgnp = +1, dé-li se p napsat jako slozeni sudého poctu transpozic,
sgnp = —1, da-li se p napsat jako slozeni lichého poc¢tu transpozic.
Plati
ViTA: sgnp~! = sgnp,
sgn(poq) =sgnp.sgngq.
Dikaz: Zfeymé jsou-li 7; transpozice a p=T10730...0T,_10Ty,Je Po1 = Tpn OTp_10...0Ty 0 7. Druhé
tvrzeni je jesté trivialnéjsi. O
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X.2 Determinant a jeho vypocet

2.1 Definice: Determinant matice A = (a;;) typu n x n je definovan jako éislo

det A = Z SgN P.A1p(1)A2p(2) - - - Anp(n)-

PeP(n)
Determinant z matice
ai a1n
an1 Ann
se obvykle oznacuje takto :
an Q1in
an1 Ann
2.2 Poznamka: Tedy napf.
a b
= ad — be.
d a c

To je prakticky jediny pfipad, kdy se determinant pocita pfimo z definice. V literatufe sice jesté obcas
najdete téz navody jak “snadno” viceméné z definice pocitat determinanty typu 3 x 3, ale jiz to je nepfe-
hledné, o vétsich maticich ani nemluvé. Nau¢ime se mnohem snadnéjsi a prehlednéjsi metody vypoctu.

2.3 VETA:
1. det AT = det A.
2. Ziskdme-li matici B permutaci p 7ddku nebo sloupci z matice A, je

det B = sgn p.det A.

Dikaz:
1. Pfeskupenim souéiniteli dostdvame okamzité formuli
alp(l) .. .anp(n) = ap_1(1)1 .. .ap—1(n)n.
Jelikoz sgnp =sgnp~' (1.10), mame
det A = Z sgnp_l.ap_l(l)l e Bp=1(n)n
peP(n)
a tento soucet je podle 1.5 roven
Z SEN P-Ap(1)1 - - - Ap(n)n = det AT
PEP(n)
2. Na zakladé bodu 1 staci dokazovat pro fadky. Mdme B = (a,(;);)i; a tedy

det B =Y SN 0.ap(1)q(1) - - - Gp(n)g(n)-
q

Pfeskupenim soucinitelu a uzitim 1.10 dostaneme
det B = Z sgn q.alyqpq(]) o .an7qp—1(n) = sgnp. ngn qp_] ~a1,qp—1(]) .. -an,qp—l(n)-
q q
Podle 1.5 tedy koneéné

...=sgnp. ngn q-014(1) - - - Ang(n) = sgn p. det A.
q

O

DUSLEDEK: Shodugi-li se v matici A dva #ddky (nebo dva sloupce), je det A = 0. (Vyménou téchto fadki
se matice nezméni, ale determinant ma zménit znaménko.)
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2.4 VETA: Determinant je linedrn{ funkci kaZdého svého Fddku. Piesnéji : Necht matici A;(x) dostaneme
z matice A zachovdnim viech Fddki aZ na i—ty, kam budeme dosazovat proménnygj aritmeticky vektor x.
Potom det A;(x) je linedrni zobrazeni Vi, — R. Podobné pro sloupce.

Dikaz: Bezprostiedné dosazenim do formule v definici. O

2.5 VETA: Pricteme-li k nékterému vddku (sloupci) matice linedrni kombinaci ostatnich vddku (sloupci),
hodnota determinantu se nezménd.

Dukaz: Uzijme oznaceni 7z predchozi véty. Necht a;,...,a, jsou fadky puvodni matice. Tedy mame
det A;(a;) =det A, a det A;(a;) =0 proi # j
a podle 2.4 tedy dostavame
det A;(a; + Z aja;) = det A;(a;) + Z ajdet Aj(a;) = det A
J#i e
O

2.6 Bezprostiedné z definice vidime, ze

1 0 0 S 0 1 aig ais A1p
a2  d323 Aan
@21 Q92 A3 ... da, 0 @z a3z ... asy
=0 _ | @32 ass a3n
as1 a3z G33 ... Q3p | = aszz 433 asn | =
An2  An3 Ann
An1 dna aAn3 Ann 0 an2 ans Ann
Indukci tedy snadno dostavame
Faxt Necht a;; =0 pro i > j. Potom
det(aj;) = aj1ass .. .any.
Ndzornéj :
a1l aiz  ais a1n-1 Gin
0 a3z ao3 a2.n_1 Q2n
0 0 ass a37n_1 aA3n | = @114029 .. .0nn.
0 0 0 0 Ann
Poznamky:

1. Tento fakt muzeme ovéem také, bez indukce, dokdzat piimo z definice. Ukazte jak.

2. Samoziejmé Ze totéz plati téZ pro matice se samymi nulami nad diagondlou. O téchto dvou typech
matic se nékdy mluvi jako o maticich trojihelnikovijch.

2.7 Vypocet determinantu matice typu n x n pro n > 2 zpravidla provddime dipravou na trojihelnikovy
tvar na zakladé pravidel 2.3 a 2.5 a koneéné vypoétem z 2.6. Provedme si piiklad : Hodnotu

12 0 3 (1 2 0 3 12 0 3
2 1 3 1| |0 =3 3 —5|_ |0 1 -1 —3]
14 4 2/7 (0 2 4 -1 0 2 4 —1|7
13 -1 0l lo 1 -1 -3 0 -3 3 -5
12 0 3
01 -1 -3
==lo 0 & 7 |=-116(-14=84

00 0 -—14

ziskame nejprve odecitanim vhodnych nasobku prvniho fadku od dalsich, potom vymeénou druhého a
¢tvrtého fadku a konecné odectenim vhodnych nasobki druhého fadku od fadka tietiho a ctvrtého.
Predstavte si, Ze byste misto toho museli séitat 24 scitanci z nichz kazdy ma Ctyil soucinitele a jesté
u kazdého z nich musite pracné uréovat znaménko.
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Poznamka: Jisté jste neptfehlédli podobnost tprav determinanti a tprav matic pii fe§eni soustav
linedrnich rovnic. Je ale té7 dobfe vidét rozdily : V prvnim piipadé se pii pfeskupovani fadka néco
déje (muze se ménit znaménko), v druhém piipadé preskupeni Fadku (a ostatné ani vyndsobeni fadku
nenulovym ¢islem) na situaci nic neméni. Na druhé strané v prvnim pfipadé muzeme pracovat se sloupci
stejné jako s fadky, v druhém pfipadé by se pfi manipulaci se sloupci soustava zménila.

2.8 Jesté jeden piiklad: (Vandermondiv determinant) Jedna se o

-1
1 ar a ... af
-1
1 ay a2 a?
V=V(a,...,an) = 2 2
2 n—1
1 a, a; ... ap
Odeétenim prvniho fadku od ostatnich dostdvame
2 n—1
Lo i -
V= 0 ay—a; a3—aj ay” —aj”
2 2 n—1_ n-1
0 ap—ay a;—aj ap™' —aj

a po vytknuti (a; — a1) z j—tého Fadku (uzivdme opét linearity) a uziti prvni formule z 2.6 dostavame

1 Pl(lll,(lg) Pg(al,az) Pn_g(al,ag)

1 Pay,a Ps(ay,a oo Php_sglay,a
V= (o) ) || P00 ) e o)

1 Pl(alaan) PQ(al)an) Pn—Q(alaan)

kde Py(a1,z) = aﬁ“ + a}f_lm + a}f_z + ... 4 aizFt + 2F. Jelikoz 7iejmeé
Pk+1((11, 33) = alpk(al, CL‘) + CL‘k+1,

dostaneme postupné odec¢tenim a;—nasobku pfedposledniho sloupce od posledniho, a; —nasobku pfedp-
fedposledniho sloupce od piedposledniho,atd.,

1 ay da? ag_2
az a2 an=?

V=(aa—ay)...(an —ay) 8 =(az—ai)...(an —a1)V(as,... an,)
1 a, ai a2_2

Specidlné odtud plyne, 7e
V(ai,...,a,) =0 pravé kdy7 se nékterd dvé z é&isel aq, ..., a, rovnaji.

X.3 Minory. Vypocet inversni matice. Cramerovo pravidlo
3.1 Oznaéme A(9) matici ziskanou z matice A vyskrtnutim i—tého #adku a j—tého sloupce. Cislo
Q5 — (—1)i+j .det A()

nazyvame (i, j)—tym algebraickym doplrikem nebo minorem matice A.

3.2 Oznacme (jako ve vété 2.4) A;(x) matici ziskanou nahrazenim i—tého fddku vektorem x = (21, ..., 2,)
a podobné A’ (x) matici ziskanou nahrazenim j—tého sloupce sloupcem x7 . Plat{
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VETA: det A;(x) = Z?zl rja;; , det Al (x) = >0z,

Dikaz: Provedeme tfeba pro fadky. Oznac¢me e; aritmeticky vektor, ktery ma na j—tém misté 1 a jinde
nuly. Tedy je

kel
x=(21,...,2,) = Zmiei
i=1

a z linearity funkce det A;(—) (viz 2.4) dostavame

det A;(x) = Z z;. det A;(e;).
j=1

Mame
aiy ay5-1 aij a1 541 A1n
a;—1,1 Ai—145-1 @i—1j5 @i—14541 --- Gi—1n
detAi(ej): 0 0 1 0 0
G411 -0 i1 51 i1 Qi1 541 - .- Giglon
an1 an,j—l anj an,j-{-l Unn

Postupnymi vyménami i—tého fddku s (i — 1)—nim, toho pak s (i — 2)—hym atd. dostaneme pomoci i — 1
transpozic i— ty fadek na prvni misto tak, ze se poradi ostatnich Fadku zachova. Podobné dostaneme
j—ty sloupec na prvni misto j — 1 transpozicemi.

Tak ziskame formuli

(o]

det Ai(eg) = (<. | o % | = (<) det 4G

s pouzitim formule z 2.6. O

3.3 Specidlné dostdvame dosazenim j—tého Fadku (sloupce) za x (d;; je Kroneckeriv symbol : 0 pro
i#jalproi=j)
DUSLEDEK: Z;?:] Apjo; = Z;-L:l ajpQ; = Opi.det A.

3.4 DUSLEDEK: Bud'A reguldrni matice, «;; jeji minory. Potom pro inversni matici plati vzorec

A—l — Qij T
(detA)

3.5 Cramerovo pravidlo Na soustavu rovnic

aj1xy 4+ aezs + ...+ apr, = b
(K)o

11 + apa®s + ...+ appr, = by

se muzeme divat jako na dlohu nalézt matici

L1
X =
Ln
typu n x 1 takovou, ze
(**) Ax = f),
kde, samoziejmé,
ait a1n . by
A= ............. , b= .
an1 Ann b,
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Je-li A reguldrni, ziskdme fedeni vyndsobenim obou stran rovnice (#*) matici A~! zleva, tedy
o A-las _ a-1%
x=A""Ax=A""b.

Podle 3.4 je tedy

1
T et A ;aﬁbﬂ"

Podle 3.2 je ale suma na pravé strané rovna hodnoté determinantu matice ziskané z A nahrazenim i—tého
sloupce sloupcem b. Zjistili jsme tedy, ze plati
VETa: (Cramerovo pravidlo) Bud' A = (a;;) requldrni matice, b= (b1,...,by)T, oznacme A(i) matici

ziskanou nahrazenim i—tého sloupce matice A sloupcem b. Potom pro fesend soustavy (x) plati formule

o det A(z)
YT et A

Poznamka: Cramerovo pravidlo se pro konkretni vypocty feseni piili§ nehodi. Nékdy vsak potiebujeme
pokud mozno explicitni formuli misto procedury ; potom pfijde vhod.

X.4 Véta o nasobeni determinantiu. Determinanty orthonormalnich matic

4.1 LeMmMA: Budte A, B étvercové matice, necht C' je sestavena podle schématu

A M W (A O
o B, " \mMm B/

kde na misté oznaceném M jsou libovolnd c¢isla a na misté oznaéeném O jsou samé nuly. Potom

det C' = det A. det B.

Dikaz: Provedeme pro prvni pfipad. Upravime matici C' pomoci pravidel z 2.5 na trojihelnikovy tvar
tak, ze nejprve upravime tadky z horni poloviny, aniz bychom uzivali dalsich, a potom upravime zbyvajici
bez uzivani pfedchozich. Tim dostaneme

/ / /
a1y A1 Q13 ... Ay
/ / 7
0 aby aby ... ay,
0 0 dby ... dab, M’
f
0 0 0 am
! ! ! !
11 Y12 D13 in
! ! !
0 by, bay b,
!
(@) 0 0 33 bln
!
0 0 0 b

v niz levd horni &ast je ipravou A na trojihelnikovy tvar a prava dolni éast je takovou upravou matice B.
Podle 2.6 je tedy

Y / Y /
det C' = ajay5 . . . Ay, 011054 - - b5,

det A = a},ab,...a det B = by by, ... 0.

mim )

O

4.2 VETA: (Véta o ndsobenf determinanti) Budle A, B matice typu n x n. Potom

det(AB) =det A.det B .
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Duikaz: Vezméme matici

aiq a, —1 0 0

a921 a2p 0 —1 0

C=| an ann 0O 0 -1
0 0 b1 by bin
0 0 bnl bn? bnn

K i—tému sloupci pfi¢téme ai;—nésobek (n + 1)—ho sloupce, az;—ndsobek (n + 2)—ho sloupce, atd., az
an;—nasobek posledniho sloupce. To provedeme se véemi sloupci az do n—tého. Tim se leva horni ¢ast
anuluje a v levé dolni &asti se objevi matice AB. Schematicky tedy dostdvame

0o -E,
AB B '

Nyni mezi sebou vyménime vzdy i—ty a (n + ¢)—ty sloupec. Pfi tom by hodnota determinantu zménila
znaménko. Abychom to vyrovnali, vynasobime jesté vidy novy i—ty Fadek ¢islem -1. Dostaneme matici

b= (-EJE £B> '
Vzhledem k typu tprav, které jsme provedli je det C' = det D. Podle lemmatu 4.1 je det C = det A. det B
adet D = det(AB). O
4.3 DUsLEDEK: Bud’ A orthonormdlni matice. Potom
|det A] = 1.
Ditkaz: Jelikoz A=t = AT (viz 1X.4.2), mame podle 2.3.1 a 4.2
1 =det B = det(A.AT) = det A.det AT = (det A)2.

X.5 Geometricky smysl determinantu

5.1 Jako ve vSech téch dosavadnich odstavcich, které se tykaly geometrické interpretace budeme opét
trochu uzivat predstavivosti. Zejména bude potieba duvérovat nasledujicim dvéma faktam :

(1) Jestlize zobrazeni f : V,, = V,, (na Vj, se opét divame jako na representaci euklidovského prostoru)
zachovava vzdalenost bodu (t.]., jestliZe zachovavd metrické vztahy tak jak je zname z klasické
geometrie ; viz VIL.5.5, odtud také oznaceni ||x — y|| uzivané déle), je objem tdtvaru f[M] roven
objemu ttvaru M. Volnéji (a nazornéji) FeCeno : posuvy a otiaceni na objemu nic nezméni.

(2) Zndme-li (n — 1)—rozmérny objem z zakladny Z rovnobéznosténu R a je-li v piislusnd vyska, je
(n—rozmérny) objem rovnobéinosténu R roven soucinu z.v .

5.2 LemMA: Bud’'U orthonormdlni matice. Potom zobrazeni V,, — V,, dané predpisem
x = x.U
zachovdvd vzddlenost bodii.
Ditkaz: Mame ||x — y||* = Y(zi — y;)* == (x — y)(x —y) (skaldrné) = (x —y).(x — y)" (maticove).
Jelikoz zfejmé x.U —y.U = (x — y).U, dostdvdme
[xU = yU|I” = ((x = y)U)-((x =3)U)" =

=x-y)UU" (x—y) = (x-y)x-y)" =|[x-yl*
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5.3 LEMMA: Bud’ A reguldrni matice. Potom existuje orthonormdlni matice U takovd, Ze

byy 0 O 0
Ay | b 0 0
bnl bn2 bnS bnn

je trojuhelnikovd matice.

Diitkaz: Radky ap,...,a, matice A tvoii bazi a tedy podle véty VIL5.8 existuje orthonormalni baze
vi,...,v, takova, 7ze pro kazdé k < n je

L:( al,...,ak):,C(vl,...,vk )

Existuji tedy cisla b;; takova, Ze

Tedy, polozime-li

bin O 0 0
B by1 bay 0 0 ’
bnl bn2 bn3 bnn
plati pro (orthonormalni) matici V' se fadky vi,...,vy
A=B.V.

Polozime U = VT. O
5.4 VETA: |det A| je objem rovnobézinosténu urceného fadky matice A.

Dukaz: Neni-li A regularni, jsou fadky linedrné zavislé a tedy je objem pfislusného (degenerovaného)
rovnobéznosténu roven 0 = det A. Muzeme tedy predpokladat, 7e A reguldrni je. Oznacme ai,...,a,
Jjeji tadky. Vezméme U a b;; z lemmatu 5.3. Mame

aiU: (b”,,b”,O,,O):bz

Podle lemmatu 5.2 a pfedpokladu 5.1.(1) je objem rovnobéznosténu urceného vektory

ai,...,a, roven objemu rovnobéznosténu urceného vektory bq,...,b, . Podle 4.2 a 4.3 je
|det A| = | det B.

Staci tedy ukazat, Ze objem rovnobéznosténu uréeného vektory bi, ..., b, je roven absolutni hodnoté
determinantu

bir 0 0 0

ba1 bay 0 0

)

bnl bn? bnS R bnn

t.j. ¢islu |b11.bag. .. .. bnn| = |b11].1b22]. - - . .|bnn|. To konecné snadno zjistime indukci na zakladé pravidla

5.1.(2) : |b11] je obsah prvni (jednorozmérné) zdkladny, a |bxk| je vzdy vyska rovnobéznosténu urceného
vektory bi,...,bg v podprostoru

V];:{(l‘l,...,l‘k,o,...,O) | ($1,...,Ik)EVk}

nad zdkladnou, kterou je rovnobéznostén uréeny vektory bi,...,bg—1 v podprostoru V;/_,. O
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XI Rady, zvl4sté pak mocninné

XI.1 Soucet fady jako limita a jedna potiz

1.1 Mg¢jme ddnu posloupnost ai, as, .... Na jeji soucet (mluvi se o souctu fady) je celkem pfirozené se
divat jako na limitu

[ee] n

S o0 = Jim 3

k=1 k=1

Existuje-li tato limita a je-li konecna, fikame, ze fada Y ar konverguje. Ze stiedni skoly asi zndte jeden
vyznamny piipad, t.zv. geometrickou fadu. Jelikoz

g(1_|_q_|_..._|_q”):q_|_q2_|_..._|_q“+1:(1_|_q_|_..._|_q”)_1_|_qn+1’

mame
1_qn+1
]+q+...+q":7
l—gq

a tedy, je-li |q| < 1, je v nahofe zminéném smyslu
[ee]
I
k=0 1= q

1.2 Podivame se nyni na jednoduchy ptipad fady, kde takovyto soucet je nekonecny, t. zv. harmonickou
fadu

1+1+1+ +1+
2 3 n

Ze je soucet opravdu nekoneény vidime takto:

R S >10’“+1—10’“_ 9
10k +1 10k +2 10k+1 106+ 710’
takze .
—n 10°

Z toho ovsem ihned vidime (viz 1.2.1), ze

(1) Z [\}n
n=1

pro libovolné K > 0. Na tomto pitkladé je podstatny ten fakt, ze sama posloupnost (%)n konverguje
k nule. To 7e lima,, = 0 je zfejmé nutnd podminka k tomu, aby fada Y a, ve smyslu 1.1 konvergovala.

P#iklad ukazuje, Ze to neni podminka postacujici. Mimoto je to piiklad dost krajni: da se ukazat
(uvidime to v jedné z dalsich kapitol), 7e pro libovolné malé ¢ > 0 jiz > — konverguje.

= 400

1.3 Alternujici fada: Rada

1 1 1 1
@) 'Taty

4 5
konverguje ve smyslu 1.1 k néjakému koneénému &islu. Ozna¢ime-li zde s, souéet prvnich n ¢élenu, vidime

snadno, ze posloupnost s,, je cauchyovskd. (Pfesvédéte se, Ze tomu tak opravdu je. Stadf si uvédomit, 7e
plati nasledujici inkluze pro intervaly

(s2k, S2k—1) D (S2k, s2k+1) D (S2k+42, S2k4+1).)
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1.4 Pifklad alternujici fady ukazuje odidnost pojmu souétu jako limity. Rada (2) konverguje (zfejmé
k n&jakému éislu mezi % a 1) a podle (1) na druhé stran& snadno vidime, Ze

(3) 1+ ! + ! +
3 5
roste nade vSechny meze, a ze
1 1 1
4 __________
) 2 4 6

klesd pode vsechny meze. Ukdzeme, Ze fadu (2) muzeme prerovnat tak, abychom dostali libovolny predem
dany soucet a (pfedstavujte si tfeba a = 1000005). Scitejme kladné ¢leny z (3) tak dlouho, az soucet
poprvé prekro¢i a. Poznamenejme si, které s¢itance jsme jiz pouzili a pokracujme zapornymi scitanci
7 fady (4) tak dlouho, a7 se dostaneme k souétu < a. Déle pokracujme dosud nepouzitymi sé¢itanci z (3)
tak dlouho, a7 zase dostaneme soucet > a, vratime se k nepouzitym séitancim z (4) a tak pokracujeme.
Procedura nikdy neskonéi (¢islo a vidy prekracujeme), takze v limité se vdechny séitance spotiebuji (a
kazdy je pouzit pravé jednou). Z toho,7e obracime smér vidy po prvnim piekroceni, a 7e kroky se libovolné
zmensuji, konetné vidime, 7e limita ¢asteénych souétu je a.

XI1.2 Absolutni konvergence a dvé kritéria

2.1 Rekneme, 7e fada 3. a,, konverguje absolutné, konverguje-li ve smyslu 1.1 fada S |a,,|.
VETA: KaZdd absolutné konvergujici fada konverguge.

Diikaz: Oznaéme s, =Y. ax, 5, = 9. |ax|. Podle trojiithelnikové nerovnosti mame

n+r n+r
(1) |Sn4r — sn| = | Z ag| < Z lak| = [Sntr —5nl.
k=n+1 k=n+1

Jelikoz >~ |a, | konverguje, je (3,), cauchyovskd a tedy konvergentni. O
2.2 S absolutné konvergentni fadou se nam nemiuze stat to, co se stalo s alternujici fadou v 1.3. Plati
VETA: Necht " a, konverguje absolutné. Potom jeji soucet nezdvisi na prerovndni sc¢itanci.
Dikaz: Bud

j1;j2aj3; e ';jn; T
libovolna posloupnost cisel 1,2, -+ v niz se kazdé z nich objevi pravé jednou. Mame dokazat, ze

n n
Jim, 2 i = Jim ) o
k=1 k=1

Ozna(‘,me. s =y ar, 5=y |ag|. Zvolme ¢ > 0 a naleznéme ng takové, aby |3 0 |ax| — 5| < §. Jelikoz
séitance jsou nezaporné, musi pak nutné pro kazdé r byt

notr
£
2 Sl < £
no+1
Bud’ ny > ng takové, 7e
3 S - o)l <
' k=1 ' 2

a ny > ng takové, ze
{L"'anl} - {jl;"';jn2}~
Bud nyni n > ny. Polozme K = {j1,---,jn} \ {1, -+, n1}. Potom z (2) a (3) dostaneme

i n1 ni
|Zajk—8|:|Zak+2ak—5|§|Zak—5|+2|ak|< %-{—%:5,
k=1 k=1 K k=1 K
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2.3 VETA: Necht |a,| < b, a necht 3 b, konverguje. Potom y_ a, konverguje absolutné.
Ditkaz: (3" |ak|)n je neklesajici posloupnost a je zfejmé shora omezena &islem 5™ by. Uzijte 1.2.3. O
2.4 VETA: Bud’'q < 1. Necht bud existuje ng takové, Ze pro n > ng

An 41
[¢2)

(kritérium D’Alambertovo), nebo takové, Ze pron > ng

Vlan| < q

(kritérium Cauchyovo). Potom ) a, absolutné konverguje.

Dikaz: Necht plati prvni podminka. Indukci snadno zjistime, Ze

a
|angtn| < lan,| - ¢* = u gt
q 0

Plati-li druha podminka, dostavame hned
n > mo = lan| < 4"
Volime nyni K dost velké tak, aby |ax| < K¢* téz pro k =1,---,ng — 1. Potom mame pro viechna n
|an| < Kq”
a tvrzeni plati podle 2.3 a 1.1. O
2.5 Poznamka: Tato kritéria éasto nepomohou. Napft. seétenim vidy dvou po sobé néasledujicich ¢lenu
alternujici Fady zjistime, zZe . . .

6 20 T a1

konverguje, neni to viak vidét z 7adného z obou kritérii. V jedné z dalsich kapitol uvedeme mnohem silnéjsi
tzv. integrdlni kritérium.

Ly +
2

XI1.3 Posloupnosti a fady funkei

3.1 Mgjme dénu posloupnost funkef (f,), se stejnym definienfm oborem D. Rekneme, 7e konverguje
k funkci f, oznaéeni

fo—= 1,
jestlize

Yz e D nli}rglo fa(z) = f(2).

Podobné mame-li posloupnost funkei (ay)n, fekneme, ze fada Y. a(z) konverguje, jestlize konverguje
posloupnost funkei (3" ag(z))n.Ve ziejmém smyslu uzivame vyrazu, 7e ., ax(z) konverguje absolutné.

3.2 Prosty pojem konvergence z 3.1 pro nas nebude pfili§ zajimavy. Limity funkei v tomto smyslu nemaji
pfili§ dobré vlastnosti (z hlediska téch zalezitosti, které studujeme — pro jiné ticely to mize byt naopak
uziteéné). Napf. se nezachovavd spojitost: Vezméme t¥eba funkee f, (z) = 2" na (0, 1). Maji limitu f(z) =0
proz <1, f(1) = L.

Zavedeme nyni velmi dilezity pojem stejnomérné konvergence.

DEFINICE: Rekneme, e posloupnost funkef (fn)n s definiénim oborem D stejnomérné konverguje k funkei
f, oznaceni

=1,

jestlize Ye > 03ng tak, ze n > ng = |fa(x) — f(2)] < € pro vechna x € D. (Zamyslete se nad tim, v cem
se stejnomérnd konvergence od konvergence z 3.1 1isf!)
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3.3 VETA: Necht f,, =% f a necht f,, jsou spojité funkce. Potom 1 f je spojitd.
Diikaz: Zvolme x v definiénim oboru a ¢ > 0. Bud' n takové, Ze |f,(y) — f(y)| < § pro kazdé y. Zvolme
nyni § > 0 tak, aby
€

|z —yl <= [fulz) = fa(W)l < 5.
Potom pro | —y| < § mame |f(z) = f(y)] = [£(2) = fn(2) + fu(2) = fu(y) + In ) = F)] < |/ (@) =
fo@) 4 1fa(@) = fa(W) + [fa(y) = fO)| <5+ 5+5=¢ O
3.4 VETA: Necht f, maji spojité derivace f/, necht fl =g a f, — f. Potom f md derivaci a sice g.
Dukaz: Mame

fle+h) - f(z) feth)—falzth) [f2)—fa(z)  folz+h)— fo(z)

HEN =D =) Sale ) _ S0 gnle) | St N = fale) gy,
S pouzitim véty o stfedni hodnote déle upravime na - | flzth) f” (oth) _ f@ ) () +fi(z+9h)—g(z+
Oh)+g(z+0h)—g(2)| < | f(z+h) = fu (z+h) |+ - If( ( |+|fn(a:+19h) g(z+0h)|+|g(z+0h)—

g(x)|. Zvolme ¢ > 0 tak, aby pro |y—=z| < d bylo |g(y) —g(z )| < § (podle 3.3 je g spojitd). Tedy pro |h| < d
Je posledni scitance menél’ nez 5 (U je mezi 0 a 1). Zvolme nyni |h| < d libovolné ale pevné. Naleznéme
nyni n tak, aby |f}(y) —g(y)| < $.|f(x +h) — fa(z + )| < F|h], f(z) — fa(x)] < §|h|. (Stejnomérnou
konvergenci potiebujeme jen u f},, tam nevime, kde z + ¥h pFesné je, u f, se jedna o konvergenci ve dvou

urcitych bodech.) Dostavame
fle+h)—f=)

| h

—g(x)| <e.
O

Pozndmka: Jen f, = f a existence derivaci by nestacily. K cemu konverguje (fn)n kde fn(z) =

2n/,.9n 19
N x +n.

3.5 Jeliko7 se spojitost zachovava pro koneéné soucty, dostavame z 3.3

DUSLEDEK: Necht a,(z) jsou spojité funkce a necht s(z) = Y.~ a,(z) konverguje absolutné. Potom je
s(x) spojitd.

3.6 Jelikoz derivace kone¢ného souctu je soucet derivaci, dostavame z 3.4

DUSLEDEK: Necht a, (x) maji spojité derivace a!,(z), nechty_ a,(z) konverguje a necht Y a!, (z) konverguje
stejnomérné. Potom )" an(x) md derivaci, a sice

(Z an(a:_))/ = Z ay, (z).

(Jinymi slovy, za danych okolnost{ mizeme fadu ) a, () derivovat ,élen po élenu®)

3.7 Necht f, jsou funkce definované na oboru D bez krajnich bodi. Rekneme, 7e funkce f, konverguji k f
lokdlné stejnomérné, jestlize pro kazdy bod z € D existuje otevFeny interval J 5 z takovy, 7e f,|J = f|J.
Ziejméf je spojitd v bodé x prdvé kdyz je pro néjaky otevieny interval J 3 x funkce f|J spojitd v bodé x, a
f md derivaci A v bodé x prdvé kdyz pro néjaky otevieny interval J > & md f|J derivaci A v bodé . Proto
vSechna tvrzeni z odstavcu 3.3-3.6 plati, nahradime-li stejnomérnou konvergenci lokalné stejnomérnou
konvergenci.

3.8 VETA: Necht fada redlngch éisel b, konverguje a necht pro funkce a, (z) s definicnim oborem D
plati
z €D = |ay(z)] < by

Potom " an(z) konverguje absolutné i stejnomérné.

Duikaz: Je mozno nechat &étenafi jako jednoduché cviceni. Navod:

n+r n+r n+r
Do ar(@)| <Y far(@) <D be.
k=n n n
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XI.4 Limes inferior

4.1 Bud’ (a,) posloupnost redlnych cisel. Limes inferior této posloupnosti, oznaceni
liminfa,
n
je ¢islo (koneéné nebo nekonecné)
s1711p I\PZIE ag.
4.2 VETA:
1 Emistuge-li konecnd lim,, a, je liminf, a, = lim, a,.
2 Plati-li im inf,, a,, = co prdvé kdyz lim, a,, = co.

3 liminf, ap4n, = liminf, a, pro libovolné pevné ny.

Dukaz:

1 Necht lim,, a,, = A, zvolme libovolné € > 0. Zvolme € > 0 takové, ze pron > ng je A —¢ < a, < Ae.
Tedy pron > ngje A—e < insz” an < A+e. Jelikoz posloupnost (inkan ai)n neklesd, plyne odtud

A—e<supinfar < A+e.
S sup gt ok S

Jelikoz ¢ bylo libovolné malé, plyne odtud sup,, infx>, ar = A.
2 Zvolme K libovolné. Je-li liminfa, = oo, je pro néjaké n
. f I/P
ol o> K
takze Yk > n je ap > K. Je tedy lima, = oco. Naopak necht lima, = oco. Pro dostatecné velké n

plati, ze k > n = ax > K, tedy infg>n, ag > K. Tedy sup,, infg>, ag > K. Jelikoz K bylo libovolné,
je sup,, inkan ap = 00.

3 Je trivialni. O

4.3 VETA: Necht lim, b, = B je konecnd kladnd. Potom pro libovolnou zdola omezenou posloupnost (an)n
plati
liminf(bna,) = Bliminfa,.

Dikaz: Je-li liminfa, = oo plyne tvrzeni bezprostiedné z 4.2 a véty o limité ndsobktu. Nechf tedy
liminfa, = A je kone¢né ¢islo. Zvolme € > 0 takové, aby A — e > 0 a ddle ng tak, aby pro n > ngbylo

B—-—e<a, < B+e.
Potom pro n > ng ziejmé plati

inf bpap > inf (B —¢)ar = (B —¢) inf ag
k>n T k>n ’ k>n

a tedy tim spis
S =sup inf brar > (B — ¢) inf ai
n k>n - k>n

a odtud

S .
(1) Bz > knzlﬁak pro n > ng.

Jelikoz v8ak posloupnost (klr>1f ag)n neklesd, plati tato nerovnost pro kazdé n a mame
n

> sup inf aj + A
B_e =Pt
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a koneéné
(2) S>(B—-¢)A.
Na druhé strané je pro n > ng
inf beai < jof (B4 e = (B+2) jnf by < (B +2)A

Tedy
(B-2)A<S<(B+e)A

a jelikoz € bylo libovolné malé, S = B - A. O

XI.5 Mocninné fady

5.1 DEFINICE: Mocninnou fadou s koeficienty a,, a stfedem ¢ rozumime vyraz

(%) Z an(z —c)"

(Zatim formdlné, hned si ale ukdzeme, kde takova fada konverguje.)
5.2 VETA: Bud’ (ay)n posloupnost redlnych éisel, oznaéme
1
Nanl
V oboru (¢ — r,c+ r) fada (*) konverguje absolutné a lokdlné stejnomeérné. Je-li |& — ¢| > r, fada ()
nekonverguje.

r = liminf

Pozndmka: O pfipadu |¢ — ¢| = r netvrdime nic.
Dukaz:

I. Zvolme 0 < p < r. Ukdzeme, ze na intervalu J = (¢ — p,c + p) fada konverguje absolutné a
stejnomérné. Pro z € J a K koneéné, p < K < r mame

1
|m—c|<p§ﬁ-supinf

K k,/|(1,k|

takze polozime-li ¢ = £ (tedy 0 < ¢ < 1), mame
1| < nf 1
—|z — ¢| < sup inf ——
q S P

a tedy

1 1
Vk>n—|z—c|l <

q Y laxl
a po umocnéni a dalsich zfejmych dpravach

Yk > nlag(z — )| < ¢*.

Zvolme C' dost velké tak, aby
Jan(z — )| < C - ¢*

platilo 1 pro k < n a prvni tvrzeni dostaneme z 3.8.
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IT. Bud’ |z — ¢| > sup,, infg>, #\/_l Tedy
2 .

Vnl|z—ec| > inf

1
k2n N/lag|
To znamend, ze pro kazdé n existuje k(n) takové, ze

1

k(n\)/ |ak(n)| ,

|z —c| >

tedy takové, ze

ar(n) (2 — c)k(n)‘ > 1.

V tomto pfipadé tedy séitance fady (*) ani nekonverguji k nule (a tedy posloupnost soucti neni
cauchyovskd). O

Umluva: Cislo r 7 této véty se nazyva polomeérem konvergence a interval (¢c—r, c4+r) kruhem konvergence
Fady (*).

5.3 VETA: Rada Y oo na,(z — ¢)"~1 md tentyz polomér konvergence jako fada Y ow an(z — c)™.

Dukaz: Mame lim {/n = lim % logn = ¢® = 1 jak snadno zjistime uzitim L’Hospitalova pravidla. Tedy
podle 4.3(a 4.2.3) plati pro polomér konvergence tady 5. na,(z — ¢)"~!

liminf ———— = 1lim ni -lim inf# = liminf

1
[}

5.4 7 vét 5.3,5.2 a 3.6 (viz pozndmku v 3.7) dostdvame okamzité

DUSLEDEK: Mocninou fadu mizeme v jejim kruhu konvergence dertvovat (a ovsem téz integrovat) clen po
élenu.

XI.6 Opét jeden vylet do komplexnich ¢isel

6.1 Pfipomenme si, Ze pro komplexni ¢islo z = 2 4 iy je absolutni hodnota definovana jako
|2l =V2E =V + 2.
Zcela bezprostiedné je vidét, ze pro tuto absolutni hodnotu plati, jako v p¥ipadé realnych é&isel
|z122] = [21]] 2.
Jako v pfipadé redlnych ¢isel plati téz trojuhelnikovd nerovnost
|21 4 22| <z1] + |zal,

tentokrat je to ale na rozdil od zcela trividlni trojihelnikové nerovnosti v R mnohem hlubsi fakt.
(Pouzijeme tieba nerovnosti o skaldrnim soucinu, kterou zndte z :

1y + yial < \Jed + v Jed 4 o
Dostaneme

|21 + 20 = (21 4 22)? + (1 + y2)? = 27 + 2z120 + 22 + Y7 + 2p1y0 + ¥h =

= 23+ o} + 2oy +yie) + 23+ 3 < (o + )+ 2y/2d + 2ol 03+ (2 4 0d) =

(lz1] + |221)%)
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6.2 Definici limity posloupnosti komplexnich é&isel a definici cauchyovské posloupnosti je mozno vyslovit
formalné plné stejné jako v redlném piipadé. Totiz u limity formuli Ve > 03ng tak, 7e n > ng = |z, — L] <
g, a u cauchyovské posloupnosti formuli Ve > 03ng tak, ze m,n > ng = |zm — 2zn| < € (i kdyz absolutni
hodnota ted’ znamena néco jiného). Opét plati véta, ze posloupnost komplexnich c¢isel konverguje prdvé

kdyz je cauchyovskd. Staci si uvédomit, 7e je-li z = x + iy, je
(%) 2], [yl < [2] < ||+ [yl
Z této nerovnosti vidime, ze (2, + iy,), je cauchyovskd v pravé zavedeném smyslu pravé kdyz (z,), a
(Yn)n jsou cauchyovské v tom smyslu, ktery zndme. Tedy budou mit redlné limity z a y, a z (*) snadno
vidime, 7e

r+iy = ]ign(mn + iyn)
v nyni zavedeném smyslu.

6.3 Definici konvergence a absolutni konvergence fady muzeme rozsiFit na pifpad komplexnich posloup-
nosti a véty 2.1, 2.2 a 2.3 plati i v novém smyslu. Dikaz je mozno doslova opakovat — rozdil je jen v tom,
7e za trojihelnikovou nerovnosti je nyni hlubsi fakt. Stejné tak muzeme doslova opakovat dikaz véty 5.2.
Jelikoz v8ak v komplexnim oboru zatim nemame definovanu stejnomérnou konvergenci, budeme zatim to,

co se dozvidame formulovat opatrnéji. Tfeba takto: Pro ¢islo r = liminf i‘/ll | plati, ze je-li |z — ¢| < r,
An

fada ) anz" absolutné konverguje, je-li |z — ¢| > r, fada nekonverguje vibec. Nyni je obor v némz fada
konverguje skuteény kruh se stfedem ¢ a polomérem r. O mocninnych fadach v komplexnim oboru se
dozvime vice v jedné z dalgich kapitol. Tam také uvidime, 7e plati i fakta odpovidajici vétam z 3.6, 5.3 a

5.4.

6.4 Polomér a kruh konvergence 7 iumluvy v bodé 5.2 tedy skutecné souvisi s jakymsi kruhem v roviné. To
Jje dobré mit na mysli, kdyz hledame vysvétleni toho, pro¢ ta ktera fada pfestdva fungovat jako vyjadrent
néjaké funkce. Napf. nas jisté neprekvapi, 7e pfi zapisu

1
. =14z 4zi4...
11—z

rv 2

se obor fungovéni omez{ na interval (—1, 1). Pfi z blizicim se k 1 totiz sama funkce ﬁ utika do nekonecna.

1

1707 @ rozepiseme ji na

Vezmeme-1i ale funkci

l—a? 42t —af4 ...

(jako geometrickou fadu pro ¢ = —z?), mame zase fadu, kterd konverguje jen v (—1,1), co# jiz trochu
prekvapit muze, protoze u funkce 1+1I2 hodnoty p#i dalsim vzdalovani od nuly klesaji. Ale my jiz vime, 7e
oblast konvergence je kruh v komplexni roviné a muze se zarazit o bod mimo R, v tomto piipadé o i, kde

funkce do nekoneéna opét utika. Tento duvod zastaveni nemuzeme ovéem na realné ose pozorovat.

XI1.7 Taylorovy tady

7.1 Pfipomenme si vétu V.6.2. Oznaéme na okamzik Tayloruv zbytek symbolem

) (e (n+1)
R +1)(f2) (: fz) - zk: —of k!( )(x —o)f = f;nTI(f!)(l‘ — c)”“) :

Méjme nyni funkci f takovou, 7e
(a) ma derivace vSech f4du v n&jakém intervalu J = (¢ — A,e+ A), a
(b) pro z € J je 1i_>m R,(f,z) =0.

Potom pro « € J mame

n—00 n—00

(k) (e "R (e
S =t = tim S L0 o = i (1) = Busa(7,2)) = 1),
k=0

Mocninnou fadu

=L FR) (e
ka'()(x—c)k

nazyvame Taylorovou fadou (o stfedu ¢) pfislusnou k funkei f (nebo Taylorovym rozvojem funkce f).
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7.2 Nékolik pi#ikladi: Pripomenme si V.6.3. Jelikoz zfejmé pii pevném z je nl;rr;o (neTél)!m”"'l (& se

pohybuje mezi 0 a x) rovna 0, mdme Tayloriav rozvoj

2?23

r _ T
€ —1+ﬁ+g+§+“'

platny v celém R. Podobné mame Taylorovy rozvoje

3 xP

s1nm:ﬂ—§+a—~-~,
22 gt
cosz:l—i+ﬂ—-~~.

Nebo tfeba snadno zjistime indukci, Ze
(Igz)®) = (=1)*+! . (k — 1)1”
a tedy rozvineme funkci lg 2 kolem bodu 1 takto:

lgm:(az—l)—(m_.zl) +(I_31) -

(Zjistéte sami zda a kde zbytek konverguje a jaky je polomér konvergence této fady. ) Jesté rozvineme
funkei

£@) = (1 4 2)°
v okolf nuly. Mdme f’(z) = a(1 + 2)*~ ", f’(2) = a(a — 1)(1 + )*~2, a indukci snadno ovéiime

@) =afa—1)-(a—k+1)(1+2)*",

Tedy (opét proberte konvergenci zbytku sami) pro z € (—1,1) je

o > ala—=1)-(a—k+1)
(T4 2) _l;] 7 z*.

Uvédomte si, ze pro celé kladné a je

afa—1) (o —k+1) _ (a>

k! k

Podrzime-li toto znaceni 1 pro ostatni «, dostaneme

(1+2)% = :go <Z> 2k

coz nam jisté ndpadné (a také spravné) pfipomind binomickou vétu. Samozfejmé nenajdeme explicitni
formuli pro f(k)((:) tak snadno jako v téchto pFipadech. Nékdy mohou pomoci i jiné obraty, jak se hned
presvédcime.

7.3 VETA: Mocninnd fada f(z) =5 o an(z — ¢)™ je svou vlastni Taylorovou fadou o stiedu c.

Dikaz: Podle 5.4 je

e}

FE @) =D ann(n—1)(n—k+1) (z—c)"7F,

n=~k
) (k) () . . .. ,
takze f(k)((:) = ag k! a tedy ap = %—l Jelikoz Fada konverguje, zbytek Ry,y1(f, ), ktery je nyni

Zzozn_H an(x — ¢)”, konverguje k nule. O

7.4 DUSLEDEK: Shoduji-li se funkce Y .~ can(z —c)® a d o bn(z — )" proz € (c —68,c+§), kde § je
néjaké kladné ¢islo, je a, = b, pro véechna n. Tedy dokdzZeme-li néjakou funkci jakymkoli postupem napsat
jako mocninnou fadu, nalezli jsme tim jeji Taylorovu Fadu.
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7.5 Dva ptriklady:

1. Rozvineme si lg z (viz 7.2) tentokrat bez po¢itani derivaci. Podle vzorce pro soucet geometrické fady
mame

(lgx)lz%:ﬁ:1—(1‘—1)+(z—1)2—(z_1)3+..._

Podle 5.4 miZeme fadu zintegrovat a dostaneme

12 _1\3
gz = C 4z & 21) g 31) I

Jelikoz Ig1 =0, musi byt C' +1 =0 a tedy C' = —1.

2. Rozvineme arctg z. Mame

1
(arctgz) = T =124zt — b 48—
a tedy zintegrovanim dostaneme
R S
arctge=CH+ec— —+—— —+ ——--.

3 5 7 9

Jelikoz arctg 0 = 0, musi byt C' = 0. Tady by postup pfes zjistovani vSech derivaci v nule byl velmi
pracny. Mimochodem, dostdvame zde té7 hezkou formuli pro ¢&islo 7. Mame arctg 1 = % a usoudime,
7e

To sice konverguje velmi pomalu, ale ma to jistou estetickou hodnotu. Pozor: dopustili jsme se zde
opovazlivosti, totiz dosadili jsme & = 1, coz je jiz na kraji kruhu konvergence. Spravné bychom méli
dokazat, ze

Zkuste to!

XI.8 Poznamka o souétech pfres nekoneénou mnozinu.

Na pocatku této kapitoly, v 1.1, mozna nékoho zarazila formulace ,je celkem prirozené divat se na soucet
Jako na limitu atd.“. Kriticky ¢tenaf si mozna polozil otazku: Jak jinak bychom se na ten soucet méli divat?
Takto: Je-li M libovolna mnozina, koneéna nebo nekoneénd, a jsou-li ay, definovany pro m € M, fekneme,
ze tento systém ma soucet s (oznacovany Y am,) jestlize Ve > 0 existuje koneénd K C M takova, ze pro
kazdou koneénou I, C M takovou, ze K C L plati|}", a,, —s| < e. Pro redlna &isla tato séitatelnost splyva
s absolutni konvergenci, a hodnota sou¢tu je stejna. Ma to ale platnost v mnohem 8ir§ich souvislostech a
chova se tak, jak se na soucet slusi:

— nezavisi na pofadi, ostatné je definovdn bez sefazeni mnoziny M (komutativita),

— je-li M disjunktni sjednoceni mnozin M;(j € J) a ), am existuje, pak existuji s; = ZM] am a téz
>.78j,aplati 37, an, =), s; (asociativita),
— existuji-li )~ am =aa ) b, =b, existuje téz 3, amb, aje roven a-b (distributivita).

Jesté bych zapomnél dodat, ze pro redlna c¢isla, ale i pro mnohem obecnéjsi piipady, plati, Ze soucet
> a7 @m Je zajimavy jen pro spocetné M: Ma-li totiz smysl, je a,» = 0 az na spocetné mnoho m.
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XII Neékolik zakladnich fakt o metrickych prostorech a spojitosti

XII.1 Zakladni pojmy

1.1 DEFINICE: Metrikou na mnoziné X rozumime zobrazeni p : X x X' — R spliiujici nasledujici pozadavky:
(1) plz,y) >0 ap(z,y) = 0 pravé kdyz = = y,
(2) p(z,y) = ply, =),
(3) plz,y) + p(y, 2) > p(x, z) (tzv. trojihelnikova nerovnost).

MnozZina spolu s metrikou na ni se nazyva metricky prostor, o prvcich metrického prostoru mluvime jako

o bodech.

Pozndmka: Pojem metriky zachycuje intuitivni pfedstavu vzdalenosti (ostatné se nékdy #ika vzddlenost
misto metrika).Vsimnéte si zejména nazorného pravidla(3): nejkratsi cesta z bodu 2 do bodu z nenf jisté
delsi nez takova cesta, pfi niz jeSté predepisujeme, Ze musime jit pres y.

1.2 Priklady:

1. R se vzdélenosti |2 — y|. Zcela obdobné, vzpomeneme-li si na XI.6.1, mnozina C komplexnich é&isel
se vzdalenosti |z — y|.

2. Velmi trivialni pfipad: Na mnoziné X polozme p(z,y) = 1 pro  # y, p(z,z) =0
3. Euklidovsky prostor dimenze n (n-rozmérny euklidovsky prostor). Na mnoziné
{(ml,...,mn) | x; EIR}

zavedme metriku predpisem

p((:vl, ceo @), (1, .,yn)) = Z(xj —y;)%.

Splnéni podminek (1) a (2) je zfejmé. K ovéfeni trojihelnikové nerovnosti si pfipomeneme nerovnost

‘Zajbj‘ <D oai/ Db
7z . Mame
pla, )= (2 —2)* =3 (=) + (0 — )" =
D =) 42> (m— i)y —z) + (g — ) <
> e —y)’ + 2\/2(%’ - yj)z\/Z(yj — )24y (v — %)’ =

p(z,9)* +2p(z,9) - p(y,2)> = (p(w, ) + ply,2)) "

Popsany prostor se obvykle oznacuje [E,,. Uvédomte si, ze v tomto znacdeni
je Eq totéz co R.

4. Bud’ X libovolna mnozina. Oznac¢me

F(X)

mnozinu vSech omezenych realnych funkci na X opatfenou metrikou
p(f,g) = sup |f(z) —g()|.
TzeX

Ovéfeni podminek je jednoduché cviceni.
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1.3 Pro bod z metrického prostoru (X, p) a ¢ > 0 definujeme
Qz,e) = {y ceX | plz,y) < 5}.

O této mnoziné se mluvi jako o e-ovém okoli bodu x nebo o ¢-ové kouli se stredem z. Chceme-li mit jasno,
o ktery prostor se jedna piseme Q(x ,) nebo Qx misto Q. Podmnozina U C X se nazyva okolim bodu z,
existuje-li ¢ > 0 takové, ze Q(z,¢) C U. Uvédomte si, ze jde o velmi ndzornou zdlezitost: zachycuje to
situaci, kdy bod je mnozinou U obklopen a nenf jen nékde na kraji. Rekneme, 7e U C X je oteviend, je-li
okolim kazdého svého bodu.

1.4 VETA: Q(x,€) je oteviend mnoZina.

Dukaz: Je-li y € Q(z,¢), je p(x,y) < e. Zvolme n > 0 tak, aby p(z,y) + 17 < €. Potom Q(y,n) C Q(z,€):
skutecné, je-li p(y, z) <n, mame p(z,2) < p(z,y) + p(y,2) +n<e. O

1.5 VETA: 0 a X jsou oteviené podmnoziny (X, p). Jsou-li Uy, Uy oteviené, je Uy N Uy oteviend. Jsou-li
Uj,j € J, oteviené, je | JU; oteviend.

Dikaz: Prvni tvrzeni je trividlni. Budte Uy, Uy oteviené, x € Uy N Uz. Potom pro né&jaké ¢; > 0 plati
Q(z,e;) C Uj. Zvolime-li tedy € = min(ey,€2), mame Q(z,g) C Uy N Us. Budte U; oteviené, z € |JU;.
Potom je x € Uy pro n&jaké k a tedy pro vhodné ¢ > 0 je Q(z,¢) CU, CUU;. O

1.6 Rekneme, 7e posloupnost bodii (), metrického prostoru (X, p) konverguje k bodu x | nebo ze limita
posloupnosti x, je x , oznaceni
r =limaz,,
n

Jestlize
Ve > 03 ng tak, ze n > ng = p(z,, ) < €.
Zcela trivialni je
P0ZOROVANI: Je-li lim, z,, = z, je pro kazdou podposloupnost (zy, ), takélim, zx, = .

1.7 Rekneme, 7e M C (X, p) je uzaviend, jestlize pro kazdou posloupnost (2,),, kterd lezi v M a
konverguje v X, je té7 limz,, € M.

1.8 VETA: Podmnozina M C (X, p) je uzaviend prdvé kdyz X \ M je oteviend.

Dukaz: Bud M uzaviend, x € X \ M . Kdyby pro zadné € > 0 nebylo Q(z,¢) € X \ M, mohli bychom
specidlné pro kazdé n najit z, € Q(z, %) N M. Potom by ale (zn)n lezela v M alimz, = ¢ M — spor.
Necht M neni uzaviend. Zvolme posloupnost (2, ), bodl z M takovou, ze = limz, € X \ M. Proe >0
zvolme n tak, aby p(z, z,) < €. Potom §(z, ¢) obsahuje x, € M a nelezi tedy v X \ M. O

1.9 7 1.8 a 1.5 (a zndmych DeMorganovych formul{) dostaneme okamzité

DUsLEDEK: § a X jsou uzaviené. Jsou-li My, My uzaviené, je i My U My uzaviend. Jsou-li Mj,j € J
uzaviené, je i (|; M; uzaviend.

1.10 Vzddlenosti bodu x € (X, p) od mnoziny A C X rozumime ¢islo
p(z, A) = inf{p(z,y) |y € A}.
Uzdvérem mmnoziny A rozumime mnozinu
A={x | p(z, A) =0}.

(X,p)

. , V. - =X < -
Je-1i nebezpedi nedorozuméni, pieme A nebo A" . Zcela bezprostiedni je

POZOROVANI: & € A prdvé kdyz pro kazdé okoli U bodu x je UN A # 0.
1.11 VETA:

(@) T =1
(b)) ACA
(¢) AUB = AU B. Ndsledkem toho AC B= AC B.
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(d) A=A.

Dukaz: (a) a (b) jsou trividlni.

(c) Jelikoz zfejmé AC AUBaBCAUB ,je AUBCAUB.Budz € AUB anecht « ¢ A .Potom
existuje ¢ > 0 takové, ze Q(z,¢) N A = B. Tedy musi vSechny ty body z A U B, k nimz je z blize nez ¢,
lezet v B atedy z € B. .

(d) Vime jiz, ze A C A. Bud’ ¢ € A. Zvolme libovolné £ > 0. Existuje y € A takové, Ze p(y,z) < 5.
Jelikoz je ale y € A, existuje z € A takové, Ze p(y, z) < 5. Tedy p(z,2) < p(z,y) + p(y, z) < . Vidime, ze
p(z,A)=0atedy x € A. O

1.12 ViETa: A je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici A. Ndsledkem toho je A uzaviend prdvé kdys

A=A

Diikaz: Predeviim, 7e je uzaviena : Podle 1.11(d) a Pozorovani z 1.10 mizeme k = ¢ A (a tedy z & j)
zvolit e(z) > 0 tak, 7e Q(z,¢(z)) C X \ A. Tedy

X\A= U Q(z,e(x)),

J}EX\Z

co7 je oteviena mnozina podle 1.4 a 1.5. Bud nyni A C B a bud’ B uzaviend, bud 2 € A. Pro kazdé n
zvolme x, € Q(x, %) N A C B. Potom 2 = limz, a tedy lezi v B. O

1.13 Umluva: Pokud nebude nebezpeéi nedorozuméni, budeme vynechavat oznaéeni metriky v symbolu
pro metricky prostor. Budeme tedy mluvit tfeba o metrickém prostoru X a pokud nebude znak pro metriku
kviili kontextu jiny, budeme pro ni uzivat symbolu p. Casto neni nutné ani vyhybat se uziti jednoho
symbolu pro dvé ruzné metriky je-li z kontextu dostateéné jasné o co jde.

XII.2 Spojitost a stejnomérna spojitost

2.1 DeriNicE: Budte (X, p), (Y, o) metrické prostory. Rekneme, 7e zobrazeni f : X — Y je spojité
v bodé x (vzhledem k danym metrickym strukturdm), jestlize Ve > 038 > 0 takové, Ze p(z,y) < § =
U(f(x),f(y)) < €. Rekneme, ze f je spojité | je-li spojité v kazdém bodé z € X.

Poznamka: Uvédomte si, Ze spojitost realnych funkei, jak ji jiz znate, je specidlnim piipadem tohoto
pojmu. Role defini¢niho oboru bude zfejmé v nasledujicim odstavci o podprostorech.

2.2 Nasledujici véta je o vztahu spojitostl k pojmum, které jsme se naucili v pfedchozim odstavci. Bod
(vi) je velmi nézorny: #ika, Ze zobrazeni je spojité pravé kdyz neodtrhne nic, co bylo pfilepeno. Body (iv)
a (v) jsou ndzorné méné, ale zato technicky velmi uzite¢né.

VETA: Ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni:
(i) f: X =Y je spojité,

(ii) pro kazdou konvergentni posloupnost (xn)n v X plati f(limaz,) = lim f(xz,),

(iit) pro kazdé x a kazdé okoli U bodu f(x) existuje okoli V bodu x takové, ze f[V] C U ,
(iv) pro kazdou U otevienou v'Y je f~1(U) oteviend v X,

(v) pro kazdou M uzavienou v'Y je f~'(M) uzaviend v X,

(vi) pro kazdou M C X je f[M] C f[M].
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Duikaz: (1 (ii): Necht f je spojité alimz,, = z. Zvolme ¢ > 0 ak nému § > 0 takové, ze pro p(z,y) < §
je tr( ( T (y)) < e. K 4 pak zvolime ng takové, 7e pro n > ng je p(z,z,) < 6. Tedy pro n > ny mame
o (f(z), f(an)) < e.

(11) = (iii): Necht (iii) neplati. Potom existuji =z a U takové, ze Q(f( ),e) C U , ale pro kaidé
n je f[Q( )] ¢ U . Muazeme tedy volit z, takové, ze p(z,x,) < E a f(xn) ¢ Q(f(l‘),E), tedy
p(f(ac), f(z )) > ¢. Tedy limz, = @ ale lim f(z,) # f(z), pokud vibec existuje. Neplati tedy ani (ii).

(iii)=> (iv): Bud U oteviend v Y, z € f~'(U). Tedy je U okolim bodu f(z) a madme V okol{ bodu =z
takové, ze f[V] C U a tedy V C f=1(U). Tedy je f~'(U) okolim kazdého svého bodu.

(iv) & (v): Plyne okamzité z véty 1.7 a toho, ze vzor dopliku je doplnék vzoru.

(v) = (vi): Jelikoz f='(f[M]) D f~'(f[M]) D M, je podle (v) a 1.12 f~'(f[M]) D M a tedy
fIM] D f[M].

(vi) = (i): Necht (i) neplati. Potom existuje z a ¢q > 0 tak, ze V4 > 0 méme y € Q(z,d) takové, ze

o(f(z), fly)) > £0.0znac¢me M = {y ‘ o(f(z), fly) > 50}. Potom z € M, ale f(z) ¢ f[M]. O

|= =

(Y, 0) je stejnomeérné spojité | jestlize Ve > 0346 > 0

2.3 DEFINICE: : Rekneme, Ze zobrazeni f : (X, p) —
x (y)) < €. (Zamyslete se nad tim, o¢ je tento pozadavek

takové, ze Ya,y plati p(z,y) < d = 0'( f(),
silnéjsi nez pozadavek spojitostil)

2.4 VETA: Slozeni dvou spojitych (resp. stejnomérné spojitych) zobrazeni je spojité (resp. stejnomérné
spojité).

Dikaz: Je to zcela bezprostifedni dusledek definic a mize byt ponechdn étendfi jako jednoduché cviéendi.

O

2.5 Existuje-li ke spojitému zobrazeni f : X — Y inverzni spojité zobrazeni g : Y — X, nazyvame f
homeomorfismem a o prostorech X a Y fekneme, ze jsou homeomorfni. Jsou-li f a g stejnomérné spojité,
mluvime o stejnomérném homeomorfismu a stejnomérné homeomorfnich prostorech. Zejména nas bude
zajimat pfipad, kdy médme na mnoziné X dany dvé metriky p1 a p2. Je-li identické zobrazeni (X, p1) na
(X, p2) (stejnomérny) homeomorfismus, fekneme, ze py a ps jsou (stejnomérné) ekvivalentni. Velmi zfejmy
pfipad stejnomérné ekvivalence metrik je ten, kde existuji kladna éisla «, 8 takova, ze

a-pi(z,y) < pa(z,y) < B pi(x,y).

(Jaké § > 0 volime k ¢ > 0 pfi ovéfeni podminek?) Z vét 2.3 a 2.4 vidime, ze nahrazeni metriky jinou
ekvivalentni nic nezméni na pojmech okoli, otevienosti, uzavienosti, uzavéru a konvergence, ani na tom,
zda je zobrazeni vzhledem k danym metrikam spojité nebo ne. Pfi stejnomérné ekvivalentnich metrikach
se nezméni ani otdzka stejnomeérné spojitosti zobrazeni (a ani nékteré dalsi zalezitosti, jako cauchyova
vlastnost a tplnost, o nichz budeme mluvit pozdéji).

2.6 Dulezité stejnomérné ekvivalentni metriky na IE,. Misto metriky p z 1.2.3 muzeme na £, pouzivat
také treba metriky

n

pr(@y) =D (lz; — ),

j=1
nebo
o(z,y) = rnjax|.1'j —yjl.
Metriky p, p1, o jsou stejnomérné ekvivalentni, nebot

o(z,y) < pi(z,y) <n-ofz,y),

o(x,y) <ple,y) <Vn-o(z,y).

(nerovnosti nalevo plynou z toho, ze hodnotu o(z, y) obdrzime jakmile ve formulich pro p; nebo p vyskrt-
neme v8echny séitance kromé jednoho maximalniho. Nerovnosti napravo se dostanou naopak nahrazenim
kazdého jednotlivého séitance ve formulich pro p; a p maximalnim.)

2.7 Redlné funkce na metrickém prostoru: Pripomenme si definice 7z [1.2.1. Véta I11.6.3 ma néasledujici
zobecnéni:
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VETA: Jsou-li f, g spojité redlné funkce na metrickém prostoru X (pipadné spojité jen v bodé zo) a o € R,

Jsoui f+g, a-f, f-g spojité (piipadné spojité v bodé xq). Md-li 5 smysl, je spojitd 1 tato.

Dikaz: Nic nového zde nepfedvedeme: podstata je zcela stejnd jako v 11.6.3 (a 11.3.2). Jelikoz zde ale
nevychazime z pozorovani o limité funkce v bodé, provedeme na ukazku alespon jeden pfipad, t¥eba
nasobek f:g. Mame

|fg(z0) — fa(@)| = |f(zo)g(z0) — f(2a)g(z) + f(zo)g(z) — f(z)g(2)| <
<[f(=o)l - lg(zo) — (@) + lg(2)] - |f(z0) — f(2)]-

Pro € > 0 zvolme § > 0 tak, aby pro p(zg,z) < d bylo |g(z0) — g(2)| < MT)V lg(x)] < lg(=za)| + 1,
0,
en) = 0] < groogrge Potom e pro pleo.2) < 0 fa(ao) - falo)] <2. O

2.8 Rekneme, 7e posloupnost (fn), zobrazeni (X, p) do (Y, o) konverguje stejnomeérné k f: X — Y
Jestlize Ve > 03 ng takové, ze pro n > ng je V xa(fn (2), f(m)) < &. Oznaéeni

fn= T
VETA: Jsou-li f, spojité a fn =2 f, je 1 f spojitd.
Duikaz: Je moino opakovat dikaz véty XI.3.3 s tim rozdilem, ze vidy misto |a — b| piSeme p(a,b) resp.
o(a,b), podle toho, jsme-li v definiénim oboru nebo oboru hodnot. O
2.9 Pozndmka: Pfipomenme si priklad 1.2.4. Uvédomte si, ze konvergence v prostoru F(X) je totéz, co
steynomérnd konvergence prislusnych funkci a 7e podle véty 2.8, je-li X metricky prostor je podmnozina
C(X) C F(X), tvofend vsemi spojitymi funkcemi, uzaviend.

XII.3 Podprostory

3.1 Bud (X, p) metricky prostor, X; podmnozina X. Funkce p1 = p|X1 x X1 je zfejmé metrika na Xj.
O prostoru (X1, p1) mluvime jako o podprostoru prostoru X (indukovaném podmnozinou X1).

3.2 PozoROVANI: : Bud (X1, p1) podprostor (X,p). Potom zobrazeni vloZeni (Xi,p) do (X,p), totiz
f: X1 — X definované predpisem f(z) = z, je stejnomérné spojité.

3.3 VETA: Bud’'Y podprostor prostoru X. Potom
(1) Qz,¢) = Qu(z,6) NY,
(2) U je oteviend (uzaviend) v'Y prdvé kdyz eristuje V oteviend (uzaviend) v X takovd, 2e U =Y NV,

(3) proAngeZY:ZXﬂY,

Dukaz: (1) plyne trividlné z definice. (2) dokazeme tfeba pro oteviené mnoziny (potom muzeme po-
uzit véty 1.8): Bud U oteviend v Y. Pro & € U zvolme e(x)tak, aby Qy (I,E(.’L‘)) C U. Polozime
vV = UOQx (af:,é:(.r)) V je otevienda v X podle 1.4 a 1.5 a VNY = U podle (1). Naopak je-li V ote-
viend, je VNY = f~1(V), kde f je vnofeni ¥ do X oteviené podle 2.2. (3) Je-li AC Y, jeproz € Y
ziejmeé p1(z, A) = p(x, A). Odtud bezprostiedné. O

3.4 7 definic dostavame okamzité:

P0ZOROVANI: Bud' f : X — Y (stejnomérné) spojité zobrazeni, budte X1 C X, Y1 C Y podprostory
takové, ze f[X1] C Yi. Potom fi : X1 — Y1 definované predpisem fi(xz) = f(z) je (stejnomérné)
spojité.

3.5 Umluva: V dalgim, nebude-li feceno jinak, bude na podmnoziny pohlizeno jako na ptislugné podpros-
tory a naopak u podprostori budeme uzivat terminologii pat¥ici k pfisludnym podmnozindm. Tak budeme
tfeba mluvit o pruniku & sjednoceni podprostorii nebo o otevieném ¢i uzavieném podprostoru (zde je
zvI4st dulezité uvédomit si smysl imluvy: v sobé samém je oviem kazdy podprostor otevieny i uzavfeny,
otevienost ¢l uzavienost se zde ale vztahuje k onomu zakladnimu prostoru). Naopak budeme u podmnozin
uzivat atributt pfislusnych podprostori, takze budeme mluvit tfeba o kompaktni podmnoziné (o smyslu
pojmu ,kompaktni® viz déle).
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XII.4 Souciny metrickych prostoru

4.1 DeriNIcE: :Budte (X1,p1), ..., (Xn, pn) metrické prostory. Na kartézském soucinu X = []

zavedme metriku predpisem

P, mn), (v, yn)) =/ D pi(x5,u5)%

Ziskany prostor (X, p;) nazyvame souc¢inem (nebo produktem) prostori (Xj, p;). Oznaceni

(Xjapj)
1

n

J

nebo
(Xl;pl) X - X (Xn;pn)

V piipadé n stejnych souciniteld (X, p) mluvime nékdy o n—té mocniné a piseme (X, p)”.
4.2 Neékolik bezprostiednich pozorovani:

1. Misto p zavedené v 4.1 muzeme uzivat metriky

p/((xla"'axn)(yla"'ayn)) = ij(xj’yj)

nebo
0'((:171, oo xn) (v, ..,yn)) = mjaxpj(mj,yj).

n
7j=1

(X5)

Ze zcela stejnych divodi jako v 2.6 (plati opét o < p* < n-o, ¢ < p' < /n- ) jsou tyto metriky

stejnomérné ekvivalentni s p a tedy je pro vSechny nase 1cely jedno se kterou pracujeme.

2. Ziemé B, =R x --- x R (= R").

3. Zcela pifsné vzato neni (X, p1) x (X2, p2) x (X3, p3) = ((Xl,pl) X (Xz,pz)) X (X3, p3), zcela piisné
vzato neni ani X; x Xy x X3 = (X3 x X3) x X3: prvn{ je mnozina trojic (21, 22, £3), druhd je mnozina
dvojic ((z1,22),23). Ale tyto prostory jsou zcela zfejmé stejnomérné homeomorfnf ((21, 2, z3) —

((;L'l, x3), 1‘3) dokonce zachovava vzdalenost). Proto se muZeme na souciny vice prostoru divat jako

na vicekrat provedené souciny vidy dvou prostori.

4.3 Zobrazeni
P H(Xj,Pj) = (Xk, pr)

definované pfedpisem pg (21, ..., 2,) = zx nazyvidme obvykle projekcems.
VETA:

1. Projekce jsou stejnomérné spojité.

2. Bud' (Y,0) metricky prostor, budte f; : Y — X; (stejnomérné) spojitd zobrazeni. Potom existuje

prdvé jedno zobrazeni
YV 5 X x--x X,

takové, Ze pro viechna j je p; o f = f;, a toto zobrazeni je (stejnomérné) spojité.

Dukaz:

1 Plyne ze ziejmé nerovnosti

pi(,u) < p((z1, - 20) (1, -, Un))-
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2 Pfedeviim k existenci a jednoznagnosti zobrazeni f. Ma-li byt p; f = f; a je-li f(y) = (z1,...,25),
musi byt p; f(y) = z; = f;(y) a tedy ma f jednoznacéné uréené hodnoty

() Fw) = ([, F2 ().

Na druhé strané zobrazeni definované pfedpisem (*) zfejmé spliuje rovnice p; o f = f;.

Ve véci (stejnomérné) spojitosti se nam bude dobfe pracovat s metrikou p’. Mame totiz formuli

PP, F(2) =D pi(fi W), £5(2)),

z niz spojitost (resp. stejnomérnou spojitost) za pfedpokladu spojitych (stejnomérné spojitych) f;
dostaneme okamzité. O

4.4 Poznamky:

1 Jelikoz pro diagondlni zobrazen{ § : (X, p) — (X, p)? plati p;od = identita, je diagondla § stejnomérné
spojita.

2 Budte f; : X; — Y (stejnomérné) spojitd zobrazeni. Potom fi x fo : X1 X X5 — Y1 x Y5 definované
predpisem (f1 x fa)(21,z2) = (fl(acl), fg(zg)) Jje (stejnomérné) spojité. Plati pro néj totiz p}/ o(f1x
f2) = fiopf.

3 Tvrzeni 7z véty 2.7 je mozno dostat také takto: pfedeviim se dokdze, 7Ze operace souctu, soucinu ¢éi
podilu nahlizené jako zobrazeni
a:RxR R

Jjsou spojité. Potom dostaneme tvrzeni z toho, ze se vlastné jednd o zobrazeni ao (f x g) o 4.

4.5 VETA: Posloupnost ((l’l,n, 132’71)) konverguje k (z1, 22) v X1 X X5 prdvé kdyz kazdd z (z; n)n konverguje
k‘ .'l‘j v Xj.

Dikaz: Je sice mozno snadno provést piimo, ale jako cviéeni vétu vyvodime z 4.3. Konverguje-
li ((l’l,n,l‘z,n))n k (x1,22) plyne tvrzeni o konvergenci (z;,), ze spojitosti projekci. Naopak nechf
limz;, = z;. Vezméme

Y = {% ln=1,2,...} u{o}
jako podprostor R. Definujme f; : Y — X; pfedpisem f;(1) = z;,, f;(0) = z;. Potom jsou f; spojité
(viz 2.2(ii)) a tedy podle 4.3 je f definované piedpisem f(-) = (21,0, 22n), f(0) = (21, 22) také spojité.
Tedy, opét podle 2.2(ii), (21, 22) = im(21 », 22 ,). O
4.6 VETA: Bud' (X, p) metricky prostor. Potom
prXxX >R

je stejnomérné spojitd funkce.
Dukaz: Jelikoz p(x1, 22) < p(x1,11) + p(y1, y2) + p(y2, £2), mame

plxr,22) — py1, y2) < Pl<($1; z9), (y1, yz))
a zaménou pofadi (z1,22) a (y1,y2) zesilime na

(1, 22) = ply1, y2)| < p'((21,22), (11, 92)).

Odtud bezprostiedné. O
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XII.5 Kompaktni metrické prostory

5.1 DerFINICE: Rekneme, ze metricky prostor je kompaktni, lze-li v ném z kazdé posloupnosti vybrat
podposloupnost konvergentni.

5.2 Priiklady:
1 Kazdy konecny prostor je kompaktni.

2 Kazdy omezeny uzavfeny interval je kompaktni ve smyslu definice 5.1 (1.3.3, I1.1.5) a naopak je-li
interval kompaktni ve smyslu 5.1 musi byt uzavieny a omezeny (toto druhé tvrzeni bude plynout
z nasledujicich vét, je vSak uzitecné cviceni pokusit se dokdzat je ted hned pfimo). Tedy termin
ykompaktni“ z (II.1.3) neni v rozporu s nyni zavedenou obecnou definici.

5.3 VETA: Kompaktni podprostor Y libovolného prostoru X je uzavieny. Je-li X kompaktni, je téz naopak
kazdy uzavieny podprostor Y kompaktni.

Dukaz: Necht Y je kompaktni, necht z, € Y, limx, = 2. Vybereme z (,,), podposloupnost konvergujici
v Y. Ta ale muze konvergovat zase jen k z. Tedy je 2 € Y. Necht X je kompaktni a Y C X uzavfené.
Bud’ (2,)n posloupnost v Y. V prostoru X z ni lze vybrat konvergentni podposloupnost v Y. V prostoru
X z ni lze vybrat konvergentni podposloupnost (zg, ), s limitou . Z uzavienosti plyne, ze 2 € Y. O

5.4 ViETA: Soucin kompaktnich prostoru je kompakini.
Dikaz: Plyne bezprostiedné z véty 4.5. O
5.5 Rekneme, ze podmnozina M prostoru (X, p) Je omezend, existuje-li koneéné K takové, ze
r,ye M = p(x,y) < K.
Uvédomte si, 7ze tato podminka znamena totéz jako 7e
— existuje xg € X tak, zZe M C Q(zq, K1) pro dost velké K1, a také totéz ze
— pro kazdé x € X emistuje K(z) tak, ze M C Q(af;, I\"(ac)).
Je to trividlni cviceni na praci s trojihelnikovou nerovnosti.
5.6 VETA: Podprostor X C K, je kompaktni prdvé kdyz je v E, uzavieny a omezeny.

Dikaz: Je-li kompaktni, je uzavieny podle 5.3. Necht neni omezeny. Potom muZeme zvolit body z,, tak, 7e
p(z1,2,) > n—1. Posloupnost (z,),nemd zddnou omezenou podposloupnost a konvergentni posloupnost
je vidy omezena (pro&?) — spor. Naopak necht je X omezena. Zvolme intervaly (a;,b;) dost velké tak,
aby

X g Y = <(11,b1> X e X <an;bn>-

Y je kompaktni podle 5.4 (a 5.2.2). Tedy, je-li X navic uzavieny v [, je tim spi§ uzavieny v Y a tedy
kompaktni podle 5.3. O

5.7 VETA: Kompaktni podprostor X C R(= E1) md nejuétsi a nejmensi prvek.

Duikaz: Podle 5.5 je to omezend mnozina a musi tedy mit (zakladn{ vlastnost redlnych é&fsel !) koneéné
supremum 1 infimum. Soustfedme se t¥eba na supremum s. Podle definice suprema, pro kazdé n existuje
z, € X takové, e s — % < zp <s.Jetedy limz, = s a z uzavienosti mnoziny X plyne, 7ze s € X. O

5.8 VETA: Bud'X kompakini a f : X —'Y spojité. Potom f[X] je kompaktn{.

Dukaz: Necht y, € f[X]. Existuji tedy z, € X takové, ze f(zn) = yn. Z (n)n vybereme konvergentni
podposloupnost (zx, ). Podle 2.2(ii) je (yk,)n = (f(-’lfkn))n konvergentni v f[X]. O

5.9 Z 5.8 a 5.6 dostavame okamzité

DUSLEDEK: Spojitd redind funkce nabjvd na kaidém kompaktnim prostoru marima i minima.
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5.10 VETA: Bud' f : X =Y spojité zobrazeni, X kompaktni. Potom f je stejnomérné spojité.

Duikaz: Sporem. Kdyby nebylo, existovalo by ¢ > 0 takové, 7e
V83 2(6),y(6) pro které p(z(d),y(d)) < & ale a(f(r(ﬁ)),f(y(ﬁ))) > go. Polozme z, = =z(1),

Yn = y(%) Z posloupnosti (zn)n, (Yn)n muzeme vybrat konvergentni podposloupnosti; vybereme napied
(Tk(,y)n a potom (Yi(k(n)))n (aby pii vybéru z (yn)n piislusnd stejné indexovana podposloupnost (z,)n
také konvergovala). Poloime z;, = Zi(k(n)), Y = Yi(k(n))- ZTejme limz;, = limy, (je pfece p(zy,,y,) < %)
ale jelikoz O'(f(a:;), f(y;)) > e, nemuze byt lim f(2},) = lim f(y,,) ve sporu s 2.2(ii). O

5.11 Spojité zobrazeni prostoru (X, p) na prostor(Y, ) nemusi byt homeomorfismus: inverzni zobrazeni
sice existuje, ale nemusi byt spojité. Vezméme tieba

f:(0,1)U (2,3) = (0,2)

definované pfedpisem f(z) =  pro z < 1, f(z) = z — 1 pro > 2. Nebo tfeba jesté drasti¢téjsi piiklad,
kde z R udélame prostor X zavedenim metriky p(z,y) = 1 pro & # y a vezmeme identické zobrazeni X
na R s obvyklou metrikou. V kompaktnim ptipadé je vSak situace zcela jind. Plati

VETA: Bud’ X kompakini a f prosté spojité zobrazeni X na Y. Potom je f steynomérng homeomorfismus.

Dukaz: Podle 5.8 je 1 Y kompaktni a tedy podle 5.10 staci dokazat, ze inverzni zobrazeni g je spojité.
Pouzijeme znovu 5.8. Je-li M uzaviené v X, je kompaktni podle 5.3 a tedy ¢=' (M) = f[M] je kompaktni
a tedy uzaviend podle 5.3. Spojitost g tedy plyne z 2.2(iv). O

XII.6 I’Jplné prostory

6.1 DEFINICE: Rekneme, 7e posloupnost (z,,), bodi metrického prostoru (X, p) je cauchyovskd, jestlize
Ve > 03ng takové, ze m,n > ng = p(am,xn) < €.

Ziejmé plati: kazdd konvergentni posloupnost je cauchyovskd. Prostor se nazyva uplny jestlize v ném kazda
cauchyovska posloupnost konverguje.

6.2 VETA: Md-li cauchyovskd posloupnost konvergentni podposloupnost, konverguje celd.
Dikaz: Mizeme opakovat ditkaz véty 1.3.2 s tim, Ze misto |z — y| piSeme p(z,y). O
6.3 Piiklady:

1. R je dplny prostor (Véta 1.3.4)

2. Podle 6.2 je kazdy kompaktni prostor iplny.

6.4 VETA: Obraz cauchyovské posloupnosti pri steynomérné spojitém zobrazeni je cauchyovskd posloupnost.
Ndsledkem toho stejnomérny homeomorfismus, zeyména pak nahrazeni metriky metrikou steynomérné ekvi-
valentni, zachovdvd tplnost.

Dukaz: Staci samoziejmé dokdzat prvni tvrzeni. Bud' f : X — Y stejnomérné spojité, (,)n cauchyovska,
¢ > 0. Zvolme ¢ > 0 tak, aby p(z,y) < § = U(f(x),f(y)) < € a ng tak, aby pro m,n > ng bylo
p(Zm, 2n) < 8. Potom je pro m,n > ng také o (f(2n), f(zm)) <e. O

Poznamka: Nic z toho neplati p#i pouhé spojitosti. Instruktivni pfiklad je homeomorfismus tgz :
(-3, %) > R

6.5 VETA: Podprostor X iplného prostoru’Y je uplny prdvée kdyz je v'Y uzavieny.

Dikaz: Je-li X uzavieny a (z,), cauchyovskd v X, je cauchyovskd i v Y a tedy konverguje k néjakému
x € Y. 7 uzavienosti plyne, 7e z € X.

Necht X nenf uzavieny v Y. Existuje tedy (2,)n lezici v X a konvergujici k néjakému z € Y\ X. Potom
je (2n)n cauchyovskd (v X 1Y, to je podle definice metriky v podprostoru totéz); v X vsak nekonverguje,
jednu limitu, a to mimo X, uz ma. O
6.6 VETA: Soucin dplnych prostoru je uplny.

Dukaz: Je-li ((a:n, yn))n cauchyovskd v X x Y, jsou (2n)n a (yYn)n cauchyovské podle 6.4 a 4.3.1. Tedy
konverguji k néjakym «, y. Podle 4.5 je pak lim(z,, y») = (2,y). O
6.7 DUSLEDEK: Euklidovsky prostor E,, je tplny. Podprostor |, je tplny prdvé kdy? je uzavieny.
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XIII Zaklady diferencidlniho poc¢tu vice proménnych

XIII.1 Redlné funkce vice proménnych. Vektorové funkce.

1.1 Za redlnou funkci n proménngch budeme povazovat zobrazeni néjaké podmnoziny D C E,, do R(=E4)
. Ponechme si trochu volnosti v otazce, jaka by ta podmnozina méla byt. Obvykle nas budou zajimat
definiéni obory oteviené. V jinych pfipadech si muzeme pfedstavovat, ze nés sice pro danou tlohu zajimd
néjaka neoteviena mnozina, ale 7Ze zobrazeni je definovano na néjaké vétsi oteviené mnoziné. To zejména
u uzavfenych mnozin nedéld potize : podle Tietzovych vét (viz ddle v kapitole [XVI]) se pro takové rozsifeni
nemusime vzdavat spojitosti.

1.2 Mame-li redlnou funkci n proménnych s definiénim oborem D, #ikame, Ze je spojitd, je-li spojita
na podprostoru D C [E, . Je velmi dualezité uvédomit si, ze je to silnéjsi vlastnost nez spojitost podle
jednotlivych proménnych, totiz, Ze napf. to, ze kazdé ¢q(y) = f(a,y) a kazdé 9p(x) = f(x,b) je spojita
funkce jedné proménné, nestaci k tomu, aby f(z,y) byla spojita funkce dvou proménnych. Proberme velmi
instruktivni piiklad, ktery se ndm bude hodit 1 pozdéji. Definujme

z — )2
forg) = 4 S bro (2,) # (0.0)

1 pro (T;y) = (0’0)

PFi oznaceni nahofe mame tedy

aproa#0
(a—x)°
a? + z?

'300(;13) = =1/)a(-'13),

tedy vesmés spojité funkce. Ale f spojitd neni: Posloupnost (1,1), (%, %), (
kde je hodnota funkce 1, zatim co f(%, %) je vzdy 0.
Pfedstavu o tom, co se déje, snad dd obréazek 11 zndzornujici f(z,y) v jednom z kvadranti:

), ...konverguje k (0,0),

wl—

1
3

Obr. 11:

1.3 Obcas bude vyhodné pracovat s vektorovgmi funkcemif: D - E; (D CE,) Na takové zobrazeni
je moino se divat jako na k-tici (fi1,..., fx) , kde f; jsou uréeny formuli

-

@) = (A(E),..., (@) (&= (x1,...,20)).

(Tedy f; =pjo f, kde p; jsou projekce pFi chdpani [Ey jako soucinu Fq x --- x Fy.)
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Zatimco, jak jsme vidéli, spojitost v definiénim oboru nelze sméSovat se spojitosti po jednotlivych
soufadnicich, s oborem hodnot u nékterych funkci zadnou takovou potiz nemame: podle XI1.4.3 je f:
D — Ty spojita pravé kdyz jsou vsechny funkce fj = pjfspojité.

Tedy je vektorova funkce f : D — Eg(D C E,) v podstaté totéz jako k—tice redlnych funkci n
proménnych.

1.4 Pii skladani vektorovych funkci f: D — Ex(D CEy) ag: D — Eig(D' C E,) budeme uzivat
obdobné konvence jako v I1.2.3: § o f bude mit smysl jakmile f[D] C D’; nebudeme znaceni komplikovat

tim, Ze bychom za tcéelem skladani pedantsky nejprve nahrazovali zobrazeni fzobrazem’m fB :D— D
definovanym stejnym predpisem.

XIII.2 Parcidlni derivace a totdlni diferencidl

2.1 Bud f(z,...,z,) redlnd funkce n proménnych. Parcidlnd derivaci redlné funkce podle k—té proménné

v bodé (29, ..., 22) rozumime derivaci funkce p(z) = f(z{,...,2)_,, z, azg_l_l, ..., z2) v bodé z{. Oznaden{

of(xy,...,28) 0
JC(TI\T),%J‘@?,.,.@%).

Stejné jako u derivace funkce jedné proménné (pfipomente si [TV-1.5]), ma-li f derivace podle x ve vSech

bodech né&jakého oboru D, divame se na 5=~ (pfipadné oznacenou téz 2 f ) jako na redlnou funkci na
3 EE drp

D. (Poznamka: V literatufe se nékdy uziva téz jinych oznaceni, napf. f, nebo jen f, pro %.)
2.2 Piiklady Treba pro funkci f(z,y) = 2% cosy je % =2z cosy , % = —z2siny.

Zvykejme si téZ na to, Ze proménné nemusi byt oznacovany pismeny z konce abecedy, a 7e to, co
povazujeme za konstantu, byt neurcitou, se muze stat proménnou. Tedy mame tieba

6—x(ax”) = naz""!, 6—a(a;13”) =z".
a podobné.

2.3 Na rozdil od pfipadu jedné proménné, parcialni derivace samy o sobé nefikaji mnoho o lokalnim
chovani celé funkce. Definujme tfeba

_ [0.proy#0
fa) = { Pov 2

Potom = 0. Pfedstava derivace jako vyjadfeni tecny by zde pfi rozsifeni na pfedstavu

8f(0,0) _ 1 2£(0,0)

ox ’ oy
tecné roviny (Pozor: tuto pfedstavu vdm nevymlouvam, drzte se ji; zde jde o to ukazat, ze budeme za tim
ucelem muset pojmy vylepsit) napovidala te¢nou rovinu uréenou v Es piimkami (0,¢,0) a (¢,0,1), ktera
se v zadném rozumném smyslu grafu nasi funkce nepfiblizuje.

Tento piiklad je ovsem schvalnost a mohlo by se zdat, Ze potiz souvisi s tim, ze funkce sice ma parcidlni
derivace v bodé (0, 0), libovolné blizko k tomuto bodu (v bodech (0,¢)) vsak jednu z nich nema. Ale piiklad
z 1.2 nas snadno vyvede i z tohoto pokusu o vysvétleni. Véc je ve skutecnosti v tom, Ze u parcialnich derivaci
sledujeme jen to, co se dé&je v , hlavnich smérech®. O ostatnich smérech nefikaji nic.

Vaimnéte si, 7e z existence parcidlnich derivaci neplyne spojitost.

2.4 Zachranu geometrické pfedstavy teéné (nad)roviny, pfipadné pfedstavy dobrého pfiblizeni dané funkce
funkei linearni (v dost malém okoli) davd nasledujici definice. V ni budeme uzivat oznaceni ||}_£|| pro
vzdélenost ,,bodu* h= (h1,...,hy) od (0,...,0). Jelikoz pro vyjadfeni pojmu ,libovolné blizko“ nezélezi
na tom, kterou z ekvivalentnich metrik si vybereme XI1.2.6, mizeme s ||}_£|| pracovat jako s

n

24 ... 2 . .
\/h#+ - -+ h2, nebo Z |h;|, nebo [ max |h;|.

i=1 ’

Nejpohodlnéjsi asi bude pracovat s posledni z nich.
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DEFINICE: Reknéme, 7e f md v bodé (21,...,2,) totdln{ diferencidl, existuji-li redlnd cisla Ay, ..., A, a
funkce p definovana v néjakém okoli bodu &= (0,...,0) takova, ze lim pu(h) = 0 a ze v tomto okoli plati
h—3d

Faith, o an+ha) = flzn, . an) = 3 Ajhy + ||R]| - p(h).
j=1

2.5 Poznamky:

1. Srovnejte s vétou IV.1.6. Ta v nové terminologii #7ka, Ze funkce jedné proménné ma totalni diferencial
pravé kdyz ma derivaci. Jak ukazali pF¥iklady nahofe, pro funkce vice proménnych néco takového
neplati.

-

2. Pouzili jsme vyrazu lim p(h). O limitach funkef vice proménnych v bodé jsme vlastné nemluvili, i
h—d

kdyz by si ¢tenaf jisté snadno sam vymyslel definice, rozsifujici to, co znd z odstavce I1.3. Neni to
viak potfeba. Pro nase dcely stac¢i podminku s limitou brat jako pozadavek, aby p(3) = 0 a p byla
v bodé & spojitd.

3. Uvédomte si, ze ,,miti totdlni diferencial“ znamend, 7e pfi pevném (z1, ..., z,) je v dost malém okoli
tohoto bodu funkce
f(;‘L‘l +h1;;$n+hn)

dobfe pfFiblizena linearni funkei (proménnych hy, ..., hy vyjadiujicich odchylku od bodu z1, ..., 2,)

Dobfe v tom smyslu, ze (a v tom je role funkce p) je chyba podstatné mensi nez odchylka (h1, ..., hy,)
sama.

4. Vsimnéte si, ze jsme nefekli co je totdlni diferencial. Definujeme vlastnost ,mit: totdlni diferencidl“.
5. Ve vektorovém znaceni je formuli mozno pfepsat do tvaru
f(E+h) = f(Z) = A-h+[h]] - p(h),

kde prvni souc¢in napravo je skalarni soucin vektoru.

2.6 VETA: Md-li f v bodé (x1,...,xy) totdlni diferencidl, md tam derivace podle véech proménnych. Plati
af
%(fl, . .,]fn) = AJ
J

Dukaz: Treba pro j = 1. Mdame
1
E(f(xl-|-h,x2,...,xn_)—f(ml,...,xn)) =

1
= = (A1 b+ |hla(h,0,. .., 0) = A £ p(h,0,...,0).
|

2.7 Ted ptijde, mozna, prijemné prekvapeni. Po odstavci 2.2 ma ¢tenaf asi obavy, 7e se bude tézko
ovérovat, zda funkce totalni diferencial ma nebo nema. Plati vsak

VETA: Md-li f v néjakém bodé (x1, ..., x,) spojité parcidlni derivace, md tam totdlni diferencidl.

Duikaz: Mame

f($1+h1,l’2+h2,...,$n+hn)—f($1,...,$n):
=flz1+hi,za+ho,...;2n 4+ hn) — f(1, 224 ho, ... &0 + b))+
+f(z1, 29 +ho, 23+ hy .. 20+ hn) = f(21, 22,23+ b3 20+ hy) + oo+
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+f(‘r1;"'a‘rn—1;mn‘I‘hn_)_f('rl)"'a'rn):
Of(x1 +0hy, 2o+ ho, ... 2n + hy) Of (1,29 + Vho, 23+ hs, ..., 2, + hy)

= -h h
92, 1+ D2y 2+
of: )y Ln—1, n + Vhy
PP P (CARERL ) b,
Ozn,
pro né&jaké 0 < ¥; < 1 (podle véty o stiedni hodnoté). Poéitejme déle:
o) i+
j=1 ax‘]
u 1‘1,.. ,:L‘j_l,.fL’j+0jhj,$j+1—}—hj+1,...) 8f(x1,...,:z:n) .
+ - ~hy =
6;L’j 6;L’j

1

J

Z D+ - Z||h||< 52 " ox; )

Lz
[A]

ar

1 a ze 73; jsou spojité, je posledni suma spojita v bodé h = G a ma tam

Vzhledem k tomu, ze
hodnotu 0. O

INA

2.8 Plati tedy nasledujici implikace: f ma spojité parcidlni derivace = f ma totalni diferencidl = f ma
parcialni derivace. Ani jednu z téchto implikaci nelze obratit: prvni proto, ze v pfipadé jedné proménné je
existence totalniho diferencidlu totéz co existence derivace — a ta nemusi byt spojita (viz IV.1.6, IV.7.3),
k druhé viz piiklady v 2.3.

2.9 Ziejma je nasledujici

VETA: Md-li f v bodé & totdlni diferencidl, je tam spojitd.

XIII.3 Parcialni derivace slozenych funkei

3.1 LEMMA: Necht md f totdlni diferencidl v bodé (z9,... 2°). Necht jsou @1(t), ..., @n(t) rediné funkce
a necht maji p; v bodé ty derivace. Definujme

F(t) = fle1(2), ..., en(t)).

Potom md F v bodé ty derwaci a plati

jedné promeénné, necht ¢;(tg) = ;13;-]

Dukaz: Mame
(F(to+h) — F(to)) =

(f(pr(to +h),. . pn(to +h)) = Fp1(ta), - palto))) =

(f (g1 (to) + (@1 (to + h) = ¢1(ta)),...) = F(p1(to), .. ) =

S = | =

=+ (Z 62561 ) (pj(to+ h) — i (te)) +

Flp1{to+ ) —pi(to), . )l - 1 (pr(to + ) = ¢a(to), .. -)) =

_ Z (20 pilto +h) —p;(t) n l(e1(to + h) — @1 (to), -l p(e).
amj h h

Abychom nyni nase tvrzeni dokazali, staci ukazat, Ze posledni vyraz jde k nule pro h jdouci k nule. Jelikoz
; maji derivace
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(1) je prvni soucinitel, totiz ‘M s vhodnym j, omezeny pro dost malé h; j v tomto vyrazu

sice muze zaviset na h, ale to na véci nic neméni: omezené jsou vsechny.

(2) ¢; jsou spojité v bodé t a tedy

I}i_f)%/l(%(to +h) —@i(to), .., ealto+h) —pn(to)) = 0.

Ziejmé soudin funkce omezené a funkce konvergujici k nule konverguje k nule. OJ

3.2 DUSLEDEK:
Necht md f totdlni diferencidl v bodé ¥ = (z1,...,2,) = (e1(t1,.. . tk), ..., en(t1,... k), necht p;
maji parcidlni derivace v bodé § = (t1,...,tg). Potom md f o @ parcidlni derivace v bodé  a plati
0 . "L 0f Oy
5 (fod) = v
E)tj — Oxz; 81‘]'
i=1

3.3 Poznamky

1. K vektorové funkci fpfifad’me matici funkci

~aﬂ
* 0 =
(+) f<%m

Podle formule z 3.2 mame

(+5) Wm%zgggsz

0,7

kde tecka ve vyrazu napravo znamena nasobeni matic. To md nasledujici geometricky vyznam:
Rekli jsme si jiz, 7e formule o_totalnim diferencidlu ma vyznam aproximace funkce funkef linearni.
V piipadé vektorové funkce f : D — [E,, D C E, tato jednotliva linedrni zobrazeni vytvareji li-
nearni zobrazeni V,, — V, a matice (%) je jeho matici (vzhledem k ,zdkladnim® bazim (1,0, ...,0),

(0,1,0,...,0), ..., (0,...,0,1)). Formule (%) tedy #ika toto:

- -

Slozime-li hladké vektorové funkce f a 3, je linedrni zobrazeni aproximujici f o @ slozenim linearnich
5

zobrazeni aproximujicich f a ¢. Nyni nam mo#n4 ptipadaji formule z tohoto odstavce trochu jasnégjsi.

2. P derivovani slozenych funkei vice proménnych je predpoklad, ze vnéjsi funkce mé totalni dife-
rencidl, podstatny. Bez néj formule 3.2 obecné neplati. Neni ovSem divu: Kdy# se pohybujeme ve
vnitFnich funkcich ¢; po ,hlavnich smérech® v [, , nemusi se hodnoty ¢ pohybovat po ,hlavnich
smérech® v E,. A nebyt existence totalniho diferencidlu, nevime o pohybu f v ostatnich smérech
nic.

3. Je uziteénym cvicenim dokazat, ze ma-li f totalni diferencial a funkce ¢1,..., @, téz, mé totdlni
diferencidl i funkce f o .

4. Pravidla o derivaci soucinu a podilu funkef jsou specidlnim pfipadem formule v 3.1: Polozme f(z,y) =

z - y. Potom mame % =y, % =z a tedy
Of(u,v Of(u,v
(u-v)':ifg’ )-u'—l-if(a’ )-v':v~u'+u-v'.
. . ”
Polozme f(x,y):%Potom méme%:%, %:—yx—gatedy
(u)' 1T, u, dv—u
- ===
v v v? v2

3.4 Jednoducha aplikace: (Véta o priristku funkce pro funkce vice proménnych) Necht f(z1,..., 2,)

je definovdna pro viechny body tvaru a + t(g— d) (t € (0,1)), necht md totdini diferencidl. Potom pro
vhodné ¥ € (0, 1) plati

Flbr . iba) = flar, o yan) = 3 af(a+ai§b_5)) (b — aj).
J
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(Skuteéng, poloime ¢;(t) = a; +t(b; — a;), F = f o g. Mame

Fbi,. o ba) = flar, .. an) = F(1) = F(0) = F'(9) = Y 82&"') (b — aj),
J

nebot ¢ (t) = b; —a;. )
Vektor (;—xfl, ceey %) (chceme-li, v tomto pfipadé jednofddkové, matice df z 3.3) se nékdy nazyva

gradientem funkce f a oznacuje grad f. Formuli nahofe tedy muzeme psat

-

F(B) — (@) = (grad f) (3 + 0 - @) - (5 - ).

XIII.4 Parcidlni derivace vyssich radu

4.1 Podobné jako u obyéejnych derivaci, ma-li funkce f derivaci % v né&jakém oboru D, mizeme se
7

pokusit derivovat takto ziskanou funkei znovu, tfeba podle proménné zy, a ziskat tak funkei

at

Proceduru muzeme opakovat a ziskavat derivace stale vyssich fadu. Derivaci nahote obvykle oznacujeme

o f

8xk8xj ’

a podobné dale piseme
O*f o f

8mk38:ck28mk1 ’ 8£L‘kr8$kr_1 e ~8.’l‘k1 '

Opakujeme-li za sebou vicekrat derivaci podle jedné a téie proménné x, piseme ve ,jmenovateli“ fz2, x>
a podobné. Tedy napt.
of
Oxdy30x?
je funkce, kterou z f dostaneme tak, ze nejprve dvakrat za sebou derivujeme podle z, potom tfikrat podle
y a konecéné jesté jednou podle z. Pozor: Rad parcialni derivace je dan poétem derivovani celkem, tedy
3

sexponentem v Citateli“. Tedy, #Jaz Je parcialni derivace tfettho fadu (pfesnéji, jedna z parcidlnich
derivaci tfettho fadu), tfebaze jsme podle kazdé z proménnych , y, z derivovali jen jednou.

4.2 VETA: Necht md funkce f(z,y) spojité derivace druhého fddu. Potom na potadi derivovdni nezdlezi.
To jest

o*f _ 9'f

dxdy — Oydx

Dikaz: Zkoumejme funkci

F(h) = B .

Polozime-li

en(y)= flz+h,y) — f(z,y),

vidime, 7e
F(R) = 3z (pnly+h) = on()) = 77 ($n(e +B) — ¥ (2)).

Poécitejme prvni z vyrazu. Jelikoz ¢p ma derivaci, totiz

of(x+hy) 9f(z,y)
dy dy

h(y) =
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méme podle véty o pirastku funkce pro néjaké ¥, € (0,1)

h%(@h(y+h) —¢n(y) = %'S@Z(y+01h) =

(Ml ) 8f(r,y+191h)>
T h Oy Jdy ’

7 ¢ehoz opét pouzitim véty o prirastku funkce dostaneme

<6f(:::+192h Y+, h))
- dy '

Podobné druhy vyraz upravime na

(wh(f+h) Yn(e)) = 7y (v + dsh) =

1
h
_1(0f(z+dsh,y+h) :r-|-193h1 Of (xz + Vsh,y + 94h)
h Oz Ox .

Tedy

0 Oy - 8y 81‘ ’

Jelikoz % (%) i aa_y (6f) Jjsou spojité, existuje limp_o F(h) a je rovna aa_x (—afgf/’y)) = aa_y (_aféx,y))_ O

T
4.3 Postupnym provadénim zamén dostdvame z véty 4.2 snadno

DUsLEDEK: Necht f(z1,...,2,) md spojité parcidlni derivace do vddu k. Potom do fddu k zdvis{ hodnoty
parcidlnich derivaci jen na tom, kolikrdt derivujeme podle které proménné, a ne na porfadi derivovdni.

4.4 7a piedpokladu 7z 4.3 se obecnd parcidlni derivace ¥ddu r < k obvykle zapisuje jako

of
Ozt Oy ... O’

kde 1 + 72+ - - - + 7, = r. Hodnota r; = 0 pfi tom samoziejmé znamend absenci symbolu Ox;.
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XIV Véty o implicitnich funkcich

XIV.1 Nejjednodussi iloha o implicitni funkei

1.1 Bud’ F funkce dvou proménnych. Budeme hledat funkci f proménné x takovou, aby platilo

F(z, f(x)) =0.

Jinymi slovy, jde o to Fesit v y rovnici

F(z,y) =0

pfi ¢emz vysledné y bude zaviset na z.
Je ziejmé, 7e ani v dost jednoduchych pFipadech nebude takové fedeni definovdno neomezené, ani
jednoznacné. Vezméme tieba
Fz,y) =2 +y* — 1.

Uloze

24yt -1
vyhovuji funkce f(z) = V1 — 22 a funkce g(z) = —v/1 — 22, A v zddném okoli bodu (z,y) = (1, 0) neexis-
tuje funkce, ktera by rovnici z? +y% — 1 fesila (viz. obrazek 12). Uvidime, ale, 7e v rozumnych piipadech se
nikdy nestane nic horstho, nez jevy ilustrované timto pfipadem: V nékterych viceméné izolovanych bodech

Fedit rovnici jako funkci v zadném okoli neptijde, jinak ale vzdy v dost malém okénku existuje jednoznaéné
fe§eni. Nadto, co se tyce hladkosti, ma takové feseni stejné dobré vlastnosti jako funkce F'.

1.2 VETA: Bud’' F funkce dvou proménngch se spojitymi parcidlnimi derivacem: do fddu k > 1. Bud’
F(zo,40) =0 a %(mo,yo) # 0. Potom existuji éisla 6 > 0, A > 0 takovd, Ze ke kaZdému x v intervalu
(zo— 0,20+ 0) existuje v intervalu (yog — A, yo + A) prdvé jedno y takové, Ze F(z,y) = 0. Oznaéime-li toto
y jako f(z), md ziskand funkce f spojité derivace do fddu k.

Duikaz:

I Funkce f : Sledujte obrazek. Necht tieba %(1‘0, yo) > 0. Vzhledem ke spojitosti existuji d1, A > 0
takovd, ze v obdélniku (zg — &1, 20 + 1) X {yo — A, yo + A) je %(m, y) stdle kladnd. Vzhledem ke
kompaktnosti tohoto obdélniku (XI1.5.6,XI1.5.9) je na tomto obdélniku, pro vhodné a > 0 a n&jaké
dalsf &islo A

OF OF
(1) %(x,y)>a, ‘a—r(x,y)‘ < A.

Vezméme funkci ¢(y) = F(xo, y). Ta mé kladnou derivaci a tedy roste na intervalu (yo — A, yo+ A).

Jelikoz ¢(yo) =0, je F(xo,yo—A) = w(yo — A) < 0 a F(xo,yo + A) > 0. Jelikoz funkce F' je spojita
(ma spojité parcialni derivace a tedy i totdlni diferencidl — XII1.2.6, XI11.2.9), existuje d > 0 takové,
ze F(z,yo —A) < 0 a F(z,yo + A) > 0 pro vSechna z € (xg — d, 20 + d). Pro takovd z polozme
vz (y) = F(x,y). Mame vzdy ¢! (y) > 0 na celém (yo — A, yo + A takze je tam kazda z téchto funkei
rostouci a ovSem spojitd. Jelikoz ¢ (yo — A) < 0 < ¢(yo + A), nabyvd F(z,y) = ¢ (y) v intervalu
(yo — A, yo + A) nuly v pravé jednom bodé y.

IT Prvni derivace funkce f : Mame (podle XII1.3.4)

0:F(:B—}-h,f(:ﬂ%—h))—F(;E,f(:E)) =
O (2 + 9, £(2) 9 (Flz + h) — £(2))
Ox

L OF (x+ b, f(@) +819y(f(x +h) — f(@))) (f(z +h) — f(2))

-h+
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a tedy
AF ()

(2) fla+h) = flz) = —h- 2

N

Podle (1) tedy |f(z + h) — f(z)] < |h| - % a f je tedy spojité v bodé z. Vratime se jesté jednou
k formuli (2) a dostaneme
flz+h) - fl=) _

- -
_ <8F(a:+z9h,f(a:)+19(f(a:+h)—f(:c))))_l OF(., )
B Oy Ox '

Nyr.u' Jiz ale vime, ze f je spojita, a spojitost a % byla v pfedpokladech. Tedy ma prava strana
limitu pro A — 0 a dostavame

ar
ox

Fo=- ()™ 2

[T P#ipadné dalsi derivace : Tvrzeni dokdzeme indukei podle k. Budeme dokazovat tvrzeni o trochu
silngjsi, totiz, 7e f(k‘)(m) je soucet souéinu vyrazu tvaru

3 O N P

(r <k).
Vzhledem k tomu, 7ze soucty a souciny takovych souctu soucinu jsou opét téhoz tvaru, a vzhledem
k pravidlu o derivaci soucinu staci dokdzat, ze derivace vyrazu typu (3) jsou takové soucty soucint,
ovéem s k + 1 misto s k. U prvniho je to trividlni, u druhého a tfetiho uzijeme pravidla XIII1.3.2.

Mame
OF (¢, £2)\ "' _ (2 (w,f(fv)))_(k“) (20 2 )
(< ) ) BN Nayaw * a2 7
a podobné
<3TF(x,f(x))>’ _ O (z, f(z)) n O (z, f(z)) f (@)
O

1.3 Poznamky:

1 V8imnéte si toho,ze pfedpoklad existence derivaci aspoii prvniho #ddu byl ve vété podstatny jiz kvali
existenci funkce f.

2 To, ze jsme se v dikazu néco dozvédéli o tvaru derivaci funkce f hrélo (a jesté bude hrét) technickou
roli pro dukaz existence derivace. Jakmile ale vime, 7e f ma derivace do n&jakého tadu, zjistime jejich
hodnoty snadno postupnym derivovanim funkce F (z, f(z)), identicky rovné nule. Tak dostdvdme

oF |, o
Oz Oy

OF\~" oF
fl(l'):_<%> 3_13’

chceme-li pak tfeba znat hodnotu druhé derivace, derivujeme (%) (opét funkci identicky rovnou nule)
a dostaneme

() 0="F(z, f(z)) = f

a tedy

o°’F  o'F o2F  9°F
0= 7(x) (

= 922 o2y yoz T o

(%) jiz zndme, dosadime jeho hodnotu a f”(z) jiz snadno vypocteme. A tak dale.

f'<:c>) S+ ),

Situace je podobnd situaci ve vété IV.2.3 (ktera je specidlnim pfipadem véty 1.2 — uvédomte si to).
Tam také §lo predevsim o existenci derivace inverzni funkce, jeji hodnotu by bylo mozno, kdybychom
o existenci odjinud predem védéli, snadno zjistit z pravidla o derivaci slozené funkce.
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XIV.2 Velmi snadné zobecnéni

2.1 VETA: Bud’ F(2y,...,2,,y) funkce n + 1 proménnych se spojitymi parcidlnimi derivacemi do Fddu
k> 1. Bud
B OF
F(z),...,22 90)=0a %(x?,...,xg,yo) #0.
Potom erxistuji ¢isla § >0 a A > 0 takovd, Ze ke kazdému vektoru (z1,...,z,) takovému, Ze |z; — 20| < &
pro vechna i, existuje v intervalu (yo—A, yo+A) prdvé jedno y takové, zZe F(x1, ..., 2,,y) = 0. Oznaéime-
li toto y jako f(x1,...,x,), md ziskand funkce f spojité parcidlni derivace do fddu k.

Dtikaz: Bude v prvni ¢isti téméf doslovnym opakovdnim dukazu véty 1.2, v druhé pak jeji témét bez-
prostiedni aplikaci.

1. Jelikoz %(x?,...,x%,yo) # 0 (dejme tomu, > 0), existuji 61 > 0, A > 0 tak, ze na mnoziné
(29 =38, 204+68) x -+ x (28 = 8,20 +3) x (yo — A, yo + A) je %(f, y) stale kladnd. Vezméme funkci
ely) = F(m-b, y). Ta md kladnou derivaci a roste tedy na intervalu (yo— A, yo+A). Méme ¢(yo) =0 a
tedy je F(a:_b, Yo—A)=p(y—A) <0< F(a:_b, y+A). Jelikoz funkee F je spojitd, existuje §,0 < ¢ <
81 takové, ze F(#,yo—A) < 0 < F(Z,yo+A) pro véechna 7 € (2§ -4, 2] +d) x - - - x (28 — 4, 28 +4).
Pro takova # polozme ¢z(y) = F(Z,y). Mame vizdy ¢%(y) > 0 na celém intervalu (yo — d, yo + 9)
a tedy kazdd z téchto funkcf roste. Jelikoz wz(yo — A) < 0 < wz(yo + A), nabyva F(Z,y) = ¢z(y)
v intervalu (yo — A, yo + A) hodnoty nula v pravé jednom bodé y.

II. Divejme se na parcialni derivace jako na obycejné derivace pii upevnéni vSech promeén-
nych a7z na jednu, a na fedeni, které ma byt derivovdno jako na feeni ilohy G(z,y) =
Fay,...,25_1,2,2541,...,2,,y) = 0. Podle ¢asti TI. a TII. ditkazu véty 1.2 vime, Ze jeho derivace
Jsou ziskany pomoci aritmetickych operaci z parcidlnich derivaci funkce F' a jsou tedy spojité. O

XIV.3 Trochu slozitéjsi — a koneéné — zobecnéni

3.1 Nejprve si probereme specialni pfipad, ktery nam snad pomuze ujasnit, o co v obecném pripadé jde.
Resme ulohu

(1) Fi(z,y1,y2)

=0
Fy(z,y1,y2) =0

v okoli néjakého bodu (z°,3?,43), v némz obé F; nabyvaji hodnoty 0. Necht je dejme tomu

OF:
8—y22('r0’ y?;yg) ;é 0.

Je-li tomu tak, mizeme vyjadiit v okoli bodu (29, y{, y9) feseni ys jako ¥(z, y1). Tim prevadime dlohu (1)
na feseni rovnice

G(l‘, y1) = Fl(l',yl; ¢($ay1)) =0.
Abychom sméli uzit vétu 1.2, bude potteba, aby

oG
%(I‘O;y?) ?5 0.

Spoc¢téme tuto derivaci. Podle XIII.3.2 mame

) oG _or  or v
dyi Oy w2 O
Mame
0= Fy(x,y,¢(x, )

a tedy derivovanim podle y; dostavame

OFy, 0Fy O

0=22422. 28
Oyr  Oya O
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-1
takze 2L = — (22 9% 5 po dosazent do (2) dostavame
Ay dya Yy y

oyr — \ Oye dy1 Oy Oyo Oy )’

Vyraz v zavorce by vam mél néco pFfipominat. Ano, je to determinant

OFy OF,

y1 Oy
3) OFy OF|

Ay1’ dy2

Podminka fesitelnosti podle 1.2 je tedy aby determinant (3) byl v (2%, y7,43) rfizny od nuly. V tuto chvili

mi pozornéjsi étenaf asi pripomene, 7e kromé toho jsme na zacatku pozadovali nenulovost hodnoty 22, Ale

0ya
9P 5 mizeme Fedend

je-li tato nulovd, nemize byt v pfipadé nenulovosti determinantu (3) nulova hodnota .
dlohy (1) zacit feSenim rovnice Fy(z,y;,y2) = 0 v y3 a to pak dosadit do Fy. Nenulovost determinantu
(3) tedy staci.
3.2 Mé&me m funkci

Fi(ml;"')mn)yla"'aym)ai: 1)"'ama

derivovatelnych podle w1, ..., ym. Jacobiho determinantem (kratce Jacobidnem) této soustavy rozumime

determinant
D(F D(Fy,..., Fny F;
( _‘) (A, ! ) det <8 )
y ij

D) ~ D(y1,-~-,ym) - dy;

3.3 VETA: Budte
Fi(xla"'anayla"'aym)ai: 1;"'ama

funkce n + m proménnych se spojitymi parcidinim: deriwacemi do fddu k. Bud’
Fi(al, .2 o) y0)=0i=1,....,m

a bud D(F )
1. 'm 0 0 .0 0
— (1, T Yy YU 0.
D(y1,...,ym)(1 N Y )#

Potom ezistuji éisla § > 0, A > 0 takovd, Ze ke kaidému vektoru ¥ =
-x (2) = 8,z +8) emistuje v intervalu (y9 — Ayy) + A) x - x (y5,
= (¥1,...,Ym) takovy, Ze F;(Z,¥§) = 0 pro viechna i = 1,... m.
Oznaéime-li takto ziskand y; jako fi(z1, ..., z,), mayi funkce f; spojité parcidlni derivace do Fddu k.
Abychom si zvykli na vektorové funkce, ale také proto, ze se v nich véta snadno pamatuje, prepiseme

(z

) — 3,29 +6) x

Tyeeny .Bn) = (
A,y + A) prdvé jeden vektor

si vétu ve vektorové formeé:
Bud' F : U xV — Ky, kde U, V jsou oteviené v Ep, resp. By, zobrazeni se spojitymi parcidlnimi

derivacemi do Fddu k > 1. Bud ﬁ(m_b,y_é) =0a %(%(:r_b,y_é) #+ 0. Potom existuji éisla § > 0, A > 0
takovd, ze ke kazdému ¥ v intervalu [[ (2 — 6, 20 +8) emistuje v intervalu [(y) — A, y? + A) prdvé jedno

2
i takové, Ze ﬁ(i”,gf) = 0. Oznaéime-li toto § jako f(i”), md ziskand vektorovd funkce f spojité parcidlni
derivace do fddu k.

Dikaz: Indukci podle m. Pro m = 1 plati podle véty 2.1. Necht plati pro m, zkoumejme soustavu
Fi(x1,.. . &, Y1, Ymy1) =0, i=1,... ,m+1

spliiujici pfedpoklady véty. Je-li determinant nenulovy, nemuze mit sloupec sloZeny ze samych nul. Proto

po piipadném pieéislovani funkei F; muZeme predpokladat, 7e %(mﬁ, 1_6) # 0 a tedy podle 2.1 existuji
§1 > 0a Ay > 0 tak, #e pro (z1,..., %5, Y1, .., Ym) splitujicl |z; — z?| < &1, |y; — y?| < &1 existuje pravé
jedno ymy1 = ¥(21, ..., Tn, Y1, - - -, Ym) splitujici rovnici

Fm-l-l(xl; eIy Y1,y Ymy ym+1) =0.
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Toto ¥ ma spojité parcidlni derivace neyméné do #adu k. Jelikoz
G(fayla"';ym) = m+1(171;~--;mn;yl;-~-;ym;w(-rl;“-;-rn;yl;~-~;ym))
Jje konstantni funkce, je podle XTIII.3.2
oG 0F, 0Fn oY
() 0= 90 = Wmtt | OFmis OV

~Oyi Oy OYm1 T
Polozme, proi =1,...,m,

(2)

Gi(Ila"'aInayla"';ym) =

Fi(-731;-~-;$n;y1;~-~;ym;1/)($1;-~-;$n;y1;~-~;ym))

V determinantu %(%l
OF, OF, 0F; OF,
dyr " 9y 77 Oym  OYm
of, ofy,  oF 4R
Oy1 7 Oy2 7 Oym  OYmia
OFn O0Fn  OFn 0Fn
Oy~ Oya 7 Oym Oymia
aF1m+1 aF11‘r1+1 aF1m+1 aF;‘n-l—l
Ayr 7 Bya 7 OYm  OYmar
pfi¢téme k i-tému sloupci (1 =1,...,m) g—jfnésobek sloupce posledniho. 7 (2) dostavame
(3) 0G; _ JF; oF; 9y
dyi Ay OYmy1  Ox;’

takze podle (1) a (3) dostavdme nés determinant do tvaru
Gy 0G1 OF

9 " Oy By
8G,’n ) 8dm oF,. :D(G1,...,Gm)_8Fm+1
ayl yooe oy 8ym ) aym+1 D(yl; Cay ym) 3ym+1

Fy,
0 ,.., 0 ,—=*
aym+1

D(Gy,...,Gp)
D(yla"'aym)

indukéniho predpokladu existuji d; > 0, Ay > 0 takovd, #e pro |z; — 20| < §y existuje vidy pravé jeden
bod (y1,...,ym) tak, 7e |yi — | < Ag a Gi(z1,...,Zn, Y1, .-, Ym) = 0. Oznadime-li y; = fi(z1,...,z,),

0

(piipomeiite si X.2.6). Tedy je v (z9,...,2%, 49, ...,3y%) determinant nenulovy a podle

frogr (@1, xn) =0 (21, e, fi(2, - ®0), o fm(21, - 1)

vidime, ze fi,..., fm1 TeSi ptuvodni dlohu a Ze maji dostateéné mnoho spojitych derivaci.

Ale pozor: S dikazem jesté nejsme u konce. Jak je to vlastné s jednoznacnosti? Podle 2.1 a indukéniho
predpokladu jsme méli jednoznacéné ¢ v jedné iloze a jednoznaéné f; v jiné 1loze. Ani jedna z nich vlastné
nebyla toto7na s nasi puvodni tilohou. A co budou vlastné ta é&isla § > 0, A > 0, o nich# se v tvrzeni
mluvi?

Zvolme A > ( tak, aby bylo men&i nebo rovno d1, Ay i Ay, a § > 0 mensi nebo rovno d; i J5 a navic
takové, aby pro |z; — 27| < d bylo | f;(Z) — fi(m_b) < A (to posledni proto, abychom v daném A-intervalu

méli pro |z; — 20| < & alespori jedno Feseni). Bud’ nyni
(4) Fi(xla'"axn;yla-~-aym+1) :0a|TZ_T?| <6a|yi_y?| <A

Je tfeba dokazat, e potom je nutn& y; = fi(z1,...,2,). Jelikod |z; — 29| <6 < d1, |yi — )| < A <41 a

[Ymt1 — Y1 | <A < Ay, je nutné yppr = (21, ..., Tn, Y1, - .., Ym) a tedy z (4) plyne, ze
Gi(l’l,---,l‘n,ylgu-;ym):0-

Jelikoi |z; — 20| < <dga |y —y?| < A< Agjey; = fi(zr,...,2,). O
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3.4 Poznamky:

1. Pozadavek nenulovosti Jacobiho determinantu neni vlastné tak iplné prekvapeni. Pfipomenme si, 7e
vyrazy z totalnich diferencialu dobfe pFiblizuji funkce F; a 7e tedy v dostateéné malém okoli bodu je
dloha F(#, ) = 0 témét jako soustava linedrnich rovnic. A Jacobiho determinant je pravé piislusny
determinant k této aproximujici soustavé, zarucuje tedy jednoznacnost feSeni aproximujici soustavy.

2. Véta nam kromé jiného umoziiuje hledat pomoci obycejnych linedrnich rovnic aproximace funket,
které fesi soustavu

(5) Fi (x4, ... JIm(®1, .. an
presnéji, muzeme zjistovat hodnoty jejich parcialnich derivaci tak dlouho, jak to mira hladkosti funkei
dovoli. Takové linearni soustavy rovnic totiz ziskame opakovanym derivovanim identicky nulové

funkce z (5).

v, fr(, .. ), . )=0,i=1,...,m;

Piiklad: Podivejme se na ilohu

Derivovanim podle z dava

OF OF oF
=t fit o =0

(5) S5 o 5%
' 2 OFy o, OF
%‘F%'ﬁ‘i‘am f2=0

Po dosazeni hodnot xq, fi(za), fa(®o) dostdvame linedrni soustavu pro fi(zo), fi(zo). Resit jist& jde,
protoze jeji matice je reguldrni: ma nenulovy determinant (je to ten Jacobidn, jehoZ nenulovost se pied-
pokladd).

Derivujme déle identicky nulové funkce z (5). Dostdvdme

0%F;,  O%F; O%F,

0?F;  0?F, O F;

Ox? + 0z 0y, !

920y, T @ % i
a‘)

1t 0z 0y fat <

oF (am
Ay ! + 0y,

8J18y9

fl f2> 2 -

Po dosazeni zq, fi(z0), f2(z0), fi(z0), f4(20) dostavame

oF,
Oy

T

or 1"

- . =}
8y2 f2 1,
OF, "o__
s fo =

§ JiZ znamou pravou stranou a opét v§udypfitomnym Jacobianem na levé strané. Tak muazeme postupovat

dale, dokud maji F; hladké derivace.

XIV.4 Viazané extrémy

4.1 7 lemmatu IV.4.1 dostavame okamzité
DUSLEDEK: Md-li f(z1,...

md-li v ném parcidlni derivace, plati

of
8@- (a1, ey

, &n) ve vnitinim bodé (a1, ...

,an) svého definicniho oboru lokdlni extrém, a

a,) =0, i=1,...,n.

Tohoto tvrzeni muzeme uzivat pro hledani extrému podobné jako v jednorozmérném pripadé. Ale
situace je pFece jen trochu odlisna. Pfipometime si, Ze v typické tloze na extrém funkce f(z) na intervalu
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(a,b) bylo nutno probrat jesté krajni body. Ty byly dva, takze to nepusobilo tézkosti. Chceme-li vsak
najit extrém na vicerozmérném oboru, je krajnich bodu obvykle nekoneéné mnoho a jeden po druhém je
neprobereme. Dejme tomu, ze bychom chtéli najit extrémy funkce f(z,y) na jednotkovém kruhu

2yt <1

Po nalezeni vnitinich kandidatu zustava oteviena iloha najit extrémy na krajni kruznici, t.j.,

extrém funkce f(z,y) za predpokladu, 7e z? +y? = 1.
Casto také tloha na extrém funkece f(z1,...,2,) je jiz od zaddtku omezena néjakymi podminkami typu
gi(z1,...,2,) = C; (C; konstanty) — viz piiklad 4.4 déle. V takovych pfipadech ndm muze pomoci

4.2 VETA: (Véta o vdzanych extrémech) Necht f, g1,..., gr maji spojité parcidlni derivace, necht md
matice

8!]1 6g1

Ox1" Oz,

R

g O

Oz 7 Oy,
ve zkoumaném oboru vidy mazimdlni stuperi k. Necht funkce f(x1,...,2,) nabjvd v bodé (ai,...,an)

lokdlniho extrému vzhledem k mnoziné dané podminkam:
gi(z1,...,en)=Cs, i=1,... k.

Potom existuji éisla A1, ..., A, takovd, Ze pro vSechna i =1,...,n plati

(ve znaceni z XII1.3.4: grad(f + Zgj)( @) =0).

P0zOROVANT: Na proni pohled se mize zddt, Ze jsme st moc nepomohli: Objevuji se nové nezndmé X;. Ale
vsimnéte si, Ze pro A; dostdvdme preurcenou soustavu rovnic, je zde vic rovnic nez nezndmych. Jde prdvé
o to, Ze presto feSeni md.

Dukaz: Necht je v bodé @ tieba

8_91 8!]1
Ox1" Oz,
P
99k 99k
Oz Oz,
reguldrni (podle véty VIIL.2.3) musi nékterych k sloupct tvofit nezdvislou soustavu. Potom podle 3.3
mame v néjakém okoli bodu (a1, ..., a,) jednoznacnd a hladka feseni ¢;(zx41,. .., z,) tlohy
i (e1(Zrg1, - 2n), o 0k (ZRg1, - B0), Zhg1, .., 20) — C =0,
a extrém funkce f(z1,...,%,) za danych podminek je extrém funkce
F(Ik+1, caey CL‘n) = f (§01(Ik+1, ey In); caey 4,0;6(;1:;6+1, .. ~;33n_); Thtly -y In)
a tato funkce ma v bodé (ag41, ..., an) derivace. Musi tedy platit

oF ,
%(“k+1;-~-,an):0, i=k+1,...,n

a tedy, podle XIII.3.2 mame

k (@) -
(1) z_: @ ( ﬂk+1,-~-a‘1n)+a§$):0;i:k+1;-~-;”
Derivovanim konstantnich funkef g; (¢1(...),..., ¢x(...),...) dostdavdme pro j =1,... k
~ 04,(d) 09,(d)
(2) Z prak+1,...,an)+'gT:0,i:k+1,...,n

112



Urceme nyni A; jako feSeni soustavy

Pozor: Zde jsme vzali jen k z onéch n rovnic, a to tak, ze matice soustavy je regularni. Takze to jakasi Aq,
..., Ag skutecn& urcuje. Pijde o to gjistit, zda takto uréend A; vyhovuji také ostatnim n — k rovnicim.
Ale je tomu tak: Pomoci (1) a (2) dostdvame pro i > k:

L@+ nil@=-2 T ) - )=

j=1 r=1 j=1 r=1

:_Z 655) +Z/\ja%@ () :—ZO~30'T(...):0.

O
4.3 Piiklad: Zjistime extrémy funkce f(z,y) = = + 2y + 1 na jednotkovém kruhu z? + y? < 1.
Jelikoz % =1, % = 2, uvnitf kruhu zddné extrémy nejsou. Zbyva okraj, tedy podminka

g(z,y) = 2+t =1.

Mame
g
oz
V extrémnim bodé tedy musi byt pro néjaké A

Jg
— = 2.
Jy 4

2x,
142z =0a2+2\y=0.
Odtud y = 2z a po dosazeni do podminky z? + y* = 1,
1

V5

2?4422 =522 =1, tedy 2 = ¢

Extrému se nabyva v bodech (%, %) a (\_/—%, \_/—g)
4.4 Piiklad Zjistime, které kvadry maji pfi daném objemu nejmensi povrch.

Povrch kvadru o stranach zy,...,z, je dan vzorcem

1 1
P(Il;...,In)ZQ;El...g;n <_+"'+_>,

T Tn

jeho objem pak vzorcem

V(zy,...,zn) =212y
Mame
ov 1
= — X1
8.’Ei xr; ! "
oP 2 1 1 1
:_(wl...wn) _+...+_ _le...wn._Q.
Or;  x; T Ty z?
Oznatme a; = xi Rovnice z 4.2 daji, po vydéleni z1 - - -2,
2a;(ay + -+ a,) — 2a? + Aa; = 0.
Orznacime-li jesté s = a1 + - - - + a,, dostavame
2a;(s — a;) + Aa; = 0,
tedy s — a; = —%. Vsechna a; (a tedy vSechna ;) jsou tedy stejna a zjistujeme, ze extrém se nabyva

v krychli.
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XIV.5 Regularni zobrazeni

5.1 Bud U oteviena mnozina v [E,. Zobrazeni f: U — E, se spojitymi parcialnimi derivacemi se nazyva
reguldrni, je-1i Jacobian
D(fi,..., fa)

D(z1,...,xp)
v kazdém bodé mnoziny U nenulovy.

5.2 VETA: Bud’f: U — By reguldrni zobrazeni. Potom
(1) f[U] je oteviend mnozina, a

(2) fje lokdlni homeomorfismus; t.j., pro kazdy bod existuje okoli V takové, ze _]V je homeomorfismus
V na f[V].

-

Je-li navic fprosté, je k nému inverzni zobrazeni § : f[U] — E,, opét reguldrni.

Dukaz: Polozme

Fi(z1, ...z, 91, ¥n) = filzr, .. ,z0) —yi=0,i=1,...,n.

-

Hleddame-li tedy & tak, aby f(Z) = ¢, fesime 1ilohu
(%) Fi(z1,...,xn,y1,...,yn) =0,i= ..., n,

tentokrat s proménnymi ¥, ..., ¥, a neznamymi funkcemi z; = g;(y1, ..., ¥n).
D(F) _ D)

D(Z) ~ D(F)

véty 3.3. Podle nf existuji feseni tlohy (%) jesté v néjakém okoli — a tedy je jesté v n&jakém okoli bodu

= -

y_é vzdy fesitelnd rovnice f(Z) = . Mnozina f[U] je tedy oteviena. Za druhé je v dostatecné malém okoli
feSeni jednoznaéné urceno a ma spojité parcialni derivace a tedy (lokalni) inverzni funkce je spojitd.

Necht f(m’}) = y_é. Potom F(a:_b, 1_6):0 a jeliko# z¥ejmé a tedy je nenulovy, muzeme uzit

Konecng, je-li f‘pros_t‘é, dava inverzni funkce g FeSeni a musi tedy mit spojité parcialni derivace. Podle
XIM1.3.3 je f - 0§ = O(f o §) = 0(id) = E a tedy podle X.4.2 je det Of - det 0§ = 1 a det 8§ tedy musi byt

nenulovy. Snadno vidime, ze je to Jacobian zobrazeni §. O
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XV Urcity (Riemanniiv) integral

XV.1 Obsah rovinného obrazce

1.1 V tomto odstavci se zamyslime nad pojmem obsahu, nebo plochy, rovinného obrazce. Nepfedpokla-
dame ovsem, Ze je nutné mozné kazdé podmnoziné roviny néjaky obsah prisuzovat, a zatim si pockame
s rozhodovanim, kterym z nich to jde. Napiseme-li

P(A),

znamend to, 7e pfedpokldddme, 7e A plochu ma, a sice ¢islo P(A). Udélame nékolik pfirozenych piedpo-

klada
(P0) P(A) je vidy nezaporné ¢islo,
(P1) (Uzavieny) obdélnik o stranich a, b plochu m4, a sice a - b,
(P2) Jsou-li A a B disjunktni, je P(AU B) = P(A) + P(B) , ma-li prava strana smysl,
(P3) Maji-li A a B plochu, méjii A\ B.
1.2 Nékolik jednoduchych pravidel:
1. AC B= P(A) < P(B) (maji-li smysl).
2. Ma-li A, B plochu, mé jii AUBa AN B.

3. P(AUB)+ P(ANB) = P(A)+ P(B), mé-li pravd strana smysl. Tedy plati P(AUB) = P(A)+ P(B)
jakmile P(AN B) = 0; v takovém pFipadé fikdme, ze A, B jsou skoro disjunktni.

4. Usecky maji plochu, a sice nulovou.

Dikaz:
1. Jeli AC B, je B= AU (B\ A). Usijte (P3), (P2) a (P0).
2. Je AUB = (A\ B)UB disjunktné, a AN B = A\ (A\ B).

3. Mame AUB = (A\ B)U(ANB)U(B\ A) disjunktné a tedy P(AUB) = P(A\B)+P(ANB)+P(B\A).
7 (P3) déle vidime, 7e P(A) = P(A\ B) + P(AN B), P(B) = P(B\ A) + P(AN B).

4. Useeku T o délce a si pfedstavme jako prinik dvou obdélniki Aq,A45, o druhé délce (dejme tomu) b,
které dohromady tvoii obdélnik o stranach a a 2b. Mame

2ab+ P(I) = ab+ ab.
O

P0ZOROVANI: Pravidlo 4 zdviselo na tom, Ze jsme (P1) vyslovili pro uzaviené obdélniky. Ale hraje roli jen
v tom, Ze tsecka vibec plochu md. Nulovost je zaruéend tim, Ze se dd vlozit do obdélniku libovolné malé
plochy. Podle 3 je nyni jiZ jedno, pocitdme-li s plochami otevieného nebo uzavieného obdélniku: musi ji
mit stejnou.



a o, @, @3 &, ay a, 2, b
Obr. 14:

1.3 Bud A mnoZina omezend grafem spojité kladné funkce f, osou z a vertikalami nad body a a b na
této ose. Necht je tsecka (a,b) rozdélena body ag =a < a1 < --- < a, = b. Oznacime-li m; minimum a
M; maximum funkce f na (a;_1, a;), vidime, ze plati

kel

U(ai=1,ai) x (0,mi) c A C

i=1 7

<ai_1, ai> X <0, AMZ'>.

(=

1

Jelikoz sjednoceni obdélniku na obou stranach je skoro disjunktni, dostdvame pro piipadné P(A) podle

1.2.3 a 1.2.1 odhady
> mi(ai — aioq) <ZM a; — a;_1).
i=1

Je-li supremum é&isel takovymito postupy ziskanych (t. j. supremum pfes mozné rozdéleni) na levé strané
rovno infimu é&isel takto ziskanych napravo, vidime, 7e tato spole¢nd hodnota je za danych ptedpokladu
(P0) — (P3) jedind moznd hodnota plochy naseho obrazce. To je motivem definic v nésledujicim odstavei.

XV.2 Definice Riemannova integralu

2.1 Rozdélenim intervalu (a, b) rozumime libovolnou koneénou posloupnost
D:ia=tsg<ti < ---<t, =0b.

Rozdéleni D' : ¢ <t} < --- < t], nazveme zjemnénim rozdéleni D, jestlize {¢; |i=1,...,n} C{t;|i=

1,...,m}. V takovém pripadé piseme

D < D"
Zcela trivialni je
Pozorovani: Kazdé dvé rozdéleni maji spolecné zjemnéni.

2.2 Bud f omezend funkce na intervalu {(a,b) , D : tq < --- < t, rozdéleni (a,b). Dolni (resp.horni)
sumou funkce f v rozdéleni D rozumime éislo

z:mZ (ti —ti=1), resp. S(f, D ZM i —tiz1)

kde m; je infimum a M; supremum funkce f na (t;_q,%;).
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2.3 LEMMA: Je-li D < D', je s(f,D) < s(f,D') a S(f,D) > S(f,D’).

Dikaz: Podivejme se na ¢ast souétu mezi dvéma sousednimi body hrubstho souc¢tu; nechf mezi nimi lezi
/ ! /
ti:tj <tj+1 < "'<tj+k:ti+1'

Je-li ml, = inf{f(a:)|x € (t t;}, je ziejmé m;y1 < ml pro véechna s =j+1,...,j+ k a tedy

s—1»
jtk jk
SToml (=) > Y mag - (8 —th_y) = miga(tign — 1),
s=j+1 s=j+1

Podobné pro horni sumu. O
2.4 LEMMA: Budte Dy, Dy dvé libovolnd rozdéleni. Potom s(f, D1) < S(f, D2).

Dikaz: Zvolme spoleéné zjemnéni D. Podle 2.3 mame
S(faDl) S S(fJD) S S(faD) S S(fJDZ)
O

2.5 DEFINICE: Podle 2.4 je mnozina vsech dolnich souctii shora omezend (totiz napf. libovolnym hornim
souctem). M4 tedy konecné supremum. Polozime

b b
/f(m) dz = sup s(f, D) (kratce piseme téz /f)
[ D [

a

a nazveme toto éislo dolnim Riemannovym integrdlem funkce f pFes interval (a,b). Podobné definujeme
horni Riemannuv integrdl

7f:7f(m)dm:inf5(f,D).

b b

Je-li [ f = [ f, ilkdme, 7e f je Riemannovsky integrovatelnd, spoletnou hodnotu nazyvame jejim Rieman-
a a

novym integralem a oznacujeme

/a b f(z) da (nebo kratce / b f).

2.6 VETA: Funkce f je Riemannousky integrovatelnd prdvé kdyz ke kaidému ¢ > 0 existuje rozdéleni D
takové, Ze

S(fJD) _S(faD) <e.
Dukaz: Je-li f integrovatelna a I hodnota jejiho integrdlu, existuji podle definice Dy, Dy takova, ze

5(f,D1) >1— =

€
9’ S(faD2)<[+§

Vezméme za D spolecné zjemnéni Dy a Ds.
Naopak necht D s danou vlastnost{ existuji. Mame

b b
[resupy<easro)< [ ree

Jelikoz & > 0 bylo libovolné, musi byt [ = [. O

2.7 PozOROVANI: Samozieymé e ne kaidd funkce je Riemannovsky integrovatelnd. Napr. zndmd Dirich-
letova funkce na (0,1) (0 v iraciondlnich a 1 v raciondlnich bodech) md dolni integrdl 0 a horni 1.

117



XV.3 Zakladni pravidla

3.1 VETA: Jsou-li f, g Riemannouvsky integrovatelné na (a,b) a a, § redind ¢éisla, je af+ g Riemannovsky

integrovatelnd a plati
b b b
[@s+sp=af 1+5[ 4
Dukaz:

I Soucet: Oznacme m; = inf{f(z) + g(x) | « € (ti=1,t:)}, m; = inf{f(x) | ...}, m{ =inf{g(z) | ...}.

Ziejmé je m} + m} < m;, takie vidime, ze
(1) s(f, D)+ s(g, D) < s(f +9,D).

Odtud podle definice suprema snadno

2) Zf+lg§1(f+g)

(ale provedte si tu dvahu podrobné jako cviceni !) a podobné

f-l-/gZ/(f-l-g)-
Tedy méme

/f+/g=[f+£§l(f+g)§7(f+g)§7f+7g=/f+/g.

IT Redlny ndsobek: Zde je situace zcela jednoduchd: Pro a > 0 je s(af, D) = as(f, D), S(af, D) =
aS(f, D), pro je a <0, s(af, D) = aS(f, D), S(af, D) = as(f, D). Za predpokladu existence f:f

okamzité dostaneme prechodem k supremu a infimu faf = o [ f. O

(3)

\|

3.2 VETA: Necht a < b < ¢, nechl f je omezend na (a,c) a necht existuji

fabfa/bcf.

Potom existuje Riemanniv integrdl z f pres (a,c) a plat{

/:f:/:er/bcf.

Dikaz: Bud e > 0. Jelikoz f; fa fbc f existuji, existuji téz rozdéleni Dy, Dy takova, 7e

b b
" £ =5 < sUflab). D) < SN,y P < [ F4 5
| [ r- 5 < st < sk < [ 145,

Sestavme z Dy a Dj ziejmym zpusobem rozdéleni D, intervalu (a, c). Jelikoz pak

s(f, De) = s(fl{a,b), D1) + s(fI(b,c), D)

a podobné pro horni soucty, dostdvame z (4)

/abf+/bcf—6§8(f,l)a)SS(f,DE)S/abf_F/bcf_FE.

Jelikoz € > 0 bylo libovolné, dostavame odtud snadno nage tvrzeni. O

==L

Platnost formule z 3.2 potom zfejmé zustava zachovéana.

3.3 Konvence: Pro b < a zavedeme
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3.4 Jemnosti rozdéleni D :tq < --- < t,, oznaceni

n(D),
rozumime ¢islo maxi=1,..n [t; — ti—1].

3.5 VETA: Necht f:f ezistuje a necht se g lis od f v konecné mnoha bodech. Potom f:g existuje a je
roven f: f-

Dikaz: Necht |f(z)],|g(z)] < A, necht se 1is{ v p bodech. Zfejmé je
s(f, D) —s(g, D) <p-A-pu(D)

a podobné pro horni soué¢ty. Uvédomte si, ze kazdé rozdéleni mizeme zjemnit rozdélenim s libovolné malou
jemnosti. O

3.6 Trividlni je

Pozorovani: Bud na intervalu {(a,b) m < f(z) < M. Potom

XV.4 Pripad spojitych funkeci

4.1 VETA: Spojitd funkce na intervalu (a,b) je vidy Riemannovsky integrovatelnd.

Dukaz: Podle X11.5.10 je f stejnomérné spojita. Zvolme € > 0 a k nému d > 0 tak, ze

o —yl < 6= |f(z) - fy)] < —.

b—a
Je-li nyni u(D) < 4, je pro m;, M; z 2.2 M; — m; < 7= a tedy

S(f, D) = s(f,D) =Y _(M; —mi)(ti —t;-1) < e.

O

4.2 VETA: (Véta o stiedni hodnoté pro urcity integral) Bud’ f spojitd na {(a,b). Potom existuje ¢ € (a,b)
tak, ze

/ f(x)dz = f(c) - (b—a).

Dukaz: Podle 3.6 je pro m = min{f(x) |z € {(a,b)} a M = max {f(z) | € (a,b)},
b
m-(b—a)g/ fF<M(b—a).

Tedy existuje o € (m, M) tak, ze f: f=o0-(b—a). Jelikoz f je spojitd, existuje ¢ € (a,b) tak, ze o = f(c).
O

4.3 VETA: (,Véta o integralu jako limité“) Bud' f spojitd funkce na {(a,b). Bud’ Dy, Da, ...posloupnost
rozdélent intervalu (a, by takovd, ze limpu(D;) = 0. Bud' D; : t) < - < tf.”. Necht ¢; > 0 jsou takové, Ze
lime; = 0. Zvolme éisla f; ; (j=1,...,n;) tak, aby

|fz’,j - f(t;)| < &

a polozme

n;
o =Y fi(th—ti_y).
j=1

b
f = lim o;.
a i—00
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Diikaz: Oznaéme mé = inf{ f(2) |a:€<] nn ) 1 Mz = sup{ f(z)|...}. Zvolme ¢ > 0. Jelikoz

lim p(D;) = lime; = 0, muZeme zvolit n takové, Ze pro i 2 n

(a) $) = gy S5 <M< T + 55—

(opét vyuzivame XII.5.10 o stejnomérné spojitosti), a

(b) [fi = I < 35—y

Pro i > n je tedy vidy

(1) [fig = mil, iy = Ml <

Tedy mame
loi — s(f, Di)| = |Z 1 fig( 7” ; 1) = 27117” (7‘ _7‘; 1)| = |Z(fi,j - mz)(f; _t;’—1)| <oy -
| (11_7‘; 1)Sb—a'2(ﬂ_f‘zy 1) =¢

a podobné

los — S(f, Di)| <e.
Pro i > n je tedy

b b
[ r-e<supy-e<a<sgpyres [ s

XV.5 Zékladni véta analyzy

5.1 VETA: (t. zv. Zdkladni véta analyzy) Necht f je spojitd funkce na intervalu (a,b). Pro x € (a,b)

definujeme B}
:/ f(t)dt

Potom F'(x) = f(z). (Rozuméjme tomu takto: o derivaci se jednd ve wnitinich bodech; v bodé a jde
o derivaci zprava, v bode b o derivaci zleva.)

Duikaz: Podle 3.2 (a 3.3) a 4.2 mdme

%(F(a:-l—h)—F(m)):%(/az+hf_/azf) :%/:sz:

1
= 1 J(6) b= J(En),
kde &, € (@, 2 + h). Tedy v limité pro h — 0 dostavame f(z). O
DUSLEDEK: Spojitd funkce md vidy primitivni funkci.

5.2 VETA: Bud' f spojitd funkce na {(a,b), bud F funkce k ni primitivni (v krajnich bodech mdme ovsem
na mysli opét jednostranné derivace). Potom

/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Dikaz: Polozme G(z f f(t)dt. Podle 5.1 a VI.1.3 je F(z) — G(x) na (a,b) konstantni. Je tedy
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5.3 Oznaceni: Obdcas budeme uzivat symbolu
b
[f(@)], = f(b) — f(a).
5.4 Poznamky:

1. Uvédomte si nyni pfibuznost véty 4.2 a véty o piirustku funkce (IV.4.3), které se téz casto fikd véta
o stfedni hodnoté: Ma-li f derivaci, je podle 5.2 a 4.2

£(b) - fla) = / f'()dz = f/(€)(b—a).

2. Vsimnéte si, Ze existence a ,vypocitatelnost” jsou u derivaci a primitivnich funkei znaéné odligné
zalezitosti:
erivace se pocita snadno, ale pro spojité funkce casto nemusi existovat; primitivni funkce ke spojité
Deri t dno, al ité funk t istovat; primitivni funkce k it
unkci existuje vz ale tézko se pocita (a né se u elementarnich funkei ani neda napsat jako
funk t dy, ale tézk t kd | t h funk d t jak
elementarni funkce).

XV.6 Poznamky k vypocétu urcitého integralu

6.1 Pravidlo pro pocitani per partes dava ve svétle véty 5.1 formuli

b b
/ u-v' = [uv)’ —/ u'v.
a a

6.2 Pripomenme si vétu o substituci VI.4.1. Bud’ ¢ hladké zobrazeni (a,b) na interval s krajnimi body
w(a), ¢(b). Podle 5.1 a VI.4.1 mame

[ 1) ¢ (@) ds = F(o(t) = F (o(a).

a podle definice F' a 5.1

Tedy dostavame tvrzeni:

Je-li ¢ hladkd funkce, je

b ) @(b)
(¥ | @) = [ pa)d
a v(a)
Tato formule ma velmi ndzorny geometricky smysl. Necht dejme tomu ¢ roste. Tedy zobrazeni

¢ (a,b) = (pla), p(b))

transformuje interval (a,b) do jiného, pficemz ho lokalné natahuje nebo smrstuje. Mira natazeni nebo
smrsténi v bodé x je ddna hodnotou ¢'(z). Podivejte se na obrazek 15. Utvary B; a A; maji stejné
»vysky“, ale jejich zaklady se lisi, a sice v poméru pfiblizné ¢’(a;). Divame-li se na urcity integrél jako na
plochu pod grafem funkce, vyrovnava faktor ¢'(z) v (%) pravé naznacené lokalni zmény ,,sifek ploch®.

XV.7 Riemanniv integral a stejnomérna konvergence

7.1 Pfipomeiite si definici stejnomérné konvergence z XI11.3.2.
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3
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& a @, a5 2 2 + qu Y 64 Py
Obr. 15:

VETA: Necht f, jsou Riemannovsky integrovatelné na intervalu (a,b) a necht f, stejnomérné konverguji
k funkct f. Potom je f Riemannouvsky integrovatelnd a plati

/ f= lim fn

Dikaz: Zvolme ¢ > 0 a k nému ng tak, aby pro n > ng bylo |fu(z) — f(2)| < 77 , pro vhodné
rozdéleni D, m; a M; jako obvykle pro funkci f a m}, M odpovidajici hodnoty pro funkci f,. Mame
tedy

lmi —mg |, [M; — M;?

Tedy je
[5(£, D) = s(fa, D) = |30 (ms = m¥) - (t: = ti-)| <

< Z|mi—m7|'(ti—ti_1) <e
a obdobné 1

Polozme L = lim,—co [ fo (limita existuje, protoze, jak je snadno vidét, posloupnost (f f”)n je cau-
chyovskd. Dokazte!) a zvolme n > ng dostateéné velké, aby |f fo— L| < ¢. Rozdéleni D nyni volme tak,
aby

S(fn,D)—e</fn<s<fn,D)+e

Potom je
L=3e< [ fo=2e <s(f D) e <s(1.D) <
S(f, D) SS(fn,D)+6§/fn+25§L+35.

Jelikoz ¢ > 0 bylo libovolné, vidime, ze L = [ f = Tf d
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XVI Nékolik aplikaci uréitého integralu

XVI.1 Obsahy rovinnych utvart

To je aplikace zcela bezprostiedni: Podle XV.1.3 a definic XV.2.2, XV.2.5 je fab f(z) dz, existuje-li, jediné
¢islo, kteréd muzeme piitadit jako obsah ttvaru, omezeného shora grafem funkce f, zdola z—ovou osou a
zleva a zprava vertikdlami nad a a nad b.

1.1 Piiklad: Obsah parabolické tisece: Vypoéteme plochu P 7z obrazku (16). Mame 2a-ka? = P+ 2Py,

Tedy P = a®(2k — 2%) = %ka?’.
1.2 Piiklad: Obsah plochy pod sinusovkou (obrazek 17):

P:/ sinzder = —cosm 4+ cos0 = 2.
0

1.3 Piiklad: Obsah jednotkového kruhu: Horni polokruznici mizeme vyjadfit grafem funkce /1 — 22
nad intervalem (—1,1). Tedy je
1
P=2 / 1—2%dz..

1
Pro funkci ¢(z) = sinz mdme ¢(+%) = £1 a tedy podle XV.6.2

/_tﬂm:/_

™

z
V1 —sin’tcostdt :/ cos’ t dt

-
2

s
2

s
2
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Jeliko# cos?t = £ (cos 2t + 1), dostdvame dale

1 [z 1 [z 1 {1 z 1
g 5/;%cos‘2tdt+§/_% dt:a([ﬁsin%] -|-[t]j%) :§(O+7r):g

ME]

NE}

atedy P=m.

XVI.2 Objemy rotaénich téles

2.1 Bud f spojitd nezapornd funkce na (a,b). Zjistime objem V télesa, které je omezeno rotaci grafu
funkce f jak je naznaceno na obrazku 18. Vezméme rozdéleni D : ¢y < 1 < --- < t, intervalu (a, b), necht

Obr. 18:

m;, M; maji stejny smysl jako obvykle. Objem je zfejmé zdola omezen soucty objemu valca o polomérech
m; a vyskach t; — ¢;_1, shora pak souc¢ty objemu obdobnych valca s poloméry M;. Tedy mame

S ommi(ti—tiia) <V <> wMI(t —tisa).
Vyrazy nalevo a napravo jsou viak
7 s(f?, D) resp. m- S(f*, D)
a pro objem tedy dostavame formuli
V= rr/bf2(ac)d.r.

2.2 Priklad: Koule o poloméru r vznikne rotaci grafu kfivky /72 — 2?2 nad (—r,r). Tedy

r " 1 4
V= 7r/ (1‘2 — .'132) de = [rQr — %1‘3] =2 <1’3 — 31*3> = _7r3.

-r

XVI.3 Délka rovinné kiivky

3.1 Bud kiivka K déna jako graf hladké funkce f definované na intervalu (a,b). Pii rozdéleni D : 5 <
t1 < -+ <t, uvazujeme lomenou ¢dru sestavenou z usecek postupné mezi body (to, f(t0)), (t1, f(t1)), ...,

(tn, f(tn)), a oznacme dp délku této lomené cary. Je-li D' zjemnéni D, je podle trojihelnikové nerovnosti

dp' > dp (viz obr. 20) Za rozumnou definici délky kiivky K muzeme tedy povazovat d(K) = supp dp.
Mame

dp = Z \/(ti — 1) 4 (f(t) — f(tisa))?,
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Obr. 19:

Obr. 20:

co? muzeme podle véty o piirustku funkce upravit na

Z Vit = tiz1)? + f1(03)2 (1 — tio1)? = Z V1I+ () (i —tiz1).

Podle XV.4.3 snadno usoudime, 7Ze

b
d(K):/ V1T P02 dt.

(Vezméte posloupnost podrozdéleni D; takovou, aby dp, konvergovaly k supremu vsech dp.)

XVI1I.4 Povrch rotaéniho télesa

4.1 V situaci obdobné jako v odstavei XVI.2 budeme povrch daného télesa aproximovat souc¢tem plasta
komolych jehlant o vyskach (¢; — #;—1) mezi zdkladnami o polomérech f(t;)a f(¢i—1). Podle znamého
vzorce dostavame pro kazdy takovy jednotlivy plast hodnotu

7 (7(00) + F(tr0)) -\t — tio0)? 4 (Fl05) = Jlti1)*,

Jejich souéet tedy po pouziti véty o pFirustku funkce podobné jako v 3.1 tvar

™ Z (F(t) + f(ti1) - /T4 F00)2 - (4 —tioa).

Pro posloupnost rozdéleni s jemnostmi konvergujicimi k nule tyto hodnoty podle XV.4.3 konverguji k éislu

b
271'/ f/1+ 2

4.2 Pojem povrchu nerovné plochy radéji ptili§ nerozebirdme. Jsme zde na tenkém ledé. Situace neni
tak jednoducha, jako u délky kfivky, ktera byla supremem rozumnych aproximaci. Ale vzorec, ktery jsme
dostali je v pofadku.



4.3 Piiklad: Povrch koule: Jako v 2.2 ji ziskdme rotaci kiivky dané formuli f(z) = v/r? — 2. Mdme

xr

re=re=

a tedy

x2 2 r
V14 f'(x) :\/1+r2 :\/r2 2 = ) Pk

— IQ — I ré —x
takze pro povrch dostdvame

T r T
27r/ Vr?—z2. ——dx = 2nr 1. dz = 4nr2.
_r Vr? — z? /_,«

XVIL5 Logaritmus

5.1 Nyni jiz mame prostfedky, abychom dokdzali existenci pfirozeného logaritmu z I11.6.1(kterou jsme
zatim jen pfedpokladali).
Pro z > 0 polozme

Jelikoz L'(x) = L > 0 pro « > 0 (pfipomeite si XV.5.1), L(z) roste na intervalu (0, +00). Mdme

T

(1) L(z,y) :/ —dt = —dt + —dt.
: Lt Lt .t

Uvézime-li substituci ¢(¢) = zt, mame podle XV.6.2
Y L | Y v
/ —dt= [ — () = idt:/ — dt.
I t 1 xt 1 xt 1 t

Tedy formule (1) ddva
L(zy) = L{z) + L(y).

Konecné opét pouzitim XV.5.1,

tim 2@ gy L@ = EQ) F'(1)=1.

z—1 xr — z—1

XVI.6 Integralni kritérium konvergence

6.1 VETA: Necht f je nerostouci nezdpornd funkce definovand na intervalu ({1, +00). Potom fada

FM+r2)+763)+--
konverguje prdvé kdyz .
n11_>rr;o ) f(z) dx
je konecnd.
Diikaz: Podle XV.3.6 mame il

fn+1) < / f(z)dz < f(n)

n

a tedy podle XV.3.2 dostavame

kel

f@ 4+ fn) < [ flz)de < f(1) +--+ f(n=1).

1
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Je-li tedy limita I = lim [" f(z) dz koneéna, je
n—00 ’

S (k) < £0) 4 1

a tedy fada konverguje. Roste-li v§ak fln f(z) dz nade vsechny meze, roste nade vSechny meze i f(1) +
4 f(n—1). O

6.2 Vsimnéte si, Ze toto kritérium je nejen postacujici, ale i nutna podminka. Nic takového v nasich
dosavadnich kritériich (XI.2.4) nebylo.

6.3 Priklad: Bud o > 1 realné cislo. Potom rada

! + ! + ! +- ! +
1o 22 3@ n
konverguje.
Gttt mime 7 -0 = [+ )" = L (b ) <
uteéné, mame [}z T T , = T \peemr) S o

Vaimnéte si, 7e z kritérii XI1.2.4 neplyne konvergence této fady ani pro velké a, natoz pro a blizké k 1.

XVI.7 Trochu slozitéjsi aplikace: Fourrierovy rady

7.1 Rekneme, 7e funkce f na intervalu (a, b) je po édstech spojitd, je-1i spojitd az na koneéné mnoho bodu
a ma-li v bodech nespojitosti koneé¢né limity zleva i zprava (v krajnich bodech samozfejmé jen z té strany,
na niz je definovana).

Podle XV.3.2, XV.3.5 a XV.4.1 je kazd4a po ¢astech spojita funkce Riemannovsky integrovatelna.

Rekneme, 7e f je po cdstech hladkd, je-li po éastech spojitd, ma-li az na koneéné mnoho bodi derivace,
a ma-li v bodech bez derivace aspon derivace jednostranné (slo-li o body nespojitosti, jde o jednostranné
derivace funkce s hodnotou nahrazenou v tom bodé prislusnou limitou.) U periodickych funkei s periodou
p uzivame téchto termint vzhledem k intervalu (0, p).

7.2 LEMMA: Bud’' f funkce periodickd s periodou p. Potom pro libovolné a je

/O " fo) do = / a flz) d.

Dukaz: Rovnost ziejmé plati, je-li a celoéiselny nasobek p. V obecném piipadé zvolme k tak, aby a <

kp < a + p. Potom mame
pta kp a+tp (k+1)p (k+1)p P
AT T T A
a a kp a+p kp 0

7.3 7Z XV.6.2 a 7.2 dostavame okam?zité

O

DUSLEDEK: Pro libovolnou konstantu C je

/Opf(m-i-C)dm:/Opf(:c)dm.

7.4 LEMMA: Bud'g po édstech spojitd definovand na intervalu {a,b). Potom

b
lim g(z)sinyx de = 0.

y—+co f,
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Duiikaz: Vzhledem k XV.3.2 staéi dokazat pro spojitou f. Pfedevsim si uvédomme, 7e pro libovolné meze

u, v je
v k2
. 1
/ sinyrdz| = ‘ [—— cos yaf::|
u y u

Zvolme € > 0. Jelikoz je f spojitd na (a,b), je stejnomérné spojita a tedy muzeme zvolit déleni

2
<z
y

a=tg<t1 < - <th="b

takové, ze pro x € (t;—1,t;) je |f(x) — f(t:i)| < m.
Ukdzeme, e pro y > (Y iy [f(t:)]) - é je f: f(x) sin yx dl“ <e.

Skute¢né, mame

n b
z)sinyrdz| = Z (/ (f(z) — f(t:)) sinyz de + f(ti)/siny:n daj) <
i=0 a
. € 2
_Z/ d:r+2|f ‘/_lsmyazd:r §§+Z|f g
O
7.5 LEMMA: Plati
1 n sin(2n + 1)%
5 + Z:COS kO[ = W
Dukaz: Pripomenme si znamou formuli
2sinz cosy = sin(z + y) —sin(y — z).
Mame tedy
Cafl i Y i L«
2sin ) (5 + Zcoska) = sin ) + ZQsm §Coska =
k=1 k=1
= sin % + kz_:l (sin (ka + %) — sin ((k —la+ %)) =sin(2n + 1)%
O

7.6 Bud’ f po castech hladka funkce s periodou 27. Polozme

‘l Ky
ay = — f(t) cos kt dt pro k > 0,
TS

-l i
— f(t)sinkt dt pro k > 1,

-7

o~
ES]
I

sp(z) = 112_0 + Z(ak cos kx + by sin kz).
k=1

7.7 LEMMA: .
5n () = 1/ (1) + fla —1)) -
0

™

sin(n + %)t

— dt.
2 s1n 5t

Dukaz: Po dosazeni integralt ag, by do definice s, (z) dostavame

sp(z) = l/ (% + Z (coskt - coskx + sin kt - sin km)) f()dt =

= %/_1; (%+I§COSk(I_t)) f(t)dt
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Po substituci t = z + z dostaneme s pouzitim 7.3 a 7.5

..:% _:f(x+2)'% ZZ%(/ / )

V druhém séitanci zavedime déle substituci y = —z. Dostavame

1,7 s1nn+ sin (n +
:;/ flz+2)- dz+/ flz—vy)- ( )ydy
0

2sin 5 y
a po sjednoceni oznacéeni proménnych v obou integréalech

1

= e sy 2

—— dt.
2 s1n 5t

™

O

7.8 Formule 7.7 plati specidlné téz pro konstantni funkci f(z) = 1, kde ag =2 a ar, = by =0 pro k > 1.
Dostavame

DUSLEDEK: +

ﬂi— dt = 1 pro véechna n.

0 sin 3¢
7.9 VETA: Bud' f po édstech hladkd funkce s periodou 2w, budte ay, by éisla z definice 7.6. Oznacme
fleg) = 1irn+ f(n), f(xz_) = lim f(n). Potom fada

+ Z(ak cos kz + by, sin kx)
k=1

zo
2
konverguje v kazdém bodé x k hodnoté
T CREyEN)
(coz je ovSem az na koneéné bodu v kazdém intervalu (a,a + 27), rovno f(x)).
Duikaz: Mame

o0 =+ [ (a4 + S0+ 240 = o)+

).sin(n—{—%)t

+f(x —t) — fla_ - dt =
( ) ( ) ‘2s1n%t
_ f(z4)+ f(x) 1 [Tsin (n+3)t
o 2 ;/0 sin%t2 +
LT (et = fey) | fla—t)—flz-)\ 5t !
+;/0< " y )~Si§%t~sm<n+§)tdt.

Funkce

g(t) =

(L0~

flz) | flz—t)—f(z-)\ 5t
t =t t )

sin %t
Je po ¢astech spojita: Jedinou potiz délal bod ¢ = 0, ale vzhledem k definici hladké funkce, a zndmé limity
218 tam mé g(t) koneénou limitu zprava. Tedy podle 7.4 mame

lim s,(z) = J@) + f(z-) + f(m_)

O

7.10 Pro funkce f s obecnou periodou p tvrzeni véty 7.9 snadno transformujeme takto:
Plati

HEE IO = 94 5 (sneos T min 7).
2 n=1

2 P P
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kde 5 v 5 . 5
a, = —/ f(t) cos —wtdt,bn = / f(t)sin Tyt
P Jo p 0 p

To konec¢né umozni téz reprezentovat takovymi fadami v kosinech a sinech téz (po ¢astech hladkou) funkci
zadanou prosté jen na intervalu (a, b): Nahradime ji periodickou funkci s periodou b — a definovanou na

intervalech (@ + k(b — a),b+ k(b — a)) predpisy f(z) = f(z —k(b—a)) a v bodech a + k(b — a) tieba

% (f(a) + f(b)). Popsané reprezentace funkci se nazyvaji jejich Fourrierovy rady.
7.11 Poznamky:

1. Dokézali jsme zde jen zakladni fakt o Fourrierovych faddch a nezabyvali jsme se souvislostmi.

Jednou z nich je napfiklad to, Ze se vlastné jednd o nalezeni ,soufadnic“ funkce f v linedrnim
prostoru funkci, v nichz mdme skalarni sou¢in (f,g) = fé? f(x)g(z)dx a vhodné nasobky funkci
cos nx a sinna tvoii cosi jako orthonormalni bazi. (Srovnejte s Poznamkou 2 v IX.2.1.)

Také fyzikdlni smysl véci je velmi vyznamny: Jednd se o rozklady slozitych kmita na sumy kmita
jednoduchych. V akustice, zhruba feceno, zdkladni perioda znamena vysku ténu, daldi dvoj— tii- a
vicendsobné rychlejsi kmity urcuji jeho barvu (t. zv. vyssi harmonické).

2. Je-li f lichd, jsou ziejmé v8echny koeficienty a, nulové, podobné je-li f sudd, jsou nulové koeficienty
b, . V konkrétnim piipadé je dobfe si vidy napfed uvédomit nejde-li o néktery z téchto pFipadu,
abychom nepocéitali zbyteéné.

3. Jako soucet Fourrierovy fady dostavame bézné i nespojité funkce, tfebaze ¢dstecné soucty s, (z) jsou
spojité. Nejedna se tedy obecné o konvergenci stejnomérnou. Zda v konkrétnim pfipadé Fourrierova
fada stejnomérné konverguje se pozna z rychlosti konvergence koeficientu a,, a b, k nule. Jsou-li
> an, .7 by, absolutné konvergentni, Fourrierova fada konverguje absolutné a stejnomérné.

Podobné neni obecné mozné definovat Fourrierovu fadu élen po élenu, a to ani v pfipadech, kdy
konecny vysledek derivaci mé. Jdou-li ale ap, b, zvlast rychle k nule (jsou-li absolutné konvergentni
> na, a Y. nby,), derivovat élen po élenu lze: konzultujte vétu X1.3.6.
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