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I Lebesgueuv integril (pokracdovani)

I.1 Integral pfes mnoZinu

1.1 Tvrzeni:

A A
Bud M C E,, méfitelnd, bud f : E,, — E}. Polozme f,,= f-cp. Potom byla-li f ve t¥idé L, jei f,, v
L.

Diikaz: PoloZme ¢, = min(n - cpy, max(f, —ncy)). Potom je ([XXI-6.4])
n € A a jelikoZ |¢on| < |f], je podle [XII 6.7] ¢ € L. Jelikoz déle zfejmé

©On —>fM, je podle Lebesgueovy véty fMe L.
O

PozNAMKA:Obdobna tvrzeni plati i pro LE, LEaA. Presvédéte se o tom.
1.2 Bud M C E, méfitelna. Definujme
AN
/ f= / Im
M
kdykoli m4 prava strana smysl.
Tedy podle [1.1] m4 [,, f smysl napi. kdykoli f € L.

C
1.3 Casto se stane, ze f je definavdna jen ja M, nebo tfeba na néjaké jeji podmnoziné N # E,. Potom
je samoziejmé otdzka, zda lze f rozsitit na celé E, tak, aby vznikl4 funkce byla v L(L*, L¥ A). Obvykle
je ale na prvni pohled videt, Ze tomu tak je. Napt. plati

TVRZENi: Bud M kompaktni. Potom pro kteroukoli funkci vzniklou ze spojitijch funkci na M postupnym
provddénim limit bud monotdnich, nebo omezenyjch mezi dvéma konstantami, md f [ smysl.

Dikaz: je mozno nechat ¢tenaii jako uzitecné cviceni. Navod: Pfedevsim uzitim Tietzeovy a Leviho véty
dokazte, Ze pro spojitou f na M je funkce f definovand na E, pfedpisem

= \_ | f(®) prozxze M,
fz) = { 0 jinak

ve tiidé L. Potom uzijte Leviho a Lebesgueovu vétu.
O

1.4 Zcela bezprostifedné vidime, Ze plati

VETA: Budte M, (n=1,...,k) méFitelné a po dvou skoro disjunktni. Potom

/Mf:nil/Mn /

1.5 VETA: Budte M,, n=1,2,..., méritelné.
(a) Necht M, jsou skoro disjunktni, necht M = |J M, a necht md f u [ smysl. Potom

Jo-x ).

(b) Necht My C My C---,M =|J M, a necht md f[,, f smysl. Potom

o= ]

(¢) Necht My D My D ---, M =\ M,, a necht md fM1 f smysl. Potom

=],



Driikaz: (a) Je-li f > 0 dosteneme tvrzeni okamzité z Leviho véty. Tedy to pfedevdim plati pro fT a
7. Mé-liale [, f smysl, ma podle véty [XXI-6.9] smysl rozdil [,, f* — farf~ a tedy aspoii jedna
ziad 300 [ M, Yy M, f~ musi konvergovat, a to, samoziejmé, absolutné. Proto

/Mf:/Mf+_/Mf_ :Z/M" f+_z/Mn f_ :Z/Mn(f+_f_)

(b) Aplikujeme (a) na Ml, MQ\Ml, Mg\MQ, e

(c) Potozte Ny, = M1\My. Mame M = M;\ |JN,. Uzijte (b) a [1.4].
g

1.6 Cviceni Dokazte nasledujici tvrzeni:
Necht f je spojitd a Lebesgueovsky integrovatelna na intervalu (a,b), —oc < a < b < +00. Bud F na
(a,b) primitivni funkce k f. Potom existji lim,_,;— F(x),lim,_,,+ F(z) a plati

b
/ f= lim F(z)— lim F(z)

z—b— z—at
I.2 Parametry v integrovanych funkcich

2.1 VETA: Bud T metricky prostor a bud f : T x E,, — E} funkce takové, Ze
(1) pro skoro vechna z je funkce f(—,x) : T — Ey spojitd v bodé to,
(2) existuje okoli U bodu to tokové, Ze f(t,—) : E, — EF je ve tFidé L pro kaZdé t € U\{to},
f(t,2) < g(z)].

(8) existuje g € L a okoli U bodu ty takové, Ze pro skoro vsechna x a prot € U\{to} plati
Potom f(to,—) je v L a plati
[ ftt0.0)dz = Jim [ 1t,3)a.

Dukaz: Zvolme t, € U\{zo} tak aby lim¢, = ¢y a uzijme Lebesgueovy véty.
O

2.2 VETA: Bud f : By x E, — E} takovd, Ze v néjakém okoli U bodu to

S PTI . af(t,x) ¥
(1) existuji parcidlni derivace =52= pro skoro vsechna x,

(2) existuje g € L takovd, Ze pro skoro vSechna x a prot € U je

0f(t,x)
a0

(3) existuje t € U existugi integrdly [ f(t,z)dz.

Potom ezistuje [ %dm a plati

/de: %/f(to,a:)dx.

Dikaz: Mame
81Co2) — Yimy_g £ (f(to + h,z) — f(to,2)). Oznacme p(h,z) = L (f(to +h,z) — f(to,)). Podle véty
o pfirastku funkce mame

Of (to + ¥h,x)

5 < g(x)

ol0,2)| |

a muZeme tedy aplikovat vétu [2.1].
d



1.3 Fubiniova véta

3.1 Uzivani symbolu [, a pod. v tomto odstavci mé jinou tlohu nez obdobné [, v odstavci [1].Kdyz bylo
A = E,, psali jsme dosud prosté [ f. Zde ptijde jen o indikaci toho, o které proménné se pii piislusném
integrovani jedna.

3.2 Piipometime si symboliku Z, ZE, ZK ... z kapitoly [XXI]. K vyznageni toho, o ktery euklidovsky
prostor E,, se pravé jedn4 budeme uzivat p¥islusného indexu: Z,, ZE atd.

3.3 Lemma: Necht f je definovéna na E,,;,. Definujme F na E,, predpisem

~

F(z) = / J@dy (esp. Flo) = / f(z,y)dy).

~ E,
Potom plati
/ / (resp. / < / F)
Emin
~ Emin ~ En

Diikaz: I. Pfedev§im necht f € Z,,,. Potom podle véty [XX.3.1] plati dokonce rovnost. Nadto je
FeZz,

Skutec¢né, zvolme kompaktni nosi¢ J funkce f. Pro £ > 0 existuje ¢ takové, Ze o(z,2') < § =
|f(z,y) — f(z',y)| < & kde K je objem kvadru J, nezavisle na y. Mame tedy

‘ / F) - / F(z')

II. Budte nyni fy € Zmtn, f / f. Potom Fi(z) = [ fr(z,y)dy / F(z) a téz fr(z,—) / f(z,—) pro

vSechna y. Tedy je stale
k = hm/ Fk = / F
k JE,, Em

<%-K:a

/ fxydy—hm/

(uzivdme symbolu [ misto J z prvnich ti{ odstavet [XXI]. kapitoly.)

ITI. Bud nyni f obecné, bud g € Z
G > F a podle II méame

'm+n

takové, ze g > f. Polozme G(z) = [ g(z,y)dy. Potom ziejmé

[ /G>/ "
D =

3.4 VETA: (Fubiniova) Bud'f € LY, .. Potom pro skoro vSechna x € Ey, existuje [}, f(x,y)dy. Oznacime-
li jeho hodnotu F(z) (a dodefinujeme-li F(x) ve zbyljch bodech libovolné), je F(x) € LY, a plati

/Em+nf=/EmF.

Diikaz: Polozme F (z) = [ f(z,y)dy, L= J f(z,y)dy. Podle [3.3] méme

/f=/Nfz/Nﬁ Zé

Bud f € Ly4n. Potom dostavame predevsim [ F= I Fa jsou to kone¢né hodnoty a tedy FE€Lpa stejné

m+n

a tedy

Le L,,. Déle J F= J Ea tedy f(ljﬂ — E») = 0 takie F=A skoro viude podle [XII-4.9]. Je-li f € L*,
prejdeme k limité podle Leviho véty.
O



I.4 Véta o substituci

4.1 Obsahem tohoto odstavce je jedina véta, kterou uvedeme bez dikazu, jen s vysvétlenim, které ale,
doufam bude dost presvédcivé. Dikazu se vyhybdm proto, abychom nemuseli provadét nékteré pracné
podrobnosti. Princip, na némz je tvrzeni zalozeno, by mél byt z vysvétleni jasny.

VETA: Bud M méfitelnd podmnoZina E,, bud ¢ prosté requldrni zobrazeni néjaké oteviené mnoZiny U C
E, do E, takové, Ze o(U) D M. Necht md fo smysl. Potom

/ f(z)dz = / o)) - 1Dy ()| dy,
M o~ 1(M)

kde D, je Jacobiho determinant zobrazeni .

VysVETLEN{:Pfipomeiite si odstavec [XV-6.3] ve skriptech pro prvni roénik. Vidéli jsme tam, ze faktor
¢'(z) v jednorozmérné vété o substituci je korekce za nataZeni nebo smriténi pfi deformaci ¢. Co déla
deformace ¢ s lokdlnim objemem ve vicerozmérném piipadé? Pfedstavme si malou krychli

{(1’1 +t1h,z2 + tah,..., 2, + tnh)|t,’ € <0, 1)}
Ta se zobrazenim ¢ transformuje na
{(pr(z1 +tih,..), ... pnlzr + tih, .. )|t € (0,1)},

coZ je, az na chybu fadové mensi nez h, rovnobéznostén

9¢1 () 6Q0n
w)+; 5n ine +Z ti)|t; € (0,1)
TakZe, pfipomeneme-li si odstavec [X-6] (Geometricky smysl determinantu), pivodni krychle o objemu
h™ se transformuje (skoro) na rovnobéZnostén o objemu A" - det(a“”‘) = h" - D,(z). Odtud korekce ve
formuli.



IT Krfivky a krivkové integraly

II.1 Kfivky a orientované krivky

1.1 Representaci (po ¢astech hladké) kfivky v E, rozumime spojité zobrazeni

<p=(<p1,...,cpn):(a,b)—>]En

takové, Ze existuje rozdéleni
a=agp<a<---<a,=b

intervalu (a, b), pro které plati:

(1) na kazdém intervalu (a;_1,a;) ma kazda z funkci ¢; spojitou derivaci (v krajnich bodech mame na
mysli jednostranné derivace), a

(2) pro kazdé i existuje j takové, zZe ¢} (t) je kladné nebo zépornd na celém (a;—1,a;)-

1.2 Rekneme, 7e dvé representace
v :{a,b) > E,
¥ :{c,dy = E,

jsou slabé& ekvivalentni (a piSeme
¢ ~Y)
, existuje-li homeomorfismus « : {(a,b) = (¢, d) takovy, Ze 1) o o = .
Uvédomte si, Zze relace ~ je skutecné ekvivalence, to jest, Ze je reflexivni, symetrickd a transitivni.
T¥idy ekvivalence v této ekvivalenci budeme nazyvat (po €astech hladké) kfivky.

1.3 Poznamka: Zfejmé v pfipadé ¢ ~ ¢ plati, Ze p[(a,b)] = ¥[{c,d)]. Na druhé strané, jsou-li repre-
sentace ¢ a 1 prosta zobrazeni a je-li ¢[{a,b)] = Y[(c,d}], je ¢ ~ 1. Skutetné, vezméme zobrazeni

?:{a,b) = ¢l(a,0)], ¥ : (e, d) = Y[{c, d)]
definovand stejnym piedpisem jako ¢ resp. 1. Jeliko? z(dastnéné prostory jsou kompaktni, jsou 3,4
homeomorfismy (viz [XII-5.11]). Polozme a = 571 °op.

1.4 Tvrzeni: Zobrazeni a z definice slabé ekvivalence je po ¢astech hladké.

Dukaz: Budte ag,...,a, resp. co, ..., cs rozdéleni z [1.1] pro ¢ resp. ¢. Bud by, ..., by spoletné zjemnéni
rozdéleni a, . .., a, a a7 (cp),...,a " (cs). Na intervalu {a(b;—1), a(b;)) zvolme j tak, aby 1; bylo prosté
hladké zobrazeni s nenulovou derivaci. Potom m4 zpj_l derivaci a mame a(t) = ;(p;(t)) na (b1, b;).

O

1.5 Rekneme, Ze dvé representace
¢:(a,b) > En, 9:{c,d) > E,

jsou ekvivalentni (a piSeme
¢~ Y),
existuje-li rostouci homeomorfismus «a takovy, ze ¥ o a = ¢.
Tridy ekvivalence ~ se nazyvaji (po ¢astech hladké) orientované k¥ivky.

TVRZEN{: Necht je @ prosté aZ na pfipadnou rovnost p(a) = ¢(b). Potom tiida v ~ obsahujici ¢ se rozpadd
na prave dvé tridy v ekvivalenci =.

Dukaz: JelikoZ ¢ ~ ¢ = ¢ ~ 1, rozpadé se tfida v ~ na tfidy podle =. Definujme A : {a,b) — {a,b)
predpisem
A(t) =—-t+b—a.

Potom je ¢ ~ ¢ o A ale (vzhledem k prostoté ¢) neni ¢ =~ ¢ o A. Tedy jsou tfidy podle = v t¥idé podle ~
aspon dvé. Jestlize ¢ £ Y % x a o ~ 1 ~ X, je ziejmé ¢ & x (pro¢?). Tedy jsou pravé dvé.
O



1.6 Poznamka a tmluva: Geometrické piredstavé kiivky jako Gtvaru v prostoru dobie odpovida
pojem [1.2] — viz poznamku [1.3]. Konkrétni represenataci si miZeme piedstavovat jako bychom mély
navic informaci o ¢asovém pribéhu cesty po dané kiivce. U orientované kfivky kfivky nds sice Casovy
pribéh nezajima, zajima nas vSak smér, kterym se po kfivce pohybujeme.

Casto budeme voln& hovoiit o (orientované) kfivce

P <a7b> = En;

mame pak samozifejmé na mysli p¥islusnou t¥idu ekvivalence.

1.7 Necht L, K jsou oreintované k¥ivky s representacemi ¢ : {a,b) — E,,¢ : (a1,b1) = E, takové, Ze
p(b) = 9(a1). Bez Gjmy obecnosti miizeme pfedpoklidat, Ze a; = b (jinak nahrdime 1) tfeba representaci
1 oakde a(t) = a; + (t — b)). Pisme pak ¢ = by a definujme zobrazani ¢ * 1 : {(a,c) — E,, pfedpisem

(t) prote{a,b),
(p*)(t) = { i(t) grg t € (b,c).

@ * 1) je representaci nové (orientované) kiivky, kterou oznacime
L+ K.
Je velmi lehké, ale uzitecné cvifeni na orientaci v zatim zavedenych pojmech dokézat, ze
(1) ¢ =1 je opravdu representace kiivky (viz [XVII-1.1])

(2) orientovand kiivka L + K nezévisi na vybéru representaci orientovanych kfivek L, K a oznaleni je
tedy korektni

(3) (L+K)+ M =L+ (K + M) mé-li vyraz aspoii na jedné strané smysl.
1.8 Pfipomeiite si zobrazeni A z [1.5]. Je-li L orientovand kfivka s representaci ¢ : (a,b) — E, definujme
—-L

jako orientovanou kiivku uréenou representaci p o A. Tedy je —L ,ta druh4 orientovana kfivka“ pat¥ici do
stejné tridy ekvivalence ~.
Opét definice kiivky — L nezdvisi na volbé representace.

1.9 Dva terminy: Kiivce s prostymi representacemi se nékdy fikd jednoduchy oblouk, kfivce s
representaci takovou, Ze p(a) = ¢(b), ale p(z) # @(y) pro = # y, (z,y) # (a,b) se ¥ikd jednoducha
uzaviena kfivka.

Neni snad tfeba pfipominat, ze slovo ,uzaviend® zde m4 jiny smysl nez v souvislosti s podmnozinami
metrického prostoru.

I1.2 Kr¥ivkovy integral I. druhu

2.1 V dal8im budeme muset sledovat, zda se v tom kterém pfipadé jedna o redlnou ¢i vektorovou funkci.
Druhy piipad si budeme opé&t symbolicky pfipominat, takZe specidlné representant ¢ = (p1,---,pn)
budeme radéji zapisovat jako .

Pfipomenime si je$té definici normy z oddilu [VII-5.1] (totiZ || u ||= v/u - u, kde u - v je skaldrni soucin)
a to, Ze || x — y || je b&Zné euklidovskd vzdélenost ,bodu z od ,bodu“ y.
2.2 Piipomete si definici Riemanova integralu a divejte se na néj jako na jakousi sumaci funkce f pies
interval. Uvédomte si k tomu, Ze interval je zvl4tni, velmi jednoduchy, p¥ipad k¥ivky (dané identickou
representaci).

Takovou sumaci nyni trochu zobecnime. Rozdélenim kfivky L dané reprezentaci ¢ : {a,b) — E,, budeme
rozumét posloupnost bodi

(*) (P(tO)a(p(tl);;(P(tk)a

kde tg < t1 < --- <t je rozdéleni intervalu (a, b) ve smyslu kapitoly [XV].



Uvédomte si, ze jelikoZ (a,b) je kompaktni prostor, ¢ je stejnosmérné spojité zobrazeni a tedy
zvy$ujeme-li jemnost rozdéleni tg,...,t,, zvySuje se téZ ndzorna jemnost posloupnosti (¥); t.j, za sebou
nésledujici body budou blize nez pf"edepsane’ € > 0, zvolime-li dostatedné jemné rozdéleni intervalu (a, b).

Méjme nyni spojitou redlnou funkci f definovanou (aspoil) na ¢[(a,b)]. V analogii s Riemanovym
integrilem (pfipomeiite si zejména vétu [XV-4.3]) zkoumejme soudty

k

D F (@) | @t — Bti-a) |

i=1

a podivejme se, zda se neblizi k néjaké urcité hodnoté. Podle véty o pfirustku funkce soucet upravime na

2 f(2(t:)) - \/EJ L (5 (t) — @i (tia))” =
2o [ (B(t) - \/Z Lp] i) 2t —tim1)? =
Z f(B(ts)) - ZSOJ'( zg) (b —ti—1)

coz se podle [XV-4.3] pfi jemnosti rozdéleni jdouci k 0 blizi k hodnotg

b
RCORELIT?

2.3 Je-li ¢ : (a,by — E, representace kfivky L, nazyvame €islo

b
/ F@®)- 1 &) || de

kfivkovym integralem I. druhu z funkce f pfes kfivku L a oznacujeme

/Lfnebo /Lf(:c)d:c

(coz snad nepovede ke zmatkim; v literatufe ob&as najdeme symbol

fo)-

2.4 Tvrzeni: Vyraz z definice kiivkového integralu I. druhu nezavisi na volbé representace.

Diikaz: Necht ¢, 1) jsou jako v [1.1], necht ¢ o @ = ¢. Podle [1.4] je a po ¢astech hladki a tedy (aZ na
kone¢né mnoho bodit) mame

7(1) = /3 702 = /S d(al0)? - o ()2 = /S d(at)? - o ()] =I| &' (a(®)) || o’ (0)

a tedy podle véty o substituci mame

b
/f(cﬁ(t))- ) | dt = /f ) 1l B (alt)) || o (6))dt = /f ) 114 () || dr.

Pozorny &tenér se pté, kam se podéla absolutni hodnata : Bylo-li o'(t) zdporné, je a(a) = d a a(b) = c.
Znaménko se pouzije na prehozeni mezi.
O

2.5 Poznamka: Pfipomeiite sei Gvahu o délce kiivky z [XVI-3]. Vidime, Ze se na délku L miZeme divat
jako na kfivkovy integral z kompaktni jednotkové funkce pies L. Tedy, délka kiivky L representované ¢ je

b
/1=/||90'||-
L a



I1.3 Kr¥ivkovy integral I1. druhu

3.1 Bud @: {a,b) —» E,, representace orientované kiivky L, f= (f1,- .-, fn) vektorové funkce definované
(aspoi) na F[{(a, b)]. K¥ivkovym integralem II. druhu z vektorové funkce f pfes orientovanou k¥ivku

L rozumime ¢islo ) -
[ 7= [ femy e =3 [ n@w) oo
L a j=17@
(nésobeni v druhém vyrazu byl tedy skaldrni souéin vektort). Bude-li nebezpedéi nedorozuméni, oznadime

kiivkové integraly I ¢i IT druhu
o [, anf.
L L

Pripomenme, Ze v literatufe se ¢asto setkdvame se oznacenim kiivkového integralu II. druhu

/Pdm+Qdy, /Pdw+Qdy+Rdz
L L

(jednalo-li se o vektorové funkce (P, @), (P, Q, R)).

3.2 Nazorny ,fysikalni“ smysl kiivkového integralu II. druhu je tento: Postupujeme po orientované kiivce
od pocateéniho do koncového bodu. f I

vecf pak vyjadii praci, kterou je nutno vykonat, potykame-li se pfi tom se silou vyjadienou vektorovym
polem f.

3.3 Tvrzeni: Vyraz z definice integralu II. druhu nezdvisi na volbé reprezentace.

Diikaz: Méjme @ =1 o . Nyni je oviem o' () > 0 (az na koneéné& mnoho bodt). Mame

Z ) - g0yt = Z 0)) - (1) - o (1t = Z / Fi () - ().

O

3.4 V pifedchozim diikazu bylo a(a) = ¢ a a(b) = d, nebylo tedy tieba nic vyrovnavat. Kdyby ale bylo a
funkce klesajici, znaménko by se zménilo. Ziskali jsme tak

L7==)7

TvRzENt: Budte K, L orientované kfivky takové, Ze K + L md smysl. Potom
Jeut= LT+ L7
K+ K L

3.6 Bud tentokrat f (skalarni) funkce definovani na J[(a,b)] kde ¢ je representace kiivky L. Na této
mnoziné definujme vektorovou funkci f predpisem

PoZOROVANT:

3.5 Zcela bezprostiedné vidime, Ze plati

e — . M
f(@(1) = (&) Y

DLf=UDAﬁ

Integral prvniho druhu je tedy mozno vyjadrit integralem II. druhu. Pozorny ¢tenaf mize namitnout, ze
&' (t)
. . e ()l
Jenomze je-lig ~ 9, tieba @ = 1 o a, a polozime-li 7 = a(t) (takZe ptame-li se na bod z € F[(a,b)], je

z = @(t) = (1)), dostdvame ' (t) = ¥'(a(t)) - o/ (t) a tedy
e't) _ Y o)
@I @) I @)
Nejednoznacnost je tedy pouze ve znaménku; tu ale potfebujeme na vyrovnani toho, ze (II) f 1, zévisi na
orientaci a (I) f; ne.

Okamzité zjistujeme, ze plati

f byla na dané mnoziné definovana nejednoznaéné: faktor by mohl zaviset na volbé representace.




3.7 Poznamky:

1. Vyrazy ,I. druhu“ a ,II. druhu“ v ndzvech pfislusnych integralt jsou tedy ponékud matouci. Mohou
budit dojem jakéhosi pofadi vyznamu. Je tomu ale spis tak, ze integral II. druhu je zdkladni a
integral I. druhu se d4 na néj prevést. Ostatné dale uvidime, Ze i dalsi typ kfivkového integralu se
dé integralem II. druhu vyjadfit.

2. Funkce f & f obvykle bjv4 definovana ne mnoziné podstatnd vétsi ne Pl{a,b)]. V nékterych zéle-
Zitostech (viz tfeba Greenovu vétu v oddilu 5 déle) to hraje zdsadni roli.

3.8 Jelikoz spojité funkce na kompaktni mnoziné jsou omezené, dosavame z Véty [XXIII-2.2] okamzité

TVRZENT: Necht vektorova funkce f(a,:ﬂ) zavisi na redlném parametru o tak, Ze f;j(a,x) maji spojité
parcidlni derivace podle a. Potom pro kiivkovy integrdl II. druhu plati

d - [ 0f(a,2)
E/Lf(a,m)dl' _/L da dz.

I1.4 Komplexni kf¥ivkovy integral

4.1 Pro komplexni funkci jedné komplexni proménné, f(t) = f1(t) +if2(t) kde f1, fo jsou redlné funkce
se zavadi Riemanniv integral formuli

/abf(t)dt = /ab fl(t)dt+i/ab fo(t)dt

4.2 V komplexni roviné C zavidime vzdalenost jako |z — y|, coZ pfi interpretaci komplexnich &isel jako
dvojic redlnych &isel shoduje s béznou metrikou v Eo. K¥ivky v C budou prosté kiivky v Es (ve smyslu
[1.1], [1.5]) s tim, Ze hodnoty ¢(t) budou chipany jako komplexni &isla, coZz zejména znamend moznost
nésobit je jinymi komplexnimi ¢isly ve smyslu télesa C.

4.3 Bud ¢ : {(a,b) — C representace orientované k¥ivky L, bud f komplexni funkce jedné komplexni
proménné definované na néjaké mnoziné obsahujici ¢[(a, b)]. Komplexni k¥ivkovy integral

/Lf(z)dz

b
8 | ew)- o

se zavadi formuli

(nezavislost na volbé representace bude patrna z [4.4]). Formule se napadné podobé formulim, které znéte,
ale pozor: podstatné je, Ze soudin f(p(t))¢'(t) komplexnich &isel je operace pfece jen jiného charakteru
neZ nasobeni ¢isel redlnych. Vyraz (*) je sice opét limitni hodnota souctii

D Fp(t) - (p(ti) = pltiz1))

pfes podrozdéleni a = tg < t; < --- < tg = b, coZz ndpadné pfipomina pivodni Riemanniv integral (soudty
nésobkil hodnot funkce s rozdily za sebou néasledujicich bodt rozdéleni); jenomze v p¥ipadé Riemanova
integralu mély tyto nasobky pfirozenou interpretaci jako obsahy jistych obdélnika a chipat takto soucin
komplexnich éisel by vyzadovalo zna¢nou fantazii.

4.4 Komplexni kfivkovy integral lze vyjadfit pomoci kiivkovych integrala II. druhu.

VETA: Rozloime komplexni funkci jedné komplexni proménné na redlnou a imagindrni cdst

f(2) = f1(2) +ifa(2).

Potom pro komplexni kiivkovy integrdl z funkce f plati

/L (2)dz = (IT) / (1o —f2) +i(ID) / (o f1)-



Dikaz: Mame

I Fe@)¢! (t)dt
[Pl +ifa(0(2)) - (g () i}
FLF1(p(t) - 05 () + (= f2(0(2))) - 9h()dt + i [ (f2(0(t))
[ (f1,—f2) + lfL fa, f1)-

(t))dt =
P1(t) + f1(p(t) - pa(t))dt =
O

P0ZOROVANT: Z této véty téZ vidime, Ze komplexni k¥ivkovy integrdl nezdvisi na representaci orientované
kiivky. Na orientaci ovsem zavisi.

4.5 Odhad v nésledujicim tvrzeni je zbyte¢né hruby. Pro nase Gcely vSak bude stadit.

LEMMA: Necht na kittvce L o délce d plati pro komplexni funkci f Ze |f(z)| < A. Potom

/Lf(z)dz

1- fab f2h +ifab fa201 + ff fivh| <

<4A.-d

Dikaz:
2 Flo()' (t)dt| =

b b
Lo 11l 1l +fab|fz |05 +f |f2 |<P1| +f |fal - |<p'z| <
4fh A1) = 44 [ |¢/] = 44d.
(absolutni hodnota a komplexniho ¢&isla a je totéz, co norma || « ||, chapeme-li ho jako bod v E,. UZzili
jsme pak pozorovani v [2.5]).
d

I1.5 Greenova formule

5.1 V tomto odstavci budeme implicitné pouZzivat sice velmi ndzornou, ale ve skute¢nosti nikterak snadnou
Jordanovu vétu:

Prosta uzaviena kfivka v roviné tuto rovinu roztini na (pravé) dvé oblasti, jednu z nich
neomezenou (,,vnéjsi oblast“) a jednu omezenou (,,vnit¥ni oblast*).

Nastésti v konkrétnich aplikacich formule, kterou budeme v tomto odstavci dokazovat pijde jen o
roztinani roviny kruZnici na vnitfni kruh a doplnék uzavéru tohoto kruhu, kde platnost Jordanovy véty
je trividlné ovéritelné.

5.2 JeSté v jedné véci se budeme muset odvolat na nazor. O orientaci prosté uzaviené kiivky v roviné
budeme uzivat vyrazu ,proti sméru hodinovych rudi¢ek” a ,,ve sméru hodinovych ruci¢ek” (viz obr XXIV.1)

Snad to nepovede k nedorozuméni. Ostatné v konkrétnich aplikacich pijde o kruznice, kde je snadné
dat témto pojmlim piesny vyznam (representace

@(t) = (a+rcost,b+ rsint)

je proti sméru hodinovych rucicek).

5.3 VETA: ((Greenova formule) :) Bud L prostd uzaviend kiivka orientovand proti sméru hodinovijch
rucicek, bud M sjednoceni vnitini oblasti s krivkou L, bud f = (f1, f2) vektorovd funkce devinovand aspor
na M a majict tam spojité parcidglni derivace. Potom plati

6f2 of
/f 3331 5—372)

(kde napravo je integrdl pres podmnoZinu roviny).
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Diikaz: Z definice kfivky v [1.1] snadno zjistime, Ze mnozinu M muZeme rozdélit na ,trojthelniky* s
nejvys jednou kiivou stranou podobné jako kruZnici na obr. XXVI.2(a)

Takové trojuhelniky jsou vnitfnimi oblastmi svych obvodi a kdyz tyto orientujeme proti sméru hodino-
vych rudicek, vidime, Ze jejich ¢asti lezici na L se s¢itaji ve smyslu definice [1.7] pravé na tuto orientovanou
kfivku, zatimco uvnitt M se ,trojahelniky* vzdy po dvou setkdvaji a v misté setkdni jsou pfislusné casti
obvodi orientovany opa¢né (viz obr. XXIV.2(b)). Z formuli [3.4] a [3.5] tedy vidime, Ze vétu stadi dokéazat
pro takové trojihelniky. Dokazeme ji t¥eba pro ptipad z obr. XXIV.3.

kde kiivka Lo je graf prosté funkce g. Mame representace

Li : ¢1:{a,c) = Ea, 1 (t) = (t,0),
_L2 Lop2t (CL,C) — ]E2a902(t) = (tag(t))a
—L3 : ¢3:(b,d) = Ea,3(t) = (a,t).

Podle [3.4] a [3.5] je tedy ¢} = (1,0),95 = (1,9'()),¥5 = (0,1)

[i=[ pef 7+ i- /:fl(t,b)dt—/acfl(t,g(t))dt—/acfz(t,g(t))dt—/bdfz(a,t)dt-

Oznatme h : (b,d) — R funkci inverzni k funkci g a zavedme ve tfetim integralu substituci 7 = g(¢) (a
tedy dr = ¢'(t)dt). Potom, po sjednoceni znaceni pro proménnou dostneme

c d
(1) / = / (F1(8,B) — fi(t, 9(8))) dt + /b (Fa(h(t), ) — fala, 1)) dt.

Podle Fubiniovy véty a ,Zakladni véty analysy“ (na zbytku (a, c) x (b, d) dodefinujeme f nulou) pocitejme
déle

- a8l = L () Baden)da = [ (@) = filer,b) da,
w8 = S S )den = [ (Bh@),w) - fala,22)) dos.

Srovninim hodnot z (1) a (2) dostdvame
/ F= / of _Oh
L m \0z1  Oma)’

5.4 VETA: ((Zesileni Greenovy formule) :) Pokud jsou funkce fi, fo omezené a md-li vgraz napravo smysl,
plati formule z véty [5.3] i tehdy, neni-li funkce f v jednom bodé vnitini oblasti kiivky L definovina.

O

Driikaz: Kolem kritického bodu opi§me kruznici K(n) o poloméru + (zatneme teprve takovym n, aby

se piislusny kruh vesel do M), tentokrat orientovanou ve sméru hodinovych rudi¢ek. Viz obr. XXIV.4.

5 —0fs _ 0fr
Polozme V = 55— Bus-

11



Pfi oznafeni z obrizku mame podle [5.3]

fMl(n)UMg(n) V= fMl(n) V+ sz(n) V=
(le F+Tesm Tt i £+ Jam) f) + (fL2 P+ Jeamy I+ Jomy £+ iy f) =
fL f + fK(n) f
Vzhledem k tomu, Ze délka K (n) kless pode viechny meze, je pfi n — oo limita pravé strany rovna [ f-:
limita levé strany je rovna [,, V podle [XXIII-1.5](b) (mame totiz M \{kritickybod} = bigcupg>. , M (n)U

Mz (n)).
O
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IIT Poznamky o plo$ném integralu

V této kapitole se omezime jen na nékolik poznamek o dvojrozmérném plo$ném integralu v t¥irozmérném
prostoru.

III.1 Plocha a jeji obsah

1.1 Plochou budeme rozumét Gtvar ziskany sklddanim z ¢asti danych zobrazenimi

gD:U—)Eg,

kde U je oteviena (obvykle souvisld) podmozina E,. Pokud to bude mozZné, omezime se zde na pfipad

jediné takové casti.
1.2 Pfedevsim budeme, asi s politovanim, nuceni zavrhnout jeden népad jak pfistupovat k definici obsahu
plochy. Podobné jako u délky kiivky se nabizi aproximace plochy rovnymi ploskami jako na obr. XXV-1
a za obsah dané plochy vzit suprémum vzniklych ploch. To bohuZel nedéla dobrotu. Predstavte si tfeba
vélcovou plochu aproximovanou soustavou trojuhelnikii tak jak je naznadeno na obr XXV-2(a).

Pfi tom volme dé&leni vysky podstatné jemn&jsi nez déleni kruznic (dejme tomu, necht d < v2, kde v
je nejvétsi vzdalenost bodu na tsedce aproximujici kus vodorovné kruznice od této kruZnice). Zatim co
aproximaci kfivky stale jemnéjsi lomenou ¢arou je ¢im dal tim hladsi, naSe aproximace vélcové plochy
bude néco jako ¢im dal tim ostfejsi pilnik s plochou rostouci nade vSechny meze. A to §lo o plochu, kterou
lze narovnat, takze rozumny koneény obsah ma.

1.3 Postup, ktery funguje je zalozen na trochu jiné pfedstavé (néco jako ,infinitesimélni Supiny“). Viz
obr. XXV-3.
Nez napiSseme vhodnou formuli, zavedeme nejprve pojem vektorového soucinu dvou vektord v trojroz-
mérném prostoru. Je-li .
a= (a17 az, a3) b= (bla ba, b3) >

zavidime
L7
axb= (a2b3 — a3b2,a3b1 — a1b3,a1b2 — a2b1) .

;
=@ b -

- -\ 2 -
TVRZzENT: Hc_i X b (Ei- b) a je to obsah rovnobéZnika, urceného vektory a,b.

Dukaz: Podle sinové a cosinové véty snadno zjistime, ze
(1) obsah zminéného rovnobéznika je ||@|| - HEH - [sina,
@) |a73“ = |l - HEH - cosa

kde « je thel, ktery a@ a gsviraji.

= |2
Pro obsah tedy pfedevSim dostaneme formuli ||@|| - Hb” - Jsina| = \/||('1'||2 . Hb” -(1—cos?2a) =

waﬂwawm%

Prvni rovnost: Budeme pocitat dvojmoc pravé strany. Dostaneme

(a% + a% + a%) (b% + b% + b%) — (a1b1 + asbs + a3b3)2 =
a2b} + a3b3 + a2b2 + a?b? + a?b2 + a2b? + a3b2 + a2b? + alb’
—afbf - a%bg - a%b% - 2a1a2b1b2 - 2a1a3b1b3 - 2a2a3b2b3 =

(arby — a2b1)2 + (a1bs — 0351)2 + (azbs — (13112)2 .

O

1.4 Po tom co bylo feceno asi jiz neni zcela nejasnd motivace nasledujici definice plo§ného integralu
I. druhu z funkce f pfes plochu (S) danou representaci ¢ : U — Ej:

_ 5 1122, 99
[ 0= [ @ |55

13

dtidts




Obsah dané plochy je f( s) consty, to jest,

8(,0 o

atl 8 s dtidts

1.5 Plosny integral II. druhu z vektorové funkce f se zavadi formuli

/<5) fz/(]f(w(tl,tz))- (gg 322) dt, dt

(soutin uprostied je, samoziejmé, skaldrni soucin). Je dobré si uvédomit, ze @ (b X é’) je determinant

matice o fadcich &, b, ¢, takZe tento integral je vlastné

. 0@ 0@
/ det( ,6t 6t2) dtldtz

1.6 Podobné jako u kfivkovych integrald je integral I. druhu mozno vyjadrit pomoci integralu II. druhu:
Misto f integrujeme

oF  9¢

(9t1 Btg
8(,0 ’

3t1 atz

I11.2 Stokesova formule

2.1 Pro vektorovou funkci f = (fi, fa, f3) zobrazujici ¢4st Ey do Eg se zavadi jeji rotace formuli

votf = (22 _ 0% 01 0% O _Oh
B 6.23'3 (9.1'2’(9.’1:'3 61'1’6.2;'1 8.’E2

jako bychom operatorem (2, 22—, -2 ) _vektorové vyndsobili“ funkci f).
8.@1 6 8.703
2.2

VETA: (Stokesova formule) : Bud ¢ representace plochy (S), necht md spojité parcidlni derivace 2. fddu.
Bud (N) édst této plochy ohranicend kiivkou K. Potom plati

/I{f: /(N)rotf.

Dikaz: V oblasti U si nejprve vymezme kfivkog L danou representaci 1 oblast M, ktera se pak zobrazi
na N. Tedy je K déna representaci potp. Pro [}, f dostaneme pouzitim formule pro derivaci slozené funkce

b 2 3
[i=] ;(gﬁ(w(wm %ﬁ”’)w)

g’:U—)EQ

takze definujeme-li
predpisem

6802 (tl ) t2)
6tj ’

P N 092 591)
= = —= — 2= | dt1dts.
/Kf /Lg /M(atl Ots 1

Opét s pouzitim pravidla o derivacich sloZzené funkce dostaneme

90y 5~ (2Ui09) Dexy p Do) 5 (00 Ben 0 0%

tl,tg Zfz t17t2

mame podle Greenovy formule
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a tedy

dg: _dg1 _ i af(@(tl,tz))_(asop_aw awi_%)‘

oty Ota B 6.’Ep Oty Oty a oty Oty

i,p=1i#p

Secteme-li dvojmou sumu napravo v poradi

(pai) = (2a3) ’ (3a2) ’ (37 1) ) (1a3) ’ (172) ) (25 1)7

dostaneme
— (8f2 _ 08fs 093 0ps _ Ops Bz ) |
- 81)3 8112 8t1 atg 3t1 8t2
4 (8L _0fs 091 093 _ 093 891 ) 4
3Z3 3Z1 3t1 8t2 8t1 Btg
8f2 _ Ofs O¢1 8oz _ Ovz 0p1 | _ F.o(9¢ 8¢
+ (8w1 B:EQ) ( t1 Oto t1 Ot2 - TOtf t1 X Ota
O

I11.3 Neékolik poznamek

3.1 Stokesovu formuli mtzeme povazovat za zobecnéni Greenovy formule: Greenova formule je totiz
specialni ptipad Stokesovy pro ”rovnou plochu” M.

Skuteénou analogii Greerlovy véty v tfirozmérném prostoru je vSak

Gaussova formule: Bud f = (f1, f2, f3) vektorova funkce definovand na t¥irozmérném utvaru V ohra-

ni¢eném plochou (S). Potom plati
[ 7= [ daif,
(S) v

3.2 O dtkaz této formule se zde radéji nebudeme pokouset ani ve specialnich pfipadech. To proto, ze
bychom museli dit nejprve smysl pojmu orientace plochy, ktery jsme zatim zamléeli (a i ve formulaci
Stokesovy véty jsme v té véci podvadeéli; netfekli jsme, Ze orientace kiivky L musi byt v jakémsi vztahu k
orientaci plochy (N)). Tak jednoduse jako odkazem na smér hodinovych rudicek se to odbyt nedé.

kde divf = §0 + 512 4 8fs

3:112 st °

3.3 Vsimnéte si podobnosti Gaussovy a Greenovy formule: V obou pfipadech se jedna o zdkonitost tvaru

o=

kde 0 nalevo je hranice Utvaru X a 0 napravo je néjaky vhodny diferencidlni operdtor. Jinym pifipadem
(a zdkladem pro v8echny ostatni) je ”zdkladni véta analysy”

£(b) - f(a) = /( Y .

a,b) dx
Rozdil f(b) — f(a) je totiz cosi jako ”orientované suma” pfes hranici {a, b} intervalu (a, b).

Zakonitosti tohoto typu pii vhodnych definicich diferencidlnich operatortt pro pravé strany plati v
kazdé dimensi.
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IV Zaklady komplexni analysy

V této kapitole budeme s télesem komplexnich ¢isel C nakladat jako s euklidovskou rovinou. To jest,
budeme volné prechazet od komplexniho ¢isla k jeho representaci dvojici redlnych &isel a zpét; C budeme
povazovat za metricky prostor s béznou metrikou z E,, coz se ovSem v komplexni interpretaci projevi jako

o(u,v) = |lu —wvl|.

IV.1 Derivace podle komplexni proménné. Cauchy-Riemanovy podminky.

1.1 Bud f: U — C funkce definovand na néjaké oteviené podmnoziné roviny C. Stejné jako v R (a jako
v kazdém télese opatFfeném metrikou) miizeme studovat limitu

k) ()
h—0 h )

Existuje-li, mluvime o ni (opét) jako o derivaci funkce f v bodé z, a existuje-li ve v8ech bodech né&jaké
podmnoziny M C U, mluvime o vzniklé komplexni funkci na M jako o derivaci funkce f na mnoziné M.
Opét uzivame oznaceni

if

d
fl(z)7fl7 %

Nemusim jisté fikat, co jsou pak parcidlni derivace v pifipadé funkce f:U; x --- x U, — C,U; C C.

1.2 Napiiklad pro funkci f(z) = 22 dostadvdme opét

2_ 2 2 2
fig GER =2y 2,
h—0 h h—0
tedy, (22)" = 2z.
Zkusme spocitat derivaci funkce f(z) =z (Z je Cislo komplexné sdruzené k z), tedy

. zZ+h-% .
lim —— = lim
h—0 h h—0

SRS

Tato limita neexistuje: blizime-li se k 0 po imaginarni ose, mame stale hodnotu -1, po redlné ose mame
stale hodnotu 1.

Tento druhy pfiklad ukazuje, ze v komplexnim oboru se mutze velmi snadno stat, Ze derivace neexistuje,
a ze se to muze stat i s funkci, kterd je geometricky velmi uspokojiva: z — Z je zrcadleni podle realné
osy, zobrazeni tak hladké, ze jiz nic hladsiho ani nemutze byt. Intuice o existenci derivace jako vyjadreni
hladkosti se tedy nemtzeme drzet. Zde je to mnohem silnéjsi vlastnost.

1.3 Pro komplexni proménnou z pisSme z = z + iy a vyjadieme komplexni funkeci f v redlnych funkcich
dvou proménnych jako
f(2) = P(z,y) +iQ(z,y).

VETA: Necht md funkce f derivaci v bodé z = = + iy. Potom tam funkce P, Q maji parcidlni derivace a
plati

op _0Q or _ _0Q

dr Oy’ Oy = Oz’
Pro derivaci f' plati formule

f,_a_P_’_i@_%_i@
- Oz dr Oy Ox’

Dikaz: Mame

1
(Fz+h) - 1)

1

= — (P - P
i (P +h,y +ho) = Pla,y)

+ Tt il Q@+ hi,y + ha) — Q(z,y)) .

Necht naSe derivace, t.j. limita naseho vyrazu pro h — 0 existuje. Potom musi tim spi§ existovat pro

hiy — 0 pfi ho =0 a pro he — 0 pii Ay = 0. V prvnim pripadé dostavame

£1(2) = lim — (P(z + hyy) — P(z,9)) +ilim —— Q& + h,y) — Q@) = 2o (2,9) + 12 (2, ),

oP oQ
hl h1 63&' 3y
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v druhém pak obdobné

O

1.4 Rovnostem

oP _0Q 9P _ 0Q
oz 6y By Oz

se fik4 Cauchy-Riemanovy podminky. Podle 1.3 jsou nutné k existenci derivace. Vzapéti uvidime, Ze jsou
v trochu zesilené podobé také postacujici.

VETA: Necht f(2) = P(z,y)+iQ(x,y), necht P,Q maji v néjaké oteviené U C C spojité parcidlni derivace
a necht tam jsou splnény Cauchy-Riemanovy podminky. Potom md funkce f na mnoZiné U derivaci.

Dikaz: Mame
Lf(z+h) = f(2) =

F(P( + hy,y + h2) — P(2,y) +iQ(z + b1,y + hy) — iQ(z,y)) =
5 (P(@+hi,y+ ho) = Pz + ha, y) f P(z + hy,y) — P(x,y)+
i(Q(x + hi,y + ho) — Q(z + hy,y) +i(Q(x + hi,y) — Q(z,y)) =
% <3P($+h81?;y+ah2) ho + 3P(w+,6h1,y) hy + zBQ(w-‘r’gy,y+’Yh2) o + z3($+5h17y) hy
% BQ(w+h31z’y+ah2)h + 3P(av+,8h1,y)h + zBP(w-‘rig,y-i-’yhz) +4 3Q($+5h179)h
% (aP(erlgm,er'yhz) (hy +iha) + laQ(mg;shl,y) (hy + ihs) + (BP(z-nghl,y)
_8P(z+lé;,y+'yh2? hy — (BQ(z1+g;,y+ahz) . 8Q(z;;5h1,y) h2) _
OPC) 4 ;990 4 (prvni rozdil) & + (druhy rozdil) 22

OP(z,y) N iaQ(w,y)_

ox ox

O

1.5 Komplexni funkci spliwjici v oboru U Cauchy-Riemannovy podminky se spojitymi parcidlnimi deri-
vacemi se fika funkce (v oboru U) holomorfni.
Pozdéji uvidime, ze to znamené totéz jako ze f ma v U derivaci, zatim ovSem nevime, zda u funkce s

derivaci jsou pfislusné parcidlni derivace spojité.

1.6 Nasledujici vétu dokdzeme asi trochu podrobnéji, nez je po tom co ¢tendf jiz vi nutno. Pocvi¢ime se
pfitom v préaci s Cauchy-Riemannovymi podminkami.

VETA: Bud f(v,z) spojitda komplexni funkce dvou komplexnich proménngjch, holomorfni v proménné v v
néjaké oblasti. Potom v této oblasti pro komplexni kiivkovy integral plati

d _ [ 9f(r,2)
E/Lf(%z)dz—/Lsz.

Ditkaz: Ozna¢me F(v) = [ f(v,z)dz. Podobné jako dfive pisme f(v,z) = P(e, 3,2,y) + iQ(a, 8, z,y)
piiy=a+i8. Podle XXIV 4.4 mame

F(y) =Pla, ) +iQ(a, B),

kde
( f Ot /873; .7/ Q(aaﬂaxay))a

( f a,B,a:y ( ;5;37;21))-

Jelikoz je f holomorfni v proménné ~, plat1

0P 8Q 0P  0Q

da 9B’ da
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a tedy dostavame podle XXIV.3.8
W 272:(””(3_5"%) =) (33.55) = 5% 0

a a
L=unf(%.-%)=-un/ (5 5)=--52

. , ( . o« (_8f _ 9P |, ;0
a tedy je F(vy) v oboru U holomorfni a mé tam derivaci. Kone¢né podle 1.3 mame 55 =35t z% a tedy
podle formuli (1) a znovu 1.3,

0f(1,2) ;. _ op _0Q\ ., oQ oP\ _OP 09 _ dF
/ 0y dz_UI)/(Ba’ 804)4—2([[)/(804’8(1)_6044_%804_d'y'

O

IV.2 Komplexni kiivkovy integral a primitivni funkce

2.1

VETA: Bud L orientovand prostd uzaviend kiivka takovd, Ze ma celé jeji vnitini oblasti md komplexni
funkce f derivaci. Potom je

/ f=0.

L

Dukaz: Ozna¢me opét f(z) = P(z,y) +iQ(z,y). Podle XXIV.4.4 méme

/L:H/L(P,—Q)H(H)/L(Q:P)

[ (-aamy (2o

Iy 8 Oy or 0v)°

Jelikoz musi byt splnény Cauchy-Riemannovy podminky, jsou oba s¢itance nulové.
O

a podle Greenovy formule déle

2.2 Nisledkem toho, maji-li dva orientované oblouky L;, L, stejny pocatecni a koncovy bod, neprotinaji-1i
se nikde mimo tyto dva body a mé-li funkce f derivaci v§ude v oblasti mezi nimi (viz obr. XXVI-1) plati

(1) /L1f= [ 1

(nebot fL1+(_L2) = le _sz =0).

Nemusime se ovSem omezovat na oblouky, které se (kromé koncil) neprotinaji. Protnou-li se konec-
nékrat plati formule (1) téz (viz obr XXVI-2: Aplikujte formuli postupné na oblast M;.). S p¥ipadem
nekone¢né mnoha protnuti bychom si zatim nevédéli rady a proto se v nasledujici definici radéji omezime
na lomené cary.

2.3 Necht m4 f derivaci v konvexni oblasti U (konvexni proto, abychom méli zarudeno, %e derivace bude
mezi ¢arami vedoucimi touto oblasti vzdy existovat). Podle 2.2 pak integral z f po lomenné ¢afe vedouci
touto oblasti zavisi pouze na koncovych bodech a, b. Pisme tedy

/ab f(z)dz

pro integral pies libovolnou orientovanou lomenou ¢aru vedouci oblasti U, s po¢ateénim bodem a a kon-
covym bodem b. Zvolme a pevné a definujme pro u € U

Flu) = / " (o).

VETA: Funkce F je v oblasti U primitivni k funkci f. To jest F'(u) vidy existuje a rovnd se f(u).
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Dikaz: Lomenou ¢aru od a k u + h mizeme vést napt. tak, Ze ji nejprve vedeme od a k u a odtud po
Usecce
¢ :{0,1) = C,o(t) = u + th.

F(u+h)—F(u)=/au+hf—/auf=/au+/uu+h_/a“:/uu+h

a posledni vyraz mizeme pocitat jako Riemanniv integral

Méme tedy

/1 F(u+ th)hdt
0

(mame ¢'(t) = h; pozor, zde se jedna o dvé obyéejné realné derivace). Tedy méme

1 1 1 ) 0
E(F(u+h)—F(u)):/0 f(u+th)dt=/0 P(u+th)dt+z/0 Qu + th)dt

coz se podle véty o stfedni hodnoté (XV.4) blizi k P(u) +iQ(u) = f(u).
O

IV.3 Cauchyova furmule

3.1

LEMMA: Bud' K kruZnice se stiedem v z, orientovand proti sméru hodinovyjch rucicek. Potom plati

Dikaz: Representujme K zobrazenim
v :(0,2m) = C, p(t) = z + z(cost + isint)

(vSimnéte si, Ze na poloméru zélezet nebude). Potom mame ¢'(t) = r(—sint + i cost) a tedy
d 2w —sint - t 2w
[ o i Py
k&—2 o r(cost+isint) 0

3.2 Srovnejte s 2.1 a v8imnéte si, jakou roli sehralo to, Ze integrovand funkce neni uvniti kruznice (a to
v jednom jediném bodg) vzdy definovan4.

3.3

O

VETA: (Cauchyova formule) : Necht funkce f md derivaci v kruhu ohranideném kruZnici K se stiedem z
orientovanou proti sméru hodinovych rucicek. Potom plati

1 / f<§)d§ £(2).

2mi k&E—2

2m §—z 2—m/K§—z 2m/f E—z f.

Prvni z integralti na pravé strané ma podle 4.1 hodnotu f(z). Na druhy pouZijeme Greenovu formuli v

Dikaz:

zesilené podobé z XXIV.5.4. Funkce g(&) = f (Eg 1) gice v bodé z neni definovéna, d4 se tam v8ak spojité
dodefinovat derivaci a je tedy omezend. VSude Jlnde derivaci ma. Tedy je druhy integral roven nule.
O

3.4

19



VETA: Ma-li komplexni funkce komplexni proménné v néjaké oblasti derivaci, md tam derivace vsech 7ddii.

Dikaz: Podle 1.6 mtizeme vyraz z Cauchyovy formule (opakovang) derivovat podle z za integraénim
znamenim a dostavame . 16
(k) _ M IS e
196 = 5 | e

O

3.5

DUSLEDEK: Funkce f je holomorfni v oblasti U prdvé kdyZ tam md derivaci.
(Vzpomerite si na 1.5. Jde o to, ukdzat, Ze md-li f vU derivaci, magi tam P, Q spojité pacidlni derivace.
To nyni snadno usoudime z toho, Ze f' md derivaci f" a je tedy spojitd.)

3.6

DUSLEDEK: Funkce f md v néjakém okoli bodu z derivaci prdvé kdyZ md v néjakém okoli bodu z primitivni
funkci.

(Md-li primitivni funkci F, existuje f' = F"; md-li derivaci, spliiuje Cauchy-Riemannovy podminky a
md tedy podle 2.3 primitivni funkci.)

3.7
PoOzZNAMKY:

1. Tvrzeni 4.3 a 4.5 siln€ kontrastuji se situact v redlné analyse.

2. Uvidime, Ze Cauchyova formule hraje v komplexni analyse roli velmi podobnou t€, kterou md véta o
stiedni hodnoté (o piirustku funkce) v redlné analyse. Je to viak v jistém smyslu formule mnohem
silnéjsi a proto jsou nékteré véci (napt. Tayloriv rozvoj) mnohem snazsi.

3. Uvedomte si, jakou roli hrdalo to, Ze % uttkd do nekonecna v bodé z. Vsimnéte si, Ze se vse sou-
streduje do libovolné malého okoli tohoto bodu.

4. To, Ze K v Cauchyové formuli byla kruznice je mepodstatné. Stejné turzeni plati pro libovolnou
uzavienou kiwku L, ktera v oblasti U obéhne bod z. Viz obr. XXVI-3. Je totiz [, = le +fL2 =

(le + ng + fL4 + f—K1) + (fL2 + f_L4 + f_L3 + f—Kz) + Jx = [k nebot vjrazy v zdvorkdch daji
nuly.

IV.4 Taylorova formule, mocninné fady, véta o jednoznac¢nosti

4.1

VETA: (véta o Taylorové rozvoji) : Necht je f holomorfni v néjakém okoli bodu a. Potom v dostatecné
malém okoli bodu a plati

FE) = @) + 5 £(@) - (= @)+ 7@ (2= af + ok = fO@) () e

Dukaz: Mame
1 1 1

) -z €-a 1-2=%

Vezméme kruznici K o stfedu a a poloméru r tak, aby v celém pfislusném kruhu méla funkce f derivaci.
< 1. Z (1) dostaneme

zZ—a

£—a

2 n
i 1 - - — —
= —g:<1+§—3+(§—3) +“‘+(%) +> =

E_%+(z—a)-ﬁ+(z—a)2-ﬁ+---+(z—a)”-m+---.

Bud z takové, ze ||z — al| < r, takze
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Tedy z Cauchyovy formule dostaneme (to, Ze miizeme integraci provadét pies jednotlivé s¢itance snadno
plyne z Lebesgueovy véty: jednd se o integral pfes kompaktni interval a vSechny z(¢astnéné funkce jsou
omezengé):

f(z) = QLm_/g(Tg)zdz: 2%”:/gf(_—f)adf+(z—a)%/%d{+---+(z—a)"%ﬂ_/$d£+---

Podle formul v dikazu véty 3.4 je

1 [ 1

2mi ) (£ —a)ntl  nl

(a).
a

4.2 Zjistili jsme tedy, ze ma-li komplexni funkce derivaci, da se lokalné rozvijet do mocninnych rad.

Projdéte si nyni dikazy XI.3.4, XI.5.1 a XI.5.3. Snadno zjistite, Ze je mtzete doslova zopakovat i v
komplexnim pfipadé (rozdil je ovSem v tom, Ze trojihelnikové nerovnost pro absolutni hodnotu je nyni
hlubsi fakt neZ v redlném pfipadé). Plati tedy zejména

TvrzeN{: (Komplexni) mocninnd 7ada

() > (e - a)t

konverguje absolutné a stejnomérné v otevieném kruhu o polomeéru

1
r =liminf ——
V |an|

a diverguje mimo uzavieny kruh o tomto poloméru. Rada Y 5o kay(z —a)*~!

mda stejny polomeér korven-
gence jako Tada (). Radu (%) je mozno derivovat clen po clenu.

4.3 Mocninné fady
2
e =1+F+5 4
z Z

sinzg=z—-%5r+ % —--

w
o

povaZzujme nyni za definice e?,sin z,cosz pro z € C. Plati tedy formule

e =cosr+isinz,e” =cosx —isinz

a odtud dale ) . )
r —ir eliI)

coS ¢ fe si —°
r=——— sing =

2 ’ 2i
(Nyni vdm moZné bude postup z XIX.4.6 pfipadat pfirozenéjsi.)

4.4

LEMMA: Necht jsou f,g definoviny v néjaké oteviené mnoziné U, bod ¢ € U,c = lim ¢y, ¢, # c. Necht je
flen) = g(en) pro vsechna n. Potom f = g v néjakém okoli bodu c.

Dukaz: Sta¢i dokdzat, ze je-li f(c,) = 0 pro viechna n, je f = 0 v n&jakém okoli bodu c.
Jelikoz je ¢ uvnit¥ defini¢ni oblasti a f mé tedy v ¢ derivaci, miZeme rozvijet do Taylorovy fady

Zak(z — o).

Neni-li f v zddném okoli bodu ¢ identicky nulové, nejsou vSechny koeficienty ay nulové. Bud a, prvni
nenulovy. Potom je v dost malém okoli bodu ¢

f(z) = (z _C)n : (an +an+1(z—c) +an+2(z —0)2 + )

Funkce v zdvorce je spojitd (uvédomte si pro¢) a v bod& ¢ nabyvi nenulové hodnoty. Funkce (z — ¢)”
nabyvé hodnoty 0 jen v bodé c. Tedy f(z) nabyva v n&jakém okoli V bodu ¢ hodnoty 0 jen v bodé ¢. To
je ve sporu s faktem, Ze ¢ musi pro dost velké k lezet ve V.

O
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VETA: Necht jsou f,g definovdny na néjaké souvislé oteviené mnoziné U, necht ¢ € U,c = limey,, ¢ # ¢y,
a necht f(c,) = g(cp) pro vSechna n. Potom je f = g na celé mnoZiné U.

Dikaz: Oznadme

M ={z e U|f(u) = g(u) v n&jakém okoli bodu z}.
M je ziejmé oteviend a podle Lemmatu je neprazdnd a uzaviend. Je-li tedy U souvisld, je M =U.
O

IV.5 Liouvilleova véta a zakladni véta algebry

5.1

VETA: (Liouvilleova) :Necht je f holomorfni a omezend v celém oboru C. Potom je f konstantni.

Dikaz: Podle formule z 3.4 mame pro libovolnou kruznici K se stfedem v bodé z

2! f(©)
!
=— [ —=d¢.
16 = 5t f T
Bud |f(2)| < A pro vSechna z. Zvolme za K kruZnici o poloméru r. Potom je na K

<A
r2

a podle XXIV.4.5 dostavame

2! A 84
! —_— DR
FEI<4 w5 =2

Jelikoz r mohlo byt libovolné, musi byt f'(z) = 0 a tedy je f konstantni.
O

5.2

VETA: (tzv zdkladni véta algebry) : KaZdy nekonstantni polynom md v kompleznim oboru koten.

Dukaz: Necht polynom
p(z) = 2"+ an_12" '+ +arz+ag

nema kofen. Potom je funkce

definovana na celém C. Polozme
R = 2nmax(|ag|,. .., |an-1],1).

Pro |z| > R mame

lp(z)] > |2" = |an—12" '+ + a1z +ao] >
> |2"—l2"-3R=|2""-3R > R"
a tedy
2

Na kompaktni mnoziné {z||z| < R} je f(z) omezend prosté proto, ze je spojitad. Podle Liouvilleovy véty
je tedy f, a tedy i p, konstantni.
o
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IV.6 Poznamky o konformnim zobrazeni

6.1 Bud f:U — C (U oteviena v C) holomorfni zobrazeni, které chdpéano jako zobrazeni z Ey do E; je
regularni. Tedy (piSeme opét f(z + iy) = P(x,y) +iQ(x,y)) je determinant

_ 0P 9Q @_ap_(ap)2+(ap)2

aP 8P
Df = oz o -7 . _ g9 _ (2= o
/ ‘ 99 % ‘ or Oy 0Or Oy or oy

predpoklddam nenulovy.
6.2 Budte za predpokladu z 6.1 &, J dvé kiivky v U, oznaéme &= fog, ¥ = fozﬁ.

LEMMA: Pro skaldrni soucin tecngjch vektori plati

— — -

I, /:Df_( (N /)‘

Dikaz: Mame
TV + BT =
(B0t + %) (v + Bws) + (—%5vh + 3ot ) (—55wt + Bus) =
ot +eseh) ()" + ().
d

6.3

VETA: Holomorfni reguldrni zobrazeni zachovdvd ihly.

Dukaz: Pro cosinus thlu sevieného kfivkami ¢, méame formuli

-+ -

! . !
a= v .
PI17
Podle lemmatu je pro 3= fog, T = fozE
.7 __ pf @)
= =a.
1] -1#] vor-|e]- [

O

6.4 Zobrazeni zachovévajici Ghly se obvykle nazyva konformni zobrazeni. V§imnéte si, Ze podminka
regularity je ve v&t& 6.3 velmi podstatnd. Prostudujte tieba zobrazeni f(z2) = 2? v bod& z = 0. Uvidite,
ze se tam thly zdvojnasobuji.

6.5 Otéazku, zda naopak konformni zobrazeni musi byt holomorfni je mozno okamzité zodpovédét zaporné:
Zobrazeni
z—=Z

je dokonce isometrie a holomorfni neni. Ale bylo by trochu laciné zbavit se otdzky timto argumentem. Ve
skute¢nosti je to to jediné co se v podstaté miize stit. Jestlize totiz zobrazeni f(z) = P(z,y) + iQ(z,y)
zachovavé thly (staéi, kdyZz zachovava kolmost), plati bud Cauchy-Riemannovy podminky nebo podminky

oP  9Q oP _8Q

dr Oy Oy Oz’
Skutetné, necht (u,v) jsou derivace representace @ = (1, p2). Po transformaci zobrazenim f dostaneme

vektor
6—Pu + 6—PU %u + %v
Ox Oy ’ Ox Oy )’
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Dosadme za (u,v) vzdjemné kolmé vektory (a,b), (—b,a) a skaldrné vynisobme vysledky:
(%a+2Eb,52a + 52b) (- 2L+ g—ly’a,—wm 24) =
(g1 19) o () (29) - (22))
Volbami (a,b) = (1,0) a (1,1) dostavdme podminky
% % Toe 5 =0

() +(2) =@+ (%)

Je-li tfeba % # 0 miZeme napsat

o _,0Q
or Oz
a dosazenim do prvni rovnice ziskdme
OP 0@ oQ OoP
A—+ — =0, tedy m— = -A—.
gy "oy Y By 3y

Dosadme do druhé rovnice:
aP\* , (9P\* ., [(8Q\® [8Q\’
(&) +* (%) - (%) + (%)
o [ (OP\? [8Q
o ()~ (32)) -
oP 2_ 90 2
(ay) —(37)

Jeh—:

a tedy

a tedy () je redlné)

orP __
Br — [‘)y’

Je-li B—P = dostaneme ‘gp =99

By Bz , d& prvni rovnice

82:’
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V Zakladni dlohy variaéniho poctu

V.1 O jaky typ tdloh jde
1.1 Ve zndmé Didonin€ tloze jde o to vymezit v roviné plochu co nejvétsiho obsahu kfivkou co nejkratsi
délky. Nebo, jinymi slovy, najit obrazec o co nejvétsi plose pfi pevné daném obvodu.

1.2 Je dana néjaka plocha. TaZeme se, ktera je na ni nejkratsi spojnice danych bodi. Takové kiivky se
nazyvaji geodetiky nebo geodetické cary.

1.3 Viz obr. XXVII-1. Chtéli bychom najit kiivku, po které by se pouhym plisobenim tize skutdlela
kuli¢ka z bodu A do bodu B za co nejkratsi dobu. Rovna naklonéné plocha na to nevypada: zda se, ze by
na zactatku méla kulic¢ka radéji ziskat vétsi rychlost. Budeme-li ale na zacatku klesat pfili§ prudce, bude
zbytek cesty piilis povlovny. Jaka cesta je nejvyhodnéjsi? Tato otazka se nazyva tloha o brachystochroné.

1.4 Ve vsech ptipadech §lo o Glohy na extrém velmi pfipominajici ilohy na extrém funkci jedné nebo vice
redlnych proménnych (v pfipadé 1.1 je ndpadnd analogie s Glohou z XIV.4). V této kapitole ukdZeme, Ze
je mozno tesit tlohy pravé predvedeného typu na podobném principu.

Méme né&jaké zobrazeni F prostoru k¥ivek (funkci, apod.) do mnoziny reédlnych é&isel. Takovému zob-
razeni se obvykle fika funkciondl. V prostoru takovych kiivek (funkci, apod.) je metrika, abychom mohli
dat smysl pojmu ,byti blizko“. Rekneme, 7e F m4 v kiivce (funkci, apod.) oo loklni extrém, je-li pro
viechny ¢ dost blizko k g splnéna nerovnost F(p) > F(po) resp. F(v) < Flpo)-

V.2 Eulerova rovnice

2.1 Budeme zkoumat extrémy funkcindlu

b
Fp) = / F(z, 0(2), ¢ (2))da

kde F(z,y, z) je funkce t¥i proménnych majici spojité parcidlni derivace. Prostor, na ném?z F vySetiujeme
je mnozina hladkych funkci na (a,b) s metrikou danou normou

lloll = sup [p(@)|+ sup [¢(z)].
z€{a,b) z€(a,b)

2.2

LEMMA: Necht f je spojitd funkce na {a,b) takové, Ze

b
/ F@)h(@)dz =0

pro vsechny hladké funkce h takové, Ze h(a) = h(b) = 0. Potom f = 0.

Dukaz: Necht f neni nulova. Tedy je, dejme tomu, f(zo) > 0 pro né&jaké zy € (a,b). Zvolme € > 0 tak,
aby f(z) > 0 na intervalu (zg — €,z + €) a funkci h kladnou na né&jakém neprizdném intervalu C J a

nulovou jinde (viz obr XXVII-2). Potom je [* f(z)h(z) > 0.
O

2.3

VETA: (Eulerova rovnice) : Necht F nabyjvd extrému v néjoké funkci . Potom tato funkce spliiuje dife-

rencidlni rovnici
OF _ d (oF
Oy dx \ 0z

(kde za y dosazujeme p(x) a za z pak ¢'(x)).
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PozNAMKA: Eulerova rovnice se ¢asto symbolicky formuluje tak, Ze ,funkce y = y(z) splituje rovnici
OF d (OF
oy dx \9y')’

Dukaz: Zvolme hladkou h takovou, Ze h(a) = h(b) = 0. Zkoumejme redlnou funkci

114

b
B (t) = / F(z, p(x) + th(z), ¢ (z) + th'(z))d.

Mél-li funkciondl F ve ¢ extrém, ma ®, extrém v bodé 0 a tedy, mé-li tam derivaci, je ®}(0) = 0.
Spoéitame-li:
,, L (@a(t) - 4(0)) =
i Jy (F(z, p() + th(z), ¢/ (x) + th' () = (F(z, p(x), ¢' (z))dz =
% Zfb OF (z,(x)+9th(x),9¢" (x)+th (w))th(m) + f: 81;(2:")th/($)dm) ]

a oy
Jelikoz je h(a) = h(b) = 0 dostaneme, pouZijeme-li v druhém integrélu integrace per partes,

Y(OF(--) d [OF(---)
= [ (5575 (5 o
coz mé pro t — 0 limitu

N e

Nyni pouzijte Lemmatu 2.2.
O

2.4 Proceduru z dikazu je moZzno podstatné pfiblizit pfedstavam o totdlnim diferencidlu. Obdobnym
postupem ziskdme formuli

b
Flo+h) - Flp) = / Dy(2) - h(z)dz + M(R) - |[A],

kde M je funkcionél majici pro h — 0 limitu 0 (uvédomte si, ze [ f(z)h(z)dz je néco jako skaldrni soucin
a srovnejte s XII1.2). V piipadech kdy to jde mluvime o D,(z) jako o Fréchetové derivaci funkciondlu F
v bodé ¢ a v lokélnich extrémech musi byt nulova. Malé funkce h se nékdy nazivaji variace (odtud nézev
yvaria¢ni pocet“). V naSem konkrétnim piipadé jsme uméli Frachetovu derivaci spocitat: Zjistili jsme, Ze

je
D,(z) = BF(x,wéa;),w'(x)) _ % (aF(x,cpg;),cp'(x)))‘

V.3 Zjednoduseni Eulerovy rovnice

3.1 Nezavisi-li funkce F na y je % = 0 a Eulerova rovnice se zjednodusi na

OF (z,9(2),¢'(2)) _ 1
Oy’ '

PRIKLAD: Ujistime se, Ze nejkratsi spojnice bodl v roving jsou tsecky.
Pro délku grafu funkce ¢ mame formuli

b
Flp) :/ V1+ ¢ (z)2de.

tedy je F(z,y,z) = V1 + 22,
OF z

8z va+ 22
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a dostavame diferencidlni rovnici ,

@

_r _K
it

(,0,2 — K2(1 +§0I2)7 dale (1 _ K2)SDI2 — K2,

po Upraveé

Tedy
¢’ = konst a kone¢né ¢(z) = ax + b.

3.2 Necht funkce F nezivisi na z. Potom méame
d OF OF
—(F ! e A il
7z F(p(2),¢'(2)) o Pt ”

a podle Eulerovy rovnice dale

_d(oF\ , oF, 4 (oF
Tdz\8z) Y T 8z%Y Tax\az ¥ )

Tedy je % (F - %ap’ ) = 0 a dostavdme rovnici (v obvyklé symbolice)

OF

3.3

PRiKLAD: Uloha o brachystochromé. Vratme se k obrazku XXVII-1. P¥ipometite si st¥edogkolskou fysiku.
Potencialni energie na zacatku je mga, kinetickd energie kdekoliv je %va, takze podle zakona zachovani
energie plati pro rychlost nad soufadnici x

mga + imu(z)? + mgy(z),
smu(z)? = mg(a — y(z))

a konetné v(z) = 1/2g(a — y(x)).

Na druhé strané je tato rychlost derivace délky probihajici drahy podle ¢asu. Oznacime-li T' ¢as spotie-
bovany do dosazeni soufadnice z a chapeme-li s jako funkci x, mame

= @) o tedyT () = 28 I+

U(:U) - TI(.’L') ’U(.CC) - 29(@— y)

a konecéné
1 + y/2
29(a—y)

Celkovy potiebny ¢as je tedy dan funkciondlem typu spadajiciho pod 3.2. Rovnice z konce tohoto odstavce

v naSem piipadé da
2 ! 1
14y _ y/ Yy . — K
29(a—y) V1+y? /29(a—vy)

2
VIty? - s = Kv29(a—y),

1 =K\29(a—y) Va+y?
=29K?%(a —y).

a po Upravach dale

_1
a+y/2

O kfivce fesici tuto posledni rovnici, tzv cykloidé si udélame predstavu z parametrického vyjadieni
z(t) = A(sint +t) + B,y(t) = a — A(1 + cost),

kde A, B jsou vhodné konstanty.
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V.4 Uloha o vdzaném extrému

problrah. Jsou tam funkcionély dva a chceme najit extrém jednoho z nich mezi funkceml ¢i kfivkami, pfi
kterych je druhy konstantni.

4.2 Pro funkciondly typu F(¢p f F(z,p(z), ¢ (z))dz,G(p f G(z,p(z), ¢ (z))dx plati

VETA: Md-li F ve funkci ¢ extrém mezi funkcemi splﬁujzczmz rovnici G(¢) = K, existuje ¢islo A takové,
Ze ¢ spliiuje Eulerovu rovnici pro F + \G.

POZNAMKA: Srovnejte s vétou o vdzanijch extrémech z XIV.4!

Néaznak dikazu: Pfipomeiite si pozndmku 2.4. Oznatme [ b f(x)g(x) = ({, ) (,,skalérni soudin“) a
vezméme Fréchetovy derivace F',G v extrémni funkci ¢ (v nafem ptipadé je F = 2 — L 9E 4 podobné
pro G'). Tedy (,n.m.“ znamen4 ,néco malého ve srovnani s ||h||“)

Flo + h) — Flp) = (F,h) + n.m.,
G(p +h) — Gly) = (G, h) + n.m.

Predpoklddejme, Ze G neni konstantni{ (jinak by vazba nic neznamenala). Potom existuje funkce § takova,
ze (G',8) # 0. Pomoci této funkce budeme upravovat zménu h tak, aby

g(cp +h+ty- 6)
zlistavalo konstantni. To dava podminku

0=G(p+h+tn-0) = G(p) =(F h+t,-0) +nm. =
(G h) +tyn- (G, 0) + n.m.,

takZe musime volit

tp, priblizné —
Po dosazeni do vyrazu pro F dostaneme

Flo+h+tpd) — Flo) = (F,h+ty-8) +nm. =
(Foh) = (7,52 - 6) +nam. =

(G'.6)
(F,h) — <g, 6)> (F,8) +nm. =
(F,hy - g 2 (¢, h) +nm. =
(F,5) !
<P <g/ (5) g 7h/> + n.m.
Aby tedy vyraz neSel pro malé h do kladnych i zdpornych hodnot musi byt
F 4+ )G =0,

kde A je, pfiblizné, ﬁ(g,—:;)
Samoziejmé pii skuteéném peclivém provedeni dikazu bychom se jesté zapotili.
4.3

PRIKLAD: Na intervalu (—1,1) hledejme funkce takové 7e délka grafu je co nejmensi pfi pevném obsahu
obrazce pod ni. Tedy podle 4.2 a 3.2 (mame F(y f_ V1+y2,G(y 1 y) mé byt

V1+y2+ -y

Po vyndsobeni 1/1 + 32 dostdvame

VT

L+ A/ 1+y? = K\/1+y”

1 =(K-XMy)y1+y~,
1 = (K -X\y)*(1+y?),
”2 — 1 -1
Y (K Ay)? ’

a tedy

------
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V1 Zakladni fakta o Hilbertovych prostorech

VI.1 Banachovy a Hilbertovy prostory

1.1 V této kapitole budeme pracovat s vektorovymi prostory nad télesem C komplexnich ¢isel. Podstatny
rozdil proti dosavadnimu je v definici skaldrniho sou¢inu. U toho budeme poZadovat tyto vlastnosti (@ je
opé&t &islo komplexné sdruzené k )

1) z - x je vidy redlné nezaporné a x - x = 0 jen pro x = o,

2) zy

(1)
()
(3) May) = (Aa)y = z(\y),
(4) z(y + 2) = zy + z2.

Nisledujici vétu budeme muset dokizat znovu; v dikazu v VIL.5 bylo podstatné, Ze §lo o redln4 éisla.

VETA: (Cauchy-Schvarzova nerovnost) :

ley| < Vzx-z-y-y

Dikaz: Nyni je
0 <(z+M)(z+Ny) =zz+ (Wy)z +z(\y) + (Ay)(Ny) =
=z-2+ Ayz) + Mzy) + A(yy).

Je-li = o je nerovnost zfejmé splnéna. Necht yy # 0. Polozme A = —%. Dostavame

Ty YT (zy)(yz) Ty
0<z-v——yr——zy+-—=-(yy) =0 — —yYw
vy vy (yy) (yy) wy) vy

atedy zy -yz < (z-x) - (v - y). Odmocnéte.
O

1.2 Normou na vektorovém prostoru V (redlném nebo komplexnim) rozumime zobrazeni (z — ||z]|):
V — R spliwgjici tyto pozadavky:

(1) ||z|| > 0 a||z|| = 0 jen pro z = o,
2) Mz +yll < llell + llyll,
3) llazl| = |af - [|l[] -

1.3 Priiklady: Cokoliv z nasledujiciho je norma na V,:
(a) [|1Z]] = max|z;|
(b) (121l = >_ |5

() 18] = /3«3

Na prostoru omezenych realnych funkci na néjaké mnoziné X je normou tieba

el = sup{lp(z)| |z € X}

1.4 Zv14st dilezity priklad: Na vektorovém prostoru se skalarnim soudinem poloZzme

llzll = vV - x.

Toto prifazeni je norma.
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Diikaz: Ze splituje pozadavek (1) vidime bezprosttednd. Podle Cauchy-Schwarzovy nerovnosti mame

2
[l + yl| =(w+y)(w+y)2=m+wy+yw+yy2=
Im+wy2+ yz + yy| < ||zl tlwy|+|yw|+llyll <
lzll” + 2] - lyll + llyll” = (]l + [ly]])*.

Iéoneéné llaz|| = /(az)(az) = \/aa(zz) = |af - ||z]| -

1.5 Normovany linearni prostor je vektorovy prostor opatfeny normou. JelikoZ
lz —zll = lle =y +y =zl < llz =yl + lly — 2,

je p(z,y) = ||z — y|| metrika na V a v tomto smyslu budeme na normovany linerni prostor vzdy nahliZet
jako na metricky prostor. Je-li iiplny, hovofime o Banachové prostoru, jestlize pfitom norma vznikla ze
skalarniho soudinu, hovotfime o Hilbertové prostoru.

PozZNAMKA: Uvédomte si, Ze vétsina metrik, se kteriymi jste se zatim setkali, zejména vsechny metriky pou-
Zivan€ na euklidovskych prostorech, vznikly z norem, a Ze E,, opatieny obvyklou pythdgorovskou vzddlenosti
je prikladem Hilbertova prostoru.

1.6

VETA: Norma je spojité zobrazeni piislusného normovaného linedrniho prostoru do R.

Dukaz: Mame ||z|| = |ly + (z — ¥)|| < |ly|]| + ||z — y|| 2 podobné v opa¢ném potadi, takze |||z|| — |ly]|| <

ll = yll-
O

1.7 Dulezita imluva: Za podprostory Banachova resp. Hilbertova prostoru povazujeme ty podmnoziny,
které jsou ve zdédéné struktute opét Banachovy resp. Hilbertovy prostory. Zejména musi byt opét Gplné.
Pripomenme si XII.6. Vidime, Zze podprostory Banachova resp Hilbertova prostoru jsou jeho uzaviené
linedrni podprostory (podmoduly).

VI.2 Stejnomérné konvexni Banachtuv prostor

2.1 Rekneme, Ze normovany linedrni prostor je stejnomérné konvexni jestlize

Ve > 036 > 0 takové, Ze Vz,y plati implikace
]l = llyll = 1& |55 > 1 -6 = lz —yll <e

Vysvétleni: Tato podminka vyjadfuje, zhruba Feceno, to, ze koule {z|||z|| < r} jsou skutetné vy-
puklé v nizorném slova smyslu. Na obr. XXVIII-1(a) mame jednotkovou kouli v Es s normou ||Z|| =
max(|z1], |z2|). Body z a y na okraji mohou byt od sebe daleko a bod ve stfedu mezi nimi je stile na okra-
ji. Tento prostor tedy stejnomérné konvexni neni. V piikladu na obr. XXVIII-1(b) kde ||z|| = /2% + 2,
vzdaluji-li se body x a y od sebe, vzdaluje se jejich stfed od okraje.

2.2

VETA: Hilbertiv prostor je stejnomérné konvexni.

Dukaz: Vezméme € > 0 a polozme § = 1 — - %. Je-li ||z]] = |lyl| =1 a ||%y|| >1-6= w/#,
mame

e 1 1 1

1= 7 <4@+yz+y) =0 +ey+ys+1)= ;2 +yz +zy)
a odtud
Ty +yr > 2— €,

takze

2 2 2

lz —yll” = (& —y) (@ —y) = llz]I” + yII" — 2y —yz =2 — (zy +yz) < €.

O
2.3
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LEMMA: Necht ve stejnomérné konvexnim Banachové prostoru lim ||y, || = lim ||z,|| = lim ||@|| =1.
Potom lim ||y, — z,[| = 0.

Dukaz: Piedevs§im zifejmé méame

Zn Zn
lznll  llyall

(1)

=i (o) =

JelikoZ je norma spojita funkce, méme podle (1) a pfedpokladu

s G )| = | 2 (o) -
s w2 (B

a tedy podle stejnomérné konvexnosti musi byt

=0
Hllynll ||an|‘
Tedy (uZijeme znovu (1))
z z z
lim ||yn — zx|| = im ||yn|| - H Do S T 0.

o " Mgall  zall T zall Tyl
O
2.4

VETA: Bud K uzaviend konverni podmnoZina stejnomérné konverniho Banachova prostoru B, bud'a € B.
Potom existuje prave jeden bod y € K takovy, Ze

ly — all = inf{l|z — al| |+ € K}.

Dikaz: Zobrazeni x — x — a,x — ax jsou homeomorfismy zachovavajici konvexnost. Tedy, odmyslime-li
si trividlni pripad a € K, mUZeme bez Gjmy obecnosti predpokladat, ze

a=oa inf{||z|| |z € K} =1.
V K tedy existuje posloupnost ||z,|| takova, Ze
lim [l | = 1.
Jelikoz je K konvexni, mame

Ty + Tm

) B s

1
| <5 Gl + lom.

Pfedpoklddejme, Ze (x,), neni Cauchyovskd. Potom z ni miZeme vybrat podposloupnosti (y,)n, (2n)n
takové, ze pro néjaké ¢y > 0 je stéle
”yn - zn” > €o-

Méame vSak lim ||lyn|| = lim [|2,]| = 1 a podle (*) té% lim ||¥252=|| = 1 takie by podle lemmatu 2.3 mélo
byt im ||y, — 2, ||. Tedy (), Cauchyovska je, a pro jeji limitu, kterd je oviem v K, plati ||y|| = 1. Kdyby
jesté ||z]] = 1,2 € K, méli bychom podle piedchozi Gvahy cauchyovskou posloupnost vy, z,y, z,y, 2, - - ., COZ
je mozné jen kdyz y = z.

O
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VI.3 Orthogonalni doplitky v Hilbertové prostoru

3.1 Pro podprostor M Hilbertova prostoru H definujeme jako v VIL.5
M* = {z|zy = 0 pro viechna y € M}.
Z¥ejmé je M opét podprostor: Linearita je bez problémt, uzavienost plyne z toho, 7e (z,y) — = -y je
spojité zobrazeni; je totiz
lzy — 2'y'| < loy —ay’ + oy’ — 2"y <oy —ay/| + oy’ —2'y'| <l - lly — ¥l + 1y']] - [l — 2] -
3.2

VETA: Bud M podprostor Hilbertova prostoru H. Potom je kazyj bod x € H mozZno napsat prdvé jednim
zpusobem ve tvaru
z=y+z kdeye M aze M*.

Diikaz: Bud y ten bod v M, pro ktery (viz 2.4)
llz —yll = min{[|z — ul| |u € M}

a polozme z = z — y. Pro obecné nenulové u € M je

22U zZU
|2 = Z2u| = o - v - Z2u| > lls -yl = ]
uu uu

a tedy
||z||2 - Z—_Zzu - Zuz+ 2L - %uu >0,
— |zul” = —(z1) (zu) > 0,

a konecénd zu = 0. Tedy z € M+.

Mémeliz=y+2z=y' +2 sdalsimi y’ € M,2' € M+, jey —y' = 2’ — 2 a tedy jsou tyto rozdily v
M O M+ = {o}. Odtud jednoznacnost.
O

3.3
Vima: (ML) = M.
Ditkaz: Ziejmé je M C (ML)" . Bud naopak « € (M)"; napisme ho podle 3.2 jako & = y + 2,y €

M,z € M+. Potom
zz=zx—2y=0—-0=0

atedy z=0azr=y€ M.
O

3.4 Jelikoz zfejmé M; C My = M3~ C Mj-, je podle 3.3 zobrazeni (M — M) antiisomorfismus mnoziny
podprostora uspoifddané inklusi na sebe. Odtud dostavame

(MﬂN)L =M* @ N+, (Mo Nt = M+(|N,

kde M ® N je nejmensi podprostor obsahujici M i N.

V1.4 Spojité linearni formy na Hilbertové prostoru

4.1
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VETA: Bud H Hilbertiv prostor. Potom je pro kaZdé a € H zobrazeni (x — x-a) : H — C linedrni a
spojité, a naopak kazdé spojité linedrni zobrazeni H — C je ddno piedpisem (x — xz-a) pro néjaké a € H.

Dukaz: Prvni tvrzeni je zfejmé. Bud nyni ¢ : H — C spojité linedrni. Je-li konstantni (a potom oviem
nulova), mizeme volit a = o. Jinak polozme

M = {alp(z) = 0}.

tento podprostor neni celé H a tedy M+ # {o} (3.2).
Ukézeme, %e dim M-+ = 1. Skute¢né, budte z,y € M*. Pro u = ¢(y) - £ — (z) - y mame

a tedy je p(y)z — p(x)y € M ( M+ = {o}. Tedy jsou z,y linedrné zavislé.
Tedy je M+ = {abla € C} pro n&jaké b # o. Podle véty 3.2 je obecné z € H mozno psét ve tvaru

z=xym + a(x)b,zym € M.

Tedy je

O

4.2 Tvrzeni v tomto bodé nebudeme dokazovat. Slouzi jen k tomu, abychom motivovali definici normy v
prostoru linedrnich forem.
Pro libovolné dva Banachovy prostory B, B' je mnoZina

L(B,B')

vSech spojitych linedrnich zobrazeni pfi zfejmém séitani a nasobeni komplexnimi ¢isly vektorovy prostor.
Plati véta, ze linedrni f : B — B’ je spojité pravé kdyZ existuje ¢islo K takové, Ze

llzll < 1= [[f(2)ll < K.

Nejmensi takové ¢islo K,
/1l = sup{[lf ()]l [ l|z]] <1}

m4 vlastnoti normy a touto normou je L(B, B") Banachtv prostor.
Pro spojitou linearni formu ¢ : H — C mame tedy definovanu normu

llell = supllp@)| | =]l < 1}-

4.3 Pro Hilbertiv prostor H oznaéme H = L(H,C) pfisludny prostor linedrnich forem. Pro prvek a € H
oznacme _
a=(z—>=z-a)€H.

VETA: Zobrazeni Hg = (a — a) : H — H je vzdjemné jenoznacné, zachovdvd soucet a normu, a pro
komplexni ndsobek plati H(aa) = at(a).

Dukaz: Prvni tvrzeni, aZ na prostotu, je obsaZeno v 4.1. JelikoZ (a—b)a = (a—b)b implkuje (a—b)(a—b) =
0, musi pro a # b byt hodnoty H(a) a H(b) v prvku a — b rizné. H je tedy prosté. Zachovini souétu plyne
z distributivity skalarniho soucinu.

Pro [|z|| € 1 mame

1#H(a)(@)|| = [|lzall < [l[| llall = all
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a tedy ||H(a)|| < ||al]- JelikoZ ale

a-a

llall

= lall

o ()l -

H(aa)(z) = zaa = a(za) = @ (H(a)(z)) = (@H(a)) (z)-

je |[H(a)|| = ||a||- Kone¢né

O

4.4 Bud f: H — H' linedrni zobrazeni. K nému mame (podobng jako v IX.3) dudlni zobrazeni

f:H - H
dané predpisem f(cp) = wof. Vzhledem k predchozi vété je vSak se zobrzenim f spojeno téz linedrni
zobrazeni v puvodnim sméru, totiz g z nasledujictho komutativniho diagramu:

g mog

—
L Lg =HmofoHy.
H' HHI H'

—

Tuto véc si nyni ujasnime.
Pro linearni zobrazeni f a libovolné pevné y € H' méme ziejmé spojitou linedrni formu

p=(z— fz)-y).
Podle 4.1 tedy existuje z € H takové, ze
p=(z >z 2);
ozna¢ime z = f*(y) a dostdvame tim jakési zobrazeni H' — H pro které plati, ze
pro viechna z,y, f(z) -y =z - f*(y).

Toto zobrazeni se nazyva zobrazeni adjungované k zobrzeni f. UkdZeme, Ze zobrazeni g z diagramu nahote
je f*. Skute¢né, mame

F* (M (@) (z) = (Hu(a)of*) () = Hu(e) (f* (@) = f*(@)a = af*(z) = f@)z = 2f(a) = Hu (f(a)) (2).

4.5 Spojité linedrni zobrazeni A : H — H se nazyvéi Hermitovské je-li H = H*, to jest, jestlize obecné
plati

Alz)y = zA(y).
PozZNAMKA: Hermitovské operdtory hraji vijznammnou roli v theoretické fysice. Je uZiteéné cviceni ovéFit si,
Ze popisujeme-li v konecné dimensi linedrni operdtory maticemi (a mdme-li na mysli - jsme-li v komplexnim
pripadé - skaldrni soucin (x1,...,2n)(Y1,---,Yn) = Y, T;¥i), je podminka nahote vyjidiend formuli

A=4"

(A znamend komplezné sdruZenou matici, (a;;) = (@i;); v redlném piipadé jde tedy prosté o symetrické
matice).

VETA: 1. Viechna vlastni ¢isla Hermitovkého operdtoru jsou redlnd.
2. Vlastni vektory prislusejici k ruznym vlastnim cislim Hermitovského operdtoru jsou na sebe kolmé.

Diikaz: 1. Bud A(u) = au,u # o. Potom je a(u-u) =au-u = A(u) - u = u - A(u) = u(au) = a(u - u).

2. Bud A(u) = au, A(v) = fv,a # B. Potom je (a — fluv = a(uv) — Bluwv) = (au)v — u(fv) =
A(u)v —uA(v) =0.
a
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VI.5 Nekonec¢né sc¢itani v Hilbertové prostoru

5.1 Rekneme, 7e systém (z;);cs prvki Hilbertova prostoru mé soudet x a piSeme
J
jestlize ke kazdému e > 0 existuje koneénd J(e) C J takovd, Zze pro kazdou konecnou K takovou, Ze

J(e) CK C Jplati ||z — Y gzl <e.

PozoROVANT: Pokud soucet ezistuje, je jednoznacné uréen. (Skutecné, necht tvrzeni plati pro = i pro y.
Potom

||~”C—y||S :L'—Za:i + y—ZdI,’ <26.)
J(€)

J(€)

5.2

VETA: (x;); md soudet prdvé kdyZ ke kaZdému € > 0 existuje konecénd K(e) C J takovd, Ze kdykoli je
K C J koneénd o KN K(e) =0, je ||> g il <e.

Diikaz: (=) : Vezméme € > 0 a polozme K(e) = J (£) . Necht K je konetna a K (K (e) = 0. Potom je

= Z xi—zxi < Z x; — x| + in—x < €.

K|JK(e) K(e) K|JK(e) K(e)

>z
K

(«) : Oznatme K, = K(1)U---UK (3) a polozme y, = 3.k, ;. Podle pfedpokladu je ziejmé
Y1, -+ Yn,- .- cauchyovska posloupnost. Oznaéme z = limy,. Ukdzeme, Ze z = }_ ; ;.

Zvolme € > 0 a k nému n takové, aby ||z — y,|| < § a aby zaroveti bylo % < §. Necht K D K,,. Polozme
L = K\ K,,. Potom je

x—;ﬂﬂi = m—yn+;$z’ <z —yall + XL:%’ < §+§=6-
O
5.3
VETA: Systém (x;); md soucet x prdvé kdyZ
(1) pro nejvys spocetné mnoho proki je x; # o, a
(2) pro libovolné sefazeni x1,%2,...%Tn, ... téchto nenulovych proki je limy, o0 Y p_; Tk = .

Dukaz: Oznadeni jako v pfedchozim.

(=) : Mnozina [ J;_; K (1) je spofetnd a neni-li j v této mnozing, je ||lz;]| < L pro viechna n, takze
Zj = 0.

Pro € > 0 zvolme n. tak, zby jiz bylo J(e) C {1,2,...,n.}. Potom je pro n < n, zfejmé

n
Ir — E Ik
k=1

(<) : Vezméme piedevsim néjaké pevné uspofddani z1,...,Zn,... a polozme z = limy o0 D p_q Tk-
Kdyby nebylo z = )~ ; z; ve smyslu definice 5.1, existovalo by €y > 0 takové, ze pro kazdé n bychom méli
L(n) D {1,2,...,n} takové, ze

< €.

ij—:v > €.

L(n)
Sefadmé nyni nasi posloupnost novym zpisobem: Polozmé y; = 1, potom vezméme yi,...,Y,, viechny
z; s indexy z L(1) & Yn, 41, - - -, Ym, Pak viechna ostatni z; s indexy do max L(1). Nyni vezméme L(m;)
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a pokracujme v8emi Y, 41,---,Yn, S indexy z této mnoziny, které se jesté neobjevily. Opét doplnime
Ynatl, - -1 Yms aZ do indexu j v x; rovného max L(m; ), doplnime zbyvajicimi prvky «; s indexy z L(m»)
a tak dale. Existuje-li lim,,_, Z?:l y;, rozhodnd to neni z, protoze se mezi ¢astednymi soucty >." y;
znovu a znovu obévuji vysledky vzdalené od z o vice nez €.

O

5.4
VETA: Necht (x;)s, (y;)s maji soucty v Hilbertové prostoru H. Potom
(1) Yoz =) ;T

(2) Yos@i+y) =252+ 595
) Xyi-z)  =(C,7) ez

magi-li pravé strany smysl.

Dukaz: (1) a (2) jsou zcela bezprostfedni. Pro (3) si pfedstavme, vzhledem k 5.3, z; jiz jako spocetnou
posloupnost a uvédomme si, Ze zobrazeni (y — y - 2) je spojité. Tedy je z -z = (lim, Y " xx) - 2 =
lim, Y " xpz = > zp2.

O

5.5 Podobné jako v VIL.5 budeme o systému (x;); hovofit jako o orthogondlnim, jeli z; -z = 0 pro
J # k, a jako o orthonormélnim, je-li navic ||z;|| = 1 pro kazdé j.

5.6

VETA: (Zobecnénd Pythagorova véta) : Orthogondini systém (x;); v Hilbertové prostoru md soucet prdvé
kdyZ (||xj||2)jeJ md soucet v R. Je-li tomu tak, plati

2
2
S|l =D Nl
J J

Dukaz: (=) : Vezméme K (€) z 5.2. Pro K[ K (€) = ) mame

2
Dol =30 wieme =3 wye Y wy =
K

j,keEK

2

<€2.

PIES

J

(<) : V Gvaze z prvni ¢asti postupujte pozpatku s tim, Ze uzijete K (€2).
Rovnost: Bud z =} ; z;. Podle 5.4.(3) mame

V1.6 Base Hilbertova prostoru

6.1

VETA: (Besselova nerovnost) : Bud (x;)jes orthonormdlni systém v Hilbertové prostoru H. Potom pro
kazdy prvek x € H ezistuje soucet Y |z - arj|2 a plati

2 2
Dozl < el

J
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Dikaz: Bud K C J kone¢na. Mame

0 <llz =Yg )l = (2 - Tkl 2))z)) (@ - T la - aj)z;) =
=z-r-) k(@ »’Cj)Q(o’Uj x) = (@ x) (@ xg) = Do(x - xy) (k- @) (35 - k) =

=7 =) g le-z
a tedy

2 2
Do lz-al < el
K

Rada ) |z - ; |? redlngch sel tedy absolutné konverguje.
]

6.2 Z v&t 6.1 a 5.6 okamzité dostavame

DUSLEDEK: Je-li (x;)jes orthonormdlni soustava, existuje pro kaZdy prvek x € H soucet

T = Z(xw]) - xj.

J
6.3
VETA: (Parsevalova rovnost): Rovnost v Besselové nerovnosti, to jest, > | - wj|2 = ||z||®, nastdvd prave
kdyz
T = Z(xm,) - T
J

Dikaz: Mame totiz

2
:c—Z(a:-a:j)-xj :x-x—2|x-xj|2

J

(viz zacatek dikazu véty 6.1).
a

6.4 Basi Hilbertova prostoru rozumime libovolny maximalni orthonormalni systém, to jest, orthonormalni
systém, k némuz jiz nelze pfidat zadny dal$i nenulovy prvek kolmy ke vSem dosavadnim.

UZitim Zornova lemmatu na mnoZinu v8ech orthonormélnich systémi uspotrddanou inkluzi snadno
dostaneme

TvVvRzENL: KaZdy Hilbertiv prostor md basi.

Duleité upozornéni: Pojem base Hilbertova prostoru se podstatné li§i od pojmu base vektorové-
ho prostoru z kapitoly VII. Nejde ani tak o to, ze pozadujeme orthonormalitu: 1isi se to i od pojmu
orthonormalni base ve vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem. Base v pravé definovaném smyslu v
typickém pripadé neni basi pfislusného vektorového prostoru z toho divodu, Ze se obecny prvek, jak v dal-
§1 vété uvidite, d4 sice pomoci ni vyjadfit ,,nekoneénymi linedrnimi kombinacemi“; kone¢nymi linedrnimi
kombinacemi se vSak, kromé piipadu kone¢né dimense, vét§ina prvkd vyjadrit neda.

6.5

VETA: Ndsledujici turzeni o orthonormdlnim systému (x;); v Hilbertové prostoru H jsou ekvivalentni:

(1) (z;)s je base.
(2) Je-li x kolmy ke vsem prvkim z;, je x = o.

(3) Pro kaZdy prvek x € H plati

z = Z(ma:]) - xj.

J

(4) Pro kaZdé dva prvky z,y € H plati

gy = (¢ 2;)(y-z))
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(5) Pro kaZdy prvek x € H plati
lzll = /3l - s

Dukaz: (1) = (2) : Jinak bychom k (z;); mohli pfidat Mal*
(2) = (3) : Mame (x — > (z-xj) -xj) -xx = x-2; —x-x; = 0 a tedy podle (2) musi byt vyraz

z — Y (x-zj;) - z; nulovy.

(3) = (4) : Mame

zy =Y (zz)z; Y (yae)oy = Y _(vx;)(yas)zim, = Y (22;)(y;).
k

J 3.k J

(4) = (5) : Stad{ polozit z = y.
(5) = (1) : Necht (1) neplati a mame tedy néjaky prvek z kolmy ke viem z; a takovy, ze ||z|| = 1.
Potom

loll =1# /> |zz;* = 0.
O

6.6 Vse co bylo v této kapitole provadéno pro komplexni pfipad plati téZ pro piipad redlny. Dikazy jsou
nékdy trochu jednodussi.

6.7 S nééim velmi blizkym basi Hilbertova prostoru jsme se jiz setkali v odstavci o Fourrierovych fadach
(XVL7). Kdybychom chtéli vysledek o Fourierovych fadach do Gplného souladu s fakty z této kapitoly,
museli bychom presnéji specifikovat, o ktery Hilbertidv prostor tam vlastné jde.

Na intervalu (a, b) vezméme nejprve systém v8ech funkci f takovych, Ze existuje koneény Lebesgueiv

integral
b
/ 2 (z)dz.

Na tomto systému zavedme ekvivalenci
f ~ g pravé kdyz f(x) = g(z) skoro viude.

Systém tfid ekvivalence je ziejmym zpisobem opatien struktirou vektorového prostoru, a prepisem

b
uymzjfmmmm

na ném muizeme zavést skaldrni soucin (na vybéru representantti na pravé strané p¥i tom zfejmé nesejde).
Tak dostaneme Hilberttiv prostor L2{a,b) a véta o Fourrierovych faddch v podstatd ¥ik4 to, Ze v tomto
prostoru vhodné znormované t¥idy funkci

27 —
cosg=-nx, n=20,1,2,...,

: 27 —
sin Z-nz, n=0,1,2,...

tvofi basi ve smyslu definice 6.4. Viz ekvivalenci (1) = (3) ve vété 6.5.

38



