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Misto uvodu

V letnim semestru $kolniho roku 2005/2006 je pro nékteré obory infor-
matiky zavadén predmét “Matematické struktury”. Jeho tkolem je

e shrnout nékteré véci, kterym se studenti v dosavadnim studiu naucili
a ukazat na nékteré obecné zakonitosti,

e doplnit partie, kterym v predchozim studiu pozornost vénovana nebyla,
tfebaze tvoii podstatnou ¢ast zdkladu teorie informatiky (to se tyka
zejména otazek spojenych s ¢astecnym usporadanim),

e a roz8ifit znalosti z predchoziho (studenti se néco dozvédéli o met-
rickych prostorech, v informatice vsak casto potfebuji spi§ prostory
obecnéjsi; méli nékteré konkretni partie z algebry, maji-li se vsak zaby-
vat teoretickou informatikou, neuskodi jim piiprava obecnéjsimi otaz-
kami universalni algebry).

Pti studiu predmeétu se SirSim rozsahem je vzdy trochu problematické
doporucovat a shanét literaturu. Proto byl pfipraven tento text, ktery vice
nez pokryva pozadovanou latku. Studenty bych rad hned uklidnil: neleknéte
se, samoziejmé nebude ke zkouSce predepsano vSechno. Nékterd mista jsou
prosté doplnénim daného thematu, jind zase mohou slouzit jako informace,
ke které se ¢tendr tieba pozdéji vrati.

Text je (prozatim) rozdélen do Sesti kapitol.

Prvni z nich ma dveé ¢asti. Nejprve jsou zde imluvy z teorie mnozin; jedna
se o fakta, kterd student zna odjinud, je jen tfeba se (1) dohodnout o znacéeni a
(2) zduraznit, co bude v dalsim potieba. V druhé ¢ésti jsou jednoducha fakta
o relacich, relacnich systémech, homomorfismech a zdkladnich konstrukcich.
Jsou to opravdu velmi jednoduché (a trochu nudné) zalezitosti, ¢tendi by
jim ale pozornost vénovat mél kvuli analogiim, které se budou stale vracet v
dalsim.

Kapitoly druhd a treti jsou vénovany castecnym usporadanim a jejich
specidlnim piipadum. V teoretické informatice hraji uspofadani a otazky s
nimi spojené zakladn{ roli, a student by jim mél vénovat zvlastni pozornost
(prél bych si, aby v téchto kapitoldch mél spis pocit, Ze se pro své potieby
nedozvédeél dost). V kapitole druhé jsou predlozena zdkladni fakta, v kapitole
treti najdeme algebraické aspekty specidlnich usporadani.



V kapitole ¢tvrté se vénujeme zakladnim pojmum universalni algebry.
Kromé obecnych definic a konstrukci se vénujeme volnym algebram, a do-
kazujeme velmi zdsadni Birkhoffovu vétu o systémech algeber popsanych
rovnicemi.

Kapitoly patd a Sestd se zabyvaji otdzkami topologickymi. Vychdzime z
toho, ze byl student jiz v prvnim ro¢niku seznamen s metrickymi prostory, coz
je pro chépani struktury prostoru vyborny zaklad. V teoretické informatice i
jinde bude ale potiebovat obecnéjsi pojmy a o téch by se mél néco dozvédeét
zde. Je tomu vénovéna celd kapitola patd (topologie) a druha ¢ast kapitoly
Sesté (uniformita). Prvni ¢dst Sesté kapitoly dopliiuje znalosti z metrickych
prostorti.

Nejsou zde, v zadném smyslu, predklddana definitivni skripta. V per-
spektivé uvazujeme s Annou Tozzi o podstatné rozsdhlejsim textu (jehoz by
tento byl zakladem), ktery by mohl slouzit i doktorandam. Meél by jisté obsa-
hovat zaklady teorie kategorii (které jsou zde tiplné zanedbany), specidlnéjsi
topologické otazky spojené s informatikou, vice o ¢astecnych usporadanich v
informatice, néco o dualitach, atd. Oc¢ekdvam, ze téz zkuSenosti s prednaskou
poskytnou uzitecné podnéty.

Odkazy. Odkazujeme-li na bod v jiné kapitole, je tato vyznacena fimskou
¢islici: treba, “...viz IV.3.1”7 odkazuje na bod 3.1, jsme-li v kapitole jiné.
Jsme-li v téze kapitole, fimskou ¢islici vynechavame.



Kapitola 1

Mnoziny, relace, zobrazeni

1. Mnoziny : dohoda o znaceni

1.1. Jako obvykle bude prazdna mnozina ozna¢ovdna symbolem () a nlezeni
symbolem €. Inklusi, radéji nez A C B, budeme oznacovat

ACB.
Inkluse je dulezité castecné usporadani a udrzujeme analogii se symbolem <.

1.2. Mnoziny dané vyctem obvykle oznac¢ujeme

{a,b}, Az}, A{x1,29,...}, {A1,..., A}

a podobné. Mnozinu vSech prvku dané vlastnosti )V piseme jako

{z [V(2)}

(tieba, {A |A C X}), piipadné vyzna¢ime ¢ast specifikace pied znaménkem
|, jako v

{a e AV(a)}
(tedy napr. {z |z redlné, = > 5} i {z € R |z > 5}).

Pro soubory, t.j. soustavy prvku s piipadnym opakovanim a poradim
uréenym néjakymi prostiedky (explicite zapsanym potadim jako v (a, b) nebo
(1,29, ..., x,), pomoci indexti (z;);c; nebo “funkénich hodnot” (z(i));cs, a
podobné) nikdy neuzivame slozenych zdvorek. Obvykle uzivime zavorek
prostych, nebo (jako u posloupnosti x1, z, ... ) zavorky vibec vynechdme.

1.3. Sjednoceni a priuniky budou oznacovany béznym zpusobem (AU B,
AN B, U;es Ai, Nieys Ai a pod.); piipomindme, Ze pro A soustavu mnozin je

Ua=J4a = N4A=4

AcA AcA



1.4. Soubory typu (x,y) se nazyvaji uspordadané dvojice. Podobné uspo-
radané trojice (x,vy, z), ¢tvefice, n-tice (xq,...,Zy,).

Poznamka. Z kursu teorie mnozin ¢tendf asi zna ruzné popisy uspora-
danych mnozin pomoci “neusporddanych systému”, jako tieba (a,b) =
{a,{a,b}}. Uveédomte si, ze tam jde o to, zakodovat uspofadanou dvo-
jici pomoci nalezeni, ne o vysvétleni toho, co je potadi; co ptijde diive
a co pozdéji musime umét poznat bez toho, uz kvuli ¢teni jakychkoli
formuli, konec koncu i formule nahote.

Kartézsky soucin mnozin X,Y je
XxY=A{(z,y)|lre X, ye Y}

Obecnéji, kartézsky soucin souboru X;, ¢ € J, je

HXi = {(®i)ies |2;i € Xi}.

ieJ
Pro konec¢né soubory piSeme
XxYxZ, X;x---xX,
a podobné.
1.5. Mnozinu vSech podmnozin mnoziny X, t.j.
[AlAC X},

oznacujeme

PB(X) nebo expX

(o jednotnost se nesnazime, v literatufe se uzivaji ruzné symboly a neni na
skodu kdyz si na to ¢tendf zvykne).

1.6. Naopak dusledné stejné budeme oznacovat nékteré ¢asto se opakujici
mnoziny:

N ... mnozinu pfirozenych c¢isel,
Z ...mnozinu celych ¢isel,

R ... mnozinu realnych cisel,



presto ale obc¢as pripomeneme o co jde.

1.7. Ctendf mé pravdépodobné za sebou néjaky kurs formdlni teorie
mnozin. Zde se budeme (v zdsadé) drzet systému Godel-Bernays-von Neu-
mannova. Pokud ale kurs nebyl, nenf to zidné nestésti. Ctenar jisté aspon
slySel o paradoxech teorie mnozin (typu “mnozina vSech mnozin” a podobné),
kterym je potfeba se vyhnout. Déld se to (v podstaté) rozlisSovanim mezi
mnoZinami (soustavami prvku, které samy mohou byt prvky jinych korektné
definovanych soustav) a tridami (soustavami, které jsou korektné definovény,
ale prvky jinych uz samy byti nemohou).

Nékdy (ne piilis ¢asto, ale piece jen) bude v tomto textu rozliSovani mezi
mnozinami a tfidami nutné.

2. Binarni relace

2.1. (Bindrni) relace na mnoziné X je libovolnd podmnozina R C X x X.

Poznamka. Brzy se budeme zabyvat i jinymi nez binarnimi relacemi
(n-drnfmi, M-arnimi a pod.). Pokud je to ale z kontextu zfejmé, uziva
se slovo relace bez piivlastku pro relace binarni. Budeme to v dalSim
také délat.

Casto se pise
xRy misto (z,y) € R

a oznacuje

sR={ytRy} a Ry={z|zRy}.

Za zvlastni oznaceni stoji diagondini relace, nebo diagondla,

A=Ay ={(z,2) |[xr € X}.

2.2. Relace se mezi sebou sklddaji podle pravidla
Ro S ={(z,2) |3y, xRy, ySz}.
Jind operace s relaci je inverse relace R
R~ ={(z.y) |(y,2) € R}.
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Nésledujici velmi jednoduchd pravidla budeme uzivat bez dalsiho vysvétlo-
vani.
RiCRy, S$CSy, = R oS CRyoS, a R'CRy,
(RoS)oT =Ro(SoT), AoR=RoA=R,
(RoS) t=8"1oT
Specidlné si vSimnéte, ze
jelli ACR, je RCRoR,

a také toho, ze na druhé strané R C R o R neplati obecné.

2.3. Nasledujici vlastnosti relaci maji ustalena jména

ACR : R je reflexivnd, reflexivita,
R=R"' : R je symetrickd, symetrie,
RoRCR : R je transitivni, transtivita,

RCRoR : R je interpolativni, interpolativita.

Ustalené terminy se uzivaji téz pro nékteré kombinace:
R je ekvivalence = R je reflexivni, symetrickd a transitivni.
R je preduspordadani = R je reflexivni a transitivni.

2.4. Nejmensi reflexivni relace obsahujici R je ziejmé
RUA.
Nejmensi symetricka pak
RUR™!
(v§imnéte si, ze RN R~ je zase nejuétsi symetricka relace obsaZend v R).
Dosahnout transitivity je o trochu tézsi, musi se vzit
n—krat

—N—
RU(RoR)U(RoRoR)U---(Ro---0oR)U---.

Jako jednoduché cviceni dokazte, ze nejmensi ekvivalence obsahujici R je
n—krat
~ o~ o~ ~ o~ o~ —
AURU(RoR)U(RoRoR)U---(Ro---oR)U---
kde R=RUR™.
Nejmensi interpolativni relace obsahujici danou obecné neexistuje, ale
nejvétsi v dané obsazena ano. S tim se setkame v V.5.5.
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3. Zobrazeni

3.1. Béznou definici zobrazeni, jak se obvykle zavadi v zakladech teorie
mnozin, budeme muset trochu modifikovat. Obvykle se postupuje takto:

(Z) Rozsitime pojem relace na podmnoziny R C X xY kartézského sou¢inu
v némz mnoziny X a Y mohou byt ruzné, a zobrazeni z X do Y je pak
takova relace R C X x Y, Ze ke kazdému x € X existuje pravé jedno
y €Y takové, ze (z,y) € R.

Mame problém s tim, Ze z takové relace nemuzeme rekonstruovat obor hodnot
Y. Na jeho stanoveni ale zalezi.

Budeme tedy zobrazeni f : X — Y chapat radéji jako nasledujici soustavu
dat

e definiéni obor X,
e obor hodnot Y,

e a jakoukoli specifkaci f pritazujici ke kazdému prvku x € X prave
jeden prvek z Y (ten potom obvykle oznac¢ujeme f(z)); ta muze byt
representovano tieba relaci ze (Z) nahote, ale také se muzeme na f
divat jako na symbol zastupujici predpis, nékdy tieba explicite dany,
nékdy aspon forméalné predpokliadany).

Nyni jisté namitnete, ze definiéni obor je relaci R v (Z) urcen. To je v

tomto okamziku pravda, ale ponechdvame si oteviend vratka pro pozdéjsi

uvahy, kdy defini¢ni obor a obor hodnot budou obsahovat dalsi informaci

(mluvime-li tieba o spojitém zobrazeni: relace f C X X Y, sama o sobé

takovou vlastnost jako spojitost nemd, ani kdyz specifikujeme mnozinu Y,

teprve ve vztahu k strukturdm na X a Y tento pojem ziskdva smysl).
Mnozinu vSech zobrazeni z X do Y budeme oznacovat

v
3.2. Méme-li explicitni formuli F pro néjaké zobrazeni, vyznacujeme to
nékdy symbolem z +— F(z), jako napt. v f = (x — 22+ z) : R — R pro

realnou funkei uréenou vyznacenym polynomem, nebo v (z — {z}) : X —

PX).
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3.3. Skladani zobrazeni. Relace RC X xY a S CY x X je mozno
sklddat stejné jako v 2.2, totiz podle formule

RoS={(z,z2) Jy, vRy, ySz}.

Tak muzeme skladat i zobrazeni f: X - Y ag:Y — Z.
Jenomze : Je zvykem psat sklddani zobrazeni obracené, t.j. jako

gf mnebo g¢g-f misto fog.
To vychéazi z dosazovani hodnot
(9/)(x) = g(f(x)). ()

Mozna to trochu mate, ale snahy zménit tento zpusob psani se zatim neujaly
(i kdyz se pokusy objevuji znovu a znovu). Mozna proto, ze “spravné” potradi
v konfrontaci s (*) mate jesté vic.

Identické zobrazeni (z +— z) : X — X se obvykle oznacuje
idX nebo téz 1)(.
Ziejmé plati formule

flgh)=(fg)h, aprof:X —Yije idy -f=f-idx=f.

Je-li X C Y, divdme se na vlozeni X do Y casto jako na zobrazeni
j=(zxr—2z): X — Y. Mluvime pak o zobrazeni vloZeni a ¢asto piSeme
j: X CY.

3.4. Rekneme, ze f je zobrazeni prosté jestlize

v#y = flx)# fy)

a ze je to zobrazeni na jestlize
VyeVY dz e X, y= f(x).

Rekneme, ze f je vzdjemné jednoznacné je-li prosté i na. V poslednim piipadé
mame jednozna¢né definované inversni zobrazeni g : Y — X ( g(y) = x prave
kdyz y = f(x)) charakterisované rovnostmi

fg=1idy, gf=idx.
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Pokud inversni zobrazeni k zobrazeni f existuje, oznacuje se obvykle
f—l

Pozorovani. f je prosté prdave kdyz je jim v operaci skladdani mozno
krdtit zleva, t.j., prave kdyz

fog=rh = g=h

f je zobrazeni na prdaveé kdyz je jim v operaci skldddni mozno krdtit zprava,
t.g., prave kdyz
gf=hf = g=h

(Ze je takovymi zobrazenimi mozno kratit tak, jak je feceno je ziejmé.
Necht naopak f nenf prosté a necht f(a) = f(b) a a # b. Definujme zobrazeni
g,h: {0} — X predpisy g(0) = a, h(0) = b. Potom fg = fh tiebaze g # h.

Necht f neni na. Definujme g,h : Y — {0,1} piedpisy g(z) = 0 pro
v8echna y, a h(y) = 0 kdykoli y = f(x) pro néjaké x, h(y) = 1 jinak. Potom
gf =hfag#h)

Pozndmky. 1. Vidite, ze z hlediska operace sklddéni jsou zobrazeni
prosta a zobrazeni na jakési protéjsky. Pii klasické definici zobrazeni by-
chom s tim meéli problémy: otazka, zda je zobrazeni prosté nebo ne je tam
vyznamnad; otazka, zda zobrazeni je na nedava smysl.

2. Jsem si védom toho, zZe pouzivani slova “na” jako adjektiva je v CeStiné
nehezké (ostatné ani v angli¢ctiné obdobné pouzivani slova “onto” neni nic
moc). Ale zadnd rozumnad alternativa zatim nabidnuta nebyla (kdybychom se
rozhodli pro “surjektivni”, asi bychom potom méli uzivat “injektivni” misto
“prosté”, a to je pietizeny termin — a navic by byla skoda neuzivat zazitého
a pékného ¢eského terminu).

3. Jako jsou zobrazeni vlozeni jakymisi “nejzdkladnéjSimi prostymi zo-
brazenimi”, muzeme za “nejzékladnéjsi zobrazeni na” povazovat faktorisace
(kvocienty) podle ekvivalenci E, totiz zobrazeni ¢ : (z — zE) : X — X/E,
kde X/FE jen t.zv. mnozina tiid ekvivalence (jak si ¢tendf jisté vzpomind z
prvniho ro¢niku, ekvivalence na X jsou v pfirozeném vzijemné jednoznac¢ném
vztahu s disjunktnimi rozklady X = |J{X; |i € J} a zobrazeni ¢ je zobrazeni
X — |U{X; |i € J} pritazujici prvku z € X tu podmnozinu X;, do které
nélezi).

13



3.5. Je-li f: X — Y zobrazeni a jsou-li A C Bresp. B C Y podmnoziny,
piseme
flAl ={f(a) |a € A} (obraz podmnoziny A),
fYB] ={a |f(a) € B} (vzor podmnoziny B).

(Casto se pige prosté f(A), f~1(B), a malokdy to vede k nejasnostem. Ale
prece jen, nékdy muze byt x zaroven prvkem i podmnozinou X — viz tfeba
ordinaly v nésledujici podkapitole. Proto radéji volime opatrnéjsi oznaceni.)
Ziejmé plati
fHAAN 2 A, flFYBlC B
To souvisi s mnohem obecnéjsi zakonitosti — viz I1.6.
Jako jednoduché cviceni si ¢tenaf muze dokazat, ze

FYfIA]l = A prokazdé A C X pravé kdyz f je prosté,
fIf'[B]] = B prokazdé B CY pravé kdyz f je na.

3.6. Vice o kartézském soucinu. O zobrazenich p; = ((2;)ics — ;) :
[Lic; Xi — X; se obvykle mluvi jako o projekcich. Vsimnéme si nasledujici
vlastnosti soustavy projekei.

3.6.1. Tvrzeni. Pro kaZdou soustavu zobrazeni f; 'Y — X;, i € J,
existuje prave jedno zobrazeni f : Y — [[,., X; takové, Ze

Vi pi-f=fi (%)

Diikaz. Takové zobrazeni je nejvys jedno: je-li f(y) = (x;)ics je podle (x)

x; = fi(y). Tedy musi byt f ddno predpisem

fy) = (fiy))ics

Na druhé strané tento predpis zfejmé dava zobrazeni, které spliuje soustavu
rovnic (x). O

Je to velmi jednoduché, ale také dost vyznamné pozorovani: dava moznost
charakterisovat kartézsky soucin jen prostiedky algebry skladani zobrazeni.

3.6.2. Tvrzeni. Bud ¢; : X — X; soustava zobrazeni takovd, Ze pro

kazdou soustavu zobrazeni f; : Y — X, i € J, existuje prdvé jedno zobrazeni
f:Y =Y takové, Ze
Vi oqi-f =i (%)
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Potom ezistuje vzdjemné jednoznacéné zobrazeni q : X — [[.., X; takové, Ze
bi-q =4

(Jinymi slovy, pfi jednozna¢né fesitelnosti soustav rovnic (xx) je X spolu
s projekcemi ¢; kartézsky soucin, mame jen (piekladem ¢) piipadné jinak
zakodovany J-tice.)

Diikaz. Podle 3.6.1 mdme zobrazeni ¢ : X — [, X; takové, ze p;-q = ¢,

podle predpokladu existuje p : [[,.; Xi — X takové, ze ¢; - p = p;. Tedy je

i€

iceJ
pi(qp) =pi a q(pg) = .

Z jednozna¢nosti feSeni soustav (k) a (%) a z toho, ze identickd zobrazeni
jsou fesenimi, dostavame gp =id a pg =id. U

4. Ordindlni ¢isla, kardindlni ¢isla,

axiom vybéru

V tomto oddile pfipomeneme nékolik fakt z teorie mnozin. Podrobnosti se
snadno najdou v béznych ucebnicich, napt. v [?].

4.1. Srovnavani velikosti mnozin. Rekneme, Ze mnozina X ma
mohutnost nejuyse takovou jako mnozina Y a piSeme

X<Y

existuje-li prosté zobrazeni f : X — Y. Rekneme, Ze mnoziny X a Y maji
stejnou mohutnost a piseme
X=~rY

existuje-li vzajemné jednoznacné zobrazeni X na Y.

(Vsimneéte si, ze nefikame kolik ta mohutnost je; zatim jen dvé mnoziny
podle velikosti srovnavame. Ale pozdéji, v 4.5, mohutnosti ddme smysl
jakéhosi ¢isla.)
Ziejmé plati implikace
X~=Y = XY i Y=xX

~ v

XY a YxX = X=rY
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To je slavna Cantor-Bernsteinova véta (jeji dukaz predvedeme v 11.6.4 jako
aplikaci jisté véty o pevném bodé).

4.2. Dobré usporadani. Uspoiradanimi se budeme podrobnéji zabyvat
v dalsi kapitole. Zde pujde jen o velmi specidlni, ale také velmi dulezity
pripad.

Rekneme, ze relace < na mnoziné X je dobré uspordddni (nebo, ze je tou
relaci mnozina X dobre uspordddna) jestlize

e < je symetrickd a transitivni,

e pro kazdé dva ruzné prvky z,y plati pravé jedna z moznosti z < y,
y<z,

e a kazda neprazdnd podmnozina M C X ma v < nejmensi prvek.

(Napiiklad mnozina N pfirozenych ¢isel je dobte uspofaddna ve standardnim
usporadani podle velikosti — coz je ekvivalentni s principem indukee.)

4.3. Axiom vybéru. Tento princip je mozno snadno formulovat takto:

(AC) Ke kazdému zobrazeni f mnoZiny X na mnoZinu Y existuje zobrazeni
g:Y — X takové, Ze fg =idy.

Plati

4.3.1. Véta. (Zermelova véta.) Z aziomu vgbéru plyne, Ze kaZdou
mnozinu lze dobre usporddat.

Poznamka. Vétu lze obratit. Tedy je axiom vybéru ekvivalentni s
“Principem Dobrého Uspotradani”:

Kazdou mnoZinu lze dobie usporddat.
(Viz k tomu déle 4.5.1.)

4.4. Rekneme, ze mnozina nebo tiida X je transitiond jestlize plati imp-
likace

reX = zCX.

Piiklad. Bézna konstrukce ptirozenych ¢isel “z niceho”, totiz
0=0, 1={0}, 2=40,{0}},...,n+1={0,1,...,n}

representuje N jako transitivni mnozinu.
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Ordindlni ¢éislo (téz ordindl) je transitivni mnozina takovd, ze je na ni
relace € (“€ nebo =) dobré uspotrddani.

TTidu vSech ordinalnich ¢isel oznac¢ime

Ord.

4.4.1. Véta. 1. Ord je transitivni tiida, a je to vlastni trida (t.j., nend
to mnozina).

2. Ord je jedind vlastni trida dobie uspordadand relaci €.

3. Pro kazdou dobie usporddanou mnozinu (X, <) ezistuje isomorfni
ordindl o € Ord (t.j., takovy, Ze eristuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni
[+ X — «a pro které je v <y pravé kdyz f(z) € f(y).

4.4.2. Dausledek. 7 aziomu vybéru plyne, Ze prvky kaZdé mnoZiny je
mozno pro vhodny ordindl o seradit (bez opakovdni) do transfinitni posloup-
nosti

(5)p<a-
(8 < « piSeme misto f € a; toto ndzorné znaceni se bézné uziva, a my to
také budeme délat.)

4.5. Kardindlni ¢isla, mohutnosti. Kardindlni ¢islo (téz kardindl) je
ordindlni ¢islo a které nema stejnou mohutnost se zadnym ordinalnim cislem
0 < a.

Tedy,

Zadné dva kardindly nemaji stejnou mohutnost.

Tiidu vsech kardindlnich éisel oznacime

Card.

Z 4.3.1 dostavame

4.5.1. Dusledek. Z aziomu vybéru plyne, Ze

(1) ke kazdé mnoziné existuje prdivé jedno kardindglni éislo k takové, Ze
X~ K, aze

(2) proky kaZdé mnoZiny je mozno pro vhodny kardindl k seradit (bez
opakovdni) do transfinitni posloupnosti

(:EOL)O[<;§-
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To jediné kardindlni ¢islo k pro které X ~ k nazyvame mohutnosti, nebo
téz kardinalitou mnoziny X a oznacujeme

X

Zde jsou dvé pravidla pro praci s mohutnostmi:

4.5.2. Je-li J konecénd mnoZina a je-li asponi jedna z mohutnosti | X;|
nekonecnd, je
Xl = max [ X
ieJ
Obecnégi, je-li asponi jedna z mohutnosti | X;| nekoneénd a je-li |J| < sup | X/,
je
| UXi| = sup | X;].
icJ ied

Pro kartézsky soucin (opét, je-li aspori jedna z mnozin X; nekoneénd) plati

|X1 X X Xn| = maX |Xz|
i=1,....n
(Co je supremum ¢tendr asi vi a pokud ne, stejné pravidlo nebude potiebovat
diive, nez se to dozvi v pristi kapitole.)

Pokud c¢tendi ocekaval néjaké zajimavé pravidlo pro soucin nekonecné
mnoha mnozin, bude zklaman. Ostatnimi standardnimi axiomy teorie mnozin
neni urcena ani spocetnd mocnina dvoubodové mnoziny, jak ukdzalo nega-
tivni feSeni slavné hypotézy kontinua.)

4.6. Zornovo lemma a Princip Maximality. Nasledujici dvé tvrzeni,
ekvivalentni s axiomem vybéru, jsou velmi casto uzivana. V prvnim ptipadé
opét trochu pfedbihame s pojmy; budou vysvétleny v nasledujici kapitole.
Obvykle ale uzivame druhou variantu a u té vystac¢ime s tim, co uz mame.

4.6.1. Zornovo Lemma. Bud (X, <) édsteéné usporddand mnoZina
takova, Ze v ni pro kazZdou podmnozinu, kterd je relaci < uspordddna linedrneé,
existuje horni mez. Potom ke kaZdému prvku x € X existuje mazimdlni
y € X takovy, Ze x < y.

Pied druhou variantou zavedme nésledujici pojem. Rekneme, ze mnozi-
na C podmnozin mnoziny X je retéz, jestlize pro kazdé dvé A, B € C je bud
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A C B nebo B C A. Nasledujici tvrzeni z Zornova lemmatu okamzité plyne
a je s nim (a tedy i s axiomem vybéru) ekvivalentni.

4.6.2. Princip Maximality. Bud A C PB(X) takovd, Ze pro kaZdij retéz
C C A existuje A € A takovd, ze | JC C A. Potom pro kaZdou mnoZinu
A € A ezistuje B mazimdlni (vzhledem k inklusi) v A takovd, e A C B.

Poznamenejme jeste, ze pti odkazech na princip maximality se casto také
mluvi o Zornové lemmatu.

5. Relaéni systémy, homomorfismy

V tomto oddile zacneme diskutovat relacni systémy. Jsou to struktury velmi
vyznamné. I v (skoro) nejjednodussim piipadé, systému sestdvajicim z jediné
bindrni relace, dostdvame (orientované) grafy; ¢tendr jisté vi, jak bohaté
teorie jsou s nimi spojeny.

5.1. Bud M néjaka mnozina. M-drni relaci na mnoziné X rozumime

libovolnou podmnozinu
RC XM

V piipadé malych koneénych mnozin M (obvykle representovanych jako pfi-
rozend c¢isla n) bereme obvykle

n krat

—N—
X x---xX misto X"

a tfebaze n = {0,1,...,n — 1} nevdhdme indexovat n-tice jako (z1,...,x,)
misto spravnéjsiho — ale méné pohodlného — (zg, ..., z,_1).

V pripadech n = 1, 2, 3 se obvykle mluvi o undrnich resp. bindrnich resp.
terndrnich relacich

RCX respp RCX xX resp. RCXxXxX.

5.2. Homomorfismy a isomorfismy. Budte R,S M-4rni relace na
mnozinach X,Y. Zobrazeni f : X — Y nazyvame homomorfismem vzhledem

k R, S (a casto piseme f: (X, R) — (Y,5)) plati-li

VEe R, f-£€8.
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(¢ € R je ovsem zobrazeni z M do X. V piipadech unédrnich, bindrnich,
ternarnich — a podobné dalsich n-arnich relaci dostavame priuhlednéjsi podoby
této podminky

(f x NIRI S S, tj. (v,y) € R=(f(x), f(y)) € S, nebo xRy = f()Sf(y),
(fx [ HIRICS, by (x,y,2) € R = (f(2), [(y), f(2)) € 5.)

Zobrazeni [ : (X, R) — (Y, S) je isomorfismus, je-li vzdjemné jednoznacné a
plati-li, ze
VE:M X, f-£cS pravekdys feR.

Uvédomte si, ze tim pozadujeme totéz jako ve formulaci

f:(X,R) — (Y,S) je homomorfismus a existuje k nému homomorfis-
mus g : (Y,5) — (X, 5) takovy, Ze fg =idy a gf = idx.

5.2.1. Tvrzeni. 1. Identické zobrazeni idx : (X,R) — (X, R) je iso-
morfismus.

2. Jsou-li f: (X,R) — (Y,R') ag:(Y,R')— (Z,R") homomorfismy je
slozené zobrazeni gf : (X, R) — (Z, R") homomorfismus.

Pozndmka. Identicky isomorfismus z bodu 1 je lépe oznacovat id(x r)
aby byl odlisen od identitou nesenych zobrazeni (X, R) do (X, S) s ruznymi
R a S, které homomorfismy byt mohou a nemusi.

Diikaz. 1 je trividlni.
2. Je-lli¢ € Rje fE € R atedy (gf)E=9g(f§) e R'. O

5.3. Typem rozumime soubor A = (A,);cr. Rekneme, ze je koneéng,
jsou-li T" a vSechny A; kone¢né mnoziny, a ze je finitdrni, jsou-li A; konecné
(o T pii tom neptedpokldddme nic). Ve finitdrnim piipadé zpravidle repre-

ny krat
———
sentujeme arity A, pfirozenymi ¢isly, a na X™ se divame jakona X x --- x X
(stejné jako v 5.1).

Rela¢ni struktura typu A = (A;)er na moziné X je soubor R = (R;); € T

kde R; jsou A;-arni operace na X. O dvojici (X, R) pak mluvime jako

o relacénim objektu typu A a neni-li nebezpec¢i nedorozuméni prosté jako o
objektu. Mnozina X se pak obvykle nazyva nosnd mnozina tohoto objektu.
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Jsou-li (X, R),(Y,S) (rela¢ni) objekty (typu A), fekneme, ze zobrazeni
f: X =Y je homomorfismus je-li to homomorfismus vzhledem k R;, S; pro
vSechna t € T'.

(Pfesnéji vzato, homomorfismus neni jen to zobrazeni f : X — Y — o
tom mluvime jako o nosném zobrazeni daného homomorfismu —; je to ono
zobrazeni plus informace o strukturdch defini¢niho oboru a oboru hodnot.)

Piseme pak

f:(X,R) — (Y, 95).
V piipadé, ze (X, R) = (Y, S) mluvime o endomorfismu.

5.3.1. Z 5.2.1 okamzité dostavame

Dusledek. Budte R, R', R" relacni systémy. Potom

1. identické zobrazeniidyx : (X, R) — (X, R) je isomorfismus a

2. jsou-li f: (X,R) = (Y,R') ag:(Y,R) — (Z,R") homomorfismy je
slozené zobrazeni gf : (X, R) — (Z, R") homomorfismus.

Ttidu vsech objekti a homomorfismi mezi nimi budeme oznacovat

Rel(A).

5.4. f:(X,R) — (Y,S) se nazyva isomorfismus je-li to isomorfismus
vzhledem k Ry, S; pro vSechna t € T. Ziejme,

f (X, R) — (Y,5) je isomorfismus prdvé kdyz existuje homomorfis-
mus g : (Y, S) — (X, R) takovy, Ze gf =id(xr) a fg =idv.s).

Je-li pii tom (X, R) = (Y, S) mluvime o automorfismu.

Pozndmka. Moznd, ze ted, kdyz jsme se seznamili s dost bohatou
zasobou struktur na mnoziné, je na misté poznamka o dulezitosti isomor-
fismu. V bézné praxi nas obvykle zajima, spi$ nez objekt (X, R) sdm, jeho
isomorfismové tiida, t.j., “(X,R) az na isomorfismus” (obvykle se mluvi
o isomorfismovém typu, tady jsme byli na chvili opatrnéjsi, aby se slovo
“typ” nepletlo s jeho pouzitim pro specifikaci toho, jaky systém relaci je
pravé zkouman): representujeme-li tieba néjaky objekt v pocitaci, vibec nas
nezajima, kde jsou ulozeny prvky, a pokud by si je pocita¢ néjak pferovnal,
nic nenamitame. Na ¢em ale trvame je aby byly zachovany vztahy mezi
nimi. Ale nejde o ulozeni v pocitaci; obecné, kdyz v néjakém matematickém
systému pracujeme (tieba v aritmetice), na zakodovani prvku nam zélezi
spis z hlediska co je pohodInéjsi, a zakodovani ochotné podle toho ménime;
pocetni pravidla tim vsak nesmi byt zasazena.
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6. Podobjekty, souc¢iny a kvocienty
relacnich systému

6.1. Podobjekty. Bud (X, R = (Ry)er) objekt z Rel(A), bud Y C X a
7Y — X zobrazeni vlozeni. Na mnoziné Y definujme rela¢ni systém téhoz
typu

R|Y = (RY,t)teTa kde

Ry’t = {f . At — Y |j€ - Rt}

Divdme-li se na £ : A, — X,Y jako na soubory prvkua, dostiavime (ve
finitArnim piipadé urcité a obecné asi také) priuhlednéjsi popis

Ry, = {(xt)ter |zt €Y, (x1)ter € Ri}
Ry, ={(z1,...,2) [(z1,...,2,) e ReN (Y x--- x Y)}.

Rekneme pak, ze objekt (Y, R|Y) je podobjekt objektu (X, R) neseny pod-
mnozinou Y.

6.1.1. Pozorovani. Zobrazeni vioZeni j : (Y,R|Y) C (X, R) je homo-
morfismus.

Vidime tedy, Ze je-li f : (X, R) — (X'R') homomorfismus, je zobrazeni
f7 — ¢asto oznacované f|Y a nazgvané restrikcina’Y —také homomorfismus.

6.2. Tvrzeni. Bud (Y, R|Y) podobjekt objektu (X, R) a bud f : (Z,5) —
(X, R) homorfismus takovy, Ze f[Z] C Y. Potom zobrazeni f' : Z — Y
definované predpisem f'(z) = f(z) je homomorfismus.

Diikaz. Pro vlozeni j : Y C X je f = jf". Je-li £ € S{(C Z*t) mdme
Jf'€=J§ € Ryatedy f§ € Ryy. [

6.2.1. Poznamky. 1. Z 6.1.1 a 6.2 vidime, ze z homomorfismu f :
(X, R) — (Y, S) dostdavame homomorfismy f': (X', R|X") — (Y, S|Y’) pro
libovolné podmnoziny X' C X, Y’ CY takové, ze f[X'] CY'.

2. Na Y C X zvolme libovolny relaéni systém R’ daného typu takovy, ze
j Y — X je homomorfismus. Potom ve znaceni z 6.2 je j' = idy a mame
EE€R = £=1id-{ € Ryy. Tedy je R|Y nejvétsi relaéni struktura daného
typu na Y takova, zZe j je homomorfismus.

3. Specidlné v piipadé jiz zminovanych orientovanych grafu (totiz ve tiidé
Rel((2))) jsou (Y, R|Y") indukované podgrafy grafu (X, R).
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6.3. Souciny (produkty). Bud (X;,R;), i € J, soubor objekti

z Rel((A¢)ier). Na kartézském soucinu X = [[,., X; (s projekcemi p; :

[L; Xi — X;) definujme rela¢ni systém R typu (A;)ier pfedpisem
(€: Ay — X) €R, prave kdyz Vi€ J, p€ € Ry.

Takto ziskany objekt (X, R) nazyvame soucinem nebo produktem souboru
(Xi, R;), i € J a ozna¢ujeme

[1(xi R).

ieJ
Pro malé kone¢né soubory piSeme
(X, R) x (Y, 5), (X1, R1) x (Xo, R2) x (X3, R3)

a podobné.

(Tieba v soucinu (X, Ry) x (X2, Re) mame

(z1,72) R(y1,y2) prave kdyz xRy, a 22 Ryys. )

O soucinu souboru stejnych objektu, t.j. J[,.,(X;, R;) kde (X;, R;) =
(X, R) pro vsechna i, se bézné mluvi jako o mocniné, a také se takovy soucin
obvykle jako mocnina, tedy jako

(X, R)”,

oznacuje.

6.3.1. Pozorovani. 1. Vsechny projekce jsou homomorfismy.
2. R je nejvétsi takovy relaéni systém, ze viechny projekce jsou (jesté)
homomorfismy.

6.3.2. Tvrzeni. Bud (Xi, R;), i € J, soubor relacnich objektu typu
A = (A)er. Bud fi 0 (Y,S) — (Xi,Ry), i € J, soubor homomorfismii.
Potom existuje pravé jeden homomorfismus f: (Y, S) — [[,(Xi, R;) takovy,
Ze pro vSechna v € J je p;f = f;.

Diikaz. Podle 3.6.2 existuje pravé jedno takové zobrazeni f. Jde tedy jen
o to dokézat, ze f je homomorfismus. Bud ¢ € S,. Potom, jelikoz vsechna f;
jsou homomorfismy, musi pro viechna i € J byt f;,£ € R;, t.j., pi(f&) € R;.
Tedy je f¢ € R. O
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6.4. Bud (X, R) objekt z Rel(A), A = (At)ter, a ¢ : X — Y zobrazenf
na. Na mnoziné Y definujme relacni systém R typu A predpisem

Ry ={¢€ |€ € Ri}.
Okamzité vidime, ze

R je nejmensi relacni struktura daného typu takovd, ze q : (X, R) —
(Y, S) je homomorfismus.

O objektu (Y, R) se ¢asto hovoii jako kvocientu, nebo faktorovém objektu
objektu (X, R) (podle ¢, nebo podle ekvivalence E = {(z,y) |q(z) = q(y)}).

6.4.1. Tvrzeni. Bud f: (X, R) — (Z,5) homomorfismus takovy, Ze

q(x) = qly) = flz)=[f(y) ()

Potom ezistuje prdvé jeden homomorfismus f : (Y, R) — (Z,S) takovy, Ze
fa=171. _

Diikaz. Podminka (x) ¥ika presné to, ze existuje zobrazeni f takové, ze
fq = f. Jde tedy jen o to, dokazat, ze f je homomorfismus. Ale to je ziejmé:
je-lin € Ry, je n = q€ pro néjaké £ € Ry atedy n= fqn=fé€ S, O

7. Projektivni a injektivni vytvareni struktur

7.1. CtendF si jisté vsiml spole¢nych ryst souéinit a podobjektii. Obecnéii,
meéjme dény objekty (X;, R;), i € J, typu A = (Ay)ier, a soustavu zobrazeni
r; + X — X; takovou, ze

VMied rif=rg) = f=g

(u soucinu to byly projekce p; : [];c;X; — X;, u podobjekti jen jeden
objekt (X, R) a jedno zobrazeni j : Y C X). Potom mdme trividlni

Pozorovani. Relacni systém R = (R})ier kde
Rgz{fAt—)X |VZ€J, TZ{GR“}
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je nejuetsi relacni systém daného typu na X takovy, Ze vSechna zobrazeni r;
gsou homomorfismy (X, R) — (X, R;).

7.1.1. Veéta. Pro relacni systém R’ z 7.1 plati:

(Proj) Je-li (Y,S) € Rel(A) a je-li f:Y — X zobrazeni takové, Ze vsechna
fi = rif jsou homomorfismy (Y, S) — (X;.R;) pak f je homomorfismus
(Y,S) — (X, R).

Relacni systém R’ je torzenim (Proj) jednoznacné urcen.

Diikaz. 1. Bud & € Sy, t libovolné. Potom fi& = (r:f)€ = r:(f€) je v Ry
a tedy f€ € R;.

I1. M&-li systém R” stejnou vlastnost, jsou identickd zobrazeni (X, R") —
(X,R)i(X,R)— (X,R") homomorfismy, a tedy R, C R/ a R/ C R;. O

7.2. Podobné jsou-li objekty (X;, R;), ¢ € J, a soustava zobrazeni s; :
X; — X takové, ze

VMield, fsi=gs) = [=g
mame trivialni
Pozorovani. Relacni systém R = (R})ier kde
RQ = {87,5 |f < Rita 1€ J}

je nejmensi relacni systém na X takovy, Ze vSechna xobrazent s; jsou homo-
morfismy (X;, R;) — (X, R).

7.2.1. Véta. Pro relacni systém R’ z 7.2 plali:

(Inj) Je-li (Y,S) € Rel(A) a je-li f: X — Y zobrazeni takové, Ze vsechna
fi = fsi jsou homomorfismy (X;.R;) — (Y, S) pak f je homomorfismus
(X,R) — (Y, 95).

Relaéni systém R’ je tvrzenim (Inj) jednoznacné urcéen.
Dukaz muzeme ponechat ¢tendfi jako jednoduché cviceni.

7.3. O konstrukci z bodu 7.1 se obvykle mluvi jako o projektivnim
vytvaieni struktury, o konstrukci z bodu 7.1 jako o injektivnim vytvareni.
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Setkali jsme se zatim je s jednim piikladem injektivniho vytvéafeni, totiz
s kvocientem v bodé 6.4. Jiny piiklad, zdanlivé nezajimavy a presto velmi
dulezity, je suma soustavy objektu.

Méjme dany objekty (X;, R;), ¢ € J, a pro jednoduchost predpoklddejme,
ze mnoziny X; jsou disjunktni. Oznaé¢me X = J X; a j; : X; C X zobrazeni
vlozeni. Potom injektivni konstrukce dava na X rela¢ni systém

R= (R = U{jif € € Rit})ier

icJ
a pro ziskany objekt plati, ze
e vsechna zobrazeni j; : (X;, R;) — (X, R) jsou homomorfismy,

e a pro kazdy systém homomorfismu f; : (X;, R;) — (Y, S) existuje prave
jeden homomorfismus f : (X, R) — (Y, 5) takovy, ze pro vsechna i € J
plati fj; = fi (neseny zobrazenim f definovanym predpisem f(z) =
fi(x) pro xz € X;).

Vsimnéte si, ze suma je jakymsi zrcadlovym protéjskem produktu ( srovnejte
s 6.3).

7.4. Poznamky. 1. Projektivni a injektivni vytvafeni se neomezuje na
obecné relacni struktury. Jsou to konstrukéni paradigmata velmi bézna u
fady béznych struktur, i kdyz nemusi byt dana tak jednoduchymi formulemi
jako zde.

Podstatné jsou charaktristiky z tvrzeni 7.1.1 a 7.2.1; to, ze jsme zde dostali
projektivné vytvorenou strukturu jako nejvétsi s danou vlastnosti, a injek-
tivné vytvorenou zase jako nejmensi, je specificka vlastnost relac¢nich systému
(tfeba u topologii jsou projektivné konstruované nejmensi a injektivné ziskané
nejvetsi).

2. Mozné je na misté vysvétleni, pro¢ jsme sumy odbyli v poznamce
a pro¢ také v dalsim budeme tento jev zanedbavat. U struktur z bézného
matematického zivota je to bud konstrukee velmi jednoduchd (prosté polozeni
objektu vedle sebe, podobné jako zde je to tfeba u obecnych prostoru) nebo
naopak konstrukce dost slozita (typicky u algeber, nebo i u specialnich pros-
toru). Jednoduchy spoleény mnozinovy podklad zde neni. Vice k tomu bude
feCeno v (zatim teprve piipravované) kapitole o kategoriich.
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Kapitola 1I

(Castecna) usporadani

1. Predusporadani a usporadani

1.1. Predusporaddni na mnoziné M je relace R C X x X ktera je
e reflexivni, t.j., pro vSechna x € X plati xRz,
e a transitivni, t.j., xRy a yRz implikuje zRz.

Plati-li navic
tRy & yRx = 1x=y, (antisym)

mluvime o uspordddni nebo o éasteéném usporddani, to druhé chceme-li zdu-
raznit, ze nepozadujeme aby nutné vzdy platilo, ze

pro viechna z,y je bud xRy nebo yRz. (lin)

Jestlize ale je pozadavek (lin) splnén, fekneme, ze usporadani R je linedrni
téz se uziva terminu retéz.

O objektu (X, R) s takovou relaci mluvime jako o predusporddané (uspo-

fadané, atd.) mnoziné.

1.2. Z predusporaddné mnoziny (X, R) snadno dostaneme uspofadanou
tim, ze zavedeme ekvivalenci

r~y = xRy& yRx

a uvazujeme misto X mnozinu t¥id ekvivalence X/~. Na té se pak dand
relace jevi jako usporadani. Pokud na rozdilu mezi takto ekvivalentnimi
prvky piilis nezélezi (coz je casty piipad), zjednodusime si tim situaci. V
dalsim budeme zpravidla pracovat s usporadanimi.
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1.3. (a) Nespecifikované uspoiadani budeme obvykle oznacovat <; sa-
moziejmé v konkretnich ptipadech uzivame znacky podle potieby (tfeba <,
<, <, C a pod., viz ostatné piiklady v dalsim paragrafu).

(b) Bud (X, <) (pfed)uspofddand mnozina. Pro prvky z € X a podmno-
ziny M C X budeme psat

lw={yly<a}, w={yly=a}, IM=] lz a M= 12

zeM zeM

1.4. Piiklady. (a) Béznd usporadédni prirozenych, celych, racionalnich
¢i redlnych cisel jsou priklady linearnich uspoiadani.

(b) Délitelnost celych ¢isel (relace alb, “a déli b”) je predusporadéni.

(c) Inkluse je (¢asteéné) uspordddni na mnoziné PB(X) vsech podmnozin
mnoziny X.

(Vsimnéte si, ze inkluse je v jistém smyslu universalnim uspotadanim.
Kazdé castecné uspotradani je totiz mozno representovat jako systém
(nékterych) podmnozin vhodné mnoziny usporddany inklusi: mame
totiz

r <y pravé kdyz |z Cly,

takze (X, R) je representovina ¢dsti uspofadané mnoziny ((X), C).

1.5.1 Je li relace R (pied)uspoiddani, je i relace R (pied)usporadénd.
Misto o inversnim (pfed)usporadéani se ¢asto mluvi o (pfed)usporadani opaé-
ném nebo dudlnim k R. PiSe se téz

(X, R)°® misto (X, R).

1.6. Jsou-li (X, <), (Y, <) ¢dstecné usporadané mnoziny (prvni < samo-
ziejmé nemusi byt totéz co druhé) a f : X — Y zobrazeni, iikdme, ze je f
isotonni (¢asto se 16z ikd monotonni ') plati-li implikace

r<y = fl2)<fy)

Plati-li implikace z <y = f(x) > f(y), tikdme, ze f je antitonni (pak
je ovsem f isotonni jako zobrazeni (X, <) — (Y, <)°P).

vvvvvv

spole¢ného terminu pro nerostouci a neklesajici funkce v analyse.
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Jako u obecnych relaci ¢i relaénich systému tikame, ze f je isomorfismus
a ze (X, <) a (Y, <) jsou isomorfni existuje-li isotonni g : (Y, <) — (X, <)
takové, ze f-g=1id a g - f = id, Snadno vidime, ze f je isomorfismus prave
kdyz

e je to zobrazeni na, a

e <y <& f(z)< fly).

2. Suprema a infima

2.1. Bud (X, <) ¢asteéné usporadand mnozina. Rekneme, ze prvek z € X
je horni (resp. dolni) mez podmnoziny M C X, plati-li

M Clz  (resp. M Clx).

Nejmensi takova horni mez (pokud existuje, coz samoziejmé nemusi) se
nazyva supremum a oznacuje se

sup M

(pozdéji budeme uzivat také jiné symboly). Nejvétsi dolni mez mnoziny M
(existuje-li) se nazyva jejim infimem a oznacuje

inf M.

2.1.1. Tedy, supremum mnoziny M je prvek s takovy, ze plati (1) M C|s
a(2) M Clr = s <. 7 kursu matematické analysy znédte misto (2) jinou
podminku:

r<s = JyeMux<uy. (2)

Uvédomte si, ze v piipadé linedrniho usporadéani tak dostavame ekvivalentni
definici, obecné by to vSak ekvivalentni nebylo.

2.1.2. Bud (X, <) uspoiddand mnozina, M C N C X. Rekneme, 7e M
je nahoru resp. dolu kofindlnis N jestlize pro kazdy prvek n € N existuje
prvek m € M takovy, ze m > n resp. m < n. Je-li z kontextu jasno, o ktery
smeér se jedna, ik se prosté kofindlni.
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Casto se uziva nasledujici

Pozorovani. Je-li M nahoru (resp. dolu) kofindlni s N a existuje-li
sup N (resp. inf N ) pak sup M (resp. inf M) také existuje a plati sup M =
sup N (resp. inf M =inf N ).

2.2. Tvrzeni. Plat{ formule

sup{sup M, |j € J} = sup(U M;),

JjeJ
inf{inf M; |5 € J} = inf((_J M;)

jeJ

kdykoli mayi levé strany smysl.
Dukaz provedeme pro suprema. Polozme

s; =supM;, s=sup{s;|j€ J}.

Potom je s ziejmé hornf mez{ mnoziny ,c; M;. Je-li U,c; M; Clz je pro

kazdé j, M; Clz atedy s; < x. Z toho {s; |j € J} C|z akoneéné s <z. O

2.3. Protoze ) C|x pro kazdé z, je sup ) nejmensi prvek dané usporddané
mnoziny X (pokud existuje). Bézné se oznacuje

1 nebo téz 0.
Podobné jelikoz vzdy 0 Clz je inf () nejvétsi prvek, obykle oznacovany
T nebo téz 1.
Zaroven samoziejmeé plati, pokud nejmensi resp. nejvetsi prvek existuje,
inf X =1 (=sup@) resp. supX =T (=inf0).
2.4. Priklady. (a) Suprema a infima podmnozin redlnych éisel R jak
je znate z kursu matematické analysy. Uveédomte si, ze —oo resp. +oo je
pridany nejmensi resp. nejvetsi prvek k mnoziné R, kterda sama nejvétsi ani

nejmensi prvek nema. Odtud formulky inf() = +oo, supl) = —oo, které
studenty prvnich roéniku nékdy prekvapuji.
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(b) V (B(X), S) mdme
sup{A; [j € J} = J4;, if{4; [jeJ}=)A4,
Jj€J JjeJ

(¢) V mnoziné piirozenych ¢isel s uspofaddnim “a déli b” je sup{a,b}
nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel a, b a inf{a, b} nejvétsi spoleény délitel ¢isel
a,b.

2.5. Je-li f: (X <) — (Y, <) isotonni zobrazeni, mame trividlné

flla] Clf (@) a fl1z] C1f(2),

takze je-li « horni (dolni) mez mnoziny M, je f(z) horni (dolni) mez mnoziny
fIM]. Tedy specidlné

sup f[M] < f(sup M), inf f[M] > f(inf M) (%)

(maji-li ty vyrazy smysl). Vic obecné neplati. Zachovdvani (nékterych,
nebo vsech) suprem ¢i infim je dulezita vlastnost nékterych specidlnich typa
zobrazeni. Zapamatujte si, Ze nerovnosti (x) plati obecné; pii ovérovani
pripadnych rovnosti se musime starat jen o ptisluSnou opac¢nou nerovnost.

Snadno ale vidime, Ze isomorfismy suprema i infima zachovavaji.

3. Neéktera specialni usporadani

Pti uziti (¢asteénych) usporddani v ruznych oborech matematiky a infor-
matiky se setkdvdme se specidlnimi pozadavky. V tomto oddile nékolik z
nich uvedeme.

3.1. Polosvazy. Rekneme, 7e uspoiadand mnozina (X, <) je dolni (resp
horni) polosvaz jestlize pro libovolné dva prvky z,y € X existuje inf{x,y}
(resp. sup{z,y}). Casto uzivané oznaceni je

x Ay pro inf{x,y} a xVy pro sup{z,y}
(jiné uzivané znacky jsou tieba z Ny, x My a pod.).

Podle 2.2 v dolnim polosvazu existuji infima vSech neprdzdngch konec-
nych podmnozin. Pro existenci infim vSech kone¢nych podmnozin musime
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navic pozadovat nejvétsi prvek; potom se obvykle mluvi o dolnim polosvazu
s jednotkou.

Podobné v hornich polosvazech s nulou mame suprema vSech konecnych
mnozin.

Casto je z kontextu patrno jde-li o suprema ¢ infima, potom mluvime
prosté o polosvazu.

3.2. Svazy. Je-li usporddana mnozina zaroven dolni a horni polosvaz,
fekneme, ze je to svaz. Opét pii tom neni automaticky pozadovana existence
extrémnich prvkua. Pokud je mame, mluvime obvykle o svazu s nulou a
jednotkou, nékdy se téz 1ika omezeny svaz.

3.3. Uplné svazy. Uplny svaz je usporddand mnozina v niz kazda
podmnozina ma supremum a infimum.

Véta. Usporddand mnoZina je uplny svaz prdave kdyZ v ni md kaZda
podmmnozina supremum. Podobné s infimy.
Diikaz. Hledejme infimum mnoziny M za predpokladu existence suprem.
Polozme
N ={z |M Clz}, i =sup N.

Pro kazdé y € M méame N C|y, proto ¢ < vy, a i je tedy dolni mez mnoziny
M. Je-li M Clz,jex € N atedy x <14, takze : =inf M. [

Na polosvazy nemuzeme stejny postup pouzit, protoze i kdyz M je ko-
necnd, mnozina N z diukazu muze byt nekonecna. V kone¢ném ptipadé s tim
ale problém neni a dostavame, ze

kazdy konecny horni polosvaz s nulou je svaz s nulou a jednotkou.

3.4. Usmérnéné (pod)mnoziny. Podmnozinu D uspotddané mnoziny
nazveme usmeérnénou, ma-li kazda konecna K C D horni mez v D. Jinymi
slovy, D je usmérnénd jestlize je neprazdna a jestlize pro kazdé x,y € D
existuje z € D takové, ze z,y < z. Uvédomte si, ze predpoklad neprazdnosti
je podstatny.

Ptesnéji bychom méli mluvit o nahoru usmérnéné mnoziné. V béznych
aplikacich vsak daleko castéji pracujeme s timto nez s dudlnim pojmem a je
proto zvykem tuto specifikaci vynechavat.

Pozorovani. Horni polosvaz ktery mda suprema vsech usmérnényjch pod-
mnozin md suprema vsSech neprdzdnych podmmnozin.
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(Méme sup M = sup{sup K |K koneénd C M}, a mnozina
{sup K |K koneénd C M} je zfejmé usmérnénd.)

3.5. DCPO. V teoretické informatice hraji velmi dilezitou roli uspoia-
danad mnoziny takové, ze v nich kazda usmérnénd podmnozina mé supremum.
Pres svou dulezitost se nedockaly specidlniho nazvu - i v anglické literature
se pro né pouzivd prosté zkratka DCPO (directed-complete partial order).
Nebudeme se pokouset o cesky termin a taky budeme této zkratky uzivat.

Poznamenejme jeste, ze v tadeé aplikaci stac¢i pozadovat méné, totiz jen
existenci suprem neklesajicich posloupnosti

1 <x < <x, < -

3.6. Poznamka o oznaceni. V udplnych svazech se pro suprema resp.
infima bézné uziva symbolu \/ resp. A (také piipadné jinych znacek, | |, |
a pod.), tedy tieba

\/{x |z € M}, \/ xj, atd.

jeJ

Na \/, A a pododobné znacky se nahlizi jako na funkéni nebo opera¢ni sym-
boly, podobné jako na a Vb, a Ab v 3.1 (viz téz nésledujici kapitolu).

Symboli sup a inf se uziva spiSe v ptipadech kdy to supremum nebo
infimum nemusi nutné existovat; tato konvence neni vzdy dodrzovana, ale je
celkem bézné.

Rovnéz suprema usmérnénych mnozin za predpokladu jejich povinné ex-
istence se nékdy oznacuji “funkénimi” symboly jako tieba \/T i UT. Takto
modifikovany symbol samoziejmé jen pripomina, ze do “operace” vstupuje
usmérnénd mnozina, ne ze by se snad meélo jednat o novy typ suprema.

4. Dedekindovo-MacNeilleovo zuplnéni

4.1. V obecné castecné usporadané mnoziné suprema ¢i infima podmnozin
casto schédzi. Je pfirozena otazka, zda je muzeme néjak vhodné pfidat, t.j.
zda muzeme nasi usporddanou mnozinu (X <) rozsifit tak, aby vznikl iplny
svaz. Pokud by ndm neslo o nic vic, odpovéd je jednoduchd: pii representaci
prvku z € X jako |z € B(X) mame nasi mnozinu vlozenu do dplného svazu
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P(X). Plati pi tom i vic: ma-li M C X infimum ¢, je |i = ({lz |z € M},
coz je infimum mnoziny {|x |[x € M} v (PB(X),<). Toto rozsifeni tedy
zachova vSechna existujici infima.

Jenomze se supremy je to Spatné: jestlize tieba a V b exisuje, je [(a V b)
ziidka totéz co |aU |b. Otazku o doplnéni usporddané mnoziny bychom si
méli spravné polozit takto:

Je mozno kazdou (édsteéné) usporadanou mnoZinu X rozsirit na dplny
svaz L tak, aby pri tom vsechna jiz v X existugici infima resp. suprema
byla infimy resp. supremy i v L?

Odpovéd je kladnd a budeme se ji vénovat v tomto oddile.

4.2. Konstrukce. Pro podmnozinu M uspotfadané mnoziny X polozme

ub(M) = {y |y je horni mez M},
Ib(M) = {y |y je dolni mez M},
v(M) = Ib(ub(M)).

Konec¢né definujme

DMN(X, <) = ({M € X [v(M) = M}, Q).

4.3. Lemma.(1) Je-li M C N, je ub(M) D ub(N) a Ib(M) D Ib(N).

(2) M Cv(M) =Ib(ub(M)) a M C ub(Ib(M)).

(3) ub(la) =Ta a Ib(Ta) =|a.

(4) v je monotonni.

(5) vv(M) = y(]\/[)

Diikaz. (1) az (4) jsou bezprostiedni pozorovani. Podle (1) a (2) dale
mame |Ib(M) C (ub(lb( ))) C Ib(M) a ub(M) C ub(Ib(ub(M))) C ub(M),
takze Ib(M) = Ib(ub(Ib(M))) a ub(M) = ub(Ib(ub(M))) a konecéné Ib(ub(M))

= Ib(ub(Ib(ub(M)))). O
(

4.4. Véta. (1) L = DMN(X) je dplny svaz. Suprema v L jsou ddna
Jormuli \/ ;e ; My = v(U;c; Mj).

(2) Zobmzenz a +—|a je vloZeni (t.j., prosté zobrazeni takové, Ze a < b
pravé kdyz la Clb) zachovdvajici viechna v X ezistujict suprema a infima.

Dikaz. (1): Je-li v(M) = M a plati-li M D M; pro vSechna j € J méme
M D UM atedy M =v(M) D v(JM;).
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(2): Podle 4.3, v(Ja) = Ib(ub(]la)) = Ib(Ta) =|a takze skutecné |a €
MacN(X); zfejmé a < b pravé kdyz | a C|b a navic pro a = infa; je
la= laj, t.j. infimum jiz v P(X) a tim spis v DMN(X). Konecné mame

V/ by = vl L) = to(ub(J 1a,) =
= Ib{z |Vj, x > a;} =1Ib(Ta) =la. O

4.5. Poznamka. Specidlni piipad tohoto rozsiteni je Dedekindova kon-
strukce redlnych ¢isel z raciondlnich pomoci t.zv. “metody fezu”.

5. Slozitéjsi z jednodussich
5.1. Pripomente si konstrukce z 1.6.

Snadno vidime, ze podobjekt uspordadané mnoziny (X, <) ziskany z li-
bovolné podmnoziny Y C X je opét uspoiddand mnozina. O usporadani <
N(Y xY) =< |Y se ¢asto mluvi jako o uspofadani indukovaném usporadanim
na vétsi mnoziné. Uziva se pro néj obvykle stejného symbolu, coz sotva muze
vést k nedorozumeéni.

Také produkt [[(X;, R;) v némz vSechny objekty (X, R;) jsou usporddané
mnoziny je usporadand mnozina, coz opét vidime bez jakychkoli problému.

Jinak je tomu s kvocienty: ztotoznime-li tieba v fetézu {1 <2 < --- < n}
kde n > 4 prvni a posledni prvek, nedostaneme ani predusporadani. Na
druhé strané sumy usporddanych mnozin (jako v 1.7.3) uspofadané jsou.

5.2. Co se v soucinech nezachovava je ale linearita. Vsimnéte si, ze
pomoci produktu a podobjektu dostaneme libovolnou ¢asteéné usporadanou
mnozinu jiz z dvoubodového fetézce

2 =({0,1}, <).

Skuteéné, pro libovolnou mnozinu M je mocnina (produkt stejnych objektu,
viz 1.6.3)
2™ isomorfni s (P(M), C)

)y =

(k (Z)mens piifadte podmnozinu {m |z, = 1}) a pFipomeiite si 1.4).
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5.3. Na vlozeni obecné uspoiddané mnoziny (X, <) do 2% se mizeme
divat jako na vytvafeni (libovolné) slozitého objektu daného typu z objektu
velmi jednoduchého. Teoreticky je i tato trividlni konstrukce vyznamna,
prakticky si ale moc nepomuzeme: soucin je zde prilis velky.

néjsich linearnich uspotradéni, které i probereme nyni.

5.3.1. Lemma. Bud (X, <) linovolnd koneénd usporddand mnozina.
Potom pro libovolné dva nesrovnatelné body a,b z X existuje homomorfismus

dap: (X, <) — (N, <)

takovy, zZe dap(a) < dap(b).

(Pozor: Jde o homomorfismus vzhledem k relacim ostrého usporaddni,
tedy o vic nez isotonii.)

Dikaz. 7 technickych duvodu piidejme k (X, <) jesté novy nejmensi
prvek L, tedy L < x pro vSechna xz € X. Oznac¢me jesté < relaci bezprostied-
niho nasledovani (t.j., z < y jestlize x < y a kdykoli z < z < y pak z = y).

Pro zobrazeni « : {(z,y) |z < y} — N\ {0} definujme

balz) = max{z a(z,xiq) |[to=L <2y <+ <z, =}

Ziejmé plati

r<y = ¢alz) < daly).
Jelikoz a, b jsou nesrovnatelné, existuje dvojice ¢ < b, ktera se nevyskytuje v
zadném tetézci xg = L < 2y < -+ < x, = a. Zvolime-li a(c,b) dost veliké,
a vsechny ostatni hodnoty a(z,y) =1, bude ¢,(x) < ¢o(b). O

5.3.2. Tvrzeni Pro kaZdou konecnou usporddanou mnoZinu (X <) je
mozno (X, <) vloZit do mocniny (N, <)* s konecéngm k.

Dikaz. Je-li (X, <) linedrni, neni co dokazovat.

Jinak, ke kazdé dvojici (a, b) nesrovnatelnych elementu zvolme ¢, podle
lemmatu a oznac¢me ® mnozinu takto zvolenych zobrazeni. Vezméme

(N, <)*

a definujme ¢ : (X, <) — (N, <)® pozadavkem pyt = ¢ (podle 6.3.2 je tim ¢
jednoznacné definovano; nenechte se vylekat tim, ze ¢ vystupuje jako index
i jako homomorfismus, proti tomu nic nemluvi). Potom je ¢ vlozeni podob-
jektu: relaci < samoziejmé zachovava a neni-li x =y aniz <y aniy < x
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nemohou byt «(z) a «(y) srovnatelna, protoze py,,t(z) = ¢uy(z) < pg,,t(Y)
zatimco pg,,1(x > py,,L(y), a projekce by relaci zachovala. [

Poznamky. 1. Vsimnéte si podstatného faktu, ze je-li zde x represen-
tovano posloupnosti ¢isel (x1, ..., zx), a vétsi y pomoci (yy, ..., Yn), je x; < y;
pro vSechna ¢. To sehraje roli v dalsim bodé.

2. Ctendf md pravdépodobné dojem, ze jsme si opét moc nepomohli.
Pocet nesrovnatelnych dvojic (a tedy exponent z diukazu) je stale jesté dost
velky. Jenomze zatim co v representaci pomoci 2¥ je velikost exponentu
nutna, zde slo jen o technicky postup a ve skutecnosti staci ¢asto exponent
velmi maly.

5.4. Lemma 5.3.1 umoziiuje téz nésledujici representaci obecného uspo-
faddni pomoci linedrnich (jednd se ale v podstaté o totéz jako v predchozi
véte)

Tvrzeni. KaZdé konecné usporaddni je prunik linedrnich usporddadni.

Diikaz. Pro ¢ € ® v dukazu predchozi véty definujme linedrni uspoiadani
<, takto: prvky z kazdé ¢~'[{i}] sefadme libovolné a je-li ¢(z) < H(y)
polozme x <, y. Potom je

<= ()<

ocd

Skutecneé, je-li z < y, je ¢(z) < ¢(y), a tedy x <4 y, pro kazdé ¢. Jsou-li x
a y nesrovnatelné, mame v <g4,, y a y <y, ¥, takze (x,y) v pruniku neni.
O

Divame-li se na linedrni usporadani jako na usporadani v jistém smyslu
jednoduchd, vyjadiuje nejmensi potiebny pocet linedrnich usporadani v rep-
resentaci z tohoto tvrzeni jakousi miru slozitosti daného usporadani <. Na-
ZyVva se

Dushnik-Millerova dimense usporaddni <.

Jako cviceni dokazte, Ze minimalni exponent z 5.3 je totéz ¢islo.

6. Adjunkce (Galoisova konexe)

6.1. Isotonni zobrazeni f : X — Y, g : Y — X jsou adjungovina (Ga-
loisovsky adjungovdna, jsou v Galoisové konezi), f nalevo a g napravo (f je
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levy adjunkt zobrazeni g, g je pravy adjunkt zobrazeni f) jestlize plati

VeeX,yeY, f(z)<y & z<yg(y).

6.2. Pravy (resp. levy) Galoisuv adjunkt nemusi k danému zobrazeni
existovat (brzy se k tomu dozvime nutnou, a do jisté miry i postacujici
podminku). Existuje-li vsak,

je urcéen jednoznacneé.
(Je-li filz) <y & x<g(y),i=1,2je filz) Sy & folz) <y.)
6.3. Piiklady. (a) Vzdjemné inversni isomorfismy jsou adjungoviny, a
to zprava i zleva.

(b) “Téméi inversni celociselné funkce”: Necht se zobrazeni f : N — N
(kde N je zde mnozina kladnych celych ¢isel) dé rozsifit na redlnou rostouct
funkei f na intervalu (1, 400) kterd md inversnf funkci ¢. Potom, ozna¢ime-li
| ] resp. [z] dolnf resp. horni celou ¢ést realného ¢isla z, je

[¢(—)] levy adjunkt zobrazeni f, a
|¢(—) ]| pravy adjunkt zobrazeni f
coz okamzité vidime z toho, ze m)| < n prave kdyz ¢o(m) < n, a

-+ okamzite vidi ho, 7e [¢ wve kdyz o
|p(m)]| > n pravé kdyz ¢(m) > n).

Tak napiiklad jsou [log,| a |log,| levy a pravy adjunkt k mocnéni 2".

(¢) Budte X,Y libovolné mnoziny a f : X — Y zobrazeni mezi nimi.
Mame

fl[A] € B pravé kdyz A C fYB].
Tedy jsou zobrazeni f[—]: P(X) — P(Y), f[-] : B(Y) — P(X) adjun-
govany, f[—] nalevo a f~'[—] napravo.

(d) f~~] mé téz pravy adjunkt: je totiz

Bl CA pravekdyz B CY\ f[X\ A
Zobrazen{ f[—] ale levy adjunkt nema.

(e) Bud M mnozina (“abeceda”), M ™ pologrupa slov v M a X = P(M™).

Oznac¢ime-li pro A, B,C € X
A-B={abla € A,be B},
C/B={w |Vbe B, wbe C},
A\C ={w |Va € A, aw € C},
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plati
A-BCC pravekdyz ACC/B prave kdyz B C A\C.

Zobrazeni (A+— A-B): X — X resp. (B+— A-B): X — X jsou tedy levé
adjunkty k C'— C/B resp. C — A\C.

6.4. Vyhodny popis adjunkci dostavame z nasledujiciho tvrzeni.

Véta. Isotonni zobrazeni f : X — Y ag:Y — X jsou adjungovdna (f
nalevo, g napravo) pravé kdyz plati

flo) <y a x<g(f(x) (symbolicky fg<ida gf>id).

Diikaz. Jsou-li f,g v adjunkei, plynou nové nerovnosti z toho, ze g(y) <
g(y) a f(x) < f(x). Necht naopak nové nerovnosti plati; je-li f(z) <y mame
x < g(f(@)) < g(y), jeli v < g(y) je f(z) < flg(y)) <y. O

6.5. Dusledek. Jsou-li isotonni zobrazeni f, g adjungovdna, plati
fof =71 a gfg=y.

(gelikoi 9f(x) =z je f(g9f(x)) = f(x); na druhé strané je fg(f(x)) < f(x).
0J

6.6. Véta. Levé Galoisovy adjunkty zachovdvaji suprema, a pravé za-
chovdvaji infima.

Diikaz provedeme pro suprema. Necht s = sup M existuje. Potom je (viz
2.5) predevsim f(s) horni mezi mnoziny f[M]. Je-li x horni mez mnoziny
fIM] mame, pro vSechna m € M, f(m) <z a tedy m < g(z). Je tedy g(z)
hornf mez mnoziny M, odtud s < g(z) a kone¢né f(s) <z. O

6.7. Vétu 6.6 nelze beze vseho obratit. Neni divu, kdyby usporddané
mnoziny X,Y mély suprema ¢i infima jen pro mélo podmnozin, byla by
podminka jejich zachovani slaba. Plati vSak

Veéta. Jsou-li X,Y dplné svazy, je isotonni zobrazeni f : X — Y levy
(resp. pravy) adjunkt prdavé kdyz zachovdvd vsechna suprema (resp. infima).

Diikaz. Necht f zachovavd suprema. Definujme zobrazeni g : ¥ — X
predpisem

9(y) = sup{z |f(z) <y}
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Trividlné f(z) < y implikuje z < g(y). Ale téz naopak, je-li z < g(y) =
sup{z |f(2) <y}, dostavame

f(z) <sup{f(2) [f(2) <y} <. O

6.8. Poznamka. Puvodni Galoisova konexe, tak jak se objevila v Ga-
loisové teorii fesitelnosti algebraickych rovnic, byla konexe mezi antitonnimi
zobrazenimi,

f(x) <y préave kdyz g(y) <.
S touto variantou v literature dosud ¢asto setkdvame. Kromé puvodnosti pro
ni ale mnoho nemluvi: isotonni definice je pruhlednéjsi, a antitonni varianta
s z ni snadno naformuluje (isotonni varianta naformulovand ptes antitonni
mi naopak pripada dost kiecovitd).

7. Dvé véty o pevnych bodech

7.1. Véta. (Bourbakiho véta o pevném bodé.) Nechi v (X, <) emistuje
nejmenss prvek a necht tam md kaZdy retézec

Ty STy S STy S

supremum. Necht f : X — X zachovdvd suprema takovijchto Tetézei. Potom
f md pevny bod (t.j., existuje y € X takové, Ze f(y) = y), a mezi pevnymi
body existuje nejmensi.

Diikaz. Polozme xy = L a definujme z,, predpisem z,, 1 = f(x,). Jelikoz
xo = L < xy dostdvame indukei 2,11 = f(x,) < f(Tpi1) = Tpio a tedy plati
xg <m <+ <z < -+ Oznaéme y = sup x,. Potom f(y) = sup f(z,) =
SuUp Tp11 = ¥ a y je pevny bod.

Bud téz f(z) = 2. Mdme L < z a tedy indukef 2,41 = f(2,) < f(2) = 2,
takze z je horni mez tetézce xg,xy,To,..., a tedy y < z. [

7.2. Ttebaze je to véta velmi jednoducha, mé dulezité dusledky. Jednim
z nich je zndma Pruni Kleeneova véta o rekursi.

Uvazujme mnozinu X = {f |f : A — B} parcidlnich zobrazeni z mnoziny
A do mnoziny B uspotradanou relaci rozsireni, t.j.,

fEg prave kdyz definiéni obor D(f) funkce f je obsazen
v defini¢nim oboru D(g) funkce g a na D(f) je f(x) = g(x).
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Spojity funkciondl f: X — X je isotonni zobrazeni takové,ze
je-li F(f)(a) = b, existuje koneénd g C [ takovd, Ze F(g)(a) = b.

(Napiiklad: A = B je mnozina pfirozenych ¢isel a F' je rekursni pravidlo.)
Plati

Véta. (Kleene) Pro kazdy spojity funkciondl F ezistuje nejmenst f tako-
vé, zZe F(f) = f.

Dikaz. Pottebujeme dokdzat, ze F' zachovava suprema retézcu. Pro
fetézec f1 C fo C--- C f, E --- je zfejmé supremem zobrazeni f definované
na |J D(f,) ptedpisem f(x) = f,(z) na D(f,).

Trividlné plati, ze sup F'(f,) C F(f). Na druhé strané, je-li F'(f)(a) =0,
je f(g)(a) = b pro néjaké koneéné g C f. Z konecnosti vidime, ze g C f;, pro
dostatecné velké k; tedy F(fy)(a) =b. Tedy je i (sup F(f,))(a) =b. O

7.3. Véta. (Tarského-Knasterova véta o pevném bodé) Kazdé isotonn{
zobrazent uplného svazu do sebe md pevng bod.

Diikaz. Bud L tplny svaz a f : L — L isotonni. Polozme M = {z |z <
f@)}as=supM. Prox € M jex < satedy z < f(x) < f(s) takze f(s)
je horni mez mnoziny M a mame

S S f(S),
a z isotonie f(s) < f(f(s)), takze f(s) € M. Proto téz

f(s) < s,

a konefné tedy f(s)=s. O

Poznamka. Dokazali jsme vlastné, ze existuje nejuétsi pevny bod zob-
razeni f. Obdobnou uvahou o inf{z |x > f(z)} dostaneme existenci nej-
mensiho pevného bodu.

7.4. Dukaz této véty o pevném bodé byl opét velmi jednoduchy. Véta
vsak ma mnoho velmi dulezitych a netrividlnich dusledku. Dva z nich pted-
vedeme.

7.4.1. Cantor-Bernsteinova véta. Budte f : X - Y ag:Y — X
prostd zobrazeni. Potom existuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni h mnoZiny
X na mnozinu Y. Toto zobrazeni je mozno nalézt takové, Ze v kazZdém bodé
je h(z) definovdno bud ve shodé s f, nebo inversné s g.
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Diikaz. Definujme F : P(X) — P(X) predpisem F(M) = X\ g[Y'\ f[M]]
a vezméme A néktery jeho pevny bod. Mame tedy

A=X\g[Y\ fIA]l, tojest X\ A=g[Y\ [[A]] ()

Polozme
B f(z) proxz e A
) = { g (x) proz ¢ A

(podle (x) mé takové g~ '(z) pro z ¢ A smysl, samoziejmé jednoznacny).

JelikoZ g je prosté, mame podle (x), g [ X\ A] = g tg[V'\ f[A]] = Y\ f[4]
takze prox € Aay € X\ Aje h(z) # h(y); pro x # y a x,y € A nebo
z,y ¢ Aje h(x) # h(y) trividlné. Tedy je h prosté.

Pro y € Y je bud y € f[A] a pak je h-obrazem prvku z A, nebo je
y €Y\ f[A] a potom je y = h(g(y)). Zobrazeni h je tedy na. [

7.4.2. Stabilita her dvou osob s dplnou informaci. Hru dvou
osob s diplnou informaci muzeme popsat takto: je ddna mnozina X (mnozina
moznych stavu hry), relace A C X x X (pravidla pro prvniho hrice), relace
B C X x X (pravidla pro druhého hréce), a prvek o € X (pocateéni stav).
Partie v takové hie je posloupnost

rgAx;BryAxs - -+ (koneénd nebo nekonecénd)

Hrac prohrdvd je-li na tahu, ale pravidla uz mu hrat nedovoli, v té situaci
pak jeho protihra¢ vyhrava. Nekonec¢nou partii vyhodnocujeme jako remisu.

Strategie pro prvniho resp. druhého hrace je podmnozina S C A resp.
S C B. Strategie je vytrvald, umoznuje-li zustat ve hie pokud uz se do ni
hrac dostal, t.j., dejme tomu pro prvniho hréce,

kdykoli xSy a yBz existuje u takové, ze zSu.

Vytrvald strategie S jesté nezarucuje, ze hra¢ neprohraje; k tomu se musi
jesté dostat do stavu v némz S muze pouzit. Tedy, neprohrdvajici strategie
prvnfho hrice je takova vytrvald strategie S pro kterou 23S # (), a pro
druhého hrace musi byt takovd, ze yS # () pro kazdé y takové, ze xqAy.

Variantu nasledujici véty dokazal Kalmér v roce 1928.
Veéta. Aspon jeden z hrdcu md neprohrdvajici strategii. Ndsledkem toho,

nedovoluje-li hra nekoneéné partie, jeden z hrdcu md vyhrdvajici strategit.
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Diikaz. Pro P C X x X polozme r(P) = {(z,y) |yP = (0} a pro pevna
A, B C X x X definujme zobrazeni ¢ap : P(X x X) — P(X x X), zFejme
isotonni, predpisem

dap(P)=Anr(BNr(P)).

Vezméme A, B relace z definice hry, zvolme S;; néjaky pevny bod zobrazeni

¢pa (takze
SII = BN T(A N T’(S][)) )

a polozme S; = ANr(Sy). Potom je Sy pevny bod ¢ap (mame ¢pp(S;) =
AN T’(B N ’f’(A N T(S[[))) =AN T’(S[[) = S[)

Fakt. S; resp. Sy je vytrvald strategie pruniho resp. druhého hrdce.

(Tteba pro S;: Bud xS;y a yAz. Kdyby 2S;; = 0, bylo by (y,2) €
ANr(Sy). Jenomze (x,y) € S;r C r(ANr(Syy)) a tedy by mnozina
y(ANr(Syr)) méla byt prazdna.  0)

Predpokladejme nyni, ze druhy hrac prohraje. Tedy se nemohl dostat k tahu
ve strategii Sy; coz znamend, ze prvni hra¢ mohl zvolit prvni tah xqAz, tak,
ze xS = 0. Tedy (xg,21) € ANr(S;) = S; a St je neprohravajici strategie
prvaniho hrace. [

8. Relace “hluboko pod”

V tomto oddile se jen kratce zminime o jisté relaci odvozené z castecného
uspotfddani, kterd sehrdla vyznamnou roli v nékterych partiich teoretické
informatiky:.

8.1. Rekneme, ze x je hluboko pod y v uspoiddané mnoziné (X, <), a
piseme
r <Ly,

jestlize pro kazdou usmérnénou podmnozinu D C X (viz 3.4) plat{ implikace

y<supD = dde D, z<d.

Piiklady. (a) V linedrné usporddanych mnozindch je z < y pravé kdyz
x <y (viz (2') v 2.1.1). To je nezajimavy piipad a v aplikacich roli nehraje.
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(b) Ve svazu (P(X) C) je A < B préave kdyz A je konecénd (s tim souvisi
vyraz “A CC B” nékdy v litreatufe uzivany pro “A je kone¢nd podmnozina
B”).

(c¢) Abychom mohli uvést skute¢né podstatny piiklad, trochu predbéhne-
me. Muzeme snad ale predpokldadat, ze se ¢tenar uz diive néco dozvédél o
metrickych prostorech a ze vi, ze z kazdiho pokryti kompaktniho prostoru
otevienymi mnozinami lze vybrat konecné podpokryti.

Vezméme svaz otevienych mnozin néjakého metrického prostoru (uspo-
fadany inklusf). Budte U, V oteviené mnoziny takové, ze existuje kompaktni
K takové, 72e U C K C V. Potomje U < V : je-li V < |J D kde D je systém
otevienych mnozin, existuji Vi,...,V, € D takové, ze K C V,U---UV,,. Je-li
D usmeérnény, existuje W € D takova, ze pro vSechna i je V; C W, takze
UCKCW.

Ztejme plati
8.1.1. Pozorovani. 1. Je-li v < y, je x < .
2. Jellix <2 <y <y, jexr<y.

8.2. Rekneme, ze uspofddand mnozina je spojitd, je-li

Ve, v =\/{yly <z},

a jsou-li vSechny mnoziny {y |y < x} usmérnéné.

(Pfipomente si piiklad (c) v 8.1. Jednalo-li se o lokdlné kompaktni pros-
tor, byl svaz otevienych mnozin spojity.)

8.3. Twvrzeni. Ve spojité uspordadané mnoziné je relace < wnterpola-
tivnd. Navic plati, Ze je-li ay,as < b, existuje proek c takovy, Ze (simultdnné)
ai, a9 L ¢ <L b.

Dikaz. Bud a < b. Mame b = \/{z |z < b}, a kazdy prvek = < b
muzeme vyjadrit podobné, takze je

b=\/{z 3y, » <y < b}, (%)

cozZ je opét usmérnénd mnozina (je-li z; < y; < b je pro vhodné y < b,
Y1, Y2 < y a tedy x,29 < y <; z usmérnénosti mnoziny {z |r < y} pak
dostaneme z takové, ze r; < v < y < b). Jestlize jsou a; < b, existuji z;
a y; takové, ze a; < x; < y; < b. Opét zvolme ¢ < b tak, aby y; < c a
dostaneme a; < ¢ < b. [
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Ctendr si jisté vsiml, Ze jednu tvahu jsme jakoby délali dvakrat. Poprvé
jsme se potiebovali ujistit, Ze mnozina v (%) je viibec usmérnénd, abychom
mohli pouzit definici relace < : ta totiz o obecnych supremech nefika nic.

8.3.1. Dusledek. Je-li ve spojité uspridané mnoziné (X, <) pro néjaké
proky a < b, je-li D C X usmérnend, a je-li b < sup D, existuje d € D
takové, Ze a < d.

8.4. V aplikacich ¢asto misto spojitych usporddanych mnozin vystupuji
uspotfddané mnoziny s ndasledujici o trochu silnéjsi vlastnosti.

Prvek a € (X, <) nazveme kompaktnim je-li a < a. Uspotddand mnozina
je algebraickd, je-li jeji kazdy prvek usmérnénym supremem kompaktnich
y < z. Jinak feGeno, v definici 8.2 je vyraz x = \/{y |y < x} nahrazen
vyrazem « = \/{y [y <y < z}.
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Kapitola 111

Svazy jako algebry

Na suprema a Vb ¢i infima a A b v polosvazech a svazech se muzeme divat
jako na binarni operace a v této kapitole budeme tomuto pohledu davat
prednost. Co se tyce vnitini struktury polosvazu a svazu dostaneme ekviva-
lentni popisy, které navic oteviraji fadu dulezitych otdzek. Je ovSem tfeba
si uvédomit, ze pfi algebraickém pohledu se méni preference zobrazeni: u
uspoiradanych mnozin bylo ptirozené davat pfednost isotonnim zobrazenim,
u algeber nas vic zajimaji homomorfismy, t.j. zobrazeni, kterd respektuji op-
erace (napf., splituji rovnice f(a Ab) = f(a) A f(b) a pod.). Homomorfismu
je samoziejmé méneé.

1. aAb a aV b jako binarni operace
1.1. Z I1.2.2 okamzité vidime, Ze plati

aN(bAc)=(aNnd)Ac,
aNb=0bAa, (A-eq)
a/Na=a.

Ma-li polosvaz nejvétsi prvek 1, plati dale

1Na=a. (1-eq)

1.2. Rovnice (A-eq) popisuji strukturu polosvazu. Plati totiz

Véta. Necht je na mnoziné X ddna bindrni operace N spliiujici rovnice
(N-eq). Potom existuje prdvé jedno uspordddni v némz je a A b = inf{a, b}.

Takto usporddand mnozZina X je polosvaz s jednotkou prdveé kdyZ v ném
existuje prvek 1 spliiujict rovnici (1-eq).
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Diikaz. Takové usporadani je nejvys jedno, protoze musi byt x < y prave
kdyz x = inf{z, y}. Definujme tedy

<y =g TANY==zx.

Tato relace je usporadéni: x < x protoze z A x = x; je-li x < y < z mame
rANy=xzayAz=yatedyzAz=(xAy)Az=zA(yAz)=xAy==xa
tedy z < z; konecné je-lix <y<zjex=zANy=yANx=y.

V tomto usporddéani je x Ay = inf{z,y}: predevsim je to dolni mez
mnoziny {z,y}, protoze (z Ay) Az=(x Ax) ANy = x Ay a jesté bezprostiednéji
(x Ay) ANy = x Ay; je z dolnich mezi nejvétsi, protoze je-li zAx=z2=2Ay
mame z A (xAy)=(zAz) ANy=zAy=zatedy z <z Ay.

Je-li 1 Aa=a jevnasi definicia <1. [

1.3. Je-li X svaz, mame kromeé operace A dalsi operaci V spliujici rovnice

aV(bVe)=(aVb) Ve,
aVb=>bVa, (V-eq)

aVa=a
a operace A a V jsou svazany rovnicemi
aN(aVb)=a, aV(aNb)=a. (AV-eq)
Plati

Véta. Necht jsou na mnoziné X ddny bindrni operace spliiujici rovnice
(N-eq), (V-eq) a (AV-eq). Potom na X ezistuje prdvé jedno uspordddni <
takové, zZe a N b = inf{a,b} a a Vb= sup{a,b}.

X je svaz s nulou a jednotkou pravé kdyZ v ném existujyi proky 0 a 1
splnugici

OVa=1Aa=a pro vsechna a.

Dukaz. Jako v zacatku predchoziho dukazu predevSsim vidime, ze uspoia-
déni musi byt uréeno pozadavkem z < y pravé kdyz = = inf{x, y}. Aplikaci
téhoz na X vidime, ze ale téz musi byt = < y pravé kdyz y = sup{z, y}.
Cela zélezitost se tedy redukuje na otazku, zda tyto pozadavky je mozno
sladit (potom uz tvrzeni plyne z predchozi véty aplikované na X a X°P). Jde
tedy o to, zda definice

r<iy pravé kdyz xAy=uz,
r <oy pravekdyz xVy=y
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dévaji totéz usporddani. Mame-li véak t Ay =z, jey=yV (xAy) =y Vx,
aje-iy=yVaejer=xAN(yVe)=xzAy. O

1.4. Budeme-li ddle mluvit o podsvazech nebo podpolosvazech, méame na
mysli podalgebry. To jest, nestaci aby to byla podmnozina v niz je zachovano
usporadani: musi byt navic také uzaviena na prislusna suprema a infima.

Pozndmka. V IL.5.1 jsme se setkali s tim, Ze ne kazdé zobrazeni na
dovolovalo (injektivni) vytvoreni (spravného) kvocientu; zde ani kazdé vlo-
zeni (obecnéji, prosté zobrazeni) nedovoli projektivni vytvareni (spravného
podobjektu). Tak je tomu u algeber bézné.

Na druhé strané, souciny svazi, polosvazi, atd., jsou algebry stejného
typu. I to je u algeber jev bézny, a dozvime se o ném vic v piisti kapitole.

2. Modularni a distributivni svazy
2.1. Rekneme, ze svaz L je moduldrni, plati-li v ném implikace
a<c = aV(bAc)=(aVb)Ac.
2.1.1. Poznamka. Uvédomte si, ze implikace
a<c = aV(bAc)<(aVb)Ac.
plati vzdy. V modularité jde tedy o opacnou nerovnost.

2.2. Modulérni svazy hraji vyznamnou roli v algebie i jinde, pro nas
zde ale tento pojem hraje roli spi§ pomocnou. Proto z mnoha zajimavych
vlastnosti zde dokazeme jen nasledujici charakteristiku.

Véta. Svaz L je moduldrni prdavé kdyz neobsahuje podsvaz isomorfni se
svazem Cs z obrdzku 1.
(Na obrazku jsou prvky uspordddny zdola nahoru po vyznacenych cestéch.

Podobné v dalsim.)
Diikaz. 1. Necht L obsahuje Cs. Potom (uzivdme znaceni z obrdzku) je

zV(aANy)=zVb=x<y=cAy=(rVa)Ay

ttebaze x < y. Tedy L neni modulérni.
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Obr. 1: (5, konfigurace zakdzand v moduldrnim svazu.

II. Necht L neni moduldrni. Tedy existuji u,v,w tak, ze v < w a u V
(v Aw) < (uVv) Aw. Potom v nemuze byt srovnatelné s u V (v A w) ani
s (u Vo) Aw (kdyby bylo v < (uVv) Aw byloby v <w auV (vAw)=
(u Vo) ANw = uVw; kdyby bylo v > u V (v A w), bylo by v > u a tedy
uV (wAw)=(uVo)ANw=uvAw).

Méme vV uV (v Aw) =vVu a jelikoz jestée (uVv) Aw < vV u, je téz
vVu>ovV((uVo)Aw). Podobné vA(uV (vAw)=vA(uVo)Aw=vAw.
V L tedy dostaneme kopii C5 polozime-li a = v, b = v Aw, ¢ = v V w,
r=uV@wAw)ay=(uVv)Aw. O

2.3. Svaz je distributioni plati li v ném rovnice
aN(bVe)=(anb)V(aAc). (distr)

To velmi pfipomind vztah mezi s¢itanim a nasobenim jak ho znate z arit-
metiky. Analogie vSak nejde prilis daleko. Trochu piekvapivé zde automatic-
ky mame téz distributivitu v opacném poradi operaci. Plati totiz

2.3.1. Veéta. Svaz L je distributioni pravé kdyZ v ném plati rovnice
aV({bAc)=(aVb)A(aVc). (distr’)

Jingmi slovy, L je distributioni pravé kdyzZ L°P je distributiond.
Diikaz. Plati-li (distr), mdme (aVb)A(aVe) = ((aA(aVe))V(bA(aVe))) =
aV({bNa)V(bAc)=aV (bAc). Stejné dostaneme opac¢nou implikaci. [

2.4. Jelikoz pii a < ¢ je a V ¢ = ¢ vidime okamzité, ze
kaZdy distributivni svaz je moduldarni.

2.5. Lemma. Moduldrni svaz je distributioni prdve kdyzZ v ném plati
roUnost

(@anb)yV(anc)V(bAc)=(aVb)A(aVc)A(bVec).
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Pozndmka. Nerovnost (a Ab)V (aAc)V (bAc) < (aVb)A(aVc)A(bVc).
ziejmé plati vzdy, jde tedy jen o opacnou nerovnost.

Diikaz. 1. Je-li svaz distributivni, je (aVb) A(aVc)A(bVe) = (aV (bA(aV
A DBVe)=(aN(bVe)V(bA(aVe))=(aAb)V(aAc)V(bDAa)V (bAc).

II. Necht rovnice plati. Potom mame

(avVbd)ANe=(aVbd)AN(aVec)ANbVe)Ac=((aAb)V ((anc)V (bAc))Ae.
Je-li svaz navic moduldrni mdme ddle, protoze (a Ac) V (bAc) <,

= (aNc)V(bAc)V(aNbAc)=(aNc)V (bAc). O

2.6. Veéta. Svaz L je distributioni pravé kdyZ neobsahuje podsvaz iso-
morfni se svazem Cs z obrdzku 1 ani podsvaz isomorfni se svazem Ds z
obrazku 2.

RN

@ ® O

N7

®)

Obr. 2: Ds, dalsi konfigurace zakdzand v distributivnim svazu.

Diikaz. 1. Obsahuje-li L konfiguraci C5 neni ani moduldrni. Obsahuje-li
Dj je distributivita porusena nerovnosti (a Az) V(aAy)=bFa=aANc=
a(zVy).

T1. Nechi svaz neni distributivni. Neni-li moduldrni, obsahuje Cs. Bud
tedy L modularni. Podle 2.5 existuji a, b, c € L takové, ze

d=(aNb)V(aNnc)V(bAc)<h=(aVb) AlaVec)A(bVc).

Polozme u=(aV(bAc)A(DVec),
v=(bV(and)A(aVo),
w:(C\/(a/\b))/\(avb)'
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Dokézeme, ze
uANv=uAw=vAw=d a uVv=uVw=vVw=h. (%)

K tomu sta¢i dokdzat jen to, ze u A v = d (zbytek dostaneme permutaci
prvki a,b,c a zdménou A a V kterou muzeme udélat proto, ze z definice
prvki u, v, w dostaneme pomoci modularity

u=(aN(bVe)V(bAc),
v=(bA(aVec))V(aAc),
w=(cA(aVbd)V(aAb). )

Skuteéné mame (uzivame opét modularity)

uNv=_(aVOAN)ANDVc)ADV(aAc))N(aVec)=
=(aVvVbAre)ANDbV(anc)=(aN(bV(anc))V(bAc)=
=(aAb)V(aAc)V(bAc).

Podle (x), jelikoz d # h, mdme nyni Dj representovano nesrovnatelnymi
prvky u, v, w, spoleénym infimem dvojic d a spolecnym supremem dvojic h.
O

2.7. Veéta. Svaz L je distributivni prdvé kdyZ kaZdd soustava rovnic

tvaru
aNx=b

aVr=c
md nejuys jedno resend.
Diikaz. 1. Necht je L distributivni a necht
aNx=b aVr=c, aNy=baaVy=c

Potomx =z A(aVz)=xA(aVy)=(zAa)V(zAy)=(yANa)V(xAy)=
yANaVz)=yA@aVy)=y.

II. Necht L neni distributivni. Potom v kterékoli z konfiguraci C's nebo
D3 jsou x i y feseni nasi soustavy rovnic. [
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3. Idealy a filtry v distributivnich svazech

3.1. Analogicky s definici, kterou asi znite 7 teorie okruhu (divejme se na
chvili na operaci V jako na “s¢itdni” a na A jako na “ndsobeni”) definujeme
idedl v distributivnim svazu L s nulou a jednotkou jako podmnozinu J C L
takovou, ze

0eJ,
a,beJ = aVbeJ, (idl)
b<a&acJ = beJ

V analogii s definici ideali v okruzich ctendf asi ocekaval misto tietiho
pozadavku pozadavek

beL&aclJ = alNbeJ,;

formule v (idl) je s tim ale ekvivalentni (b < a jsou piesné ty prvky, které se
daji napsat jako b’ A a pro V' € L) a snadnéji se s ni pracuje.

Vime jiz také, ze na rozdil od okruhu je situace mezi operacemi V a
A symetrickd. To ale neni jediny duvod pro zavedeni nasledujiciho pojmu;
motivace je bohatsi, tfeba okoli bodt v topologii (viz jednu z dalsich kapitol)
se chovaji takovymto zpusobem. Filtr v L je definovan jako podmnozina
F C L takova, ze

1ekF,
a,be FF = aNbeF, (fitr)
b>a& acF = beF.

Rekneme, ze idedl resp. filtr je vlastnd, jestlize to neni cely svaz L, tedy
v piipadé idedlu jestlize 1 ¢ J, v piipadé filtru jestlize 0 ¢ F. Casto se
automaticky predpokladd, ze idedl resp. filtr vlastni je.

3.2. Prvoidedl resp. prvofiltr je vlastni ideal J resp. filtr F' takovy, ze

kdykoli a Ab € J, madme a € J nebo b € J
resp. kdykoli a Vb € F, mame a € F nebo b € F

(srovnejte s odpovidajici definici v okruzich).
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Mazimdlniidedl resp. filtr je vlastni idedl resp. filtr, ktery neni obsazen v
zadném veétsim idealu resp. filtru. Casto potiebujeme maximalitu vzhledem
k néjaké specidlnéjsi podmince — viz tfeba Birkhoffova véta dale.

3.3. Prvofiltry na L jsou v pfirozeném vzajemné jednoznac¢ném vztahu s
homomorfismy (zachovdvajicimi 0 a 1)

h:L— 2,

kde 2 je dvouprvkovy svaz {0 <1}.
Skutec¢né: k prvofiltru F' C L prifadme zobrazeni

hy: L — 2 definované predpisem hp(x) = { ; %estl%e v ¢ b
1 jestlize x € F.
Potom mame hr(a Ab) =1 pravé kdyz aAb € F pravée kdyza € Fabe F
prave kdyz hp(a) A hp(b) =1, a hp(a VvV b) =1 pravé kdyz a Vb € F prave
kdyz a € F nebo b € F pravé kdyz hr(a) V hp(b) = 1; hp(0) = 0 protoze F'
je vlastni filtr, a hr(1) = 1 protoze 1 € F.
Na druhé strané k homomorfismu h : L — 2 definujme Fj, C L predpisem

a € F, pravé kdyz h(a) = 1.

Potom 0 ¢ Fj, 5 1 a kdykoli a,b € F}, je h{a Ab) = h(a) A h(b) = 1 a tedy
aNb € Fy;jeliaVb € Fy, tj.,, h{aVb) = h(a) V h(b) = 1, nemuze byt
h(a) = h(b) = 0.

Kone¢né méame a € Fj,, pravé kdyz hp(a) = 1 prave kdyz a € F, a
hr, (a) =1 pravé kdyz a € Fy, pravé kdyz h(a) = 1.

Prvofiltry a piislusné homomorfismy do svazu 2 jsou v konstrukcich casto
vzdjemné nahrazovany, podle toho, co je pravé technicky vyhodnéjsi.

3.4. Lemma. Necht J je idedl a F filtr v L a necht plati J N F = (.
Potom ezistuje filtr F O F mazimdlni vzhledem k podmince FNJ = 0, a
tento F je prvofiltr.

Diikaz. Bud F néjakd soustava filtra obsahujicich F a disjunktnich s J,
takova, ze pro kterékoli dva F}, F, € F je bud F, C F5 nebo Fy C F. Potom
je ziejmeé | J F filtr, stale jesté disjunktni s J. Podle Zornova lemmatu (ve
varianté principu maximality, viz 1.4.6) tedy maximaln{ filtr ' z prvni ¢dsti
tvrzeni existuje. Jde o to, dokdzat, ze je to prvofiltr.
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Buda¢ F,b¢ FaaVbecF. Definujme
G={z|zrvbe F}.

Jsou-li z,y € G mdme (x Ay) Vb= (zVb)A(yVD) € Fatedyz Ay € G,
jeeliz>xjezVb>aVbe Fatedy z € G. Tedy je G filtr a jelikoz zfejmé
G 2O FaG>a¢F, je to filtr ostie vétsi nez F a tedy jiz nemuze byt

disjunktni s J. Zvolme ¢; € G N J (tedy specidlné c; V b € F) a definujme
H={x|rVec €F}

Stejné jako nahoie, H je filtr a je ostie vétsi nez F, obsahuje totiz b. Musi
tedy jiz obsahovat néjaky co € J. To je ale spor, méli bychom ¢; Ve, € JNF.
OJ

3.5. Véta. (Birkhoffova véta) Necht J je idedl a F filtr v L a necht plati
= (. Potom existuji prvofiltr F O F a prvoidedl J O J takové, Ze
= 0.

Diikaz. 7 lemmatu vezméme F a J a pouzijme podruhé toto lemma
v dudlni podobé (t.j., zdménou idedlu a filtru, a operaci V a A) na tuto
disjunktni dvojici). O

NnF
NF

<l

3.5.1. Poznamky. 1. Existenci maximalnich filtri z definice 3.2
(a prvofiltru) obsahujicich dany (vlastni) filtr dostaneme samoziejmé uzitim
idedlu |0, podobné pro idealy.

2. casto se uziva nésledujici dusledek véty 3.5:

Necht (v distributionim svazu s nulou a jednotkou) a £ b. Potom ezistuje
prvofiltr F' takovy, 2e b ¢ F > a.

3. Pouziti Zornova lemmatu (ekvivalentniho s axiomem vybéru) bylo
podstatné. Bez vybérového principu by véta neplatila.

4. Pseudokomplementy a komplementy

4.1. Bud L svaz s nulou, a € L. Nejvétsi element = takovy, ze 2 A a = 0,
pokud existuje (coz samoziejmé nemusi), nazyvame pseudokomplementem
prvku a a obvykle oznacujeme

*

a .
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Pseudokomplement je tedy uréen (zfejmé jednoznaéné) formuli
r<a* pravé kdyz zAa=0. (psc)

Pseudokomplementdrni svaz je svaz (s nulou) jehoz kazdy element ma pseu-
dokomplement.
Specialné mame v pseudokomplementdarnim svazu

a <0 prave kdyz aA0=0 t.j. vzdy.

Tedy pseokomplementarni svaz ma vzdy nulu i jednotku a plati 0* = 1, a
ziejmé téz 1* = 0.

4.2. 7 formule (psc) okamzité dostdvame

Pozorovani. Zobrazeni
a—a*

pseudokomplementdrniho svazu do sebe je antitonni.

4.3. Véta. 1. a < a*™.

2. a" =a"™".

3. aNb=0 prave kdyz a** Nb = 0.

4. (aVa*)*=0.

Diikaz. 1. Protoze a A a* = 0 mdme a < (a*)*.

2. Z 1 okamzité a* < (a*)**, z 1 a antitonie a* > (a**)*.

3. Z2: aNb=0 pravé kdyz b < a* prave kdyz b < (a™)* pravé kdyz
a* ANb=0.

4. x N(aVa*) =0pravée kdyz zc Aa=0azAa* =0,tj z <a" a
r<a* tedyz <a*ANa™* =0 [

4.4. Véta. V psudokomplementdrnim svazu plati formule
(a Nb)™ = a™ ANb™.
Diikaz. Trividlné (a Ab)*™ < a** Ab**. Na druhé strané mame podle 4.3.1,
aNb<(aNb)*, tedy a NDA(aAb)* =0 apodle 4.3.3a** AbA(aAb)* =0

a znovu podle 4.3.3 a™ A 0™ A (a A b)* = 0, a konecné a™* A b™ < (a A b)*.
0
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4.5. Véta. (DeMorganova formule) Necht v pseudokomplementdrnim
svazu L existuje sup;c; a;. Potom existuje infjc;a’ a plati

supa;)* = infal.
(je? ]) jeJ i
Dikaz. y < (supz;)* pravé kdyz y A (sup x;) = 0 pravé kdyz supz; < y*
pravé kdyz pro vSechna j, z; < y* prdvé kdyz pro vSechna j, z; Ay = 0
prave kdyz pro vSechna j, y <zj. U

4.6. Poznamky. 1. Pseudokomplement v pseudokomplementarnim
svazu je piipad Galoisovy (samo)adjunkce: z ekvivalenci y < 2* < Ay =
0 & z < y* dostaneme

" <Py prave kdyz = <y

tedy je (x — 2%) : (X, <) — (X, <) levy adjunkt k (z +— z*) : (X, <)P —
(X, <). Odtud Véta 4.5 okamzité plyne (vzpomeiite si na I1.6). Srovnejte
téz 4.3.1 s 11.6.4.

2. Pseudokomplementarni svaz nemusi byt distributivni. Vétu 4.5 vsak
muzeme chapat jako jakousi “slabou distributivitu”. Muzeme ji piepsat do
tvaru

(\/ zj) Ny =0 pravé kdyz \/(xj ANy) =0.

4.7. Prvek b nazveme komplementem prvku a ve svazu L, plati-li
aANb=0 a aVb=1.

Komplement samoziejmé nemusi existovat. A ani nemusi byt jednoznacné
uréen: viz prvky z,y, komplementy a v (dokonce moduldrnim) svazu Ds z
2.6. Podle véty 2.7 ale mame

4.7.1. Pozorovani. V distributivnim svazu ma kaZdy prvek nejuys jeden
komplement.
4.8. Pseudokomplementy nemusi byt komplementy. Plati ale aspon

Véta. 1. V pseudokomplementdrnim svazu je (aV a*)*™ = 1.
2. 'V distributivnim svazu je kaZdy komplement pseudokomplement.
Diikaz. 1 Plyne okamzité z 4.3.4.
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2. Je-li b komplement a a zAa = 0 mdme = zA(aVb) = (xAa)V(zAb) =
rAbatedy  <0b. U

4.9. 7 véty 2.7 také okamzité dostavame

Pozorovani. Necht L, M jsou svazy s nulou a jednotkou, a nechi h : L —
M je homomorfismus zachovdvajici 0 a 1. Necht svaz M je distributivnd.
Potom h zachovdvd komplementy.

Homomorfismy mezi pseudokomplementarnimi svazy ale nemusi zacho-
vavat pseudokomplementy. Plati jen zfejmd nerovnost

fla) < fla)".

5. Heytingovy algebry

5.1. Heytingova operace ve svazu L je binarni operace a — b spliujici poza-
davek
aANb<c pravé kdyz a <b—c. (Hey)

Svazu s nulou a jednotkou a Heytingovou operaci (to, ze ma jednotku je ale
automatické: jelikoz x Aa < a je vzdy v < a—a) tikdme Heytingova algebra.
Z formule (Hey) okamzité vidime, ze

b—ci <b—cy,
c<c = (]_1)
Cl—>b2 CQ—>b.

5.2. Pro kazdé pevné b dava formule (1.1) adjunkci zAb <y = = < b—y
mezi zobrazenimi (z +— x Ab) a (z — b—y) svazu L do sebe. Jelikoz prvni
z téchto zobrazeni je dano svazovou strukturou, je jim urceno i druhé, a tim
mame urcenu i operaci —. Tedy:

5.2.1. Strukturu svazu muZeme rozsirit na Heytingovskou nejvyse jednim zpu-
sobem.

5.2.2. Z I11.6.6 dostaneme okamzité tuto nutnou podminku:

Pripousti-li svaz Heytingovu operact, plati v ném

(sup M) ANx =sup{mAx |me M}
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kdykoli sup M existuje.
Specidlne:
Heytingova algebra je vidy distributivni.
5.2.3. V pripadé tiplného svazu dostavame dokonce nutnou a postacujici pod-
minku:

Uplny’ svaz L pripousti Heytingovu operact pravé kdyz v ném plati ze-
stlend rovnice distributivity

(\ a) Ab=\/(a; nb) (frm)

jeJ jeJ
pro kazdy systém {a; |j € J} C L a kazdé b € L.

5.2.4. Heytingova algebra je vidy pseudokomplementdirni. Mame totiZ a* =
a—0.

O tom trochu vice dale v 5.9.

5.3. Poznamka. Vzhledem k jednoznac¢nosti Heytingovy operace jsou
tedy uplné Heytingovy algebry totéz jako svazy spliujici distributivni pravid-
lo (frm) z 5.2.3. Pohled na véc se vSak zméni, ptame-li se na privilegovana
zobrazeni. U svazu to budou ta, kterd zachovavaji 0,1, A a V, u Heytin-
govych algeber budeme navic pozadovat aby h(a—b) = h(a) — h(b). Dalsi,
a zvlast vyznamny, je vybér zobrazeni zachovavajicich vSechna suprema a
konec¢nd infima. Takové homomorfismy jsou zakladnim pojmem t.zv. bez-
bodové topologie; zminime se o nich pozdéji.

Pro obecny svazovy homomorfismus mezi Heytingovymi algebrami plati

h(a—b) < h(a)— h(b)

(protoze ze ziejmé nerovnosti (a — b) A a < b dostaneme h(a—b) A h(a) <

h(b)).

5.4. Dalsi pozorovani kolem adjunkce. Predevsim, jelikoz x — (a—
x) je pravy adjunkt, mame

CL—>}I€1£ bj = }Ielgf]'(aﬁbj) (5.4.1)

kdykoli infimum na levé strané existuje.
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Viimnéme si déle, ze ze z formule (Hey) dostdvame téz
a<b—c = anb<c = b<a—c,
takze zde jesté mame adjunkce
r—c <y pravée kdyz = <y—c. (5.4.2)

Tedy,

pro kazdé ¢ je zobrazeni (x — (x—c)) : L — L°P levy adjunkt k zobrazent
(x— (x—c)): L? — L
a mame

(sgg aj)—c= }gg(aj—)C). (5.4.3)
J

5.5. 7 véty 11.6.4 (a samoziejmé téz snadno piimo) dostavame téz ne-

rovnosti

aA(a—b) <b, (5.5.1)
a<b—(aNb)

a vime, ze tato dvojice nerovnosti je ekvivalentni s (Hey).

5.6. Nékolik dalsich bezprostiednich formuli.
Z a ANb<a dostavame
a<b—a. (5.6.1)

Jelikoz 1 = a— b prave kdyz 1 < a—b mame
a<b pravé kdyz a—b=1. (5.6.2)
Déle, 1 wa <1—aatedy 1 —a=(1—a) A1l <a,cozspolus (5.6.1) davd
l—a=a. (5.6.3)

Operace A je asociativni a tedy x < (a A b) — ¢ pravé kdyz c AaANb < ¢
prave kdyz x A a < b— ¢ prave kdyz z < a— (b—c¢). Odtud

(anNb)—c=a—(b—c)=b—(a—c). (5.6.4)

5.7. TTi jednoduché duisledky.
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Podle (5.5.1) a (5.6.1) mdme a A (a—b) < aAb<aA (a—b) takze
aA(a—b)=aANb. (5.7.1)
Z toho déle a—b < a—(a A b) coz spolu s (1.1) dava
a—b=a—(aNb). (5.7.2)
Z (5.7.1) a (5.7.2) pak okamzité usoudime, ze

aNb=aANc pravé kdyz a—b=a—vc. (5.7.3)

5.8. Jen o malo slozitéjsi je formule
r=(xVa)A(a—zx) (5.8.1)

(podle (5.6.1), z < (z V a) A (a — x); podle (5.5.2) je (x Va)A (a—zx) =
(xA(a—x))V(aA(a—z) <x))

5.9. Poznamka o logice. Heytingova algebra je v podobném vzta-
hu k t.zv. intuicionistické (Brouwerovské) logice (zhruba feceno, logice bez
“pravidla o vylou¢eném tietim”) jako je Booleova algebra (o té bude budeme
mluvit v piistim odstavci, ale definici ¢tendr jiz jisté nékde videél) k logice
klasické. Podivejme se nyni na to, jak malo musime predpoklddat, abychom
jiz méli logiku, kterd se jen trochu (i kdyz ptece jen vyznamné) lisi od klasické.

Mezi vyroky v néjaké teorii uvazujme relaci A = B (“z A plyne B”).
To je sice jen predusporadani, ne usporadani, ale vime jiz, ze na tom pfilis
nezdlezi. Konjunkce A& B je infimum v F, a disjunkce je supremum.

Méjme nyni spojku A = B o které pozadujeme vyvozovaci pravidlo
(t.zv.“modus ponens”)

A&(A = B)F B,
(plati-li A a implikace A = B, plati B) a navic

A+ B—(A&B)

(“plati-li A plati pro kazdé B implikace A = (A& B)” — o implikaci muzeme
tézko pozadovat méné) dostavdme podle 5.5 Heytingovskou strukturu, takze
napi. konjunkce distribuuje pfes libovolné disjunkce. Zejména ale mame
pseudokomplement A*, ktery sice nemusi spliovat rovnici A = A*, ale
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aspon A* = A™*, to jest B je rovna své dvoji negaci jakmile je vubec negaci
néjakého vyroku. Podobné konjunkce AV A* nemusi vzdy byt 1, ale v ramci
téch vyroki, které jsou negacemi jinych, supremum A a A* uz jednotka je.
O tom vice déle v 6.6.

5.10. Heytingova operace jako relativni pseudokomplement. Z
z A (r—a) <a (viz (5.1)) dostavame

r<(rx—a)—a (5.10.1)

az (5.6.1) pak
(x—a) A ((x—a)—a) = a. (5.10.2)

Z (5.10.1) a antitonie podobné jako v 4.3 dostaneme
(r—a)—a)—a) =x—a. (5.10.3)

Je-llizV(zr—a) < (y—a)jer—a<y—aatedy y N (r—a) <aana
druhé strané z < y—a atedy y < x—a a konetné y =y Ay < a. Tedy

je-lizV (r—a) <y—ajey <aaprotoy—a=1. (5.10.4)

Bud nyni S C L takovd podmnozina, ze je Heytingovou algebrou se
stejnou operaci — jako L sama, a bud a jeji nejmensf prvek. Potom formule
r** = r— a dava pseudokomplement v S a formule nahore ddvaji standardni
x < x* g g = prere*e Formule (5.10.4) pak fikd, ze jediny “negovany”
prvek nad x V z** je 1.

6. Booleovy algebry

6.1. Booleova algebra je distributivni svaz takovy, ze kazdy prvek v ném ma
komplement. Komplement prvku a budeme oznacovat

ac.

V definici komplementu je symetrickd role nuly a jednotky, a operaci V a A.
Mame tedy

6.1.1. Pozorovani. Je-li L Booleova algebra, je 1 L°P Booleova algebra.
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6.2. Véta. KazZda Booleova algebra L je Heytingova algebra. Formule
b—c=b"Vec

totiz ddvda Heytingovu operaci v L.
Dikaz. Je-lia <bVcejeaAb= (bVe)Ab=0VecAb<cjelianb<c
jea=aAN(dVD) <(aAND)Ve<b Ve O

Poznamka. Takova formule davd ze vSech pseudokomplementdrnich
svazu Heytingovu operaci jen v Booleovych algebrach. Kdyby totiz bylo
obecné a — b = a* V b, bylo by specidlné 1 = a—a = a* V a a a* by byl
komplement. Ale z ivahy v dukazu vidime, ze

v kaZdém distributivnim svazu, md-lt b komplement b mame adjunkci
rANb<y prdve kdy: x <0b"Vy,

takzZe jakmile md v Heytingové algebie néjaky element b komplement,
je pro néj, a pro libovolné c, vidy b—c =10V c.

Obecné pak plati
b*Ve<b—ec,

protoze (b* Ve)Ab<bAc<ec.
6.3. Dusledek. V Booleové algebre L plati
(sup A) Ab=sup{aAb|a€ A}

kdykoli ma pro A C L levd strana smysl. Specidlné tedy v uplné Booleové
algebre plati zesilend distributivita (frm) z 5.2.8

(\/a])/\b: \/(Clj/\b)

jed jedJ

a jelikoZ je pak v+ L°P wiplnd Booleova algebra, také

(N aj) Vb= \(a;Vb).

jedJ jeJ
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6.4. De Morganovy formule. Zobrazeni h = (a — a) : L — L je
antitonni a plati h(h(a)) = a, takze je to isomorfismus mezi L a L°P. Podle
I1.6.6 tedy mame

(Va)=Aa i (Na)=Va.
jeJ jeJ jeJ jeJ
Vsimnéte si, ze jsme k tomu nepotiebovali distributivitu.
6.5. Ultrafiltry. V Booleovych algebriach jsou vSechny prvofiltry a
prvoidealy maximalni. Plati

Véta. Bud F vlastnd filtr v Booleové algebie L. Potom jsou ndsledujici
turzeni ekvivalentni.

1. F je maximdlind filtr,
2. F je prvofiltr,
3. pro kazdé a € L je bud a € F nebo o € F.

Dikaz. (1)=(2) je jiz implicite v 3.4, ale dokazme to piimo. Je-li F’
maximalni vlastni filtr, a Vb € F a a ¢ F, definujme G = {z |zt V b € F}.
Potom je G filtr a je zfejmé ostie vétsf nez F' (nebot a € G\ F); tedy neni
vlastni, tedy 0 € G a koneéné b=0V b € G.

(2)=(3) plyne z toho, ze aVa=1€ F.

(3)=(1): Bud F C G pro néjaky filtr G. Zvolme a € G \ F. Jelikoz
a ¢ F musi byt o € F' C G, tedy a,a® € G a koneéné 0 = a A a® € G. Filtr
G tedy neni vlastni. [

Pro prvofiltry (= maximalni filtry) v Booleovych algebrach se uziva ter-
min ultrafiltry.

6.6. Booleanizace. Bud L Heytingova algebra. Polozme
BL={a€cL|a=a"}

a definujme zobrazeni

b: L —BL

k%

predpisem b(a) = a
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Véta. BL je Booleova algebra. Konecnd infima v BL se shoduji s
konecnymi infimy v L, a pro suprema plati formule

sup s M = (sup , M)™

kdykoli md pravd strana smysl. Je-li tedy L uplny svaz, je © svaz BL iplny.
Zobrazeni b zachovdvd konecnd infima a vSechna existujici suprema. Na-
vic o ném plati implikace b(a) =0 = a = 0.

(Posledni implikace je ovSem trividlni. Hraje ale vyznamnou tlohu —
jednd se o t.zv. hustotu homomorfismu mezi distributivnimi svazy.)

Diikaz. Necht M C L ma supremum s. Potom je s** v BL a kdykoli
a € BL je takovy, ze pro vSechna m € M je a > m, je a > s a tedy a =
a™ > s**. Mame 1 < 1**. Proa,b € BL, aANb=a** ANb*™ > (a\Nb)™ > aNb.

Pro zobrazem b mame b(1) =1 a podle 4.4 b(a A D) = b( )Ab(b). Tedy b
zachovava konecnd infima.

Je-li b€ BL je a < b prave kdyz o™ < b. Tedy, oznacime-li ¢+ : BL C L
zobrazeni vlozeni, vidime, Zze mame adjunkci

b(a) <b pravé kdyz a < (D)

a proto b jako levy adjunkt zachovava vsechna existujici suprema.
O B L jsme dosud nedokazali, ze je distributivni. To muzeme udélat ted.
Jsou-li a,b,c € BL je a = b(a),b=b(b) a c=b(c) a tedy

(aVasb) A ¢ = (b(a) Vasr b(b)) Awr b(c)) =
=b((aVb)Ac)= ((a/\c) (bAc)) =
= (b(a) A b(c)) Vasr (b(b) A b(c))) = (a AL ) Vasr (b Assr ©)
(ze homomorfismy na zachovévaji obecné platné rovnice je ovSem zndmy
fakt z obecné algebry; protoze jsme o tom ale jesté nemluvili, provedli jsme

vypocet podrobné).
Konecné podle 4.3.4 mame

aVgpa = (aVa)™ =1,

takze jsou a* v BL komplementy. [J

Konstrukei b : L — BL, nékdy prosté jen Boolové algebie BL, se fika
Booleanisace Heytingovy algebry L.
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6.7. Poznamky. 1. Distributivitu v Booleovych algebrach potiebujeme
napi. kvuli jednoznaénosti komplementu (viz 2.7). Byla téz nezbytna pro
ovéreni, ze b V ¢ byla Heytingovska operace. V§imnéte si, ze z tohoto faktu
dostdvame v Booleovskych algebrich silnéjsi distributivitu (frm) jako v 5.2.3,
a distributivitu k ni dualni.

2. Ctensr se jisté jiz setkal se svazy, které mély cosi jako kanonicky
komplement, a nebyly distributivni. Tak napftiklad ve svazu vektorovych
podprostoru vektorového prostoru V konecné dimense takovou roli hraje or-
thogonalni doplnék, pro ktery plati W N W=+ = {0} i WV W+ =V (piitom,
samoziejmé, W N W' = {0} i WV W' =V muze platit pro mnoho dalsich
podprostora W/ C V). — De Morganovy formule oviem plati i v takovych
pripadech.

3. Booleanizaci lze timto zpusobem konstruovat jiz na polosvazu s 0 a
pseudokomplementem splnujicim podminku x Aa =0 < x < a*. Pravidla
a < a™, a* =a"™ a(aNb)*™ =a™ Ab™ se odvodi stejné jako diive, stejneé
se definuje 1 BL. Snadno se zjisti, ze a Ub = (a* A b*)* je supremum v BL,
azea—b= (aAb*)* je tam Heytingovskou operaci, takze je ziskany svaz
distributivni. Zbytek je uz ztejmy.

7. Upln4 distributivita

7.1. 7 2.3.1 si pamatujeme, ze podminky distributivity
(avVb)ANe=(aNc)V(bAc) a (aANb)Ve=(aVe)A(bVc)

jsou ve svazech ekvivalentni.
V uplnych Booleovych algebrach plati silnéjsi

(\/ aj) Nb= \/(aj Ab) a zaroven (/\ aj) Vb= /\(aj vV b).

Tyto dvé podminky obecné ekvivalentni nejsou. Vezméme tieba za L svaz
vsech otevienych podmnozin na redlné piimce. Protoze suprema jsou zde

sjednoceni a konecnd infima pruniky, je zde ziejmé splnéna prvni z podminek.
11

Vezmeme-li ale za a,, oteviené intervaly (—=, =) a b= R\ {0}, mdme A a, =0

a tedy (A a;) Vb =10 zatim co A(a; Vb) =R.
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7.2. Rekneme, ze svaz je dplné distributivnd plati-li v ném pro kazdy
systém a;;, © € I, j € J; rovnice

\/( /\ aj) = /\ (\/ i (i) (cdistr)

iel jed; oel] J; i€l

kde prvky produktu [].J; piseme jako (¢(i));. To je splnéno napi ve svazu
PB(X) vsech podmnozin mnoziny X. Ukdzeme, ze na rozdil od (frm) je tato
rovnost ekvivalentni s rovnosti v niz nahradime suprema infimy a naopak.

7.3. Lemma. Poloime ® = [[J;. Bud 1 : ® — I libovolné zobrazend,
Potom existuje i = iy takové, Ze pro kaZdé j € J; existuje ¢ € ® pro které je
W(6) =i a oli) = j.

Diikaz. Kdyby ne, existovalo by pro kazdé i € I néjaké a(i) € J; takové,
ze pro ¢ € ® pro které ¥ (¢) = i je ¢(i) # «(i). Potom by ale pro ¢ = a a
io = ¥(a) bylo a(ig) # aliy). O

7.4. Véta. Rounice (cdistr) plati v iplném svazu prdvé kdyz plati

AV @)=V (Aaisi)-

iel jeJ; o€l Ji i€l

Diikaz. Dokézeme, 7ze tato rovnost plyne z (cdistr), druhd implikace se
odvodi podobné.

Nerovnost A\ (Vjes, @is) = Vyerp s, (Nier @io()) Je ziejma, protoze pro

kaidé Qb méme /\’L'G](ijJi CLij) 2 (/\iGI a17¢(z))
Jde tedy o opa¢nou nerovnost. Polozme nejprve pro ¢ € ® a i € I,
bgi = Gig(s)- Potom podle (cdistr)

V Naioi) =\ (Nboi) = N (V bows)-
oel] J; i€l Pel] J; €l Pel® ¢cd

Podle lemmatu mame pro kazdé ¢ : ® — I index ¢ = ¢y, takovy, Ze pro kazdé
j [= J’L je b¢7w(¢) = b¢7z = a/l(z)(l) = aij Pro néjaké ¢, takze je vjejii/ ail/’-j S

\/qb@b b¢7¢(¢)5 tedy také /\weﬂ (V¢eq> b¢7¢(¢)) > /\iEJ(VjGJi aij)-
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Kapitola IV

Zakladni pojmy
universalni algebry

1. Algebraické operace

1.1. n-drni operaci na mnoziné X rozumime zobrazeni

n kréat

——
a: X"=Xx--xX—>X.
Obecnéji, je-li M pevna mnozina, M-drni operace na X je zobrazeni
a: XM X,

Ve specialnich ptipadech n = 0,1, 2, 3 mluvime o nuldrnich, undrnich, bindr-
nich a terndrnich operacich.

Jelikoz X° = {0} je jednoprvkovéd mnoZina, nularni operace je ddna hod-
notou (). Jako takové pevné dané hodnoty je obvykle nahlizime, a casto
o nich mluvime jako o konstantdch.

Poznamka. Ctendf se asi zatim v praxi setkdval nejcastéji s operacemi
bindrnimi (s¢itani ¢i ndsobeni ¢isel, s¢itani vektoru, pruniky nebo sjednocent
— obecnéji pruseky a spojeni ve svazech), unarnimi (pfifazeni ¢isla —x k z,
prvku 271 k z v grupé, ndsobeni pevnym redlnym ¢islem ve vektorovém pro-
storu, komplement v Boolové algebie) a nuldrnimi (ruzné “neutralni prvky”
pii jinych operacich — nula, jednotka, nulovy vektor).

S operacemi do kterych vstupuje vice prvki se v praxi ¢asto setkdvame
jako s operacemi slozenymi z jinych: aritmeticky prumér n cisel, barycentr
trojuhelnika jako funkce jeho vrcholu, atd. To ale neni jediny ani hlavni
duvod uvazovani obecnych arit.

1.2. Velmi dulezité, i kdyz trividlni, operace jsou projekce

Dy = (. ) o 25) - X7 X
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Kromé jiného hraji velmi podstanou roli pii vytvareni odvozenych operaci.

1.3. Zobrazeni f : X — Y nazyvame homomorfismem vzhledem k ope-
racim o : XM — X, 3: Y™ = Y, plati-li pro kazdé ¢ : M — X

fla(§)) = B(f-€), (hom)

coz moznd neni uplné pruzracnd formule. Podivejme se ale co fika ve finitar-
nim piipadé:
f(a(xh s ,l‘n)) = 6(f(x1)7 SRR f(xn))7
coz je jisté jasnejsi. A jestlize uzivame tieba pro binarni operace bézné psani
O(z,y) = 20y, mame nazornou formuli f(x0y) = f(z)Of(y).
Pro nuldrni operace (pevné a € X a b € Y dostdavame pozadavek, aby

f(a) = 0.

Poznamka. Uzit{ terminu “homomorfismus” je ve shodé s jeho uzitim
ditve — viz 1.4 déle).

Podobné jako u jinych definic specidlnich zobrazeni fekneme, ze homomor-
fismus f vzhledem k «, 3 je isomorfismus, existuje-li homomorfismus g vzh-
ledem k 3, « takovy, ze fg = idy a gf = idx; homomorfismus f: X — X
vzhledem k «, a se nazyva endomorfismus, a je-li to isomorfismus, mluvime
o automorfismu.

Zcela zrejmé je to, ze

identické zobrazent je automorfismus vzhledem k jakékoli operaci; je-li
f homomorfismus vzhledem k o, 3 a g homomorfismus vzhledem k (3,7,
je slozeni g f homomorfismus vzhledem k «, .

I nasledujici dvé tvrzeni jsou velmi jednoducha:

1.3.1. Tvrzeni. Budte o, (3,7 po Fadé M-drni operace na mnozindch
X,Y,Z. Bud f: X — Y prosté zobrazeni, g : Z — Y libovolné zobrazeni a
h:Z — X zobrazeni takové, Ze f-h = g. Jsou-li f a g homomorfismy, je i
h homomorfismus.

Dikaz. Mame f(h(+(€))) = 9(4(€)) = 1g-€) = 7(f-h-€) a fla(h-€)) =
Y(f - h-§). Jelikoz f je prosté, h(v(€)) = a(h-&). O

1.3.2. Tvrzeni. Budte o, (3,7 po Tadé M-drni operace na mnoZindch
XY, Z. Bud f : X — Y zobrazeni na, g : X — Z libovolné zobrazeni a
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h:Y — Z zobrazeni takové, Ze h - f = g. Jsou-li f a g homomorfismy, je i
h homomorfismus.

Dikaz. Zvolme v : Y — X takové, ze fv = id (t.j., pro kazdé y € Y
zvolme = = v(y) tak, aby f(z) =y). Pro {: M — Y méme

h(B(E)) = h(B(f -v-§) = h(f(a(v-E)))
=gla(w-§)=v(g-v- =~ -f-v-&=yh-§. O

Poznamka. Zjednodusili jsme si praci uzitim axiomu vybéru (zobrazeni
v — piipomente si 1.4.3). V pfipadé infinitdrnich operaci se bez toho neobe-
jdeme, u n-arnich operaci s konecnym n ale axiom vybéru nepotiebujeme.
Pro yi,...,y, vY zvolime jednotlivé z; € X tak, aby f(z;) = y; a dostaneme

hBW, - yn)) = h(B(f (1), f(n))) = hf(alz, ... 2n))
= gla(@r, ... wn)) = (g(1), -, 9(2n))
=(h(f(x )) (S (@) = (B1), - - - hlyn))-

1.3.3. Vsimnéte si, ze kazdé zobrazeni je homomorfismus vzhledem k
projekcim se stejnym indexem.

1.4. Na operaci a : X™ — X se muzeme divat jako na (n + 1)-arni relaci

a={(xy,...,zn,a(xy,...,2,)) |(21,...,2,) € X"}

(to je ostatné zpusob, jak se v teorii mnozin tak jako tak hledi na zobrazeni,
i kdyz my tomuto pohledu zrovna piednost neddvame). Potom je zobrazeni
Jf + X — Y homomorfismus vzhledem k operacim «, 3 ve smyslu z 1.3 prave
kdyz je homomorfismem vzhledem k a, 3 ve smyslu I.5. Ovéite si to jako
(velmi) jednoduché cviceni.

Pro homomorfismy vzhledem k relacim neplati tvrzeni jako 1.3.1 ¢i 1.3.2.
Uvédomte si, ze zde, pro homomorfismy algeber, to plati z toho duvodu, ze
relace vzniklé z algebraickych operaci jsou velmi specidlni, ne proto, ze by se
snad jednalo o homomorfismy specidlniho charakteru.

2. Algebraické struktury, algebry

2.1. Pripomente si pojem typu z 1.5.3.
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Algebraickd struktura typu A = (A;)ier na mnoziné X je soubor a =
(evi)ics tvofeny A;-drnimi operacemi ay; o dvojici A = (X, @) potom mluvime
jako o algebre typu A.

(Pokud representujeme algebraickou strukturu jako strukturu rela¢ni ve
smyslu 1.4, typ se modifikuje pri¢tenim jedni¢ky ke kazdému A;.)

2.2. Piiklady. (a) Aritmetika pfirozenych ¢isel, prvni algebraickd
struktura se kterou jste se asi setkali, tvori algebru typu (2,2,0,0) (s¢itani,
nésobeni, 0 a 1). Podobné je tomu s aritmetikou na jinych ¢iselnych sousta-
vach.

(b) Svaz ve smyslu z III.1 je algebra typu (2,2). Pfedpokladdame-li exis-
tenci minimalniho prvku 1 a maximalniho prvku T, a povazujeme-li je za
nularni operace, dostaneme algebru typu (2,2, 0,0).

(c) Grupa je algebra typu (2,0,1) (ndsobeni, neutralni prvek, inverse).

(d) Vektorovy prostor nad télesem redlnych ¢isel, jedna z prvnich struk-

tur se kterou se student setkd na vysoké skole, je algebra nekoneéného, ale
R krét

—
finitarniho typu, dost objemného, (2,0,1,1,1,...) : séitani, nulovy vektor, a
za kazdé redlné ¢islo r undrnf operace (v — rz).

2.3. Budte A = (X,a), B = (Y, ) algebry stejného typu A = (A,)ser.
Zobrazeni f : X — Y je homomorfismus A — B je-li pro kazdé i € J homo-
morfismem vzhledem k «;, 5;. Ve ziejmém smyslu mluvime o isomorfismu,
endomorfismu nebo automorfismu.

Systém vsech algeber typu A a vSech jejich homomorfismi budeme ozna-
covat

Alg(A).

2.4. Je velmi dulezité uveédomit si, ze vlastnost “byti homomorfismem”
zavisi na tom, které operace jsou explicite zadany. Napiiklad, vezmeme-
li tfeba svazy A, B jako algebry typu (2,2) potom, i kdyz tfeba oba maji
nejmensi a nejvetsi prvky, jsou vsechna konstantni zobrazeni homomorfismy;
povazujeme-li takové svazy za algebry typu (2,2,0,0) s minimélnimi resp.
maximalnimi prvky jako nuldrnimi operacemi, konstantni zobrazeni (az na
piipad trividlntho B) homomorfismy nejsou. Podobnd zavislost na typu se
projevi téz pozdéji u pojmu podalgebry.

Nékdy se ale muze stat, ze operace pritomnd implicitné je automaticky
respektovana homomorfismem vzhledem k jiné operaci. Napiiklad jsou-li dvé
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pologrupy A, B (typ (2), explicite ddno pouze ndsobeni) ndhodou grupy (v
tom smyslu, ze existuji prvky ey, ep takové, ze vidy re = ex = x a ze ke
kazdému x ezistuje y takové, ze xy = e) potom kazdy pologrupovy homo-
morfismus automaticky zachovava jednotku a inversi. To je ovSem specidlni
fakt dany specidlnimi vlastnostmi grup.

A jesté jedna poznamka. V prikladech nahore mozna ¢tendfi prislo divné,
ze ve vektorovém prostoru byla nasobeni readlnymi ¢isly brana jako jednotlivé
undrni operace misto (zddnlivé) pfirozenéjsi predstavy o binarni operaci, do
které vstupuji prvky ruzného charakteru. Ale definice linearniho zobrazeni,
ve které se kromé zachovani souctu pozaduje aby pro kazdé redlné r platilo
h(rx) = rh(z), t.j. respektovani jednotlivych undrnich operaci (z — rz)
dava tomuto pohledu za pravdu.

2.5. Tvrzeni. Budte A = (X,a), B = (Y,3) a C = (Z,7) algebry
stegného typu.

1. Bud f : A — B prostyj homomorfismus a g : A — C' libovolny homo-
morfismus. Potom ezistuje homomorfismus h : C' — A takovy, Ze f -h =g
pravé kdyz g[X] C f[X].

2. Bud f: A — B homomorfismus na a g : C — B libovolny homomor-
fismus. Potom existuje homomorfismus h : B — C' takovy, Ze h- f = g prdve
kdyz

fle)=fly) = glx)=9(y).

Diikaz. Uvedené podminky zarucuji existenci zobrazeni h takového, ze

fh=gresp. hf =g. Uzijte 1.3.1 a 1.3.2. [

2.5.1. Dausledek. Kazdyj homomorfismus kteryj je prosty a na je isomor-
fismus.

(K takovému homomorfismu f vezméme g = id a uzijme kteréhokoli 7z
predchozich tvrzeni.)

Uvédomte si, ze nic takového neplati pro homomorfismy vzhledem k
relacim!
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3. Podalgebry

3.1. Bud A = (X,a), a = ()er, algebra typu A = (Ay)er. Bud YV
podmnozina mnoziny X a j: Y C X zobrazeni vlozeni.
Je-li Y uzaviena na vsechny operace ay, t.j.,

plati-li pro kazdé t e T a £ : Ay — Y 7ze oy (jé) je v Y,

opatiime ji operacemi (o |Y)(&) = o (j€) a o takto ziskané algebie mluvime
jako o podalgebre algebry A.

3.1.1. Pozorovani a imluva. Je-li na Y algebraickd struktura 3 typu
A takovd, ze j : Y — X je homomorfismus, je nutné § = a|Y : z podminky
(hom) v 1.3 dostavame (3;(£) = j(58:(§)) = au(j€). Algebraicka struktura [ je
tedy jednoznacné urc¢ena mnozinou Y a budeme-li dile mluvit o podalgebie
jako o prislusné podmnoziné, nemuze dojit k nedorozumeéni.

3.1.2. Poznamky. 1. Ve finitdrnim pfipadé podminka uzavienosti
podmnoziny na operace nabyva nazorného tvaru

VteT, Yy,....yn, €Y (y,-- yn,) €Y

2. Zda podmnozina tvoii podalgebru zavisi na explicite uvazovanych o-
peracich. Napiiklad v pologrupé (Z,+) celych ¢isel se séitdnim je kazda z
podmnozin

{w]r >k}, k>0,

podalgebrou. V monoidu (Z,+,0) uz ne, je tam vsak podalgebrou tieba
monoid (N, +,0), ten ale zase neni podalgebrou grupy (Z, +,0, (x — —x)).

3.2. Tvrzeni. 1. Je-li B = (Y,a|Y) podalgebra algebry A = (X, a) je
zobrazeni vlozeni j : B C A homomorfismus.

2. Je-li f: B — A libovolny homomorfismus je f[B] podalgebra algebry
A.

3. Je-li f: B — A prosty homomorfismus je jeho restrikce f': B — f[B]
1somorfismus.

Diikaz muze byt ponechan ¢tendfi jako jednoduché cviceni. Pro 3 uzijte
2.5: h ziskané k f a homomorfismu vlozeni ¢g : f[B] C A je inversni homo-
morfismus k f/. O

3.3. Tvrzeni. Priunik libovolného systému podalgeber je podalgebra.
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Diikaz. Budte Y;, i € J podalgebry algebry A; oznac¢me j:Y =(Y; —
X, 7i:Y;CXak:YCY. Pro{: Ay — Y je oy(j€) = au(ji(ki§)) € Y pro
kazdé i a tedy oy (j€) € Y,

Prinik prdzdné soustavy je samoziejmé celd algebra A (infimum préazdné
mnoziny je nejvétsi prvek). O

3.4. Podle 3.3 existuje pro kazdou podmnozinu M C X algebry A =
(X ) nejmensi podalgebra algebry A kterda mnozinu M obsahuje, totiz prunik
vSech podalgeber Y takovych, ze M C Y. Budeme o ni mluvit jako o podal-
gebre generované mnozinou M a oznacovat

Gen(M).
Rikdme, ze M je soustava generdtori algebry A je-li

Gen(M) = A.

3.4.1. V piipadé finitarntho typu muzeme generovanou podalgebru po-
psat takto. Polozme

M, = M7
My ={a (&) t €T, £:ny — X takové, ze E[{1,...,m}] € My},
M, = U M.
k=1
Potom

Gen(M) = M.

Skutecné: Ziejmé musi kazda podalgebra obsahujici Mj obsahovat M., a
tedy postupné celou M,,. Na druhé strané M., je podalgebra, protoze je-li
EH1L,...,m}] € My musi byt kazdé £(j) v nékteré My, a a(&) € My kde

k = maxk;.
Z toho déle okamzité dostavame

Pozorovani. V pripade finitdrniho typu plati pro mohutnost generované
podalgebry
(Gen(M)| < max(|M], T, wp).
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3.4.2. Dusledek. V pripade finitarniho typu je aZ na isomorfismus jen
mnozina ruzniych algeber generovanych mnoZinami mohutnosti mensich nez
pevné predepsané kardindlni ¢islo.

3.5. Tvrzeni. Budte f,q: A — B homomorfismy. Potom je mnoZina

Z = {z[f(x) = g(x)}

podalgebra algebry A.

Ndsledkem toho, je-li M soustava generdtoru algebry A a shoduji-li se
homomorfismy f,g: A — B na mnoziné M, plati f = g.

Diikaz. Budte A = (X,a) a B = (Y, 3), a ozna¢me j vlozeni Z do X.
Bud ¢ : A, — Z libovolné zobrazeni. Jelikoz je fj = gj méme f(oy(j€)) =
Bi(fi§) = Bi(9j€) = g9 (j§)) a tedy au(j€) € Z. [

4. Souciny (produkty) algeber

4.1. Budte A; = (X;,0?), i € J algebry téhoz typu A = (A)er. Vezméme
kartézsky soucin X = [[,., X; a projekce p; = ((2;)ics — ;) : X — X;. Na
kartézském soucinu X = [[,., X; definujme operace oy, t € T' ptedpisy

(&) = (o (pi€) ies- (*)

Ziskanou algebru A = (I],.; Xi, (a¢)er) nazyvame soucinem nebo produktem
soustavy algeber A;, ¢ € J a oznacujeme

e
ieJ
V ptipadé konecnych soustav uzivame znaceni

Ax B, A x---xA,

a podobné.

Uvédomte si, ze soucin algeber neni nic jiného nez kartézsky soucin na
kterém jsou operace definovany z puvodné danych “po soufadnicich”. To je
zvl4st jasné patrno u finitarnich operaci, kde formule () dostane tvar

O‘t((afli)ier cee (xnti)ieJ) = (Oéi(%i . 7£Unti))ieJ-
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Poznamka. Pokud bychom representovali algebraické struktury jako re-
lacni ve smyslu 1.4, dostali bychom pravé zavedeny produkt z jiz zndmého
produktu rela¢nich objekti. Neni to tedy nic nového, a ndsledujici vétu
bychom vlastné ani nemuseli dokazovat. Jde spis o to zvyknout si na primy
popis algebraické struktury s operacemi “po souradnicich”.

4.2. Veéta. 1. Projekce p; = ((z;)ics — z;) : [[; Ai — A;j jsou homo-
morfismy.
2. Pro kaZdou soustavu homomorfismu

fi B = (Y7 (ﬁt)tET) - Ai7 1€ ‘]a

existuje pravé jeden homomorfismus f : B — [[, A; takovy, Ze p;f = f; pro
vsechna 1 € J.
Diikaz. 1. Formule (x) ddva okamzité

pilew(€)) = aj(pi(€)).

2. Vime (viz 1.3.6) ze existuje praveé jedno zobrazeni f : Y — [[ X; takové,
ze pif = [, totiz zobrazeni dané predpisem f(y) = (fi(y))ics. Musime tedy
dokédzat, ze toto f je homomorfismus. Podle (%) mame

F(B:(€)) = (fi(BE))ies = (af(fi£))ies
= (a}(pif&))ics = au(fE). O

4.3. Tvrzeni. Soucin podalgeber je podalgebra soucinu. To jest, jsou-li
Ji » Bi — A; vlozeni podalgeber je homomorfismus

uréeny podminkami pij = jipB, i € J, vioZeni podalgebry.

Diikaz. Piedevsim, rovnice pij = j;pP, i € J, urcuji podle 4.2 (jed-
nozna¢né) homomorfismus. Vzhledem k 3.1.1 tedy staci dokézat, ze tento
homomorfismus je prosty. Je-li (b;); # (b}); je pro néjaké k by # b, a tedy
P ((bi)i) = Ji(bi) 7 Je(by) = pri((b7)s) a j((b:):) # 3 ((b;):). O

)



5. Kongruence

5.1. Bud A = (X, a = ()er) algebra typu A = (A;);er. Relace ekviva-
lence F na mnoziné X se nazyva kongruenci na A jestlize

pro kazdé t € T, jsou-li £&,n: A, — X takové, ze pro kazdé d € A, je
§(d)En(d), plati téz a,(§) Eay(n).

Mozna trochu pruhlednéji pro finitarni operace:

plati-li ; E'y; pro vSechna j, je ay(zy1, ..., 2n,) Ecy(yr, ..., Yn,)-

5.2. Pozorovani. £ C X je kongruence na A = (X, a) pravé kdyz je to
ekvivalence na X a podalgebra A x A. Ndsledkem toho (pripomerite si 3.3),
mnozina vsech kongruenci na algebre A je uplny svaz, ve kterém infima jsou
pruniky.

5.3. Bud E kongruence na algebfe A = (X, a). Ozna¢me
¢g=(@—2F): X - X/E
a na mnoziné X/FE definujme operace @; predpisem

@(§) = qlon(n)) kde gn=¢.
Tato definice je korektni:

e piedevsim, takové n ziejmé existuje (pii simultdnnim vybirani n(d) v
q t€(d)] v pripadé nekoneéného A; si ovéem musime vypomoci uzitim
axiomu vybéru),

e a jestlize gm = qng, t.j., pro kazdé d € Ay je m(d)Ens(d), plati
ay(m)Eai(nz) a tedy g(aq(m)) = g(as(m)).

Ziskanou algebru ozna¢ime

A/E
a nékdy o ni mluvime jako o faktorové algebre nebo faktoralgebre, nebo téz
jako o kvocientu.

Poznamka. Trtebaze nuldrni operace nehraji roli v otdzce zda dana ek-
vivalence je kongruence nebo ne, algebra A/FE samoziejmé dédi vSechny pii-
padné nularni operace algebry A: konstanta a se objevi jako konstanta aF.
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5.4. Tvrzeni. 1. q je homomorfismus A na A/E.
2. Kongruence na algebie A jsou prdvé relace tvaru

Ep ={(z,y) |h(z) = h(y)},

kde h : A — B je homomorfismus do libovolné algebry B.

3. Je-li h homomorfismus A na B ezistuje isomorfismus f : B — A/Ej,
takovy, Ze fh =q.

Diikaz. 1. Piimo z definice @, dostavame q(ay(n)) = @ (qn).

2. B, = F, a to Ze kazda Ej, je kongruence je véc snadného vypoctu.

3. Méme h(z) = h(y) pravé kdyz gn(x) = qn(y). Pouzijte 2.5 (v obou
smérech). [

5.5. Pozorovani. Jsou-li h; : A; — B;, i € J, homomorfismy na, je
homomorfismus h : [[A; — [] Bi dang podminkou pPh = h;p? opét na.
Produkt || A;/E; faktorovgjch algeber je tedy isomorfni s faktorovou algebrou
produktu [ A;.

(Homomorfismus h je dan predpisem h((x;)ics) = (hi(x;))ics.)

5.6. Tvrzeni. Budte E;, i € J kongruence na algebie A. Oznaéme
E =(,e; Ei. Potom je AJE isomorfni s podalgebrou soucinu [[,.; A/E;.

Diikaz. Podle 2.5.2 mame homomorfismy h; : A/E — A/E; spliujici
hi(xE) = zE;. Vezméme nyni{ homomorfismus h : X/E — [[ A/E; uréeny
podminkou p;h = h;. Je-li h(zE) = h(yE) je hi(xE) = h;(yE) pro kazdé i
a tedy xF; = yE; pro kazdé i, takze (x,y) € E = () F; a konetné o F = yE.
0

5.7. Tvrzeni. Bud h: (X,a) — (Y, 3) homomorfismus na, bud j : C C
B vloZend podalgebry. Potom A" = h='[C] je podalgebra algebry A a restrikce
A" — C homomorfismu h je homomorfismus na.

Ndsledkem toho je podalgebra faktorové algebry vZdy isomorfni s faktoro-
vou algebrou podalgebry.

Diikaz. Bud ¢ : h~'[C] C A vlozeni podmnoziny, t € T a € : Ay — h™[C]
zobrazeni. Pro jh'¢ mame (,(jh'¢) € C. Podle definice homomorfismu je
haw(1€)) = Bi(h€) = Bi(GI'€) a tedy a,(:§) € A7HC]. DO
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6. Volné algebry

Pti zavedeni pojmu generujici soustavy v 3.4 si ¢tenaf asi vzpomél na gene-
rujici soustavy ve vektorovych prostorech, které zna jiz z prvniho rocniku.
Asi si také vzpomél na pojem base, jakési lepsi soustavy generatoru, kterd
je navic nezavisla. Jisté si nyni klade otazku, mame-li néco podobného také
v obecném piipadé. Obecné ne; systém vektorovych prostoru se v tomto
ohledu chové vyjimecné. V obecnéjsich tiidach algeber ale piece jen nékteré
specidlni algebry, t.zv. volné algebry (jejichz vyznam neni jen v tom, ze
jsou generovany specidlnim zpusobem) néco jako basi maji. Budeme se jim
vénovat v tomto oddilu.

6.1. V dalsim bude symbol A oznacovat podtiidu tiidy algeber Alg(A),
zpravidla netrividlni v tom smyslu, ze existuje A € A kterda ma aspon dva
prvky.

Bud M mnozina. Volnd algebra nad M vzhledem k tFidé algeber A je
algebra F(M) € A spolu se zobrazenim

Oy M — F(M)
takovym, ze

pro kazdou algebru A € A a pro kazdé zobrazeni f : M — A existuje
prave jeden homomorfismus h: F(M) — A takovy, ze h- ¢y = f.

6.1.1. Pro volné algebry ¢p; : M — F(M) a ¢ : N — F(N) dava
podminka pro kazdé zobrazeni £ : M — N jednoznacné urceny homomorfis-
mus F(§) : F(M) — F(N) takovy, ze

F(&) - ém=on- &

7 jednoznacnosti dale okamzité dostavame, ze

F(id) =id a F(§-n) = F(&) - F(n).

6.2. Tvrzeni. 1. Je-li A netrividini trida algeber, je zobrazeni ¢y do
volné algebry vZdy prosté.
2. Mnozina ¢p[M] generuje algebru F(M).
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3. Pokud volnd algebra nad M ezistuje, je aZ na isomorfismus jednoznac-
né uréena. Presnéji, je-li ¢' : M — F' jiné zobrazeni do algebry F' € A
spliiugict podminku z 6.1, existuje isomorfismus h : F(M) — F' takovy, Ze
héu = ¢'. ]

Diikaz. 1. Bud A € A algebra s aspon dvéma prvky. Pro z # y v
M zvolme zobrazeni f : M — A takové, ze f(x) # f(y). Pro prislusny
homomorfismus pak mame h(py(x)) # h(oap(x)) a tedy op(x) # ().

2. Oznaéme k : M C Gen(¢p[M]), 7 : Gen(py[M]) C F(M) zobrazeni
vlozeni; tedy je ¢pr = jk. Je-li h: F(M) — Gen(¢p[M]) homomorfismus pro
ktery hoy =k, je jhoy = jk = éu a tedy jh = id (podle jednoznaénosti),
takze j musi byt homomorfismus na, a Gen(¢y[M]) = F(M).

3. Mame homomorfismy h : F(M) — F' a ' : F' — F(M) takové, ze
hoy = ¢ a h'¢' = ¢y, Proto je Whoy = dar a hh'¢' = ¢ a jelikoz téz
id- oy = oy aid- ¢ = ¢ je podle pozadavku jednoznacnosti hh' = id a
hWh=id. O

6.3. Tvrzeni. Bud ¢ : A — B homomorfismus na. Potom pro kazdy
homomorfismus h : F(M) — B existuje homomorfismus f : F(M) — A
takovy, Ze h = qf.

Diikaz. Zvolme (s uzitim axiomu vybéru) zobrazeni £ : B — A takové,
ze ¢¢ = id. K zobrazeni £hoy : M — A pak vezméme homomrfismus
[ F(M) — A takovy, ze fon = Ehoy. Potom je qfdn = q€hdn = hopy a
z jednoznacnosti (¢f i h jsou homomorfismy) kone¢né ¢f = h. O

Ve zbytku tohoto oddilu se omezime na finitarni typy. Ne zZe by neplatilo
vice (jev “volného rozsiteni” jde i daleko za ramec algebry). Technicky to
vsak zvlddneme snadnéji a fakta také budou nazornéjsi.

6.4. Véta. Bud A = (ny)ser finitdrnd typ a bud A C Alg(A) netrividlni
trida algeber uzaviend na tvorent soucinu, podalgebry a isomorfismy. Potom
pro kaZdou mnoZinu M ezistuje volnd algebra nad M vzhledem k A.

Dikaz. Zvolme R mnozinu algeber z A takovou, ze pro kazdou algebru
z A kterd ma generujici mnozinu mohutnosti < |M| existuje v R algebra
isomorfni (to jde podle 3.4.2). Déle ozna¢me

U={ul|u: M — B, € R libovolné zobrazeni},

Uvazujme soucin

po: [ B.— B

uelU
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a zobrazeni ¢ : M — [] B, dané podminkou p,1) = u pro kazdé u (tady jde
o vlastnost kartézského soucinu nosnych mnozin algeber B, podle 1.3.6, ne
o vlastnost soucinu algeber). Vzhledem k tomu, Ze systém A je netrividlni
existuje pro kazdé z # y zobrazeni u takové, ze u(x) # u(y) takze b musi
byt prosté.

Konecéné definujme

¢: M — F(M) = Gen(y)[m)])

predpisem ¢(z) = (z). Tedy, oznacime-li « homomorfismus vlozeni F/(M) =
Gen(¢[m]) do [] B, mame ¢ = 1.

Bud nyni A € A libovolnd, a f : M — A libovolné zobrazeni. Oznac¢me
B = Gen(f[M]) a rozlozme f na zobrazeni

j=C

M 2 B ==, A

Podle volby mnoziny R existuje isomorfismus € : B — B’ € R. Polozme
u=¢€g a h=je 'py.
Potom mame
ho = je ' pud = je 'pyb = je tu = je leg = jg = f.
Jednoznacnost h takového, ze h¢ = f plyne z 3.5. [

6.5. Véta. Bud A = (ny)ser finitdrnd typ a bud A C Alg(A) netrividlni
trida algeber uzavrend na tvoreni soucini, podalgebry a isomorfismy. Potom
kazdd algebra z A je isomorfni s faktoralgebrou wvolné algebry podle vhodné
kongruence. K tomu je moZno vzit volnou algebru nad nosnou mnoZinou
algebry A.

Diikaz. Bud A = (X, ). Vezméme f : X — A identické zobrazeni a k
nému homomorfismus h : F'(X) — A takovy, ze h¢ = f. Potom je h ziejmeé
homomorfismus na. Pouzijte 2.5. [

6.6. Volné algebry v Alg((n;)ier). V tomto odstavci popiseme explicite
volné algebry vzhledem k celé tiidé Alg((n)ier). Nejde ani tak o to, mit
néco konstruktivnéjsiho nez tvrzeni v 6.4 — s volnymi algebrami se obvykle
pracuje piimo podle definice, a existence staci. Umozni nam to ale lehky
dukaz jednoho uzitetného lemmatu (6.6.1 dole).
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Dalsi vyhoda bude v tom, ze si na zakladé tohoto explicitniho popisu
bude ¢tenar moci lépe predstavit rovnosti v definici variet v dalsim oddile.

Bud tedy A = (n;)ier finitdrni typ a bud M libovolnd mnozina. Pro
t € T zvolme ruzné symboly oy, a jesté jeden, A, navic.
Definujme nyni termy w a jejich stupné |w| takto:

e \jeterm a |\ =1,

e jsou-liw wy, termy je w = oy- term a jw| = Y. |w;l;
j Lyeens W, yjew = opwiwy ... wy, term a |w| = 30" [w;l;
je-li ny =0 je oy term a |oy| = 0.

Volné vijrazy (presnéji, volné M-vijrazy) jsou
w[xixs . .. Xy

kde w je term a x; ... x, je slovo v prvcich z M délky |wl|; v piipadé délky 0
je samoziejmé prazdné. Na mnoziné vSech volnych vyrazi definujme operace

wy, t €T, predpisem
wi(wier .. ], w0 ]) = o wy w2 --37|1w1|$% ...... ]

a ziskanou algebru typu A oznac¢ime F'(M) a uvazujeme ji spolu se zobra-

zenim

¢ =(x— ANz]): M — F(M).

Bud nyni A = (X, (ay),) algebra z Alg((ny)ier). Interpretacemi termi w v A
rozumime zobrazeni w definovana takto:

N =id,
Jt.wl...wnt:atO(El X---X@nt)

(kde o je sklddani zobrazeni a (f X g)(z,y) = (f(z), f(v))).
Je-li f: M — A zobrazeni definujme

h:F(M)— A

predpisem
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Ukazeme, Ze je to homomorfismus:

R(wi(w[z] .. ], wolz? ... ],...)) = h(oy - wy .. .wy, [zl .. 2% .. ... it ])
(), f@) o f) )
= ay(W,(f(z}),...), Wl f(22),...), ..., W (f(2),...))
= oy (h(wi[z7...]), h(wel2?,...]), ..., hwy, [27...])).

Mame h(A[z]) = f(z); algebra F'(M) je generovéna systémem {A[z] |x € M}
a tedy je takovy homomorfismus urcen jednoznacné.

Poznamka. Na termy se muzete divat jako na odvozené operace v nichz
v8echny proménné jsou ruzné, [xi,...,x,| vyznacuji, zhruba feceno, jak a s
jakym opakovanim tam proménné vstupuji. V 7.3 tomu bude dan piesnéjsi
smysl.

6.6.1. Lemma. Bud F(M) volnd algebra v Alg((ny)ser). Bud X konecnd
podmnozina F(M). Potom ezistuje koneénd K C M takovd, Ze X C F(K).

Diikaz. Staci vzit mnozinu vSech prvku z, které se vyskytnou mezi z; v
wlxy,...z,) € X, O

7. Tridy algeber uzaviené na zakladni
operace. Variety

Vsechny tiidy algeber A v tomto a dalsim oddilu budou automaticky povazo-
vany za uzaviené na isomorfismy, t.j., je-li A € A a je-li B algebra isomorfni

s A, je B € A. Dale, typ bude finitarni, i kdyz to v nékterych tvrzenich neni
nutné.

7.1. Tfidy S, P a H. Pro tiidu algeber A C Alg(A) definujeme

SA = {B |3 prosty homomorfismus j : B — A € A},
PA= {H A; |(A;)ies libovolny soubor algeber z A},

ieJ

HA = {B |3 homomorfismus na h: A — B, A€ A}.

Volnéji fe¢eno, SA je tiida A rozsitend o vSechny podalgebry, PA o vSechny
souciny, a HA o vSechny faktorové algebry.
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Poznamka. Jedna se o ustdlené znaceni, které vychdzi z terminu sub-
algebra, produkt a homomorfni obraz. V ¢estiné muze trochu mast inverse
S pro podalgebry a P pro souéiny. Nebudeme kvili tomu terminologii ani
znateni meénit, jen snad, abychom trochu zmateni ulevili, budeme zde (ze
dvou alternativ z 4.1) uzivat vyraz produkt misto souéin.

7.2. Tvrzeni. HSPA je nejmensi trida algeber daného typu obsahujici
A a uzaviend na podalgebry, produkty a faktorové algebry.
Dukaz. Trividlné plati

SSA=SA, PPA=PA a HHA=HA
Po tadé podle 5.7, 5.5 a 4.3 mame
SHA CHSA, PHACHPA a PSACSPA.

Tedy je
S(HSP.A) C HSSPA = HSP A,

P(HSP.A) C HPSPA C HSPPA = HSPA a
H(HSP.A) = HSPA.

Na druhé strané, je-li B O A uzaviend na podalgebry, produkty a faktoral-
gebry, je ziejmé B D HSPA. O

C
C

7.3. Velmi casto byva tifida algeber popsana pozadavkem na splnéni
rovnosti, jako tfeba

(Vzy) z4+y=y+ax (“komutativita souc¢tu”)
nebo
(Veyz) x-(y-2)=(z-y) -2z (“asociativita souc¢inu”),
nebo
(Vzyz) - (y+z2)=(x-y)+ (r-2z) (“distributivita”).

U polosvazu popisovanych jako algebry ve tieti kapitole jsme se dale setkali
tfeba s rovnici
TANT =1
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Co maji takové pozadavky spolecného: Jsou dany dvojice vyraza (ty vyrazy
pak jsou odvozené operace spolu se specifikaci toho, jak do nich vstupuji
proménné) a jde o to, ze maji dat pro kazdé (specifikované) dosazeni stejnou
hodnotu.

Snadno a ve velké obecnosti to muzeme popsat pomoci volnych algeber.
Vezmémeé jednou pro vzdy spocetnou mnozinu

Q= {al, as, as, . . }
Pripomente si 6.6. Vyrazy wx; - --x,,] € F(Q) obsahuji

1. w, zakodovani odvozené operace (popisem toho jak vznikla slozenim
ze zakladnich operaci — ty v tom vystupuji svymi “jmény” o, —, a z
identit),

2. xy---x, specifikaci toho, v jakém poradi a s jakym opakovanim do
nich proménné vstupuji.

Pozadavek splnéni ur¢ité rovnice je pak dan vybérem dvojice prvku u,v €
F(Q) a stanovenim, ze

pro vSechny homomorfismy h : F(2) — A je h(u) = h(v).

Priklad. Tteba pro distributivitu nahofe muzeme vzit

u = (soucin)(A((soucet)A\\))[aiazas],

v = (soucet)((soucin)A\)(soucin)A\))[ajasa;asl.

(Symboly A predstavuji “vlozeni basickych prvku”, ale i identickou ope-
raci.)

To vede k nasledujici definici:
Bud M mnozina a FE libovolnd podmnozina produktu F(M) x F(M). Defin-
ujme

My (E) = {A |V homomorfismus h : F(M) — A, Y(u,v) € E, h(u) = h(v)}.
My (E) je tedy tiida vsech algeber daného typu spliujici vSechny rovnice

zakodované v E; nékdy se o ni mluvi jako o t7idé modeli (teorie) E.
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Poznamka. Misto ) zde mame obecnou mnozinu M. Duvody jsou
technické — nakonec uvidime, ze s F'(€2) vystacime.

Protéjskem k této operaci bude nésledujici: pro libovolnou t¥idu algeber
A C Alg(A) polozime

Exv(A) ={(u,v) € F(M)xF(M) |[Vhomom.h: F(M) — A€ A, h(u) = h(v)}.
Nésledujici formule se ovéii zcela besprostiedné.

ACB = En(A) 2EL(DB),
E\CEy, = My(E) 2D My(E),
A S My (En(A)),

E CEy(Mu(E)).

Tedy jsou operdtory My, a Ejr ve vztahu “kontravariantni Galoisovy ad-
junkce”. Opatrné uvozovky piSeme proto, ze operator Ejp; nemuzeme dost
dobie chédpat jako zobrazeni (definiéni obor by byl systém vlastnich tiid, a
méli bychom potize s teorii mnozin). Nicméné z formuli snadno odvodime
tieba ze

7.4. Tridy algeber tvaru
MM(E)
nazyvame varietami algeber nebo primitivnimi tridami algeber (typu A).
termin “rovnicova t¥ida” (equational class). Taky bych to vital, ale v ¢estiné
to néjak moc dobfe nezni.

7.5. Lemma. KazZdd varieta algeber je uzavrend na podalgebry, produkty
a faktorové algebry.

Diikaz. Bud A= My (E), A€ Aa (u,v) € E.

Je-li j : B — A prosty homomorfismus a h : F(M) — B homomorfismus,
je jh homomorfismus do A, tedy jh(u) = jh(v) a kone¢né h(u) = h(v).

Je-li ¢ : A — B homomorfismus na a je-li h: F'(M) — B homomorfismus,
vezmeme podle 6.3 homomorfismus f : F(M) — A takovy, ze ¢f = h a
dostaneme h(u) = qf(u) = qf(v) = h(v).

Konecné budte A4, € Aa h: F(M) — [, Ai. Potom pro kazdé i je
pih(u) = pil(v) a tedy h(u) = (pih(u))ics = (Pil(v))ics = Mv). O
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8. Birkhoffova véta o varietach

8.1. Lemma. Bud A tiida algeber uzaviend na podalgebry (t.j., A =SA).
Potom je Ep A prinik vsech kongruenci © na F(M) takovych, ze F(M)/O
je v A.

Diikaz. Podle definice je (u,v) € Ep(A) pravé kdyz (pfipomente si
oznaceni z 5.4)

Vh:F(X)—AcA (u,v)€ E).

Jelikoz Ej, = E, kde g : F(M) — h[F(M)] je definovano piedpisem g(z) =
h(x), muzeme se pii tom omezit na homomorfismy na (algebra h[F(M)] je v
SA a tedy opét v A) a tedy

Ev(A) = ﬂ{Eh |h: F(M) — A € A homomorfismus na}. O

8.2. 7 tvrzeni 8.1 a 5.6 okamzité dostavame

Dusledek. Bud A tiida algeber uzaviend na podalgebry a produkty. Po-
tom je F(M)/Ey A v A,

8.3. Lemma. Pro libovolnou mnozinu M je
MaEg A = My EpNA.

Dikaz. Pro (u,v) € Ep(A) muzeme podle 6.5.1 zvolit kone¢nou pod-
mnozinu K C M takovou, ze u,v € F(K). Zvolme K, C Q a zobrazeni
v:Q — M,5: M — € jejichz restrikce na Ky a K jsou vzajemné inversni.
Pripomenme si 6.1.1 a polozme

f=F®):FQ) - FM) a f=F®):FM)— F(Q).
Pro z € F(Kj) ay € F(K) mame
ffl@)=2 a ffly)=y

(z definice F(¢) a formuli v 6.1.1 snadno zjistime, 7e restrikce f a f na F(K;)
a F(K) jsou obrazy restrikei v, na Ky, K v korespondenci  — F(£)). Tedy
pro ug = f(u) a vy = f(v) a libovolny homomorfismus h : F(Q) — B € A
méame h(ug) = hg(u) = hf(v) = h(vg), takze (ug,vy) € E.A.
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Bud nyni A libovolnd algebra z MgEqA a h : F(M) — A libovolny
homomorfismus. Pro (u,v) € Epr A vezméme ug, vy a f zvolené v predchozim
odstavei. Tedy je (ug, vo) € EqA a tedy hf(ug) = hf(vo). To ale znamena, ze
h(u) = hf f(u) = hf(ug) = hf(ve) = hff(v) = h(v). Tedy je A € MyEyA.
0J

8.4. Véta. (Birkhoffova véta o varietach.) Trida algeber A C Alg(A)
je wvarieta pravé kdyzZ je uzavrend na isomorfismy, podalgebry, produkty a
faktorové algebry.

Dikaz. Je-li A varieta, je A = HSPA podle 7.5.

Bud nyni A = HSPA. Dokézeme, ze A = MoE, kde E = EqA. Bud A =
(X, a) € MqEqA. Podle 6.4 existuje homomorfismus h zobrazujici F/(X) na
A. Podle 8.3 je A € MxExA a tedy podle 8.1 mame Ex.A C Ej. Podle
2.5.2 existuje homomorfismus g : F(X)/ExA — A takovy, ze gqg = h, kde
q: F(X) — F(X)/ExAzobrazuje x na zEx.A. Podle 8.2 je F(X)/ExA € A.
Jelikoz h je na, musi byt i g na a tedy koneéné A € HA = A.

Dokazali jsme, ze MqEqA C A; opacnd inkluse plati vzdy. [

8.5. Z 7.2 dostaneme okamzité

Diisledek. Bud A C Alg(A) libovolnd tiida algeber. Potom HSPA je

nejmenst varieta obsahugjici A.

9. Poznamky o nékterych
specialnich algebrach

Tento oddil neni nijak systematicky. Jeho tcelem je pripomenout nékolik
jednoduchych fakt, kterd patii k vSeobecnému matematickému vzdélani.

Pripomeneme pojmy pologrupy a monoidu; zejména ukazeme, zZe asocia-
tivni operaci je vzdy mozno representovat jako operaci skladani zobrazeni, a
k tomu jesté néco vice. Podobny fakt ukdzeme o grupach. U grup pak jesté
na chvili zistaneme a zminime se o zvlastnim chovani kongruenci. Podobné
specidlni chovani kongruenci uvidime potom téz u okruhu. S tim souvisi
pojem idealu; dalsimi aspekty tohoto pojmu kapitolu uzavieme.

9.1. Pologrupa je algebra typu (2) jejiz jedina bindrni operace (ozna¢me
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ji tieba -) je asociativni, t.j. spliuje rovnici

Vo,y,z x-(y-2)=(z-y) -2

Monoid je algebra (X, - e) typu (2,0) takova, ze (X, -) je pologrupa a kon-
stanta e spliuje rovnici

Ve rz-e=e-x=2x. (%)

Plati-li jesté
Ve,y zry=y-x

mluvime o komutativni pologrupé resp. komutativnim monoidu.

9.1.1. Pozorovani. KaZdou pologrupu je mozno rozsirit na monoid.

Staci totiz pridat novy prvek e a definovat pro néj ndsobeni pravidlem
(). Uveédomte si, ze pokud jiz v nasi pologrupé prvek e’ chovajici se jako
jednotka byl, v rozsifeném monoidu jiz jednotkou neni — mame e'e = €/,

nikoli €’e = e.

9.1.2. Skladani zobrazeni je asociativni a tedy kazdd mnozina S zob-
razeni X — X uzaviena na skladani pologrupa; je-li v § identické zobrazeni
a povazujeme-li je za nuldrni operaci, mdme monoid. Ve skutecnosti, az na
isomorfismus, jiné pologrupy a monoidy nejsou, totiz

kazdd pologrupa muze byt representovdna jako pologrupa zobrazent neé-
jaké mnoziny do sebe, se skldddanim jako operact.

Dokézeme silnéjsi tvrzeni. Pro algebru A oznatme symbolem
End(A)

monoid vsech endomorfismu h : A — A. Plati

Tvrzeni (Cayleyova representace). Kazdy monoid M je isomorfni s
monoidem End(A) pro néjakou algebru A s dostateéné mnoha undrnimi ope-
racemi. Je mozno volit takovou, zZe |A| < |M|.

Diikaz. Pro monoid S = (X, -, e) (ndsobeni v ném déle budeme oznacovat
pouze juxtaposici) vezmeéme algebru

A= (X> (ps)seX)
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kde unérni operace p, jsou ddny predpisy (x — xs) (f1kd se jim pravé transla-
ce). Pro s € X déle definujme levé translace

As)=(z+—sz): X = X.

Ukazeme, ze
A:S — End(A)

je isomorfismus monoidu.
[. Kazdé zobrazeni A(s) je homomorfismus A — A: pro kazdé ¢t € X

mame
A(s)(piw) = s(xt) = (s2)t = p(A(s) (7))

I1. XMe)(z) = ex = x, tedy A(e) je identicky isomorfismus, a ddle mame
(Als) - M) () = AMs)(A(B)(2)) = s(tx) = (st)r = A(st)(z). Tedy je A
homomorfismus.

1. Je-li s # ¢t mame A(s)(e) = s #t = A(t)(e), tedy je A prosté.

IV. Konecné, kazdy endomorfismus h : A — A je levd translace: mame

h(z) = h(ex) = h(pze) = pz(h(e)) = h(e)r = Ape(z). O

Poznamka. Monoidy je mozno representovat jako End(A) s mnohem
specialnéjsimi typy algeber, na ptiklad s pouze dvéma undrnimi operacemi,
nebo s jednou bindrni operaci (dokonce asociativni). Takové representace
jsou ovSem mnohem obtiznéjsi.

9.2. Grupa je algebra (X;- e, ()™") typu (2,0,1) kde (X, e) je monoid,
a pro zbyvajici undrni operaci navic plati

Ve, z-zl=a'-az=e.

Nekdy se setkdvame, zvlast ve starsi literatuie, s trochu jinym zavedenim
pojmu grupy, totiz jako algebry G s asociativni operaci (tedy pologrupy) v
niz

e existuje prvek e € G takovy, ze pro véechna r € G je rte = ex = z (a
o tom se vzapeti dokaze, ze je jen jeden),

e a ke kazdému z € G existuje y € G takové, ze xy = yxr = e (a opét se
hned dokéze, ze prvek y je jednoznaéné urcéen prvkem x).
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Pti tomto pristupu (na rozdil od prvniho, kdy dostaneme varietu algeber)
podalgebra grupy nemusi byt grupa — k tomu je nutné explicite zadat, aby
piislusna podmnozina byla uzaviend na zbyvajici operace. Homomorfismy
ale vyjdou na stejno (dokazte to jako jednoduché cviceni).

Abelova grupa je grupa, v niz navic plati
Vey zy = yx.

Poznamenejme, ze je zvykem naznacovat, ze se jedna o Abelovu grupu tim,
7e operace se piSe jako soucet (a i pro piislusnou undrni operaci se uziva
sugestivntho znaceni —z, a také x — y pro x + (—y) a podobné.

9.2.1. Vétu o Cayleyové representaci muzeme snadno zuzit na grupy.
Pro algebru A ozna¢me symbolem

Aut(A)

grupu vsech automorfismu h : A — A. Obdobné jako v 9.1.2 dostaneme

Tvrzeni. Pro kaZdou grupu G ezistuje algebra A s dostatecné mnoha
undrnimi operacemi takovd, Ze G = Aut(A) = End(A), a Ze |A| < |S|.

Trividlnim dusledkem je znamy fakt, ze kazZdd konecnd grupa je aZ na
isomorfismus grupa permutact néjaké koneéné mnozZiny (ne nutné vsech, sa-
moziejme).

9.3. Ve varieté grup maji kongruence zajimavé chovani. Nez k nému
dojdeme, zavedeme si nasledujici znaceni (které budeme uzivat i u podobné
zélezitosti tykajici se okruhu v dalsich odstavcich). Pro libovolné dvé pod-
mnoziny X,Y C G piSme

XY ={zy |[xr € X, y €Y}, azjednodusujeme {a}X na aX.
Okamzité vidime, ze

(XY)Z=X(YZ) (={wyz|r e X,yeY,z e Z})

je-li A podgrupa, je AA = A.
Rekneme, 7e podgrupa N C G je normdind, plati-li

Va € G, aN = Na.
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9.3.1. Pozorovani. Je-li N C G normdini podgrupa, jsou aN a bN bud
totozné nebo disjunktni. JelikoZ aNbN = abNN = abN a aNa 'N = eN =
N, mnoZina {aN |a € G} tvori grupu (s jednotkou N ). Oznacime ji

G/N.

(Je-liax =by a x,y € N je a = bry ' a tedy aN C ON.)

9.3.2. Tvrzeni. 1. Pro kazdy homomorfismus grup h: G — H je h™'[e]
normdlni podgrupa grupy G.

2. Korespondence E +— {z |vEe} a N — {(z,y) |[x7'y € N} popisuji
vzdjemné jednoznacny vztah mezi kongruencemi na G a normdlnimi podgru-
pama.

Diikaz. 1. Pro x € h™![e] a libovolné a mdme azxa™' € h7'[e] a ax =
(axa™)a.

2. A ={z |xEe} je ziejmé podgrupa; pro x € A a libovolné a € G je
arEa a tedy ava™'Fe a ar = (axa™")a. Tedy je A normalni.

Pro grupu G/N z 9.3.1 vezméme homomorfismus h = (a — aN) : G —
G/N; potom je Ej, = {(a,b) |[aN = bN} = {(a,b) |[a~'b € N} (je-li a = bz,
r € N,jeb 'a=1x € N) atedy je ekvivalence {(a,b) |a~'b € N} kongruence.
To, ze pritadime-li podle formuli £ +— N — E’ a N — E — N’ dostaneme
E'=FE a N' = N se snadno ovéii a muze byt ponechdno ¢tenari. [

9.4. Komutativni okruh s jednotkou (déle jen okruh, o obecnéjsich okru-
zich mluvit nebudeme) je algebra R = (X;+,—( ),0,-,1) typu (2,1,0,1,0)
kde

e (X;+,—(),0) je Abelova grupa,
e (X;-, 1) je komutativni monoid,
e a kromé toho plati rovnice

x(y +2) =xy + x2.
(Nésoben{ z - y jiz pfseme zy.) Okruhy tedy tvoii varietu. Ctendf se jisté
jiz na zacatku studia seznamil se dvéma specidlnimi piipady okruhu: s obory

integrity, kde se navic pozaduje

ry=0 = x=0neboy=0,
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a télesy, kde
ke kazdému x # 0 existuje y takové, ze xy = 1.

Ani obory integrity ani téles jiz variety netvoii (vidime to hned napf. z toho,
ze nejsou uzaviené na produkty).

9.4.1. Idedlem v okruhu R rozumime podmnozinu J C R takovou, ze
e J je podgrupa grupy (X;+,—(),0) a
e je-lix € Jay e R obecny prvek, je xy € J.

(Srovnejte s idedly v distributivnich svazech, II1.3.) Budou nés zajimat
vlastni idedly J # R (coz je totéz jako pozadavek 1 ¢ J).

Tvrzeni. Vliastni idedly jsou korespondencemi
J=E={(zy) [r-—yeJ}, Ew—J={z[zE0}

ddny do vzdjemné jednoznacného vztahu s netrividlnimi kongruencemi (t.j.,
takovymi, Ze 0 nent kongruentni s 1).

Diikaz. E = {(z,y) |x —y € J} je kongruence: Bud zEz’" a yEy'. Potom
je(@+y)—(@+y)=(@-2)+y—-vy) € J, (-2)—(-2) = —(x—2) € J,
takze (z4+y)E(x'+y') a (—z)E(—2'); ddle, zy — 2’y = zy —2'y+ 2’y — 2’y =
(x—2)y+2'(y—y) € Jatedyi (zy)E(xY).

J ={x |zE0} je idedl: Je-li z,yE0 je (x £y)E(0+0) = 0 a pro z obecné
je (x2)E(0z) = 0.

Priradime-li podle formuli J — E +— J' a E'+— J — E’ dostaneme z € J’
pravé kdyz xEO prave kdyz x = v — 0 € J, a xE'y prave kdyz v —y € J
prave kdyz (z — y)EO pravé kdyz «Fy. O

9.5. Podobné jako v III.3 hraji zajimavou roli mazimalni idedly, t.j.
takové vlastni idedly J, pro které je jediny ostie vétsi idedl uz jen cely okruh

R, a prvoideadly, vlastni idedly J pro které plati

zyeJ = budzeJuneboyelJ

Tvrzeni. 1. KazZdy vlastni idedl je mozZno rozsirit na mazximdlni idedl.
2. Kazdy mazimdlni idedl je prvoidedl.
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Diikaz. 1. Dostaneme standardnim pouzitim Zornova lemmatu (sjedno-
ceni systém vlastnich idealu linedrné uspotradanych inklusi je vlastni ideal —
jednotka nebyla v zadném séitanci).

2. Bud J maximéln{ a ab € J. Pfedpoklddejme, Ze a ¢ J. Definujme
K ={x |xb e J}. K je ziejmé idedl a J C K, takze musi byt 1 € K a tedy
b=1beJ. O

V nasledujicim snadném tvrzeni oznacime R/J faktorovy okruh ziskany
podle prislusné kongruence.

Tvrzeni. J je mazimdlni idedl prdive kdyz R/J je téleso.

J je prvoidedl prdvé kdyz R/J je obor integrity.

Ponechame je jako cviceni, s timto navodem: V prvnim piipadé pro
(,0) ¢ E, t.j. x ¢ J zkoumejte mnozinu (idedl) {yz + j |y obecné, j € J}.
V druhém piipadé je to jesté snazsi: jestlize xyE0 je xy € J, takze x € J (a
tedy FE0) nebo y € J (a tedy yFEO).
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Kapitola V

Topologie

Piistupu k zachyceni predstavy prostoru a spojitosti je mnoho. Studenti
se obvykle nejdiive setkdvaji s pojmem metrického prostoru.

Je ddna mnozina bodu X a na sou¢inu X x X nezdpornd realnd funkce
p splnujici podminky

p(x,y) =0 prave kdyz = =y,

Y
pl,y) = ply, ),
p(x, z) < p(x,y) + ply, ) (trojihelnikova nerovnost).

Zobrazeni [ : (X, p) — (Y, 0) mezi metrickymi prostory je spojité jestlize
Vo € X Ve >0 30 > 0 takové, ze p(z,y) <0 = o(f(x), f(y)) <e.

Student se také brzy dozvi, Ze pro mnohé ucely (tFeba pro icely matematické
analysy) na konkretni metrice ani tak moc nezélezi — napiiklad v euklidovské
roviné muzeme misto geometricky nazorné vzdalenosti p((x1, z2), p(y1,y2)) =
V(@1 — )2 + (22 — y2)? vzit pohodIngjsi max(|z1 — yil, |za — v2|) a vie co
se tyka spojitosti zustane stejné.

V roce 1914 navrhl Felix Hausdorff popis struktury spojitosti pomoci
okoli. Ten se ve svych variantdch ispésné ujal (my budeme ddvat prednost
varianté v niz zékladnim pojmem jsou oteviené mnozZiny). Je to piistup
velmi nazorny: pojem okoli zachycuje intuici obklopeni (napt. bod a takovy,
ze p(a,(0,0)) < 1 je kruhem M = {z |p(z,(0,0)) < 1} obklopen a bod b
takovy, ze p(b,(0,0)) = 1 ne, i kdyz je téz b € M). Spojitost zobrazeni se
pak definuje pozadavkem aby

ke kazdému x € X a ke kaZdému okoli V' bodu f(x) existovalo okoli U

bodu x takové, ze f[U] C V.

Piiklad. Na mnoziné redlnych ¢isel povazujme M za okoli bodu x, ex-
istuji-li ¢isla a,b, a < = < b takovd, Ze otevieny interval (a,b) je ¢asti M.
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Ujasnéte si, ze spojitd zobrazeni v pravé uvedeném smyslu jsou presné ta,
kterd byla spojita v bézné ed-definici.

Pomoci okoli miuzeme leccos zjednodusit. Vezméme tieba rozsifenou
piimku R U {—o00,4+00}, pro body z R definujme okoli jako diive, a pro
+oo (resp. —oo) vezméme takova M pro kterd existuje ¢islo K tak, ze
{z |x > K} C M (resp. {z |xr < K} C M). Potom formule

pro kazdé okoli U bodu b existuje okoli V' bodu a tak, Ze f[V \ {a}] CU

definuje limitu funkce f v bodé a jako b, at uz je kterékoli z ¢isel a, b vlastni
nebo nevlastni.

1. Zakladni topologické pojmy

1.1. Rekneme, Ze na mnoziné X je definovana topologie pomoci okold je-li
pro kazdy prvek x € X uréena neprazdnd mnozina U(z) C exp X takova, ze

okl) pro kazdou U € U(x), z € U,

(ok1)
(0k2) U,V eU(z) = UNV eU(a),

(0k3) UeU(z) & UCV = Veul(),

(ok4) pro kazdou U € U(x) existuje W € U(x), W C U, takové,ze pro kazdé
yeWijelUeUly).

1.1.1. Fakt. Plati-li (ok1) az (ok4), plati téZ formalné silnéjsi

(ok4’) pro kazdou U € U(x) existuje W € U(x), W C U takové, Ze pro kazdé
ye W jeW elU(y).

Dikaz. Mnozina W = {y |U € U(y)} obsahuje = a je obsazena v U.
Pro y € W existuje podle (ok4) okoli V' C U takové, ze pro kazdé z € V je
U eU(z). Tedy je VC W apodle (ok3) je W e U(y). O

1.2. PopiSeme ted jiny pristup (brzy se ukdze, ze je s predchozim ek-
vivalentni). Rekneme, ze na mnoziné X je definovina topologie pomoct
otevrengch mnozin je-li ddna mnozina 7 C exp X takova, ze

(otl) 0, X €,
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(ot2) U,Ver = UNVer,
(ot3) Uyer,ieJ = U €T

Prvkum U € 71 fikdme otevrené mnoZiny.

Poznamka. Pojem oteviené mnoziny neni tak ndzorny jako pojem okoli,
zato se s nim mnohem snadnéji pracuje. Vsimnéte si téz, ze zde neni nic jako
trochu nepruhledny pozadavek (ok4).

valentni v nésledujicim smyslu: doplnime-li zakladni pojem vhodnou definici
druhého (jako odvozeného), dostaneme totéz, t.j., stejnou soustavu dvou
pojmu. To si nyni ujasnime podrobnéji.

Mame-li topologii U ve smyslu 1.1 definujme 7 formuli

U e jeliU € U(x) pro viechna x € U (%)

(U je oteviend je-li okolim kazdého svého bodu). Ctenaf snadno ovéid, ze 7
splituje pozadavky (otl) az (ot3).
Mame-li topologii 7 ve smyslu 1.2 definujme U takto:

U € U(z) existuje-li V € T tak,ze x € V C U. (%)

Opét snadno vidime, ze takovy systém spliiuje pozadavky (okl) az (ok4).

Zacnéme systémem U a vytvoime 7 podle (x); povazujme nyni 7 za zéklad
a definujme U’ podle (xx). Je-li U € U(x) zvolme V podle 1.1.1; potom V' € 1
atedy U e U'(x). Je-li U € U'(x), vezmeéme V z (xx). To je v U(z) a tedy
také U € U(x). Je tedy U = U.

Vezméme 7, definujme U podle (xx) a z toho 7/ podle (x). Je-li U € 7
je U € U(x) pro kazdé x € U (za V vezmeme U samo) a tedy U € 7'. Je-li
U € 7" zvolme pro x € U mnozinu V, € 7 tak aby x € V, C U a mame
U =U,ey Ve € 7 podle (ot3).

1.4. Uzaviené mnoziny. Méjme topologii na X danu jako soustavu
otevienych mnozin. Rekneme, ze podmnozina A C X je uzaviend, je-li X \ A
oteviena. Z DeMorganovych pravidel okamzité dostavame, ze

sjednocent konecného poctu a prunik libovolného systému uzavrenych
mnozin je uzavrend mnozina.
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Muzeme té7 zacit soustavou uzavienych mnozin (spliujicich tento pozada-
vek) a oteviené mnoziny definovat jako doplnky uzavienych.

1.5. Uzavér. Je-li M C (X, 7) definujeme uzdvér mnoziny M jako
M = ﬂ{A |A uzaviena, M C A}.

Jelikoz prunik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina
mame okamzité
1.5.1. Pozorovani. M je nejmensi uzaviend mnoZina obsahujici M.

Odtud bezprostiedné plyne

1.5.2. (1) M CMal=

2)MCN = MC

(3 MUN=MUN.

(4) M = M.

1.5.3. Pokud bychom chtéli definovat uzavér z okoli, bude se ndm hodit
nasledujici formule:

=

M = {x | pro kazdé okoli U bodu z, U N M # 0}.

(jellize MaUNM=0jeMCX\U, tedy MC X\Uax¢U. Jeli
r¢Mmimez e U=X\MaUNM=0.)

1.5.4. Topologii muzeme definovat také tak, ze za zakladni pojem vez-
meme uzavér, to jest zobrazeni u = (M +— M) : exp M — exp M spliiujici
formule z 1.5.2. Definujeme pak oteviené mnoziny jako takové, pro které je
w(X\U)=X\U, a M je okoli bodu z jestlize z ¢ u(X \ M). Je uziteéné
cviceni presvedcit se o ekvivalenci podobné jako v 1.3 nahofte.

A jesté jeden pojem: wvnitrkem mnoziny M rozumime nejvétsi otevienou
mnozinu v M obsazenou. Operace vnitiku ma vlastnosti obdobné vlastnos-
tem uzaveru (jaké presné?) a dd se vzit za zaklad definice topologie na dané
mnozineé.

Shrnuti a definice. Topologickym prostorem rozumime mnozinu na
které je definovdna topologie nékterym ze zminénych zpusobu. Je jedno
se kterym z pojmu (okoli, oteviené ¢i uzaviené mnoziny, uzdvér, vnitiek)
zacneme, stejné potom pracujeme se véemi. V této kapitole budeme topologii
obvykle zadavat otevienymi mnozinami, kvuli technické jednoduchosti.
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2. Piiklady
2.1. Metrické prostory. V metrickém prostoru (X, p) definujme
Oz, ) = {z |plz,y) < e}

Za okoli bodu z povazujeme kazdou M C X takovou, ze pro dost malé e
je Q(x,e) C M. Oteviend mnozina je (samoziejmeé) takovd, kterd je okolim
kazdého svého bodu.
Pro bod z € X a mnozinu A C X polozme p(z, A) = inf{p(z, a) |a € A}.
Definujeme
A= {z |p(z, A) = 0}

a fekneme, 7e A je uzaviend jestlize A = A.
Presvédcte se, ze vztahy mezi takto definovanymi pojmy odpovidaji de-
finicim z predchoziho oddilu.

O topologickém prostoru, ktery takto muzeme ziskat z metrického pro-
storu tikame, ze je metrisovatelny.

2.2. Diskretni prostor. Na mnoziné X vezméme za topologii 7 celou
exp X. Tedy, vSechny mnoziny M C X jsou oteviené i uzaviené, okolim
bodu je kazd4 mnozina, kterd ho obsahuje, M = M pro kazdou M C X. V
tomto pripadé mluvime o diskretni topologii na X.

2.3. Indiskretni prostor. To je opa¢ny extrém: za oteviené (a tedy i
uzaviené) mnoziny vezmeme jen () a X. Potom je jedinym okolim kteréhokoli
bodu cely prostor, a rovnéz tak uzavér neprazdné mnoziny je cely prostor.

2.4. Kofinalni topologie. Jen o trochu méné primitivni piipad: o-
teviené mnoziny jsou () a doplitkky konecnych mnozin. Uzaviené mnoziny
jsou pravé mnoziny konecné a cely prostor a tedy uzavér kazdé nekonecné
mnoziny je cely prostor.

2.5. Alexandrovova (kvasidiskretni) topologie. Bud (X <) pied-
usporddand mnozina (obvykle se nasledujici definice pouziva pro uspoiradané
mnoziny, ale ptedusporadani staci). Pripomenme oznaceni |M = {x |Jy €
M, z<y}alM ={z |3y € M, x > y}. V Alexandrovové topologii bereme
za oteviené vSechny rostouci mnoziny (t.j. takové U C X, ze TU = U).
Uzaviené jsou pak vsechny klesajici mnoziny (t.j. takové U C X, ze U = U,
a uzaveér je dan predpisem M =|M.

Vsimnéte si, ze v této topologii
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(qd) wviechny praniky oteviengch mnozin jsou oteviené, viechna sjednoceni
uzaviengjch mnozin jsou uzaviend, a \J,c, M; = U,e; M, pro kaZdy
systém podmnozin.

Proto se o Alexandrovovych prostorech také hovoii jako o prostorech kva-
sidiskretnich. Jako jednoduché cviceni si dokazte, ze kazdy prostor spliujici
(qd) vznikne pravé popsanym zptsobem z predusporadani (definujte z <y
jako {y} C {z}).

2.6. Scottova topologie. Vyjdeme opét z uspofadané mnoziny (X, <).
Za oteviené mnoziny nyni vezmeme

(Sc) ty rostouct podmnoziny U C X pro které plati, Ze kdykoli D je usmérnénd
asup D € U potom UN D # ().

Tato topologie sehrdla v teoretické informatice vyznamnou ulohu.

2.7. Base a subbase topologie. Base topologie 7 (zadané jako sou-
stava otevienych mnozin) je libovolna B C 7 takovi, ze

pro kazdon U € 7, U=|J{BeB|BCU}.

Uvédomte si, ze base muze byt mnohem jednodussi a prehlednéjsi nez celd
topologie: tak napt. basi topologie ptimky je mnozina vSech otevienych
intervalu (a stacily by )a, b( s raciondlnimi a, b), nebo basi roviny tvoii (napt.)
oteviené ctverce.

Subbase topologie 7 je libovolnd S C 7 takova, ze mnozina vSech konec-
nych pruniku prvku S je basi 7. Subbase mohou byt samoziejmé jesté
mnohem jednodussi nez base (pro topologii pfimky uz staéi vzit tfeba jen
{{z |z < a},{x | > a} | a raciondlni}.

Pozorovani. KaZdd podmnozina S C exp X je subbase néjaké topologie,
totiZ té nejmensi topologie v niZ jsou vsechny U € S oteviené. O této topologii
pak mluvime jako o topologit generované mnozinou S.

(Polozme 7 = {UC |[C € {NF |F koneénd C S}}. Tento systém
je uz uzavien na kone¢né pruniky (za prazdny prunik bereme celou X) a
libovolna sjednoceni, a na druhé strané kazda topologie obsahujici S zfejmé
musi obsahovat v8echny prvky z 7.)

2.8. Intervalova topologie. Bud (X, <) linedrné usporddand mnozina.
Mnozina vs$ech intervalu )a, b(= {x |a < x < b} tvoii basi t.zv. intervalové
topologie na (X, <).
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Pozor, nezaménujte s kvasidiskretni topologiii usporadani < !

2.9. Sorgenfreyova primka. A jesté jedna, trochu kuriosni topologie
na redlné piimce (hodi se napt. na ilustrovani nékterych jevi). Sorgenfreyova
topologie je generovana polouzavienymi intervaly; presnéji, ma basi {(a, b(=
{z la <z <b}|abeR}

3. Spojita zobrazeni

3.1. Zobrazeni f : X — Y je spojité zobrazeni (X,7) — (Y,0) jestlize ke
kazdému z € X a kazdému okoli V' bodu f(z) v topologii @ existuje okoli U
bodu z v topologii 7 takové, ze f[U] C V.

Snadno vidime, ze
3.1.1. Jsou-li f: (X,7) = (Y,0) ag:(Y,0) = (Z, k) spojitd zobrazent,
je i slozené zobrazeni gf : (X, T) — (Z, k) spojité.

3.2. Triviadlni pozorovani. Je-li na X diskretni topologie, nebo na 'Y
indiskretni topologie, je kazdé zobrazeni f : X — 'Y spojité.

3.3. Nasledujici vétu znate z metrickych prostoru. Plati obecné.

Véta. Bud f zobrazeni X = (X,7) do Y = (Y,0). Potom ndsledujici
torzeni jsou ekvivalentni.

(1) f je spojité.
2) Pro kazdou U otevienou vY je f~U] oteviend v X.

3) Pro kazdou A uzavienou vY je f~'[A] uzaviend v X.

(2)
(3)
(4) Pro kazdou M C X je f[M] C f[M].

(5) Pro kazdou M CY je f=[M] C f~'[M].

Diikaz. (1)=(2): Je-li @ € fU] je f(z) € U a U je jeho okoli, takze
pro néjaké okoli V bodu z je f[V] CU amdme x € V C f~1f[V] C f U]
a f~'[U] je okoli x.

(2)<(3) protoze vzorova funkce (M — f~[M]) zachovava dopliiky.

(3)=(4): M C f1f[M] C f'[f[M]] a jelikoz posledni mnozina je
uzaviena, M C f~[f[M]] a koneéné f[M

[
M) C f[M].
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(4)=(5) Plyne okamzité z toho, te f[f~[M]] C ff-[M] C M.
(5)=(1) Je-li f(z) ¢ Y\V jea & fTY \V]atedyz ¢ fHY\V]=

X\ f=1[V]. Polozme U = f~'V]. O

3.4. Z bodu (3) pfechozi véty a z toho, ze vzorova funkce zachovava
sjednoceni i pruniky okamzité dostaneme uzite¢ny

Disledek. Bud S libovolnd subbase topologic 6. Potom f : (X,7) —
(Y, 0) je spojité pravé kdyz pro kazdou U € S je f~HU] € 7.

3.5. Lemma. Bud D podmnozina intervalu 1T = (0,1) (ten pfedpo-
kladdme opatien topologii danou béznou metrikou) takovd, Ze pro kazdé dva
a < bel esistuje d € D takové, ze a < d < b. Budte Uy, d € D oteviené
mnoziny v topologickém prostoru X takové, Ze

d<e = U;CU..
Potom zobrazeni f : X — 1 definované predpisem
f(z) =inf{d |z € Uy}

je spojité.
Dukaz. Mame

f(z) > a pravée kdyz = ¢ ﬂ{Ud la <d} tj. xel\ ﬂ{Ud la < d},
f(z) <a pravé kdyz z € U{Ud la > d}

takze f~1[)a, )] a f~1[(0, a(] jsou vzdy oteviené. Pfitom {)a,1),(0,a(|a € T}
tvoii subbasi prostoru I. [

3.6. Homeomorfismus. Existuje-li k spojitému zobrazeni f : (X,7) —
(Y, 0) inversni zobrazeni g : (Y,0) — (X, 1), které je téz spojité, fikame, ze
f je homeomorfismus a ze prostory (X, 1) a (Y, 0) jsou homeomorfni.

Tedy,

zobrazeni f : X — Y které je spojité, prosté a na je homeomorfismus
prave kdyz plati kterékoli z ndsledujicich tvrzeni:

(1) pro kazdou U otevienou v X je f[U] oteviend v'Y,

(2) pro kazdou A uzavienou v X je f[U] uzaviend v'Y,

(3) pro kazdou M C X je f[U] = f[U].
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3.7. Poznamka a cviéeni. Budte (X, <), (Y, <) uspofddané mnoziny.
Ovérte, ze zobrazeni f : X — Y je spojité vzhledem k Alexandrovovym
topologiim pravé kdyz je monotonni, a je spojité vzhledem ke Scottovym
topologiim pravé kdyz zachovava suprema usmérnénych mnozin.

4. Zakladni konstrukce.

4.1. Podprostor. Bud (X,7) topologicky prostor a ¥ C X. Snadno
ovérime, ze

Y ={UNnY |U € 7}
tvofi topologii na Y. O té se mluvi jako o topologii podprostoru, nebo topologii
indukované na podmnoziné.

Pro zobrazen{ viozen{ j : Y C X mdme Y NU = j7'U]. Tedy je j :
(Y, 7]Y) — (X, 7) spojité. Nadto je topologie podprostoru volena “dspor-
né”: jsou zde jen ty nejnutnéjsi oteviené mnoziny potiebné k tomu, aby toto
zobrazeni spojité bylo. To ma dulezity dusledek.

Tvrzeni. Bud Y podprostor prostoru X a bud j : Y C X zobrazeni
vioZent. Je-li f = jg: Z — X spojité zobrazeni, je g - Z — Y spojité.

(¢7'[j'[U]] = f'[U] pro oteviené U jsou oteviené mnoziny, a v Y jiné
oteviené mnoziny nez 5~ '[U] nejsou.)

4.1.1. Pozorovani. V prostoru (Y, 7|Y) jsou uzaviené mnozZiny prdvé
mnoziny tvaru ANY kde A je uzavrend v X, uzdvér mnoZiny M dostaneme
z ptwodniho jako MNY , a okolf jsou priniky pivodnich okoli s nasi podmno-
Zinou.

4.1.2. Vlozeni podprostoru. Trochu obecnéji, jsou-li (X,7), (Y,0)
topologické prostory a j : Y — X prosté zobrazeni, a je-li

0={;"U]U €}

hovotime o j jako o vloZeni podprostoru. Uvédomte si, ze jde presné o to, ze
restrikce (z — j(x)) : X — j[X] zobrazeni j je homeomorfismus.

4.2. Souciny (produkty). Méjme dan systém (X;,7;), @ € J, topo-
logickych prostori. Na kartézském soucinu [[,., X; definujme topologii 7
subbasi

{pj'[U]1j € J. Uemnl,
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kde p; : [[;,c; Xi — Xj jsou projekce (z;)ic; — x;. O karézském soucinu
[L,c; Xi opatieném touto topologii mluvime jako o soucinu nebo produktu
systému (X, 7;), a chceme-li zduraznit, ze se jedna o tento prostor a ne jen
o jeho nosnou mnozinu, piseme [ [, (X;, 7).

Pro konec¢né systémy piSeme

(Xl,Tl) X (XQ,TQ), X XY x Z, X1 Xoeee XXn

a podobné.

4.2.1. Poznamky. 1. Piipomente si [.7 a uvédomte si, ze i zde
jsou podprostory a souciny projektivné vytvoreny. Topologie je zde urcena
pozadavkem, aby vyznagna zobrazeni (v prvnim pfipadé vlozeni, ve druhém
projekce) byla spojitd pfi co nejmensim systému otevienych mnozin.

Podobné u faktorového prostoru a u sumy (ddle v 4.3 a 4.4) pujde o
injektivni vytvéreni.

2. Vsimnéte si, ze pro koneéné systémy metrickych prostoru se topologie
shoduje s topologii sou¢inu danou metrikou (nebo nékterou z metrik) jak to
znate z kursu analysy.

4.2.2. Podobné jako u soucinu v predchozich kapitolach plati

Véta. Méjme ddan systém spojitych zobrazeni f; : Y = (Y,0) — (X;, 1),
i € J. Potom existuje prdvé jedno spojité zobrazeni f : Y — [[,c,(Xi, )
takové, Ze pro vsechna i € J je p;f = f;.

Diikaz. Zobrazeni z 1.3.6 splnujici p;f = f; pro vSechna i € J (totiz
fy) = (fi(y))ics) je spojité podle 3.4: mame f~[p;'[U]] = f'[U]. O

4.3. Faktorovy prostor (kvocient). Bud (X,7) topologicky prostor
a q: X — Y zobrazeni na (zejména mame na mysli situace, kdy na mnoziné
X je déna ekvivalence E a ¢ je projekce (x — Ex): X — X/E). NaY
definujme topologii
0={U|qg U] e}

Je to tedy zase extrémni (tentokrat nejvetsi) topologie takova, ze ¢ : X —
Y je spojité. Mluvime o faktorové nebo kvocientové topologii, pripadné o
faktorovém nebo kvocientovém prostoru ¢i faktorprostoru nbo kvocientu.
Analogicky s tvrzenim v 4.1 snadno dokazeme
Tvrzeni. Bud Y kvocient prostoru X pii zobrazeni ¢ - X — Y. Je-li
f=gq: X — Z spojité je g - Y — Z spojité.
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4.4. Sumy. Méjme dén systém (X, 7;), i € J, topologickych prostoru.
Na disjunktnim sjednoceni [],.; X; = J,c; Xi x {i} definujme topologii 7
basi

ieJ
{Lz[U] |’L € J, U € Ti}7

kde ¢; : X; — [l,c; Xi jsou injekce (z +— (z,7)). O ziskaném prostoru
mluvime jako o sumé systému (X, 7;). Byly-li mnoziny X; jiz predem dis-
junktni, pouzijeme za nosnou mnozinu samoziejmé jednodusseji | J,. ; Xi.
4.4.1. Analogicky jako v 1.7.3 snadno zjistime, ze plati

Véta. Méjme dan systém spojitych zobrazend f; : (X;, ;) — (Y,0), 1 € J.
Potom existuje prdvé jedno spojité zobrazeni [ [, ,(X;, ;) — (Y, 0) takové, zZe
pro vsechna it € J je fu; = f;.

(Jednd se samoziejmé o f(x,i) = fi(z).)

icJ

4.5. A jesté trochu terminologie: jsou-li 7 a 6 topologie na téze mnoziné
a je-li 7 C 0, fikdme o 7 ze je slabsi resp. hrubsi a o 0 ze je silnéjsi resp.
Jjemnéjsi.

5. Neékolik specialnich pozadavku

5.1. Rekneme, ze prostor (X, 7) spliiuje axiom Ty (nebo ze to je Ty-prostor)
jestlize

pro kazdé = # y v X existuje U € 7 tak, zex ¢ U > yneboy ¢ U > x. (Ty)

Snadno vidime, ze plati -
5.1.1. Fakt. X spliuje Ty prdve kdyz {z} = {y} = x=y.

5.2. Rekneme, ze prostor (X, 7) spliuje axiom T; (nebo ze to je T-
prostor) jestlize

pro kazdé = # y v X existuje U € 7 tak, ze x ¢ U 2 y. (Ty)

Snadno vidime, ze plati

5.2.1. Fakt. X splnuje Ty prdve kdyz vsechny koneéné mnozZiny jsou
uzavrené.

(Podminka T ikd piesné to, ze kazdd jednobodova mnozina je uzaviena.)
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5.3. Rekneme, 7e (X,7) je Hausdorffiv prostor (nebo, e spliuje axiom
Ty) jestlize

pro kazdé x #y v X existuji U,V € 7 tak, ze x € U, y € V a
Uunv=19. (T2)

5.3.1. Véta. Budte f,g: X — Y spojitd zobrazeni a bud Y Hausdorffiv
prostor. Potom mnozina {x |f(x) = g(x)} je uzaviend.

Dikaz. Dokazeme, ze {z |f(x) # g(x)} je oteviend. Pro f(z
zvolme oteviené disjunktni U > f(x) a V 3 g(z). Potom f~[U]
lezi v {z | f(z) # g(x)}, je oteviend, a obsahuje x. [

) # g(z)
N V]

5.3.2. Rekneme, ze M je hustd podmnozina topologického prostoru X,
je-li M = X. 7 5.3.1 okamzité dostaneme

Dusledek. Budte f,g : X — Y spojitd zobrazent, bud Y Hausdorffiv
prostor a nechl pro néjakou M hustou v X je f|M = g|M. Potom je f = g.

5.3.3. Poznamky a piiklady. Kvasidiskretni topologie (viz 2.5) je
Ty pokud je mnozina (X, <) usporddand a ne jen preduspoiadand. Kromé
diskretniho pfipadu, podobné jako Scottova topologie, neni T;. Kofindlni
topologie (2.4) je Ty, ale na nekone¢né mnoziné neni Hausdorffova. Met-
rické prostory (a také Sorgenfreyova piimka) jsou Hausdorffovy; maji ale téz
mnohem silnéjsi vlastnosti, o kterych budeme mluvit v dalSich odstavcich.

5.4. Regularita. Rekneme, ze (X, 7) je reguldrni (nebo ze splituje axiom
T3) jestlize

pro kazdy bod x a pro kazdou uzavienou A takovou, ze = ¢ A

existuji U,V € ttak, zex € U, ACV aUNV =0. (T3)

5.4.1. Véta. Ndsledujici tvrzeni o topologickém prostoru X = (X, 7)
jsou ekvivalentni

(1) X je reguldrni.

(2) Pro kazdy bod x € X a kazdé jeho okoli M ezistuje uzaviené okoli N
takové, ze x € N C M.

(3) Pro kazdou U € T,

U=\ J{vIver VCU}
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Diikaz. (1)=(2): Bud W € 7 takové, ze z € W C M. Méme = ¢ A =
X\ W a tedy existuji U,V € 7 takové, ze x e U, X \W CValUNV =4.
Polozme N = U.
(2)=(3): Pro kazdy bod x € U zvolme uzaviené okoli N, C U a otevienou
V., takovou, ze x € V, C N,. Potom V, C U a méme U = Usex Vo
(3)=(1): Jestlize x ¢ A a A je uzaviend zvolme U > z tak, aby V C X\ A.
Polozme V = X\ U: potom NC X\UCW CM. O

5.5. Uplnd regularita. Rekneme, 7e (X, 1) je uplné regquldrni (nebo ze
splituje axiom T, %) jestlize

pro kazdy bod z a pro kazdou uzavienou A takovou, 7e x ¢ A
existuje spojité ¢ : X — I takové, ze ¢(x) =0 a ¢[A] C {1} (T,

)

N

(I je uzavieny interval (0,1)).

5.5.1. Relace <<. Snadno vidime, ze podmnozina D intervalu I = (0, 1)
je husta jestlize pro kazda dvé a < b v [ existuje d € D takové, ze a < d < b
(stejné je tomu v kazdé intervalové topologii). Pro oteviené mnoziny U,V
piseme U<V jestlize pro néjakou hustou D C I existuji oteviené Uy, d € D
takové, ze
U=U U=V ad<e = Uy CU..

Vsimneéte si, ze
<< je nejvelsi interpolationi relace obsaZend v relacs

<= {UWV)|UVeT, UCV}.
5.5.2. Véta. Ndsledujici tvrzeni o topologickém prostoru X = (X, 7)
jsou ekvivalentni
(1) X je uplné reguldrni.

(2) Pro kazdy bod x € X a kaZdou otevienou U > x exituje oteviend V 3 x
takova, zZe V<<U.

(3) Pro kazdou U € T,

U= J{VIVer VvxU}.
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Diikaz. (1)=(2): Bud ¢ zobrazeni z definice pro z a A = X \ U. Za D
muzeme vzit cely interval a polozit U, = ¢~ *[(0,5(1 4+ a)(], Uy = U (je-li
a<c<bjeU, Co'[{0,5(1+c)(] CU,).

(2)=(3) je zfejmé.

(3)=(1) plyne z Lemmatu 3.5. O

5.6. Normalita. Rekneme, ze (X, 7) je normdini (nebo ze spliuje axiom
Ty) jestlize

pro kazdé dvé disjunktni uzaviené A, B existuji disjunktni
oteviené U,V & 7 takové, 2e ACU a BCV. ('Ty)

Véta (Urysohnovo lemma). Prostor X je normdlni pravé kdyz pro kazdé
dvé disjunkini uzavrrené A, B existuje spojité zobrazeni ¢ : X — 1 takové, Ze
¢lA] € {0} a ¢[B] € {1}.

Diikaz. =: Oddélme A, B otevienymi mnozinami U, V" a polozme U(0) =
UaU(1l) = X\ B. Mé&jme jiz nalezeny U(d) prod = 55, m <n, 0 < k < 2™
tak, ze U(d) C U(e) kdykoli d < e. Vezméme nyni uzaviené disjunktni U(Q%),
X\U(%), oddélme je otevienymi disjunktnimi U 2 U(3%), V 2 X \U(52)
a polozme U (2tL) = U. Tak pro diadicky raciondln{ d induktivné dostaneme
oteviené U(d) spliujici predpoklady lemmatu 3.5, a odtud zaddanou funkci.

«: Staci vzit ¢7'[(0,5(] a ¢7')3,1)]. O

2

5.6.1. Pozorovani a cviceni. KaZdy metrisovatelny prostor je normdlind.
(Muazeme piimo popsat funkei ¢ oddélujici dané mnoziny tak jak je to ve
vété nahote. Pripomenme si 2.1 a pro disjunktni uzaviené A, B polozme

B p(x, A)
) = S A) 1 o B)

Z disjunktosti a uzavienosti vidime, ze p(x, A) 4+ p(z, B) # 0 pro vSechna z.
Jako cviceni dokazte podrobné, ze toto zobrazeni ¢ je spojité.)

5.7. O pozadavcich T; se obvykle mluvi jako o oddélovacich azxiomech.
Posloupnost

T, <« T\ <« T, <« T, <« T3%&T1 < T,&T,
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sméiuje od naprosté obecnosti k prostorum stéle vice “geometrickym” (brzy
uvidime, ze prostory s vlastnosti T3%&T1 se od podprostoru Euklidovskych
prostort lisf jen moznou “nekone¢nou dimensi”.

Z4dn4 z téchto implikaci se nedd obratit. U prvnich dvou je to patrné z jiz
uvedenych prikladu, ukazat, ze Hausdorffova vlastnost neimplikuje regularitu
je téz snadné, a to, ze uplnd regularita neimplikuje normalitu také neni piiliz
tézké. Vztah mezi regularitou a iplnou regularitou vsak byl dlouho problém.

Jesté si vSimnéte pridanych pozadavku T;; bez vhodnych pozadavku
navic by “vyssi” oddélovaci axiomy ty “nizsi” neimplikovaly. K tomu aby-
chom z (iplné) regularity dokdzali T ve skutecnosti sta¢i uz Tp; normalita
a Ty ale Ty neimplikuje.

5.8. Oddélovani a zakladni konstrukce. Zadna z odélovacich vlast-
nosti se nezachovava pii faktorisaci (trividlnf piiklad: zobrazme R na {0,1}
tak, ze racionalnim ¢islum pritadime 0 a iraciondlnim 1. Potom kvocien-
tova topologie nemd ani vlastnost Ty). Naopak sumy, z trividlnich duvodu,

~ v

5.8.1. Véta. Viastnosti T;, 1 =0,1,2,3 a 3% se zachovdvaji v podpros-
torech a produktech.

Diikaz. Pripady ¢ = 0,1,2 jsou trividlni (je-li v produktu (z;); # (vi)i
je pro néjaké k xp # yp v Xy; tam oddélime pomoci U piipadné U a V' a
pouzijeme p; '[U] a p; '[V]).

Regularita a iplnd regularita: Je-li X (dplné) regularni, ¥ C X, A
uzaviend v 'Y a y € Y takovy, ze y ¢ A zvolme B uzavienou v X takovou,
aby A= BNY. Potom y ¢ B a oddélime-li y od B v X (at uz mnozinami
U, V nebo redlnou funkei ¢), oddeli UNY, VNY', resp. ¢|Y, bod y od mnoziny
A zddanym zpusobem.

Budte nyni X;, i € J, reguldrni (rep. tplné reguldrni), A C X = [[ X,
uzaviend a X ¢ A. Potom x € U = X \ A a jelikoz U je oteviena v X,
existuji iy, ..., i, € J takze v € (|, pi_jl(Uj) pro né&jaké U; oteviené v X .
V regularnim pripadé zvolme oteviené V; tak, aby z;; € V; C Vj c U;.
Polozme V = ﬂp;ﬂ/;] aW =X\ ﬂp;jl[vj]. Potom z € V; jelliy € A
jey ¢ ﬂpi’jl[Uj] a tedy pro néjaké k je y;, ¢ Uy, tedy y;, ¢ Viyay € W,
Ziejmé V NW = (.

V tiplné reguldrnim ptipadé zvolme spojitd zobrazeni ¢; : X;, — I takova,
ze ¢;(xi;) = 0 a ¢;[X;, \ U;] € {1}. Definujme ¢ : X — I piedpisem
o(y) = max(1(yi;), .- Palyi;)). Ziejme () = 0 a je-li y € A existuje j
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tak, ze y;, ¢ U; a tedy ¢(y) = 1. Ovéfent, Ze ¢ je spojita funkee je snadné a
mohu je ponechat ¢tenari. [

5.8.2. Poznamka. Normalita se ale obecné nezachovava ani v pod-
prostorech ani v souc¢inech. Na predvedeni prikladu nemame v této chvili
pripraveno dost fakt, prilis obtizné ale nejsou.

5.9. Vlastnost T;1&T; jiz topologické prostory velmi priblizuje met-
rickym. V nésledujicf vété uvidime, Ze se na né muzeme divat jako na
podprostory “zobecnénych Euklidovskych prostora” R™ (nebo krychli 1T™) —
pripustime-li nekone¢né mocniny, dostaneme je uz vSechny.

Pripomenme, ze mocninou X* rozumime produkt [, ,, X kde X,,, =
X pro vsechna m € M. Plati

Véta. (Tichonovova véta o vlozeni) Prostor je uplné requldrni a Ty prdvé
kdyz je homeomorfni s néjakym podprostorem krychle TM pro dost velkou
mnozinu M.

Diikaz. Podle predchozi véty jsou podprostory krychli uplné regularni a
Tl.

Necht naopak X je tplné reguldrni a T;. Polozme

M={¢: X - 1| ¢ spojité}.
Podle 4.2.1 existuje (pravé jedno, ale to zde nepouzijeme) spojité zobrazeni
p:X -1

takové, ze
pro vSechna ¢ : X — I, pgp = ¢

(muze vds mast, ze ¢ zde vystupuji jako indexy i jako spojitd zobrazeni;
uvédomte si, ze proti tomu nic nemluvi).

Zobrazeni u je prosté: Je-liz # y v X zvolme ¢ € M tak aby ¢(z) # ¢(y).
Potom py(1u(x)) # pe(u(y)) a tedy musi byt pu(z) # p(y) -

Zbyva tedy dokdzat, ze téz zobrazeni f : ¢[X]| — X inversni k p je
spojité. Pro podmnozinu A C X je f~![A] = u[A] a tedy mame dokdzat, ze
pro kazdou A uzavienou v X je u[A] uzaviena v u[X]. Pro y € pu[X]\ p[A],
tedy y = u(x), ¢ A, zvolme ¢ : X — I tak, aby ¢(z) = 0 a ¢[A] C {1}
a polozme U = p'[(0, 3(]. Méme py(y) = pyp(z) = ¢(a) = 0, tedy y € U,
zatimco pro kazdé a € A je pyp(a) = ¢(a) = 1, takze UNp[A] = 0 a mnozina
ulA] = p[X] N plA] je uzaviend v u[X]. O
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Poznamka. Vsimnéte si podobnosti s konstrukei v I1.5.3.2. Tato podob-
nost vubec neni nahodna.

5.10. Na prvni pohled se nezda, ze by mohl byt néjaky rozumny oddélo-
vaci axiom mezi Ty a T4, ale je, a v teoretické informatice sehral jistou roli.
Rekneme, ze X splituje podminku T'p (to se piSe misto trochu nepohodlného
T, ) jestlize

pro kazdy = € X existuje U € 7, tak, ze x € U a U N {z} = {z}. (Tp)

Napriklad kvasidiskretni prostory jsou vzdy Tp tfebaze kromé trivialnich
pripadu nejsou T}.

5.11. Strizlivé prostory. Divejme se na okamzik na operaci pruniku
otevienych mnozin jako na jakési ndsobeni. Potom se mnoziny typu X \ {z}
chovaji jako “prvocisla”, to jest, je-li

X\{z}=UnV,

musi byt bud U = X \ {2} nebo V = X \ {z} (z nesmi byt v obou U i V,
jinak by bylo i v pruniku, a je-li uz dejme tomu z € X \ U, je {z} C X\ U
a U C X\ {z}). Stifzlivé prostory jsou To-prostory, v nichz jind “prvocisla”
nejsou.

V korektnéjsi terminologii: Rekneme, ze W € 7 je ireducibilni, jestlize
W #X a

W=0nV,UVer = W=UneboW=V.

Prostor je strizlivy jeslize pro kazdou ireducibilni W existuje prave jeden bod
x takovy, ze X = X \ {z}.

5.11.1. Véta. Kazdy Hausdorffuv prostor je stiizlivy.

Diikaz. Necht W € 7 neobsahuje aspoii dva ruzné body z,y. Zvolme
U,V € 7 disjunktni tak, aby 2 € Uay € V. Potom W = (WuUU)N(WUV)
aWuUW#WUV. O

5.11.2. Poznamka. Stiizlivy prostor nemusi byt T; (a ani Ty neimp-
likuje stiizlivost). Napiiklad konec¢né kvasidiskretni prostory jsou stiizlivé.
Scottovy (i nekone¢né) prostory jsou ¢asto stiizlivé — piiklad opaku byl
vyznamny vysledek.

110



6. Kompaktnost

6.1. Pokryti (presnéji, oteviené pokryti, ale o jinych zde mluvit nebudeme)
topologického prostoru (X, 7) je podmnozina U C 7 takovd, ze JU = X.
Casto mluvime o pokryti U podmnoziny Y C X jestlize UU O X. Jeid
pokryti X a V C U podsystém takovy, ze stéle jesté |JV = X, mluvime o
podpokryti, nebo o pokryti vybraném z U (je to jen slovni obrat, nejde o zadny
vybérovy princip).

6.2. Rekneme, 7e prostor X je kompaktnd, da-li se z kazdého jeho pokryti
vybrat koneéné podpokryti. Mluvime o kompaktni podmnozinéY (obecného)
prostoru (X, 7) je-li podprostor (Y, 7|Y") kompaktni; vSimnéte si, Ze to zna-
mena presné to, ze z kazdého pokryti U podmnoZiny Y lze vybrat konecné
(je-li totiz U C 7 takové, ze YU D Y, mame pokryti {UNY |U € U}
prostoru Y).

6.3. Véta. 1. KaZdd uzaviend podmnozina kompaktniho prostoru je
kompaktnt.

2. Obraz kompaktni podmmnoZiny pri spojitém zobrazeni je kompaktni
podmnoZina.

Diikaz. 1. Je-li X kompaktni a A C X uzaviend, je pro kazdé pokryti U
podmnoziny A systém U U {X \ A} pokryti prostoru X. Z toho vybereme
koneéné V, a V\ {X \ A} pokryje A.

2. Bud f: X — Y spojité, A kompaktni podmnozina X a U pokryti
mnoziny f[A]. Potom {f~'[U] |[U € U} pokryva A. Vyberme Uy, ..., U, €U
tak, aby U, f1Uil = fHUL, Uil 2 Aamame J;_, U; O f[Al. O

6.4. Vsechna pokryti tvoii zna¢né neprehlednou mnozinu. Nésledujici
véta umoznuje dokazat, ze prostor je kompaktni na zakladé mnohem mensiho
systému.

Véta. (Alexanderovo lemma) Necht pro néjakou subbasi S prostoru X =
(X, 1) plati, Ze z kazdého pokrytiU C S lze vybrat konecné podpokryti. Potom
X je kompaktnd.

(Poznamka. V dukazu budeme pouzivat Zornovo lemma. Jednoduseji
to nejde: tvrzeni je ekvivalentni s axiomem vybéru.)

Dukaz provedeme sporem.

Rekneme, ze pokryti je velké, nelze-li z néj vybrat koneéné podpokryti.
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Fakt. Ezistuje-li velké pokryti, existuje i maximalni velké pokryti, t.j.,
takové velké pokryti A, Ze kdykoli U ¢ A, dd se jiz z AU{U} konecéné
podpokryti vybrat.

(Skutecne, uzijme Zornova lemmatu: Je-li 2 soustava vsech velkych
pokryti linedrné usporddand inklusi, musi byt | J2( také velké pokryti,
protoze kdybychom z néj vybrali koneéné¢ V = {Uy,...,U,} a U; €
A; € 2 bylo by V ¢asti nejvétsiho z A;.)

Polozme B = 7\ A. Potom plat:
U € B pravé kdyz pro néjaké Uy, ... .U, € AjeUUU,U---UU, = X.
(= z maximality A, < z toho, ze A je stale jesté velké). Nasledkem toho,
VOUeB = VeB (*)
Ge-iUUUU---UU, =X jetézVUULU---UU,=X) a
UVeB = UNVeRB (%)

(je-iUUUU---UU, = X aVUVU---UV, =X, je UNnV)UYU,UYV; =
ouyu,uyviyn(vuyu,uyv) = X).

Vezméme nyni libovolny bod z € X. Jelikoz A je pokryti, existuje U € A
takové, ze x € U, jelikoz je S subbase, existuji Si,...,95, € S takové, ze
z € ()., S; CU. Nyni ale nemohou byt vsechny S; v BB, protoze v takovém
piipadé by podle (x*) bylo (), S; a podle (x) také U v B. Tedy nékteré z
S; je v A, coz je spor, protoze to vzhledem k tomu, ze bod = byl libovolny

znamend ze jiz AN S je pokryti; z toho by se muselo dat vybrat kone¢né.
OJ

6.4.1. Priiklad. Takto tieba snadno vidime, ze I je kompaktni. Vez-
méme S = {(0,a( |a € T} U{)a,1) |a € I} a pokryti Y C S. Polozme
s =sup{a |[(0,a({€ U}. Ziejmé s neni v zadném (0, a(€ U a tedy pro néjaké b
je s €)b,1) € U. 7 definice suprema a toho, ze s > b méme (0, a({€ U takové,
ze a > b. Potom I = (0, a(U)b, 1).

6.5. Véta (Tichonovova véta o soucinu). Soucin libovolného systému
kompaktnich prostoru je kompaktnd.

Diikaz. Budte X; = (X;,7,), i € J, kompaktni. Vezméme pokryti U
prostoru X = [] X; které je podmnozinou subbase S = {p;'(U) |U € 7;} a
oznatme U; = {U € 7; |p; ' (U) € U}. Potom
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existuje k € J takové, Ze Uy pokryvd Xj.
(kdyby ne, méli bychom pro kazdé i bod z; ¢ |JU;; jenomze (x;); lezi v
nékteré pj_l(U) € U atedy x; € U € U;). Vybereme-li nyni z Uj, konecné
pokryti V, mame kone¢né podpokryti {p,; (V) |V € V}. O

6.5.1. Zejména pak libovolny soucin konecénych prostoru je kompaktni.
Tento fakt ma uzite¢né dusledky v kombinatorice a v logice.

6.6. Véta. V Hausdorffove prostoru X je kazZdd kompaktni podmnozina
uzavrend.

Diikaz. Bud A C X kompaktni podmnozina. Pro x ¢ A a a € A zvolme
Uy, V, oteviené disjunktni takové, ze z € U, a a € V,. Potom {V, |a € A} je
pokryti mnoziny A a muzeme z ného vybrat konecné V, ,...,V,, . Polozme
U=, Us. U je okoli bodu z a neprotind A, takze x ¢ A. Tedy A C A.
O

6.6.1. Dusledky. Bud f : X — Y spojité zobrazeni, X kompakini a Y
Hausdorffuv. Potom

(1) pro kazdou uzavienou A C X je f[A] uzaviend,

(2) je-li f prosté, je to vloZeni podprostoru,

(3) je-li f na, je to kvocient, a

(4) je-li f vzdjemné jednoznacné, je to homeomorfismus.

6.7. Veta. Kazdy Hausdorffuv kompaktni prostor je normdlind.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze je regularni. Bud z ¢ A, A uzaviend a
tedy kompaktni. Pro a € A zvolme U,,V, oteviené disjunktni takové, ze
x €U, aa €V, Potom {V, |a € A} je pokryti kompaktni mnoziny A
a muzeme z ného vybrat konecné V, ...V, tak, ze A CV = ., Va,.
Polozme U = (_, Uy, amdme x € U a UNV = 0.

Pro normalitu nyni proceduru zopakujeme: Pro b € B zvolime disjunktni
Vi 3 bal, DA, vybereme Vi, , ..., V; pokryti B, a polozime U = (_, Uy,
aV = U?:l %z U

6.8. Cechova-Stoneova kompaktifikace. Bud X tplné regularni T-

prostor. Vezméme
[y X — ]I]W(X)

z5.9 s mnozinou M (X) = {¢ : X — I |¢ spojité}. Podle 6.5 je ™ kompaktm
a tedy je i B(X) = puyx[X] kompaktni. Pro f: X — Y definujme f : IMX
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M) piedpisem pyf = pyr. Mame

Fie = py f

(stale uzivame 4.2.2; véetné jednoznacnosti: p¢f,ux = Dotibs = Of = Popiv f)

a tedy podle 3.3 f[3(X)] C [ux[X]] C uyf[X] C B(Y). Muzeme tedy
definovat spojité 3(f) : B(X) — B(Y) predpisem B(f)(x) = f(x) a oznacime-
li vx restrikci px na X — [(X), mdame

ﬁ(f)yx =uvyf.

Podle 6.6.1,
pro kompakitni prostor X je v, homeomorfismus.
Odtud dostédvame (piipomerite si téz 5.3.2)

Vétu (o Cechové-Stoneové kompaktifikaci) Pro kazdy dplné requldrni T)-
prostor X ezistuje kompaktni Hausdorffuv prostor B(X) a husté viloZeni v, :
X — B(X) takové, zZe pro kazdé spojité zobrazeni f : X — 'Y do kompakiniho
Hausdorffova prostoru existuje (prdvé jedno) spojité zobrazeni f : B(X) — Y
takové, ze fvx = f.

(Totiz, f =15 B(f).)

Pozndmka. Prostory 3(X) jsou dost slozité a nepiili§ snadno predsta-
vitelné. Napiiklad pro nekompaktni metricky X neni 3(X) nikdy metriso-
vatelny.

6.9. Lokalné kompaktni prostory. Rekneme, ze prostor X je lokdlné
kompaktni jestlize pro kazdy bod z € X a pro kazdé jeho okoli U existuje
kompaktni okoli K C U.

Lokélné kompaktni prostory hraji velmi podstatnou roli v matematice i
v informatice. Zde pouze upozornime na to, ze

kompaktni prostor nemusi byt lokdlné kompaktni,
ze ale na druhé strané

kazdy Hausdorffuv kompaktni prostor lokdlné kompaktni je
(dokazte to jako jednoduché cviceni).

6.10. Lindelofovy prostory. A jesté jeden pojem piibuzny kompakt-
nosti. Rekneme, ze prostor je Lindeldfiv, dé-1i se z kazdého jeho pokryti vy-
brat podpokryti nejvys spocetné. Néco vice se o takovych prostorech dozvime
v pristi kapitole, nyni uvedeme jen jednu vétu o oddélovani.
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Véta. Reguldrni Lindeldfuv prostor je normdlnd.

Dikaz. Budte A, B disjunktni uzaviené podmnoziny regularniho Lin-
deltfova prostoru X. Pro x € A zvolme otevienou U(x) tak, aby x € U(z) C
U(z) C X \ B. Uzavieny podprostor Lindelofova prostoru je Lindelofav (ze
stejného duvodu jako v obdobném tvrzeni o kompaktnich prostorech) a tedy
z pokryti {U(z) |v € A} muzeme vybrat spocetné podpokryti Uy, Us, ...
mnoziny A. Bez tjmy obecnosti muzeme ptredpokladat, ze Uy C Uy C - --
(puvodni Uy, Us, Us, ... muzeme nahradit Uy, Uy UUs, Uy UUsUUs, . .. ), takze
dostavame systém otevienych mnozin

Uy CU, CUs C -+ takovy, ze AC|JU; a U;nB=9.

=1

Podobné zvolime oteviené

ViCV, CV3C - takové, ze BQUVZ- a V;NA=0.
=1

Polozme U] = U;N (X \V;) a V/ = V;N (X \ U;). Potom stale jeste A C U =
Us,UlaBCV =J2,V/,UaV jsouoteviené, a U NV = ) protoze pro
vsechny dvojice i, j je Ui NV} =0 (je bud i < j a potom U; N (X \ U;) =0
nebo je j <iapotom V;N(X\V,)=0). O

Poznamky. 1. Zjistit, ze prostor je regularni je casto velmi snadné, a
Lindelofova vlastnost také nemusi byt nepruhlednd. 7 véty tak napt. snadno
plyne, ze Sorgenfreyova piimka je normadlni; piimy dukaz by tak snadny
nebyl.

2. Kromé jiného dava tato véta tusit, pro¢ bylo tak obtizné najit priklad
prostoru, ktery byl regularni ale ne uplné regularni.

7. Souvislost

V tomto odstavci se budeme kratce zabyvat geometricky velmi ndzornym po-
jmem souvislosti prostoru. Zhruba feceno, pujde o zachyceni dvou pfedstav:
(1) o otazku zda prostor “drzi pohromadé” nebo se rozpadd na viceméne
nezavislé ¢asti (“souvislost” — viz 7.1), a
(2) o otdzku, zda se muzeme “dostat z libovolého mista na libovolné jiné
bez skoku” (“kiivkova souvislost” — viz 7.7.).
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7.1. Rekneme, ze podmnozina A topologického prostoru X je obojetnd,
je-li zaroven oteviend i uzaviend. V kazdém prostoru X mame trividlni
obojetné mnoziny X a (). Pujde o to, zda tam jsou také jiné.

Neprazdny prostor je souvisly, neobsahuje-1i kromé trividlnich zadné jiné
obojetné mnoziny; jinak tikdme, 7e je nesouwvisly. Jinymi slovy, neprazdny
prostor X je nesouvisly

existuji-li v ném dvé neprdzdné disjunkini oteviené mnoziny A, B ta-
kové, ze X = AU B,

nebo

existuji-li v ném dvé neprdzdné disjunktni uzaviené mnoZiny A, B ta-
kové, Ze X = AU B.

Podmnozina Y prostoru (X, 7) je souvisld resp. nesouvisld je-li prostor
(Y, 7]Y’) souvisly resp. nesouvisly.

7.2. Dulezity priklad. Interval I je souvisly:

Necht I = AUB anecht A, B jsou neprazdné disjunktni uzaviené mnoziny.
Necht dejme tomu 1 € B. Polozme s = sup A. Ziejmé je s € A = A (protoze
v kazdém intervalu )s — €, s + €( je bod z A) a tedy s < 1. Jenomze potom
kazdy interval )s — €, s + €( obsahuje také bod z B a s € B = B, coz je spor.
O

7.3. Véta. Spojity obraz souvislé mnoziny je souvisld mnoZina.

Dikaz. Bud f : X — Y spojité zobrazeni a bud M C X souvisld
mnozina. Necht f[M] = AU B kde A, B jsou disjunktn{ neprdzdné uzaviené
podmnoziny f[M]. Oznaéme g : M — f[M] restrikci zobrazeni f. Potom je
g spojité zobrazen{ (viz 4.1) a méme tedy M = g~ '[A]Ug~*[B] s disjunktnimi
neprazdnymi uzavienymi g~'[A], g7'[B]. O

7.4. Véta. Uzavér souvislé podmnoZiny je souvisld podmnoZina.

Diikaz. Bud M souvisld podmnozina prostoru X, bud M = AU B s
disjunktnimi uzavienymi A, B (uzavienost v M je totéz jako uzavienost v
X). Potom madme M = (ANM)U(BNM)s AN M, BN M disjunktnimi
uzavienymi v M. Jedna z téchto mnozin musi byt prazdna, dejme tomu
MNA = (. Potom je M C B a nasledkem toho M C B a A musi byt
prazdna. U
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7.5. Véta. Necht je X = Uices Xis necht vsechny podmnoziny X; C X
jsou souvislé a necht pro kazdé dva indexy i,j € J existuji i1, ..., i, takové,
ze

i=1y, j=1i, apro k=1,...,n—1 jevidy X;, NX; ., #0. (%)

Potom je X souwvisly prostor.

Diikaz. Necht je X = AU B s disjunktnimi otevienymi A, B. Potom pro
kazdy index i € J je X; = (X;NA)U(X;NB) s X;NA, X;N B disjunktnimi
otevienymi v X;. Tedy musi byt vzdy jedna z téchto mnozin prazdna, takze je
vzdy bud X; € Anebo X; C B. V prvnim pfipadé zafadime i do podmnoziny
Ja C J, v druhém piipade do Jg C J. Je-lii € J4, a j € Jg mame ziejme
X;NX; = 0. Podle (x) jsou tedy vsechny indexy v jedné skupiné, dejme tomu
v J4. Je tedy X; C A pro vsechna i, tedy X = (JX; C A, aB=0. O

7.6. Dusledek. Soucin dvou souvislych prostori je souvisly.

Dikaz. Vyberme 2o € X. Mame X xY = (({X x{y} |y e YH U
({xo} X Y), vSechny s¢itance souvislé (homeomorfni s X nebo Y'), a soustava
splnuje predpoklady predchozi véty. [

Ve skutecnosti plati obecnéjsi

7.6.1. Véta. Soucin libovolného systému souvislych prostori je souvisly.

Dukaz. Podle 7.6 je predevsim soucin kazdého takového konecného sys-
tému souvisly. Bud nyni X;, i € J libovolna soustava souvislych prostori.
Vyberme pro kazdé ¢ € J bod a; € X; a uvazujme pro kone¢né podmnoziny
K C J podprostory

Xk = {(x;)ics |pro vSechna i ¢ K, z; = a;}.

Prostor Xk je homeomorfni s [[, . X; (dokazte) a tedy souvisly. Pro li-
bovolné konecné K, L C J je Xk, X C Xkur a tedy podle 7.5 je M =
U{Xk |K koneénd C J} souvisld podmnozina. Pro libovolnou neprazdnou
otevienou basickou mnozinu U = (\,.p '[Ui] je UN Xk # 0, tedy je
[1, X; = M souvisly podle 7.4. O

Poznamka. Véta se da obratit:

Je-li 1], X souvisly, jsou vsechny jednotlivé X; souvislé.
O to se postard véta 7.3 a spojité projekce.

Vsimnéte si, ze v tom hralo podstatnou roli to, Ze jednou z podminek
souvislosti bylo, aby prostor byl neprazdny.
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7.7. Kiivkova (obloukovd) souvislost. Cestou (nebo kfivkou) spo-
jujici body = a y v prostoru X rozumime spojité zobrazeni ¢ : I — X takové,

ze p(0) =z a ¢(1) = y.
Rekneme, Ze neprazdny prostor je kfivkové (nebo téz obloukove) souvisly,
daji-li se v ném libovolné dva body spojit kiivkou.

7.7.1. Véta. Krivkove souvisly prostor je souvisly.

Dikaz. To je opét dusledek véty 7.5 (a ovSem téz 7.2 a 7.3). Zvolme
pevné bod xy € X a potom ke kazdému bodu x € X kiivku ¢, : I — X
spojujici zg s . Potom mdme X = (J{¢.[[] |x € X} asystém {¢.[I] |z € X}
spliuje predpoklady véty 7.5. U

Disledky. Tedy na piiklad vSechny euklidovské prostory jsou souvislé,
a obecnéji vSechny jejich konvexni podmnoziny. Ale jesté obecnéji, vSechny
podprostory u nichz umime popsat spojeni kiivkami, tieba sféry
{z |p((0,...,0),z) =1} a podobné.

7.8. Priiklad. V euklidovské roviné R x R vezméme podprostor
1
X={0,y) | -1<y<1}U{(z,sin—) |0 <z < 1}.
x

Mnozina M = {(z,sin 1) [0 < 2 < 1} jako obraz souvislého intervalu )0, 1)
pii spojitém zobrazeni x — (z,sin %) je souvisla a M = X, takze podle 7.3
je cely X souvisly. Neni vsak kiivkové souvisly: body tvaru (0,y) s body
mnoziny M se kfivkami spojit nedaji.

7.9. Lokélni souvislost. Rekneme, ze prostor X je lokdlné souvisly
jestlize pro kazdy bod x € X a pro kazdé jeho okoli U existuje souvislé okoli
VCU.

Priklad 7.8 ukazuje, ze souvisly prostor nemusi byt lokalné souvisly: mala
okoli bodua tvaru (0,y) souvisld okoli neobsahuji. Poznamenejme, ze intuici
souvislosti odpovidaji spis prostory, které jsou zdroven souvislé a lokalné
souvislé nez prostory pouze souvislé. Ctendfi moznd bude také pripadat, ze
v pifkladu 7.8 ¢asti {(0,y) | —1 <y <1} a {(x,sin2) |0 < 2 < 1} nedrzi v
geometrickém nazoru piili§ krasné pohromadé.

7.10. Totalni a extremdlni nesouvislost. Jesté dva pojmy tykajici se
nesouvislosti. Bude se jednat o prostory geometricky ne zrovna nejzajimaveéj-
si, ale hrajici (zejména prvni z nich) vyznamnou roli.
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Prostor X je totalné nesouwvisly jestlize pro kazdy bod z € X a pro kazdé
jeho okoli U existuje obojetné okoli V' C U. Prostor X je extremdiné nesou-
visly jestlize uzaveér libovolné oteviené mnoziny je oteviend (a tedy obojetnd)
mnozina.

Totalné nesouvislé prostory si snadno predstavime. Napiiklad prostor
raciondlnich ¢isel, nebo zndmé Cantorovo discontinuum jsou totdlné nesou-
vislé. Netrividlni piiklady extremalné nesouvislych prostoru jsou jiz méné
nazorné. Abychom néjaky uvedli: snadno se ukaze, ze Cechova-Stoneova
kompaktifikace extremalné nesouvislého prostoru je opét prostor extremalné
nesouvisly, tedy je extremélné nesouvisly kazdy 5(X) s diskretnim X.
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Kapitola VI

Metrické a uniformni prostory

1. Zopakovani nékolika pojmai.

1.1. V prvni ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat nékolika specidlnimi
vlastnostmi metrickych prostori. Nékteré z pojmu, které uvedeme (separa-
bilita, hromadny bod a j.) maji obecnou topologickou platnost; zarazujeme
je sem proto, Ze nas budou zvast zajimat nékteré jejich aspekty v merickém
kontextu.

Budeme se ale také zabyvat pojmy, které jsou s metrikou svazany vice, a
nezachovavaji se obecné pii homeomorfismech. O takovych pojmech tikame,
7e nejsou topologické.

1.2. Pfipomenme, 7e se v metrickém prostoru (X, p) zavadi vzdélenost
bodu x od mnoziny A C X ptredpisem

p(x, A) = inf{p(x,a) | a € A}

a ze pro uzaveér plati

A={x| p(x,A) = 0}.

Nasledkem toho,
1.2.1 podmnozina A C X je hustd prdvé kdyZ ke kaZdému x € X a
kazdému € > 0 existuje a € A takové, Ze p(x,a) < e.

1.3. Diametr mnoZiny A je definovan predpisem
diamA = sup{p(z,y) | =,y € A}.

Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je omezeny jestlize diamX < +oo.

Plati
Tvrzeni: diamA = diamA.
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Diikaz. Necht diamA > diamA. Zvolme z,y € A tak aby p(z,y) >
diamA + 2¢. Kdyz nyni zvolime ',y € A tak aby p(z,2'),p(y,y’) < €
dostaneme spor p(x,y) < p(z,2') + p(z',y) + p(¢,y) < e + diamA +e. O

Y

1.4. Ptripomenime jesté kulova okoli bodu

Qz,e) ={y | p(z,y) <e}.

Plati
Tvrzeni: 1. diamQ(z,e) < 2e.
2. Je-li a < (3 je Qz,a) C Qz, B).

Diikaz. Prvni tvrzeni je trividlni. Bud nyni y € Q(z, ). Zvolme z €
Q(x, ) tak aby p(z,2) < 8 — a. Potom p(z,y) < p(z,2) + p(z,y) < B. O

1.5. Dale ptipominame, ze posloupnost (z,), konverguje k bodu z jestlize
ke kazdému € > 0 existuje ng takové, ze pro n > ng je p(zn, ) < . Rikdme
pak, ze posloupnost (z,), je konvergentni, ze x je jeji limita, a piSeme z =
lim z,,.

1.5.1. Pozorovéani. Konverguje-li posloupnost (x,), k x, konverguje k
témuz bodu 1 po libovolném prerovnani. To jest, pro libovolné vzdjemné jed-
noznacné zobrazeni ¢ mnoziny prirozenych ¢isel N na sebe je opét lim g,y =
x.

(Skutecné, stac¢i vzdy nahradit ¢islo ny z definice ¢islem n; dostatecné
velkym tak aby {1,2,...,n0} C ¢[{1,2,...,n1}].)

1.6. Cauchyovské posloupnosti. Posloupnost z,, n = 1,2,... v
metrickém prostoru (X, p) je Cauchyovskd jestlize

Ve > 0 dng takové, ze m,n > ny = p(zp, xy) < €.

Ziejmé
kazdd konvergentni posloupnost je Cauchyovskd.

Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je dplng jestlize je v ném kazda
Cauchyovska posloupnost konvergentni.

1.7. Metriky p, 0 na mnoziné X jsou siné ekvivalentni, existuji-li kladna
¢isla «, B takova, ze pro vSechna z,y € X je

a-o(z,y) < plz,y) < B-o(z,y).
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Diilezity piiklad. Budte (Xi, p;), (X3, p2) metrické prostory. Na mno-
ziné X = X; x Xy definujme

p((z1,22), (y1,92)) = /o1 (@1, 41)% + pa(wa, y2)?, (1.7.p)
o((z1,22), (Y1, 42)) = pr(z1,y1) + p2(22, y2), (1.7.0)
(1, 2), (Y1, y2)) = max(py (21, Y1), p2(72, Ya))- (1.7.)

Je snadno vidét, ze vSechny tii formule definuji metriky na X, a ze kterékoli
dvé z nich jsou silné ekvivalentni. Tak dostdvame (ve tfech variantich)
soucin (nebo produkt) danych metrickych prostoru. Presvédcte se, ze je to
v souladu s topologiemi: v prislusnych topologiich podle V.5.4 dostaneme
souc¢in topologickych prostoru.

1.7.1. Euklidovské prostory. Souc¢in R x --- x R n-krat budeme
oznacovat
E,

a budeme o ném mluvit jako o n-rozmérném Euklidovském prostoru. Bézné
euklidovské geometrii odpovidd metrika typu z formule (1.7.p); pro nase
tvahy bude obvykle pohodInéjsi metrika z formule (1.7.1).

1.8. Jednoduchy pfiklad na kterém je vidét kde co. Zobrazeni

20 — 1
= — ) I, =0 1(=4{tl0<t <1 R
6= (o= o) B =01 {0 < <1}~ R
1+ + |z
e _— :R ]I
vl Sy ) R

jsou spojitd a vzajemné inversni. Tedy jsou Iy a R homeomorfni.
Vidime tedy, ze

e omezenost neni topologicky pojem: Iy omezeny je a R omezeny nent;

e vlastnost “byti Cauchyovska posloupnost” neni topologicky pojem: po-
sloupnost (%)n je v Iy Cauchyovska, ale jeji homeomorfni obraz (qﬁ(%) =

1 — %), neni Cauchyovskd v R;

e tplnost neni topologicky pojem: Iy tiplny neni a R dplny je (viz pristi
oddil).

Snadno ale vidime, Ze vSechny tyto pojmy se zachovavaji pii silné ekvi-
valentnich metrikach. Zejména tedy budeme-li o nich mluvit u soucinu, je
jedno, kterou z nahote uvedenych metrik vezmeme.
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2. Separabilita a totalni omezenost

2.1. Topologicky prostor je separabilni, existuje-li v ném (nejvys) spocetna
husta podmnozina.

2.2. Véta. Nasledujict torzeni o metrickém prostoru X = (X, p) jsou
ekvivalentni.

(1) X je separabilnt.
(2) X md spocetnou basi oteviengch mnoZin.
(3) X je Lindeldfuv.
Diikaz (1)=(2): Bud M spocetnd hustd podmnozina. Polozme
B ={Q(m,r) |m € M, r raciondlni}.

Dokazeme, ze B je base. Vezméme otevienou U, x € U a ¢ > 0 takové,
ze Qz,e) € U. Nyni zvolme m € M tak, aby p(x,m) < 3¢ a raciondlni r
takové, ze %8 <r< %8. Potom z € Q(m,r) C Q(z,e) C U: skutecne, je-li
p(m,y) <, je p(z,y) < p(z,m) + p(m,y) < (5 +3)e =e.

(2)=(3): Bud B spocetnd base a U libovolné oteviené pokryti. Oznacme
B ={BeB|3U €U, BCU}. Potom je B’ spocetné pokryti, a vybereme-
li pro kazdé B € B’ néjakou Ug € U tak, aby B C Up, je také {Up |B € B'}
spocetné pokryti.

(3)=(1): Pro kazdé kladné piirozené n vyberme z pokryti {Q(z, ) |2 €
X} spocetné podpokryti

1 1
Qg =)o QU =),
(Bt 2)s o W)

Potom je mnozina {z, | n,k=1,2,...} hustd v X. 0O

Poznamka. V obecném topologickém kontextu plati jen (velmi snadné)
implikace (2)=-(3) a (2)=(1), nic vic.

2.2.1. Vlastnost (2) z véty 2.2 se zfejmé prenasi na libovolné podprostory.
Méme tedy téz

Disledek. Podprostor metrického separabilniho prostoru je separabilni.

Podprostor metrického Lindelofova prostoru je Lindeldfiv prostor.

(Prvni z téchto tvrzeni nijak nepfekvapi, a ostatné se dd snadno dokézat
piimo. Druhé tvrzeni ale moznd trochu prekvapujici je: Lindel6fova vlastnost
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je velmi piibuzna kompaktnosti a ta se v podprostorech obecné nezachovava.
V obecném topologickém kontextu neplati ani jedno.)

2.3. Rekneme, 7e metricky prostor je totdlné omezeny, existuje-li pro
kazdé € > 0 kone¢na podmnozina M (e) takova, ze

pro kazdé x € X je p(xz, M(e)) < e. (TO)

2.3.1. Pozorovani. Kazdy totadlné omezeny metricky prostor je omeze-
ny, ale omezeny prostor nemusi byt totdlné omezeny.

(Mame diamX < diamM(1) + 2. Na druhé strané, definujeme-li na
nekonecné mnoziné X vzdélenost p(x,y) = 1 pro vSechny dvojice = # v,
je ziskany prostor omezeny; koneénd M (%) v8ak neexistuje.)

2.3.2. Véta. Podprostory a souciny totdlné omezengch prostori jsou
totdlné omezené.

Diikaz. 1. Podprostory: Budte M(g) mnoziny z (TO) pro prostor X, bud
Y C X podprostor. Pro z € M(3¢) zvolme y(z) € Y takové, ze p(z,y) <
%6 pokud takové y existuje, jinak k x nevolme nic. Podle trojihelnikové
nerovnosti potom spliuji

M(6) = {yla) | € M(32)

pozadavek (TO) pro podprostor Y.

II. Souciny: V soucinu X = (X1, p1) X (Xa, p2) vezméme metriku p z
1.7 a zvolme v (X, p;) mnoziny M;(e) podle (TO). Potom v X sta¢i vzit
M(e) = My(e) x My(e). O

2.3.3. Véta. Podprostor Euklidovského prostoru E,, je totdlné omezeny
prave kdyz je omezeny.

Dikaz. Protoze kazdy omezeny podprostor E, se vejde do souc¢inu ome-
zenych intervalu, staci podle 2.3.2 dokdzat, ze kazdy omezeny interval J je
totdlné omezeny. Pro € > 0 zvolme n tak aby % < € a polozme

k
ME)={= [k="..,~2,-1,0,1,2,...}NJ. O

2.4. Véta. Metricky prostor X je totdlné omezeny pravé kdyz z kazdé
posloupnosti v X lze vybrat Cauchyovskou podposloupnost.
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Diikaz. 1. Je-li X totdlné omezeny zvolme mnoziny M (1) podle definice.
Je-li mnozina P = {x; | i« = 1,2,...} koneénd, obsahuje nase posloupnost
konstantni podposloupnost, a ta je samoziejmé Cauchyovska. Jinak zvolme
nejprve my € M (1) tak aby P, = P N Q(my, 1) byla nekonec¢nd, a potom k;
tak, aby xp, € P;. Jsou-li jiz zvoleny

1 1
m; € M(=), j=1,...,n—1,takové, ze P; = P;_; N Q(m;, -)

J J
jsou nekonecné, a k; < ky < --- < k,_; takové, ze Ty; € P;,

zvolme m,, € M(%) tak aby P, = P,_1NQ(my, 1) byla nekone¢nd, a k,, > k,_1
tak, aby z, € P,. Potom je posloupnost zy,, Tk,, T,, ... ziejmé Cauchy-
ovska.

II. Necht X neni totdlné omezeny. Potom existuje ¢ > 0 takové, ze
pro kazdou konecnou M C X existuje x € X tak, ze p(z, M) > e. Zvolme
libovolné bod x; a mame-li jiz body x4, ..., z, nalezeny zvolme z,, tak, aby
P(Tpg1,{x1,...,2,}) > €. Z takto ziskané posloupnosti ziejmé Cauchyovskou
vybrat nelze. [

2.5. Véta. Kazdy totdlne omezeny prostor je separabilni.
Diikaz. Staci vzit M =J;"  M(+) O

2.5.1. V jednom s dalsich oddilu se ndm bude hodit jednoduchy dusledek
tohoto faktu a vét 2.2 a 2.4:

Disledek. Je-li z kazdé posloupnosti v prostoru X mozZno vybrat kon-
vergentni podposloupnost, je X Lindeldfiv.

3. ['J'plné metrické prostory.

Pripomenme si definice z 1.6. Plati

3.1.1. Lemma. Posloupnost (z11,x21), (T12, T22), (€13, T23), ... U Souci-
nu X1 X Xy je Cauchyovska prave kdyz kazZdd s posloupnosti x;1, T, T3, . . .
je Cauchyovskd v X;.

Diikaz. Pouzijeme metriku z (1.7.1). Necht je

(55117 3521)7 (3312, 91?22)7 («7/’13, x23)7 -

Cauchyovska. Pro € > 0 zvolme ny tak, aby pro m,n > ng bylo
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Potom pro m,n > ng je pi(Zim, Tin) < €.

Budte naopak obé posloupnosti x;1, 2, Z;3, ... Cauchyovské. Zvolme n;
tak, aby pro m,n > n; bylo p;(zim,xm) < €. Potom pro ng = max(ny, ny) a
m,n > ng je w((Tim, Tom), (T1n, T2n)) <e. O

3.1.2. Ddsledek. Soucin dvou uplngch metrickych prostoru je uplny
prostor.

3.2. Veéta. Podprostor Y C X dplného prostoru je iuplny prdve kdyz Y
je uzavrend podmnozZina v X.

Diikaz. Bud Y uzaviend podmnozina v X a bud v, ys, ... Cauchyovsks
vY atedyiv X. Tam mé limitu y; vzhledem k uzavienosti Y je y € Y.

Necht Y neni uzaviend. Potom v nf existuje posloupnost v1,vs, ... kterd
ma limitu v X \ Y. Jelikoz je yi,y9, ... konvergentni v X, je Cauchyovska,
a takova je i v Y, protoze tam jsou stejné vzdalenosti; v Y ale limitu nema.
O

3.3.1. Pozorovani. Kazddi Cauchyovskd posloupnost tvori omezenou
mnoZinu.

(Zvolme ng tak aby pro m,n > ngy bylo p(x,,x,) < 1 a polozme d =
max{p(xm,, x,) |m,n < ng}. Potom je pro libovolnd m, n, p(zm,, r,) < d+2.)

3.3.2. Lemma. Z kazdé omezené posloupnosti redlnyjch cisel je mozno
vybrat konvergentni podposloupnost.
Dikaz. Je-li xq,x,,... omezena posloupnost, je mnozina

M = {r € R | z,,, > r pro nekone¢né mnoho indexu m}

omezend a neprazdna a ma tedy konec¢né supremum s. Pro kazdé k podle
definice mnoziny M existuje nekoneéné mnoho indexu n takovych, ze

! < < s+ !
s— =<z s+ —.
k " k
Zvolme n; tak aby s—1 < z,,, < s+1 a pak induktivné ny tak aby ng1 > ng
a s—% < Ty, < s+%. Ziskand posloupnost z,,,, Tn,, Tns,, . . . potom konverguje
ks O

3.3.3. Véta. Redlna primka R je uplng prostor. Nasledkem toho jsou
véechny uzavirené podprostory euklidovskiych prostoru uplné.
(Prvni z tvrzeni je slavnd véta Bolzano-Cauchyova.)
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Dikaz. Prvni tvrzeni dostaneme bezprostiedné z 3.3.1 a 3.3.2, druhé je
pak dusledkem vét 3.1 a 3.2. [

3.4. Ridké mnoziny a mnoziny prvni kategorie. Pfipomeite si
definici husté podmnoziny, t.j. takové M C X, 7e M = X (viz V.3.2).
Podobné nazorny je pojem ridké podmnoziny: jedna se o takovou podmno-
zinu M C X, ze doplnék jejiho uzavéru je hustd mnozina, t.j., zZe

X\M=X

(uvédomte si dulezitost toho, ze mnozinu M nejprve uzavieme; pouhd vlast-
nost “byt doplnék husté mnoziny” nemd valny smysl).

MnoZina proni kategorie je sjednoceni spocetné mnoha ftidkych mnozin.
Ta muze, na rozdil od fidkych mnozin, zaplinovat velkou ¢ast prostoru —

tfeba raciondlni primka je celd prvni kategorie. U uplnych prostoru se to
vSak nikdy nestane. Plati velmi vyznamna

Véta. (Baireova véta) Zddny dplngf prostor nend prond kategorie v sobé.
Dikaz. Budte A,, n = 1,2,... fidké v X. Tedy jsou X \ A, husté.
Mnozina X \ A; je husta oteviend; miuzeme proto zvolit

otevienou U; # 0 tak, aby By = U; C X \ A; a diamB; < 1 (%)

(tfeba U; = Q(z,¢) pro néjaké x € X \ A; a dost malé € — viz 1.3 a 1.4).
Méjme nyni nalezeny neprazdné oteviené Uy, ..., U, takové, 7e Uy, D Uy =
B a diamB;, < % Potom je (X \ A,41) N U, neprdzdnd oteviensd mnozina a
muzeme zvolit

— 1

otevienou U, 1 # () tak aby B,,1 =U,.1 C X \ A, adiamB,; < 1
n

(tfeba zase Q(z, ) pro n&jaké x € (X'\ A, 1)NU, a dost malé ). Dostdvame
posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin B; O By D --- takovych, ze

o diamB, < %, a
e B, C X\ A,

V B, zvolme bod b,. Potom pro k > n je by € B, a tedy je posloupnost
b1, by, bs, ... Cauchyovskd a ma limitu b. Jelikoz {b,,bn11,bps0,...} C B, a
B,, je uzaviena, je b € B,, a tedy

be (B, C[ X\ A4,) =X\ JA.
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Tedy U4, # X. O

3.5. Zuplnéni metrického prostoru. Ozna¢me C(X, p) mnozinu véech
Cauchyovskych posloupnosti v prostoru (X, p). Pro (z,)n, (yn)n € C(X,p)
polozme

P ((@n)ns (Yn)n) = lim p(an, yn)-

(Tato limita existuje: Zvolime-li pro € > 0 ¢éislo ng tak aby pro m,n > ng bylo
p(xna$m) < % a p(ynaym) < %a mame p(xnvyn) < p(ajmajm) + p(xmaym) +
PUns Ym) < €+ p(Tm, Ym) takze |p(zn, Yn) — p(Tm, Ym)| < € — absolutni hod-
nota protoze potadi m,n muzeme obratit. Posloupnost (p(x,,y,)), je tedy
Cauchyovska.) Bezprostiedné vidime, ze

e p'(p,q) >0ap(pp) =0,
e p'(p,q) =0 (q,p), a
o '(p,r) < p'(p.q)+p'q,r).

(Funkcim s témito vlastnostmi se Fika pseudometriky; od metrik se lisi jen
tim, ze p/(p, ¢) muze byt nula i kdyz p # q.)
Definujme nyni

(Tr)n ~ Yn)n Jestlize  p'((2n)n, (Yn)n)

a na mnoziné X t¥{d ekvivalence (tu, kterd obsahuje (,,), budeme oznagovat
[(zn)n]) zavedme

p(n)nl: [(yn)nl) = 0" ((Tn)ns (Yn)n)

(tato definice nezdvisi na vybéru representantu: je-li p ~ p’ a ¢ ~ ¢ je

Pw.d)<pW,p)+opa+r(a,d)=r(p q)-
Tim jsme dostali metricky prostor

(X, p).

3.5.1. Lemma. Zobrazeni . = (x — Z = [(z,x,z,...)] je (isometrické)

vlozent prostoru (X, p) do prostoru (X, p). Obraz |[X] je v (X, p) husty.
Diikaz. Prvni tvrzeni je trividlni: z definice dostaneme okamzité p(z,y) =

p(,y).
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Bud nyni [(2,).] € X a ¢ > 0. Zvolme ng takové, ze pro m,n > ng je
p(xn, ) < €. Potom je p([(zn)n], Tng) = liMyy oo p(Tm, Tpy) < €. O

3.5.2. Lemma. ()?,,5) je dplnyg metricky prostor.

Diikaz. Bud ([p,]). Cauchyovsks posloupnost v (X,p). Podle 3.5.1
muzeme zvolit z,, € X takové, ze p([pn], Z,,) < +. Z trojihelnikové nerovnosti
snadno zjistime, ze p = (z,), je Cauchyovska posloupnost. Representujme
[pn] posloupnostmi (y,x)x, takze mame

Alpal, I = Jim p(ys, ).

Vime, 7e 3([pu]s Fn) = im0 p(yak, @) < L. Tedy mame

1
P Ynke, i) < p(Ynks Tn) + p(T, 1) < - + p(an, k)

a volime-li ny tak, aby bylo nl—o < § a aby pro k,n > ng bylo p(z, z,) <

vidime, ze p(ynk, 7)) < € a tedy p([ps), [p]) <e. O

£
929

Shrnutim téchto dvou lemmat je

3.5.3. Véta. Kazdy metricky prostor se dd vlozit jako husty podprostor
do uplného metrického prostoru.

4. Kompaktni metrické prostory.

Ctendr si mozn4 z kursu matematické analysy pamatuje trochu jinou definici
kompaktnosti nez tu, se kterou se zde setkal v paté kapitole, totiz ze metricky
prostor je kompaktni, jestlize se z kazdé posloupnosti da vybrat konvergentni
podposloupnost. V prvni ¢asti tohoto oddilu ukdzeme, ze tato vlastnost je
v metrickych prostorech opravdu ekvivalentni vlastnosti z definice obecné.
Bude to slavna Heine-Borelova véta; dokazeme ji v trochu obecnéjsi podobé
(4.3 dole).

4.1. Bud M nekoneéna podmnozina obecného topologického prostoru X.
Rekneme, ze bod x € X je

e hromadng bod mnoziny M jestlize pro kazdé okoli U bodu z je mnozina
M N U nekonecnd, a
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e bod kondensace mnoziny M jestlize pro kazdé okoli U bodu x ma
mnozina M N U stejnou mohutnost jako M.

4.1.1. Lemma. Bud M nekonecnd podmnozina T -prostoru X. Potom
ndsledugici tvrzent jsou ekvivalentni:

(1) x je hromadny bod mnozZiny M,
(2) x € M\ {z},
(3) pro kazdé okoli U bodu x je mnozina M N (U \ {x}) neprdzdnd.

Diikaz. Trividlné (1)=-(3)<(2).

(3)=(1): Vyberme z; € UN (M \ {z}) a pak indukei x,., € UN (X \
{z1,.. .,z ) N (M \{z}). O

4.1.2. Lemma. V metrickém prostoru je x hromadnym bodem mnoZiny
M pravé kdyz v M\ {x} existuje posloupnost (x,,), takovd, Ze limx, = x.

Diikaz. =: Vyberme z; libovolné a jsou-li jiz xy, ..., x, vybrany zvolme
Tt € Uz, YN (X \ {z1,...,2,}) N (M \ {z}). Ziskand posloupnost kon-
verguje k x.

<« Existuje-li takova posloupnost, je ziejmé x € M \ {z}. O

4.2. Lemma. V melrickém prostoru md kaZdd nekoneénd mmnoZina
hromadny bod pravé kdyz lze z kaZdé posloupnosti vybrat posloupnost konver-
gentni.

Diikaz. =: Pokud je mnozina M = {z, |[n = 1,2,...} kone¢nd, da
se 7z (r,), vybrat konstantni posloupnost. Je-li nekoneéna, ma hromadny
bod =z a k nému konverguje néjakd posloupnost bodu z M. Podle 1.5.1
tato posloupnost konverguje k z i v pofadi shodném s potadim puvodni
posloupnosti.

<: Je-li M nekonecnd, da se v ni najit prosta posloupnost, a tedy i
konvergentni prosta posloupnost. [

4.3. Véta. ((Rozsifend) véta Heine-Borelova) Bud X topologicky pros-
tor. Potom jsou ekvivalenini ndasledujici tvrzeni:

(1) X je kompaktni.

(2) Kazdd nekoneénd mnozina v X md bod kondensace.
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Je-li X metricky, jsou tato tvrzeni ddle ekvivalentni s tvrzenima:
(3) Kazdd nekoneénd mnozina v X md hromadny bod.
(4) 7 kazdé posloupnosti v X lze vybrat posloupnost konvergentnd.

Poznamka. V nésledujicim dikazu budeme pouzivat fakta z teorie
mnozin (viz 1.4): to, Ze sjednoceni koneéné mnoha nekone¢nych mnozin m4
mohutnost nejvétsi z nich, a Zermelovu vétu podle které je kazdou mnozinu
mozno (dobte) uspotradat podle vhodného kardindlu. Bez toho to nejde,
ekvivalence definic kompaktnosti jsou zavislé na vybérovych principech.

Diikaz. (1)=(2): Diikaz provedeme sporem. Necht je X kompaktni a
necht nekoneénd mnozina M C X nema v X bod kondensace. Pro kazdy
bod x € X tedy existuje oteviend U, > x takovd, ze mohutnost |U, N M| je
mensi nez |M|. Z pokryti {U, |x € X} vyberme kone¢né U,,,U,,,...,U,,.
Dostavame spor

(M| = MU, | = JMNU,)| = max |MNU,,| <|M|.

J=1 J=1

(2)=-(3) trividlné a (3)<(4) podle 4.2.

(2)resp.(3)=(1): Necht kazdd nekoneénd mnozina mé bod kondensace,
nebo necht X je metricky a kazda nekoneénd mnozina méa hromadny bod (o
tomto druhém piipadé budeme mluvit jako o metrické varianté).

Pokracovat budeme opét sporem. Necht X neni kompaktni. Bud & nej-
mensi kardinalni ¢islo takové, ze existuje pokryti & mohutnosti k takové, ze
z néj nelze vybrat podpokryti mohutnosti mensi.

(Dalezita poznamka: V metrické varianté je K = w = {0,1,2,...},
nejmensi nekonecény kardindl, protoze podle 2.5.1 je X Lindel6fuv.)

Setadme U do transfinitni posloupnosti (Uy)ae, (v metrické varianté do
posloupnosti Uy, Uy, Us, ... ). Z této posloupnosti nyni vylou¢ime mnoziny,
které jsou v daném poradi zbytecné. Oznacime jako Vj prvni neprazdnou U,
a jsou-li jiz V,, nalezeny pro a < 8 < xk oznacme za Vg prvni U, kterd neni
obsazena v (J,_5 Va- Ceho jsme doséhli:

e V, tvoii opét pokryti (vyluc¢ovali jsme jen mnoziny, které jiz byly po-
kryty jinymi, nevylou¢enymi);
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e proces se pred k nezastavi, jinak bychom méli podpokryti mensi mo-
hutnosti,

e a pro kazdé a < k muzeme zvolit x, € Vo, \ Ug., Vi

Vezméme nyni mnozinu M = {z, |a < s} (v metrickém piipadé M =
{zo,21,29,...}). Protoze pro a < (3 nemuze byt xg € V, jsou vsechny
To rizné a mame |M| = k. Bud x bod kondensace (v metrickém pifpadé
hromadny bod) mnoziny M. Musi lezet v nékteré (oteviené) V, a tedy by
mélo byt |V, N M| = k. Jenomze mnozina V,, obsahuje jen x5 s § < a a téch
je méné (v metrickém piipadé jen koneéné mnoho). [

4.4. Véta. Metricky prostor je kompaktni prdave kdyz je uplny a totalné
omezenyj.

Diikaz. Je-li X kompaktni, je totdlné omezeny podle 2.4: konvergentni
posloupnost je Cauchyovska. Bud nyni (n)n Cauchyovska posloupnost v
X. Vyberme z ni podposloupnost (z,,)r konvergujici k néjakému z. Z
trojithelnikové nerovnosti snadno vidime, ze potom k x konverguje celd (z,),.

Je-li X totdlné omezeny a tplny a je-li (x,), posloupnost v X, muzeme
z ni vybrat Cauchyovskou podle 2.4, a ta podle tiplnosti konverguje. [

Z 2.3.3, 3.2 a 3.3.3 okamzité ziskame
4.4.1. Dusledek. Podprostor euklidovského prostoru je kompaktni prdavé
kdyz je uzavrreny a omezeny.

4.4.2. Poznamka. Vsimnéte si toho, ze ve vété 4.4 mame topologickou
vlastnost, kompaktnost, jako konjunkci dvou vlastnosti, které topologické
nejsou.

5. Uniformita, stejnomérna spojitost

V tomto odstavci pfedvedeme, ve dvou ekvivalentnich podobéach, strukturu,
ktera dovoluje zachytit v obecnéjsSim kontextu pojem stejnomérné spojitosti
jak ji znate jisté u realnych funkci, a pravdépodobné i ze zdkladi metrickych
prostoru.

Pujde zde zatim jen o popis struktury. Co je uniformni prostor si povime
v dalsim odstavci. Na pozdéjsi dobu nechdvame téz vztah metrik a uniformit,
tfebaze motivace od metrickych prostoru zacina.
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5.1. Uniformita I. Diagonalu v kartézském soucinu X x X budeme
oznacovat (jako jiz dfive) symbolem A (tedy, A = {(z,z) |z € X}).

Uniformitou ve smyslu I na mnoziné X rozumime neprazdnou soustavu
U podmnozin U C X x X takovou, ze

(U;0) prunik véech U z U je A,

(U) jeliU eUUsUCV,jeV eV,

(U;2) jsouwli U,V eUje UNV e U,

(U3) je-iU eU je Ut = {(z,y) |(y,x) e U} €U,

(Urd) ke kazdému U € U existuje V € U takové, ze VoV C V.

Jsou-li U resp. V uniformity na mnozinach X resp. Y tekneme, ze zobrazeni
f: X =Y je stejnomeérné spojité vzhledem k U,V jestlize

pro kazdé V € V existuje U € U takové, ze (f x f)[U] C V.

Misto s uniformitami je ¢asto pohodlnéjsi pracovat s basemi uniformit, kde
pozadujeme (U;0),

(U%2) jsou-li U,V € U existuje W € U takové, ze W CUNV,
(U}3) je-li U € U existuje W € U takové, ze W C U = {(z,y) |(y,x) € U}

a (Us4) (totiz, vynechame (U;1) a slevime podle toho v dalsich podminkéch).

7 base samoziejmé dostaneme uniformitu piridanim vsech V' O U € U.

Vsimnéte si, Ze jsme v definici stejnomérné spojitosti praci s basemi predji-

mali: u uniformit by ovSsem bylo mozno misto “...existuje U € U takové, ze

plati (f x f)[U] C V” zadat jednoduseji rovnou “...(f x f)~ V] e U”.
Dulezita base uniformity U je

U ={UcuUu|lU'=U}

(coz je {UNU™' |U € U}; dokazte jako jednoduché cviceni, ze vsechny
pozadavky jsou splnény). Nekolikrdt ji pouzijeme.

5.2. Uniformita II. Na rozdil od pfedchoziho bude v tomto odstavci
pokryti mnoziny X soustava A libovolnych (ne nutné otevienych) mmnozin
takovd, ze | JA = X. Rikdme, ze pokryti A zjemriuje pokryti B a piseme

A<B
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jestlize ke kazdému A € A existuje B € B takové, ze A C B. Oznacujeme
déle
ANB={ANB|Aec A Be€ B}

(uvédomte si. Zze je to spolecné zjemnéni pokryti A a B). Pro libovolnou
podmnozinu M C X pisSme

MxA=|J{Aec AIMNA#D}

Polozme

A ={zx Alr e X} kde zxA={z}x*A.
Casto budeme pouzivat ziejmou formuli

A <B = (exA)+xACaxB.

Je-li A* < B mluvi se o A ¢asto jako o hvézdovitém zjemnénd pokryti B.
Uniformitou ve smyslu Il na mnoziné X rozumime neprazdny systém 2
pokryti mnoziny X takovy, ze

(Ur70) je-li x # y existuje A € A takové, ze x ¢ y x A,
(Upl) jeliAeAs A< B, je Be,

(Urr2) jsou-li A, BeAje ANB e,

(Urr3) ke kazdému A € U existuje B € A takové, ze B* < A.

Analogicky s predchozim mluvime o basi uniformity u systému splnujicich

(U[[O), (U[[3) a
(U7,2) kazdé dve A, B € A maji v 2 spolecné zjemneéni.
Snadno vidime, ze je-li A; < B; je Ai AN Ay < By A B, ajelli A < B je

A* < B*. Dostaneme tedy uniformitu z base pridanim vsech pokryti, které
v basi maji néjaké zjemnéni.
Jsou-li A resp. B uniformity na mnozindch X resp. V fekneme, ze
zobrazeni f: X — Y je stejnomérné spojité vzhledem k A, B jestlize
pro kazdé B € B je {f'[B] |B € B} € 2.

V pripadé basi musime tuto podminku formulovat opatrnéji:

pro kazdé B € B existuje A € 2 takové, ze A < {f'[B] |B € B}.
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5.3. Pro uniformitu U ve smyslu I definujme uniformitu 2 ve smyslu II
basi
Ao ={{2U |z € X} |U e U}

(zU je {y |zUy}). Ukdzeme, ze se opravdu jednd o basi uniformity. (U;;0)
plyne okamzité z (U;0). Jsou-li U,V € Y mame UNV € U apro z € X je
z(UUV)=zUUzV atedy

{z(UNV) |z e X} <{a2U |xr € X} AN {2V |z € X}.
Zvolime-li k U € U takové V € U ze V oV C U mame pro kazdé x
rx{yV lye X} Cax(VoV)

atedy {2V [z € X} <{z(VoV) |ze X} <{z2U |z € X}.
Naopak pro pokryti A definujme

Us=A{(z,y) |3Ac A, z,y e A}
a pro uniformitu 2 ve smyslu II definujme uniformitu ¢ ve smyslu I basi
Uy ={U4 |A € A}

Opét ovsem musime ukdzat, ze se skutecné jedna o basi uniformity. Je-li
x # y vezméme A € 2 takové, ze y ¢ x x A; potom (x,y) ¢ Uy a tedy
(x,y) € NUp. Jsou-li A; € A, ax,y € AyNAy jex,y € Ajiz,y € Ay a
tedy

Usina, S Us NU4,.

Koneéné zvolme pro A € A pokryti B € 2 takové, ze B* < A. Budte
(x,y), (y,2) € Ug. Mame tedy By, By € B takové, ze z,y € By a y,x € B,
takze r,z € y* B C A pro vhodné A € A. Je tedy Ugo Ug C Uy.

Tvrzeni. Prdvé popsané konstrukce ddvaji vzdjemné jednoznacng vztah
mezi uniformitams ve smyslu I o I1.

Diikaz. K uniformité U zkonstruujme 20 podle prvniho predpisu a k té
pak U’ podle druhého. Je-li U € U zvolme V € U? tak, aby VoV C U.
Potom je A= {2V [z € X} €A a

Ua={(z,y) |32z, 2,y e 2V} C VoV CU,

135



atedy U eU'. Je-li U € U’ mame pro néjaké V e U
{(z,y) |3z, x,y € 2V} CU.

Jelikoz x € 2V je V. C {(x,y) |3z, x,y € 2V}, tedy V C U a koneéné u € U.
Nyni naopak k 2, uniformité ve smyslu II, vytvoime U a k té pak 2.
Je-li A € A zvolme B € A takové, ze B* < A. Potom

2Ug={y|3B€B, z,yc B} CzxB

atedy {zUp |ze X} <B*<AaAjev. JeliAec W je{zUp|xr € X} <
A pro néjaké B € A. Zvolime-li B € B a libovolné x € B mame B C zUg,
takze BC {aUp lr e X} < AaAjevd O

5.4. Struktury definované v 5.1 a 5.2 jsou tedy ve vzdjemné jednozna¢ném
vztahu. Nyni uvidime, Ze jsou ekvivalentni v mnohem silnéjsim smyslu.

Véta. Budte A a B uniformity ve smyslu II vytvorené k uniformitdim U
a YV ve smyslu I podle predpisu z predchoziho odstavce. Potom je zobrazeni
X =Y stejnomeérne spojité vzhledem k A, B prdvé kdyZ je stejnomérné
spojité vzhledem k U,V .

Diikaz. Bud f : X — Y stejnomérné spojité vzhledem k ¢,V. Bud
{yV |y € V} < B pro ngjaké V € V. Necht pro U € U plati (f x f)[U] C V.
Polozme B = {zU |z € X}. Jelikoz pro zUy je f(x)V f(y) méme y €
FYHf(2)V] takze 2U C f~1[f(z)V] a konecné B < {f~[A4] |a € A}.

Necht je f stejnomérné spojité vzhledem k 2A,%B. Pro V € V zvolme
V'€ V7 takové. ze V' o V! C V. Existuje U € U takové, ze {zU |z € X} <
{fyV'] ly € Y}. Je-li 2Uz je x,z € 2U C f~L[yV'] pro néjaké y; tedy
yV'f(z) a yV'f(z) a konecné f(x)Vf(z). O

5.5. Poznamka. Uniformity prvniho typu pochédzi od Weila, autorem
druhého pftistupu je Tukey. Ttebaze se druhy pfistup zda byt trochu nepo-
hodlny (struktura je ddna mnozinou mnozin podmnozin), je dost ndzorny: na
jednotliva pokryti z takové uniformity se muzeme divat jako na aproximace
bodi, a to podobné piesné at jsme v prostoru kdekoli (v metrickém prostoru —
tady trochu predbihdme — si predstavujte pokryti {2(z, €) | € X} pro ruzna
€, jak presné bychom zrovna chtéli mit body aproximovéany; Weiluv piistup
si predstavujte jako stanoveni stejnomérnych okoli diagonély). Vsechny dalsi
uvahy jiz budeme provadét v tomto kontextu.
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Nicméné, Weiluv pristup md jednu velkou vyhodu, kterou zde ale ne-
docenime: dovoluje uzitecné zobecnéni vynechanim pozadavku symetrie. V
dalsim odstavci uvidime, ze uniformity tak jak je zde uvazujeme vedou k
uplné regularité. Je trochu prekvapujici fakt, ze nesymetrickou Weilovu uni-
formitu je mozno zavést na jakémkoli topologickém prostoru.

6. Uniformni prostory.
Uniformita a topologie
6.1. Uniformnim prostorem budeme rozumét dvojici (X, ) kde 2 je uni-

formita na mnoziné X. Ze znaceni tusite, ze budeme dédvat prednost popisu
uniformity podle 5.2 (ddle si to jesté trochu upravime).

6.1.1. Bud (X,2l) uniformni prostor, ¥ € X. Podprostorem prostoru
(X,20) (nesenym podmnozinou Y') rozumime
(Y, 2Y)
(oznacujeme AY = {A]Y |[A € AJAec A kde AlY = {ANY |A € A}).
Ovérit, ze A|Y je opravdu uniformita je velmi snadné.

6.1.2. Jsou-li (X;,%;), ¢ € J, uniformni prostory definujeme na kar-
tézském soucinu [[;c; X; (s projekcemi p; : [[;c; X; — X;) uniformitu A
basi

{{p;l[A] |Ae A b A A {pi’nl[A] |Ae A} lin,..ine J, A, €U}

Oveérit, ze se jednd o basi uniformity je opét velmi snadné (jen je vic préice s
indexy); je to mozno ponechat ¢tenaii jako cviceni.

Ziskany uniformni prostor se nazyva soucin nebo produkt daného systému
Bezprostiedné vidime, ze projekce jsou pii tom stejnomérné spojité. Jako
cviceni muze ctenafr formulovat a dokdzat analogii véty V.4.2.2.

6.2. Topologie z uniformity. Bud (X, %) uniformni prostor. Podmno-
zinu U C X prohlasime za otevrenou jestlize

VeeUdAedA, zx ACU.
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Snadno ovéiime, ze se tak ziskd topologie (k dukazu, ze pruniky otevienych
mnozin jsou oteviené pouzijte snadné formule (zx A;) N (x*Ay) C x* (A A
As)). Oznacime ji

().

Rekneme, ze topologicky prostor (X, 7) je uniformisovatelny existuje-li uni-
formita A takovd, ze 7 = 7(A).

6.2.1. Tvrzeni. Stejnomeérné spojité zobrazeni f : (X,2A) — (Y,B) je
spojité vzhledem k T(A), 7(B).

Diikaz. Bud V C Y oteviend, z € f~![V]. Potom f(z) € V a tedy je
f(z) * B CV pro vhodné B € B. Ze stejnomérné spojitosti mame A4 € A
takové, ze A < {f~'[B] |B € B}. Bud A € A, z € A, bud A C f'[B],
B € B. Potom je f(x) € B, tedy B C V atedy A C f~}[V]. Mame tedy
rx AC f7HV]. O

6.3. Base z otevienych pokryti. Pro uniformitu 2 ozna¢me

A° = {A € A | A je oteviené pokryti}.

6.3.1. Lemma. Pro kaZdou podmnozinu M prostoru (X,2) je
M°={z|3AecU, 2« AC M}

oteviend v T(A).
Diikaz. Bud zx A C M. Zvolme B takové, ze B* C A. Potom (x*B)*B C
A atedy prokazdé y c xxBjey«sBCaxx AC M. Jetedy e« B C M°. [

Tvrzeni. A° tvori basi uniformity 2.
Diikaz. Bud A € 2 libovolné. Zvolme B,C € 2 tak, aby B* < A a
C* < B. Vezméme
A°={A° |A € A}.

Pro z € X zvolme B € B tak, aby t *C C B. Proy € txC jeyxC C
(x*xC)*xC CaxxBC Atakie mdme x xC C A% Jetedy C< A" < A O

Poznamka a timluva. Base 2 mé velmi specidlni chovani. Vsimnéte
si, ze pro ni plati pitimo podminky (U;k), & = 0,1,2,3 jen s tou drobnou
zménou, ze v (U;1) mluvime jen o otevienych B > A. Daéle, podle tvrzeni
6.2.1 mame pro stejnomérnou spojitost piimo formuli

pro kazdé B € B° je {f'[B] |B € B} € 2°.
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Proto je bézné mluvit o A° jako o uniformité: Je to jako bychom méli pie-
devsim dan uniformisovatelny topologicky prostor, a na vsechno se divame z
hlediska jeho topologie; uniformita, jedna z moznych, je pak obohaceni této
struktury.

Tato konvence jisté nevede k nedorozumeéni, a budeme ji také uzivat.

6.4. Tvrzeni. Topologie podprostoruY v (X, (L)) se shoduje s topologit
T(AY).

Stejné tak pro kazdy systém (X;,2;), i € J, a jeho produkt podle 6.1.2
plati, Ze topologie T(A) se shoduje s topologii produktu [[(X;, 7(;)).

Diikaz. Tvrzeni o podprostoru je trividlni.

Bud nyni U oteviend v 7(2). Ziejmé v definici produktu v 6.1 mizeme
misto uniformit 2A; vzit base. Pro x = (x;); € U tedy existuji Aj, € A2
takové, ze

V=ax({p;'[Al JA€ A} A A p; [[A] A€ A, ) €U

Jelikoz jsme Aj;; volili v 43, je V' oteviend v [](X;, 7(%4;)) a tedy konecné je
tam U okolim bodu z.

Naopak bud U oteviend v [[(X;,7(2,)), © € U. Tentokrdt mame pro
néjakd ji,...,Jn € J mnoziny U; oteviené v 7(2;) takové, ze z; € U;
a tedy A;, € 2;, pro které z;, * A;, C U;. Nyni ale snadno ovéiime, ze
v ({p;'[A] [A€ Ay} A A {p; ' [A] |A € A;,})C U. Tedy je U oteviend
vr(A). O

6.4.1. Dausledek. Podprostory a souciny uniformisovatelngch prostori
jsou uniformisovatelné.

6.5. Pro oteviené mnoziny U, V v 7(2) pisme U < V jestlize je Ux A <V
pro néjaké A € 2A°.

6.5.1. Lemma. 1. Je-liU <V je U CV (tedy, U <V, viz V.5.5).
2. Je-li U <V, existuje W takové, ze U <W < V. Plati tedy implikace
(viz V.5.5.1)
U<V = UV

Dikaz. 1. Bud 2 € U. Je ux A C V pro néjaké A € A°. Pro A € A
takové, zex € Aje ANU #Patedyzr€e ACUxACYV.

2. Je-li Ux A C V, je pro B € 2° takové, ze B* < A, (UxB)*B C U x A.
Polozme tedy W =U xB. [
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6.5.2. Veéta. Topologicky prostor je uniformisovatelny pravé kdyz je
uplné reguldrni a T;.

Diikaz. Kompaktni interval I = (0,1) je uniformisovatelny: staci vzit
uniformitu danou basi

A= (A k=1,2...}

kde Ay je pokryti tvofené polootevienymi intervaly (0, %( a)l— %, 1), a vSemi
otevienymi intervaly délky % Tedy podle 6.4.1 a V.5.9 je tiplné reguldrni T,
prostor uniformisovatelny.

Na druhé strané, bud 2 uniformita na X a U oteviend v 7(2). Proz € U
zvolme A, B € A° tak, aby v+ A C U a B* < A. Potom pro V = x % B je
VB CaoxA tedy V < U ax € VU. Podle V.5.5.2 je tedy X tplné
reguldrni, a podle (Uj;) také T;. O

6.6. Véta. Na kompakinim Hausdorffové prostoru X existuje prdvé
jedna uniformita, totiz systém vsech otevrengch pokryti.

Diikaz. Podle 6.5.2 (a V.6.7) néjakd uniformita 2 existuje. Staci tedy
dokézat, e obsahuje viechna oteviend pokryti. Bud U libovolné oteviené
pokryti X. Pro kazdy bod = € X zvolme A, € A° takové, ze x x A, C U pro
néjaké U € U. Potom je {z x A, |x € X} pokryti a je z ného mozno vybrat
konecéné pokryti xq x Ay, X2 * Ay, ..., p % A, . Nyni je ale

Ay NAg, - Ay, < U
atedyjetd €. [0

6.7. Poznamka a dva terminy. Ziejmé je sjednoceni libovolného
systému uniformit vytvéfejicich danou topologii 7 mozno rozsitit na unifor-
mitu vytvarejici opét 7 (nejprve vezmeme vSechna spoleénd zjemnéni konec-
nych podsystému, a to uz je base uniformity). Na kazdém tiplné reguldrnim
Ty prostoru (X, 7) tedy existuje nejvétsi uniformita. Nazyva se jemnd uni-
formita prostoru (X, 7).

Jemna uniformita v nekompaktnim prostoru ale nemusi sestavat ze vSech
otevienych pokryti. Jinymi slovy, systém vSech otevienych pokryti dplné
reguldrniho T; prostoru X nemusi byt nutné uniformita (potiz je s hvéz-
dovitym zjemnénim). Pokud je, iikdme, ze prostor X je parakompaktni.
Na ptiklad vSechny metrické prostory jsou parakompaktni, coz viubec neni
jednoducha zilezitost (jemnd uniformita tam samozfejmé nemd nic co délat
s piirozenou metrickou uniformitou, o které budeme mluvit v nasledujicim

oddile).
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7. Uniformita a metrika

7.1. Pripomenne si oznaceni z 1.4. Pro metriku p na mnoziné X polozme
Alp, €) = {z,€) |z € X}

a definujme uniformitu A(p) na X basi

{Alp,€) |e >0}

(ze se jednd o basi uniformity je vidét velmi snadno). O uniformité A(p) se
mluvi jako o metrické uniformité a o uniformnim prostoru (X, 2) takovém, ze
2 = A(p) pro vhodnou metriku fekneme, ze je to metrisovatelny (uniformni)
prostor.

Poznamka. Pokud dédvame ptfednost uniformitam ve tvaru z definice
5.1, definujeme metrickou uniformitu U(p) basi

{U(p,€) l[e >0} kde U(p,e) ={(z,y) |p(x,y) <€}

7.2. Uniformi struktury zavadime k popisu stejnomérné spojitosti. Mélo
by nas tedy zajimat, zda se tento pojem nyni shoduje s tim, jak ho zname
z kursu matematické analysy, totiz jako ndsledujici vlastnost zobrazeni f
metrického prostoru (X, p) do metrického prostoru (Y, o):

Ve 36 takové, ze p(z,y) < = o(f(z), f(y)) <e. (%)

A je tomu tak. Plati

Tvrzeni. Zobrazeni f; X — Y je stejnomérné spojité zobrazeni (X, A(p))
do (Y,20(0)) prdvé kdyz pro né plati formule (x).
Diikaz. Plati-li formule (%), mame f[Q(x,d)] C Q(f(x),¢€) a tedy

Alp,0) < {f'[B] |B € A(0,)}.

Naopak bud f : (X,(p)) — (Y (o)) stejnomérné spojité. Pro € > 0
zvolme § tak, aby A(p,8) < {f~'[B] |B € A(0,%)}. Bud p(z,y) < 4. Pro
vhodné z € Y je Q(z,d) C f1Q(z, )] tedy f[Q ( 0)] C Q(z,5), takze je-li
plr.y) <8 je o(f(x). 2).0(/(4).2) < § a koneene o(f(x). f(y)) <. L
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7.3. Uniformita A(p) je definovéana jiz basi

{A(p,%) =12}

To je pro metrické uniformity charakteristické. Plati

Véta. Uniformnd prostor (X,U) je metrisovatelny prdavé kdyz md unifor-
mita U spocetnou bast.

Diukaz. Podle znaceni spravné ocekavate, ze budeme pouzivat popis uni-
formity z 5.1. To je v tomto ptipadé pohodInéjsi. Ale uvédomte si nejprve,
ze opravdu preklady z 5.3 zachovavaji vlastnost existence spocetné base.

Necht ma uniformita U spocetnou basi

Vi,Vo, ooy Vi, oot

Muzeme rovnou predpoklidat, ze V,, jsou symetrické. Polozme U; = X x X,
U, = Vi a déle postupujme pii vybéru U, = Vi) indukci takto: je-li jiz
U, nalezena, zvolme W € U takové, ze W oW oW C U, a potom zvolme
Unt1 = Vgmer) tak, aby ¢(n +1) > ¢(n) a Vypqry € W. Tim jsme dostali
basi

Uy,Ug,...,U,,...

takovou, ze
Uy=XxX, U'=U, a U,oU,oU,CU,.
Polozme
o d(z,z) =0

e aprox #y, kde (z,y) ¢ (o—, Un, d(z,y) = 27", kde n je nejvétsi
takové, ze jesté (x,y) € U,.

Ziejmé d(x,y) > 0, a d(z,y) = 0 je jen kdyz = = y, a d(z,y) = d(y, z).
Nemusi ale platit trojihelnikova nerovnost. To ted napravime.

Definujme
m—1
p(l‘,y) = lﬂf{z d(xivxi+1) | o =T, Tm = y}
i=0
Plati .
§d(fv,y) < plz,y) < d(z,y). (*)
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Druhéa nerovnost je trivialni, pro prvni dokazeme indukci podle m ze

m—1

2 Z d(zi, Tig1) > d(0, Tp)-

=0

Pro m = 1 je to zfejmé. Nechi jiz vime, Ze nerovnost plati pro m a bud
Yoo d(xi, i21) = a. Muzeme predpoklddat, ze a > 0, jinak by byly vSechny
x; stejné a nerovnost by byla zfejmda. Bud k nejvétsi takové, ze

N

1
d(2;, i41) <

I
=)
N Q

Potom také
= a
Z d(zi, Tit1) < 3
i=k+1
a podle indukéniho predpokladu je d(zg,zr) < a a d(xpir, Tma1) < a;
trividlne d(xg, zry1) < a. Je-li n nejmensi takové, ze 27" < a, mame
(0, k), (Tk; Tay1), (That, Tmr1) € Uy a tedy (2o, Tmi1) € Up1 @ d(2o, Tm1)
< 2-27" < 2a (zanedbany piipad, kdy k = m a soucet > " | d(xs, Tii1)
je prazdny — a tedy staci pouzit inkluse U, o U, C U,_; — mohu ponechat
¢tendri).
Ptedpis p je nyni jiz ztejmé metrika a ve znaceni z poznamky v 7.1 médme
podle (x)
U, CU(p,27") CU,_1.

Jetedy U =U(p). O

7.4. Poznamky. 1. Obecnou uniformitu &/ muzeme popsat systémem
metrik. Pro kazdé U € U zvolme

U,Us,...,U,,...
takovou, ze
Uy=XxX, U=U U'=U, a U,oU,oU,CU,

a k této posloupnosti zkonstruujme metriku py jako v dukazu véty 7.3. Po-
tom je uniformita popséna soustavou U(py), U € U, totiz tak, ze vezmeme
ve sjednoceni spole¢na zjemnéni a dostaneme basi uniformity .
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Na pojem uniformity se muzeme divat jako na rozsifeni pojmu metriky;
vSimnéte si, ze pozadavek (Us4) resp. (U;3) v jistém smyslu simuluje
trojihelnikovou nerovnost.

2. Podobné jako u metrickych prostori muzeme v obecnéjsim uniformnim
kontextu mluvit o iplnosti a ziplnéni. K tomu muzeme pristupovat pomoci
pravé popsané representace uniformit metrikami, jde to ale téz pfimo, a to
zpusobem velmi ndzornym (i kdyz podrobné technické provedeni by ndm
tuto kapitolu neimeérneé rozsitilo).

Divejme se na uniformitu 2 (ve smyslu definice 5.2 a 6.3, pro vétsi
nizornost si také vzpomente na pokryti epsilonovymi koulemi z 7.1) jako
na systém predepsanych presnosti aproximaci bodu. Cauchyovsky bod je
filtr F' takovy, ze pro kazdé pokryti A € A je FNA # (. Tedy je F néco
jako systém libovolné dobrych priblizeni “bodu” mensimi a mensimi misty
(jako jednoduchy piiklad vezméme tieba systém libovolné malych otevienych
intervali kolem /2 — na redlné pifmece to jsou okoli v/2, na raciondlni piimce
“ve stfedu nic neni”, ale stejné jsou to neprazdné intervaly které jako lepsi a
lepsi priblizovdni bodu vypadaji). Z technickych duvodu se jesté pozaduje,
aby pro kazdou mnozinu A € F existovala B € F takovd, ze B < A (to
proto, abychom na prvky filtru mohli pohlizet jako na okoli jim represento-
vaného bodu). Uniformni prostor (X, 2) je dping jestlize kazdy Cauchyovsky
bod je “skutec¢ny bod”, t.j. bod z X representovany systémem vsech okoli, a
zuplnéni se dosdhne tim, ze se k bodum pridaji také ty Cauchyovské body,
které puvodné body nebyly.
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