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Kapitola 1

Distribuce

1. pfednaska

1.1 Uvod.

Distribuce, nebo také zobecnéné funkce, byly pouZivany nejdiive symbo-
licky v teoretické fyzice. Nejznaméjsi distribuci - delta funkci - zavedl a
zacal pouzivat vynikajici teoreticky fyzik P. Dirac. Formalné se chovala jako
Kroneckerovo delta, ale index jiz nebyl diskretni, ale spojity. Analogie byla,
zfejmé. Pro diskrétni index ma Kroneckerovo delta d;;;4,j = 1,...,n nésle-
dujici zakladni vlastnost: pro pevné ¢, ¢ = 1,...,n a pro libovolny vektor

v = (vj) € R" plati
Z 5l-jvj = Uj.
J

Oznac¢me dy(z) Diracovu delta funkci v nule. Analogie pfedchozi formule pro
spojity index fika, ze pro kazdou (vhodnou)funkci f(x),z € R plati

/R So(x)p()dz = (0).

Potiz s touto analogii spoc¢ivi v tom, ze delta funkce J§y musi zfejmé byt
(podobné jako Kroneckerovo delta) rovna nule ve v§ech nenulovych bodech,
ale pak pro zadny rozumny integral piislusny vzorec nemuze platit, vzdy
na pravé strané vyjde nula. Fyzikové toto obchézeli zdvotilou poznamkou,
ze ma delta funkce v bodé nula hodnotu rovnou nekone¢nu, ale ani pak
predchozi vzorec nedava Zadny smysl, pokud nalevo stoji opravdu integral.

Podstatnou inspiraci pro vhodnou definici distribuce bylo pozorovani,
ze fyzikové pii pouzivani delta funkce nikdy tuto funkci nepouzivali jako
takovou. Delta funkce se vzdy vyskytovala jen pod integraé¢nim znamenim
v symbolu

(60, ) = / 602 p()dz,
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jehoz hodnota se rovna ¢islu ¢(0). Kazdé ’testovaci funkci’ ¢ se tedy piita-
dila hodnota ¢(0). Toto piifazeni je zfejmeé linedrni zobrazeni z (vhodného)
prostoru testovacich funkci do redlnych ¢isel. To vedlo k matematické de-
finici, kde distribuce je linearni funkciondl na (nekoneéné dimenziondlnim)
prostoru testovacich funkci.

Netrividlni souc¢ast definice byl vybér vhodného podprostoru v prostoru
vSech linedrnich funkcionalii na prostoru testovacich funkci. Bylo nutné pfi-
dat pozadavek spojitosti ve vhodném smyslu, protoZe pro funkciondly na
nekonecné dimenzionalnich prostorech jiz neplati, Ze jsou automaticky spo-
jité vicdi vSem rozumnym konvergencim na prislu$ném prostoru funkei.

Obrovska vyhoda distribuci, je Ze libovolné derivace vsech fadu distri-
buci vZdy existuji. Brzy si zobecnéné funkce ziskaly velkou popularitu a vy-
znamné prispély k rozvoji teorie parcidlnich (i obycejnych) diferencidlnich
rovnic. Dnes jsou jiz standardni soucasti bézného matematického aparatu
matematické fyziky.

1.2 Prostory testovacich funkci

V této casti si zavedeme vhodné prostory funkci. Budeme uvaZovat re-
alné funkce na (otevienych podmonozinich) v R™. Pro multiindex a =
(a1, ...,a,) (kde o jsou nezaporné celd ¢isla) budeme pouzivat zkraceny
o (e %1 o v v s .z 0
symbol z% = z{'..... o pro piislusny monomial a symboly 0; = 3 &
9% = 9 ... 99 pro piislusné parcidlni derivace. Cislo |a| = Y «; je pii-

slusny rad této posledni parcialni derivace.

Definice 1.2.1 Zavedeme si ndsledujici prostor testovacich funkci:
Prostor £(S2) je prostor vech funkci na oteviené mnoziné Q C R™, které
magji (spojité) parcialni derivace vsech Tddi ve vsech bodech. Takovéto funkce
budeme nazyvat hladké funkce na Q. (Nékdy se tento prostor oznacuje také
symbolem C*(Q2).)
Nosic¢ funkce p € E() je uzaveér mnoziny bodd, ve kterych je funkce ¢
ruznd od nuly:

supp ¢ := {x € Q|p(z) #0} N Q.

Zakladni prostor testovacich funkct je prostor D(2) vSech hladkyjch funkci,
které magi kompaktni nosic¢ v Q. Casto se pouzivd oznaceni D = D(R™). Né-
kdy se prostor D(2) oznacuge C°(2).

Nalézt explicitni piiklady funkci z D neni tézké. Funkce ¢(x) na R de-
finovana predpisem ¢(x) = exp( :r21—1) pro |z| < 1 a rovnajici se nule jinde

je jednim takovym piikladem. Funkce ¢ (z1,...,z,) = ¢(21) ... ¢(x,) nebo
o(z) = p(|z]) patii do prostoru D(R™).
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Definice 1.2.2 Prostor testovacich funkci D(2) je linedrni vektorovy pro-
stor (nekoneéné dimenze). Topologii v tomto prostoru zavedeme pomoci kon-
vergence posloupnosti funkct.

Rekneme, Ze posloupnost testovacich funkei o; € D konverguje k nule v
D, pokud ezistuje kompaktni mnozina K C R" takovd, Ze supp p; C K pro
vsechna j a pokud pro kazdé o funkce 0%p; = 0 na R™.

Rekneme, e posloupnost p; konverguje k o, pokud ¢; — ¢ konverguje k
nule.

1.3 Definice

Definice 1.3.1 Rekneme, Ze linedrni funkciondl T na prostoru D(Q) je spo-

Jity, pokud pro kaZdou posloupnost ¢; € D(Q) s vlastnosti ¢; D(—Q) 0 plati
T(p;) — 0. Prostor distribuci D'(Q?) je prostor vSech spojitych linedrnich
funkciondli na prostoru D(2). Casto se pouzivd oznaceni D' pro D' (R™).
Hodnotu T(p) funkciondlu T' na testovaci funkci ¢ budeme také nékdy
znacit T(p) = (T, ).
Dve distribuce jsou stejné, pokud maji stejné hodnoty na vsech testova-
cich funkcich.

Poznamka 1.3.2 Obrovskd vghoda distribuct je snadné zachdzeni s nims.
Ukdzeme si, Ze kaZdd distribuce md vsechny derivace vsech tdadi. Navic,
kdykoliv posloupnost distribuci T,, konverguje k distribuci T, pak automaticky
derivace T,, konvergquji k T. Derivace distribuci je tedy spojita operace na
prostoru vsech distribuct! To md zabavné disledky pro sc¢itani Fourierovijch
7ad ve smyslu distribuct, jak wvidime pozdéji.

Piiklad 1.3.3

(1) Oznacme symbolem Lq 1oc(€2) mnoZinu vSech lokdlné integrovatelngjch
funkci f, t.j. takovych funkci, Ze Lebesguetiv integrdl | | existuje pro kazZdou
kompaktni podmnozinu K C Q. Je-li f € L110c(R2), pak je mozné definovat
spojity linedrni funkciondl Ty predpisem

Ty(¢) = [ f@)pla)da, ¢ € D(@).
Tento funkciondl je evidentné linedrni, jeho spojitost plyne z toho, Ze

D(Q)
w—ﬁ0éﬁmw—mdﬂWN<(/ VQmMﬂ@L
Q supp ¢ Q

Funkciondly tvaru Ty, f € Ly 1oc budeme nazyvat requldrni funkciondly.
Je-li f spojitd nebo dokonce hladkd funkce, patri do L1 1oc. KaZda tako-
vdto funkce tedy urcuje requldrni distribuci. Je duleZité si uvédomit, Ze rizné
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lokdlné integrovatelné funkce urcéuji rizné distribuce (viz Appendiz, Disle-
dek 4.3.3). Je tedy mozné prostor Ly 1oc(§2) povaZovat za podprostor prostoru
D'(2).

(2) Slavnd Diracova delta-funkce (sousttedénd v bodé a € R) je distribuce
0, € D'(R) definovand ndsledujicim zpisobem.

a(p) = p(a), p € D(R).

Pro libovolné k nezdporné celé budeme definovat podobné distribuce Ty, , €
D'(R) predpisem

Tialp) = (-1 eM(a), ¢ € D(R).

Presvédcte se, Ze je to opravdu spojity linedrni funkciondl na D(R). Pozdéji
uvidime, Ze tyto distribuce jsou derivace Diracovy delta-funkce.

Zcela analogicky se definuje Diracova delta funkce 6, € D'(R™) v n pro-
meénnych.

Ted si popiSeme vlastnost spojitosti linearniho funkcionélu na D jesté
jinym, ekvivalentnim zptsobem. Zaroven to pro nas bude inspirace pro defi-
nici fadu distribuce (¥ad distribuce intuitivné feceno popisuje, kolik derivaci
testovaci funkce potiebuji pro definici dané distribuce).

Véta 1.3.4 Linedrni forma T na D(2) je spojita pravé kdyz pro kazdou
kompaktni mnozinu K C Q existugi konstanty C € R, k € NU{0} takové, Ze
pro vsechny testovaci funkce p € D(Q) s nosicem v K plati

T(p)| <C ) sup [9% ().

o <k

Diikaz.

Predpokladejme nejdrive, Ze T je distribuce na 2, tj. Ze T je spojita na
D(Q). Predpokladejme sporem, ze podminka ve vété neni splnénd, tedy Ze
existuje kompaktni mnozina K s vlastnosti, Ze nerovnost ve vété neplati pro
zéddnou dvojici konstant C, k. Vezméme C = k = j, tedy pro kazdé j € N
existuje p; € D s nosiCem v K takova, ze

T(p)| > 5 > sup|0%p;()].

laf<j

MuzZeme také predpokladat, ze T'(¢;) = 1 (vzdy je mozné funkci ¢; vyna-
sobit konstantou, nerovnost se pfi tom nezméni). Pak tedy [0%¢;| < 1/j
pro j > |al|. Z toho plyne, ze p; — 0 v prostoru D, ale T'(¢;) nekonverguje
k nule. To je spor.

Opacné implikace je snadnd, pfimo z definice. Pfedpokladejme, Ze pro
linearni funkciondl 7' na D(2) plati podminka ve vété, t.j ze pro kazdou
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kompaktni mnozinu K C Q existuji konstanty C' € R,k € NU {0} takové,
ze pro vSechny testovaci funkce p € D(2) s nosi¢em v K plati

T(p)l <C ) sup [0%(@)|

lal<k
Pak chceme ukazat, ze

0; 220 = T(p;) — 0.

D(Q
Piedpokladejme, Ze ¢; PE) 0, t.j. Ze existuje K takové, ze pro kazdé j plati
supp ¢; C K a zarovei pro kazdé a plati supg [0%p;(x)| — 0. Pro toto K
pouzijeme podminku z véty. S jejim pouzitim dostaneme ihned, Ze

C Z sup [0%p;(x)] — 0,

ol <k
a tedy ze T'(¢j) — 0.

Definice 1.3.5 Rekneme, Ze vdid distribuce T € D(Q) je mensi nebo ro-
ven k, pokud v pfedchozi vété miuzeme vzit totéz cislo k pro vSechny mnozZiny
K, tj. pokud existuje nezdporné celé éislo k takové, Ze pro kazdou kompaktni
mnoZinu K C Q existuje konstanta C € R s vlastnosti, Ze

T(p)] < C D sup |0y

o <k

pro vsechny testovaci funkce ¢ € D(Q), supp ¢ C K.
Nejmensi k s touto vlastnosti se nazyvd vad distribuce T.

Piiklad 1.3.6
(1) Presvédcte se, Ze kaZdd regularni distribuce md tad nula. TotéZ plati pro
Diracovu delta funkci.
(2) Pro libovolné k nezdaporné celé jsme definovali distribuce Ty, € D'(R)
predpisem

Thal9) = (—1)Fe®(a), ¢ € D(R).

Presvedcte se, ze tad distribuce Ty, , je roven k.

Ndvod: Z definice plyne ihned, Ze rad Ty, , je mensi nebo roven k. Je treba
tedy ukdzat, Ze neni mensi nez k. Zvolte testovact funkci i) € D(R) tak, aby
¥(0) = 1. Definugte pro libovolné n € N testovaci funkci ¢, predpisem

$n = 2" (n ).
Pak Ty, o(¢n) = k!, ale zdroveri pro n — oo a vSechna j < k plati

sup |qb£7])| <COni F 0.
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Poznamka 1.3.7 Casto je také uZitecné uvazovat distribuce s komplexnimi
hodnotami’. Komplexni distribuce T je spojité linedrni zobrazeni z D(2) do
C, kde oba wvektorové prostory uvazujeme jako vektorové prostory nad R.
Prostor viech komplexnich distribuci na Q oznacime D.L(Q) (je to vektorovy
prostor nad C). Zrejmé plati, Ze T € DL(Q) praveé kdyz T = Ty +iTs; T1,Ts €
D'(Q).
Bylo by velmi dobre mozné definovat komplexni prostory testovacich funkct

D.(Q). Vsimnéte si, Ze pro kazdé T € D'(Q) je mozné definovat komplexni
roz§irent T, t.j. linedrni zobrazeni T, z D.(?) do C predpisem

Te(p1 +ipe) = T(p1) +iT(p2).

Naopak, kazdé komplexni linedrni zobrazeni T, z D.() uréuje (restrikci)
prvek T € D'(Q).

1.4 Konvergence a derivace distribuci, nasobeni
hladkou funkeci.

Definice 1.4.1 Prostor D'(Q) je vektorovy prostor, operace v ném jsou de-
finovdny vztahem

(a1T1 + ang)(w) = alTl(tp) + azTQ(gO); p e D(Q), 11,15 € D’(Q),aj e R.

Jsou-li T;, T distribuce, pak Tekneme, Ze T; — T v prostoru D'(2), pokud
pro viechny ¢ € D(Q) plati T;i(¢) — T(p).

Soucet tfady distribuct ) T; v prislusném prostoru se definuje jako limita
odpovidajici posloupnosti éastecnyjch souctu v prislusném prostoru distribuct.

Motivaci pro definici derivace distribuce je pfipad regularnich distribuci.
Je-li f e £(2), pak také funkce 0;f je hladkd a obé tyto funkce urcuji
regularni distribuce, pro které plati

Ty, () = /Q (0 )pdz = — /Q [(050)dz = ~Ty(By0), € D(EY).

Podobné se motivuje sou¢in hladké funkce a distribuce (zkuste si napsat
sami).

Definice 1.4.2 Je-li T € D(Q),Q C R", pak pro libovolné j = 1,...,n
definujeme novou distribuci ;T predpisem

[0iT1(p) = =T(9;9); ¢ € D(Q).

Indukci definujeme derivace vyssich rddi.
Je-li f € E(Q) aT € D'(Q), pak definujeme distribuci fT € D'(Q) takto:

[fT](p) = T(fp)-



1.4. KONVERGENCE, DERIVACE, NASOBENI 9

Lema 1.4.3 Pro kazdy multiindex o je 0*T dobte definovand distribuce
2 D'(Q). Také soucin fT je dobie definovand distribuce z D'(2) pro kaZdou
f e &) aT € D). Jejich nosi¢ je podmnozina nosice T. Zobrazeni
T — 0% aT — fT jsou spojité.

Diikaz.
Staci ovérit spojitost nové definovanych funkcionalt. To plyne ihned
z prislusnych definic (zkuste ovéfit samil). O

Piiklad 1.4.4 Spoditejte si, Ze podle definice distributivni derivace plati:
(1) Distributivni derivace Heavisideovy funkce je Diracova delta-funkce.
(2) Pro k-tou derivaci Diracovy delta-funkce plati:

69 () = (=1)F(0).

Nasledujici podstatna informace fiké, jaky je pro funkce jedné proménné
vztah mezi obycCejnou a distributivni derivaci. Tento fakt se ve vypoctech
¢asto uziva.

Véta 1.4.5 Predpoklidejme, Ze funkce f je hladkd na R — {0} a Ze jeji
jednostranné derivace maji v pocédatku skoky

Ak :f(k)(0+)_f(k)(0—)7 k‘ZO,].,...,’I’L—].

a Ze f™ je integrovatelnd v okoli nuly. Oznacme Ty € D'(R) reguldrni
distribuci zadanou funkct f.
Pak
[T = Ty + Ap—16 + An—2d + ... + Ags™™Y

Diikaz.
Dtikaz staci provést pro prvni derivaci a pak pouzit indukci. Vypocet
pro prvni derivaci je

—/Rf@’dx:— / Fodet £0,)¢ / fipds =

= Aop(0) + Ty ().
(|
Véta 1.4.6 (Derivace je spojitd operace)

Pokud posloupnost T; konverguje kT (v pFislusném prostoru distribuct),
pak pro kazdé o konverguji derivace 0°T; k 0“T (ve stejném prostoru,).

Diikaz.
Stac¢i to ukézat pro nékterou z derivaci 0;. Ale

0:T;](p) = =T;(0ip) — —T(9ip) = [0:T] ().
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Priklad 1.4.7 (1) Funkce f(x) = In|z| na R je lokdlné integrovatelnd, a
tedy definuge requldrni distribuci Ty. Jeji derivace v klasickém smyslu je
funkce 1/x, ta viak jiz neni integrovatelnd v okoli nuly. Presto existuje jeji
derivace ve smyslu distribuci. Pokud spocitame podle definice jak tato dis-
tribuce vypadd, dostaneme pro p € D(R)

1(@) =~ [ 1@ @y = tim [ infelyl @ =
= lim, {m el(p(e) = o)) + /|x|>s(“”($)/m)dx} -
= lim |m26(«/7(33)/-73)61113-

Zavérecny integral (dany limitou) se tradicné nazyvd hlavni hodnota inte-
grdlu j]mga((p(x)/x)dx. My tuto distribuci oznacime prosté symbolem 1/x.
Tato distribuce je zreymé limitou requldrnich distribuct.

(2) Pro kazdé y > 0 je funkce f,(x) = In(x+iy) hladkd v proménné x a tedy
urcuje requldarni distribuci. Snadno se ukdzZe, Ze existuje ve vsech nenulovych
bodech limita lim,,_,o+ fy(x) = In|z| + im0(—x), kde 0(—x) je analogie Hea-
visideovy funkce, kterd md hodnoty rovné 1 pro x < 0, zatimco pro kladnd x
je rovna nule.

Pomoci zakladnich vét o konvergenci integrdlu se dd ukdzat, Ze lim T,
pro y — 01 existuje ve smyslu distribuci z prostoru D', vislednou distri-
buci oznacime symbolem In(x + i0). Derivace Té jsou reguldrni distribuce
definované funkci 1/(x + iy), které pak tedy konverguji k distribuci, kterou
oznacime symbolem 1/(x + 40). Ze vzorce pro ln(xz + i0) dostaneme ihned
tzv. Sochockého formuli

1/(z +140) = v.p.1/x — imdy.

2. prednaska

(8) Zname jiz priklady distribuci, které maji 7ad k pro libovolné k piirozené.
Otazka je, zda existuji distribuce, které koneény fad nemaji. Odpovéd je ano.
Jeden z prikladi je mozZné sestrojit ndsledujicim zpusobem. Predpokld-
dejme, Ze ay je posloupnost redlnych cisel, které konverguji k +o0o, napf.
ar = k. Pak lze definovat distribuci T = ), 551];) (ukazte, Ze tento soucet
existuje ve smyslu souctu Tady distribuci). KaZdy casteény soucet této tady
md konecny rdd, ale limitni distribuce uz konecny vdad nemd.
(4) Reguldrni distribuce, které maji za limitu §-funkci.
Predpokladejme, Ze je ddna posloupnost funkci fr(x) na R s vlastnostmi:
(a) VM > 0 ezistuje konstanta C takovd, Ze pro kazdé a,b, |a| < M, |b| <

M plati nerovnost
b
/ fn(z)dz| < C.
a
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(b) pro kazdou dvojici rizngch cisel a a b je limita lim f; fn(z)dz Tovna
nule, pokud 0 & (a,b) a je rovna jedné, pokud 0 € (a,b). Pak lze ovérit,
Ze distribuce Tp,, kde F(n f fu(t)de jsou primitivni funkce k fy,
konverguji k Heavzseadove dzstmbucz 9 Pak ale distribuce Ty, konverugi k
Diracové §-funkei.

Konkrétnim piikladem jsou funkce fn(x), které maji hodnotu 2n na in-
tervalu < —1/n,1/n > a jsou rovny nule jinde. Takovéto funkce popisuji
aprozimaci bodového ndaboje v poédatku s celkovou hustotou jedna a konver-
guji ve smuslu distribuci k Diracové §-funkci.

Ovérte pomoct uvedencho postupu, Ze ndsledujici posloupnosti requldr-
nich distribuci konverguji ve smyslu distribuci k Diracové delta funkci:

(i)

fale) = 2
(i)
i) = e
(iii) _
floy= 2T

1.5 Fourierovy rady, Poissonova sumacni formule.

Hodné toho jiz vite o rozkladu funkci do Fourierovych fad tvaru

§ : Cn 627rma:‘

neZ

Typicky ptiklad je rozklad funkce f(z), ktera je periodické s periodou rovnou
jedné a kterd je lokalné integrovatelné. Koeficienty ¢, jsou dany vztahem

1 .
cn:/ f(x)e 2mne gy,
0

Chceme si rozmyslet, jaky je vztah mezi regularni distribuci 7 a souctem
regularnich distribuci, uréenych funkcemi ¢, e>™"*,
7 minulych semestri vime, Ze fada primitivnich funkeci

-1
C .
§ : n 27rma: + ¢ x+§ : Cn 2mmc
277777 271777

je Fourierovou fadou primitivni funkce F'(z) k funkci f(z). Vime také, ze
F(x) je (absolutné) spojita a jeji Fourierova fada konverguje k F' stejno-
mérné. Rovnost

-1
F(m) _ Cn 27rma: +CO$+Z 5 Cn, 2m'm:

27rm mn
—00
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tedy plati ve smyslu prislusnych regularnich distribuci. PouZijeme-li derivaci
na obé strany rovnosti, dostaneme

Tf — Z Cn62m'mc
ve smyslu distribuci.
Napriklad je velmi dobfe znam soucet rady

o0

sin 2na (1 )
St (1
n 2

1

na (0, 1), dal periodicky.

Pak tedy
o0 o0
22c0827mx =—-1+ Zén,
1 —00

o0 oc
4 Znsin27mx =— Z o,
1 —00
[ee]

[ee]
82 g n? cos 2mnr = — E o
1

—OoC

Podobnymi tivahami lze ukézat, Ze libovolna fad tvaru > ¢,e2™"* s ko-

eficienty, které nerostou rychleji nez néjaka mocnina, konverguje ve smyslu
distribuci. Staci integrovat fadu ¢len po ¢lenu tolikrat, az jeji koeficienty bu-
dou dostatecné rychle klesat a pak vysledny soucet derivovat ¢len po c¢lenu
ve smyslu distribuci.

Poissonova sumac¢ni formule

Vztah
[oe] o0
QZCOSQTFHJI =-1+ Zén,
1 —00

se da prepsat v jiném tvaru

00 00
§ :627rma: — § :571
—00 —00

Pouzijeme-li Fourierovu transformaci (na testovaci funkci ¢(z), tj. pokud
Y(y) = [ p(x)e 2™ dz), pak dostaneme pouzitim predchoziho vztahu na
testovaci funkci ¢ rovnost

Y odn) = en),

ktery se nazyva Poissonova sumac¢ni formule.
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1.6 Slozeni distribuce s difeomorfismem

Predpokladejme, ze h je difeomorfimus oteviené podmnoziny 2 C R™ na
jinou otevienou podmnozinu Q v R™. (V této prednasce slovo difeomorfismus
oznacuje nekoneéné diferencovatelné zobrazeni © na Q, pro které existuje
inverzni zobrazeni na €, které je také nekoneéné diferencovatelné.) Jacobiho

matice Jh(z) := det ( g;f;) je pak nenulova funkce na €.

Je-li T, € D (Q) reguldrni distribuce, zadand pomoci lokalné integrova-
telné funkee u(y),y € Q, pak je také slozens funkce u(h(z) lokalné integro-
vatelné na € a jeji hodnota na testovaci funkci p(x) € D(R2) je ddna vzorcem
(pomoci véty o substituci)

B 1
[ uthe)etarde = [ uwot W) oG

Q
To vede k nasledujici definici.

Definice 1.6.1 Predpokladejme, Ze h je difeomorfimus oteviené podmmno-
ziny Q C R™ na jinou otevienou podmnozinu € v R™. Pro danou distribuci

T =T(y) € D'(Q) definujeme distribuci T'(h(x)) € D'(?) predpisem
(T(W(z)), 0) = (T'(y), 2(y)),
kde p € D(Q) a 2(y) = g e (¥)-

Priklad 1.6.2 (1) Standardni a velmi casty specidlni pripad je tento: pred-
poklddejme, Ze h : R™ — R" je tzv. afinni zobrazeni, tj. y = h(z) :=
A-xz+0b A € GL(n,R), z,y,b € R™. pak h je difeomorfismus a pro li-
bovolnou distribuci T platt

(T -2+0).¢) = o (T el - = 8)

Jako specialni pripad dostaneme také sloZeni distribuce s posunutim: pro
a € R™ plati

(T(z+a),p) = (T(z), p(z — a)).
(2) Rozmyslete si sami:
(i) Pokud T = &y,, pak dostaneme

(oA 2).9) = T (T4 9) = e (0),

tedy
1

) = Tqer a7 0@

Vsimneéte si, Ze tedy Diracova delta funkce &y je invariantni vici libovolné
linedrni substituci y = A - x pro matice A € SL(n,R).

50(/1 T
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(i1) Velmi uZitecny je také vzorec pro sloZeni distribuce s dilataci. Pro
a > 0 wvazujme dilataci, tj. difeomorfismus R™ na R™ dang vztahem y = ax.
Pak jako specidoni pripad (1) dostaneme vztah

(T(ax), ¢) = —(T(a), p(a/a))

Specielné, X
{do(az), p) = —{do(2), p(z/a)),

1.7 Lokalizace distribuci.

Pro distribuci nelze definovat rozumné hodnotu distribuce v bodé, lze ale
definovat restrikci distribuce na otevienou podmnozinu. Pfedpokladejme, ze
jsou déany dvé oblasti ' C Q v R™. Abychom si definovali takovouto restrikci
distribuce T z Q na ', ukdZeme nejdiive, Ze je mozné povazovat prostor
testovacich funkci D(2) za podprostor prostoru D(Q). Je-li ¢ € D(Q),
dodefinujeme ¢ v bodech € mimo € nulou. ProtoZze mé ¢ kompaktni nosié
v Y je toto rozsifeni hladka funkce v Q. Pak pro kazdou distribuci T € D'(f2)
je ztzeni T'|gr opravdu jen zuZeni funkcionalu 7' na mensi prostor testovacich
funkei.

Funkci f 1ze zadat nékolika predpisy na nékolika ¢astech jejiho definic-
niho oboru. Pokud se tyto ¢asti definiéniho oboru piekryvaji a piislusné
definice se na spole¢ném pruniku shoduji, je tim zfejmé funkce dobte defi-
novand. Analogickd véta plati i pro distribuce.

Véta 1.7.1 Je-li ; libovolny systém otevrengch mnozin a Q = U;$;, pak
pro kaZdy systém distribuci T; € D' (Q;), ktery spliuge podminku Vi, j, T;| 4 =
Tjla na A:=Q;NQ;, existuje pravé jedna distribuce T € D' () s vlastnosti

Definice 1.7.2 Predpoklidejme, ze T € D'(Q). Jeji nosié supp T je defino-
vdn, jako mnoZzina vsech bodu x € Q) takovich, Ze neexistuje okoli U bodu x,
pro které by platilo Ty = 0.

MnoZina supp T je charakterizovana vlastnosti, ze Q—supp T je nejuétsi
otevrena podmnozina U C §, pro kterou plati T|y = 0 (to je jednoduchy
disledek Véty 1.7.1). Plati tedy, Ze

T € D'(Q), p € D(Q), suppT Nsupp p =0 = T(p) =0.

Podobné se definuje singuldrni support T. Je-li T € D'(Q), pak singuldrni
support sing supp T je mnozina vsech bodu x € Q s vlastnosti, Ze neexistuje
okoli U bodu x, pro které by Ty byla requldrni distribuce, zadand hladkou
funkci na U. Alternativné, mnoZina U = Q—sing supp T’ je nejvétsi oteviend
podmmnozina v Q) s vlastnosti, Ze restrikce T na tuto mnoZinu je requldarni
distribuce zadand hladkou funkct.
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V zévislosti na nosi¢i distribuce T je moZné rozsitit defini¢ni obor T na
veétsi mnozinu testovacich funkei. Je-li napi T reguldrni distribuce zadana
funkei f € Ly 0.(Q), pak integral [ fodz je dobte definovany pro kazdou
testovaci funkci ¢ € £(QQ), pro kterou je supp T N supp ¢ kompaktni pod-
mnozina 2. Pro pohodli se domluvme, Ze symbol A CC 2, oznacuje to, Ze
uzavér A je kompaktni podmnozina Q. Obecné plati nésledujici véta.

Véta 1.7.3 Necht T € D'(2) a suppT je jeji nosic. Pak existuje prive
jedna linedrni forma T na mnozin€ testovacich funkci

(1.7.1) {p € E(Q)| supp T N supp ¢ CC N}

takovd, Ze plati
(i) T(p) = T(p) pro vSechny ¢ € D(Q);

(ii) T(p) = 0, pokud supp T N supp p = .

Hlavni myslenka dikazu je prosta. Zvolme libovolné testovaci funkei ¢ €
D(Q) tak, aby ¢ = 1 v okoli supp ¢ N supp T. To je mozné, protoze mnoZina
supp ¢ N supp T je kompaktni a je tedy dost mista na to, aby funkce ) méla
kompaktni nosi¢ v Q. definujeme p¥islusné rozsifeni T predpisem

T(p) = T(pv), p € E(Q).

Zbytek dukazu je jen ovéreni, Zze toto rozsifeni je jediné mozné. Cely dukaz
je mozné najit v apendixu.

Dohodnéme se, Ze vzdy rozsifime defini¢ni obor dané distribuce na mno-
zinu testovacich funkci popsanou v (1.11.5) a Ze toto rozsifeni oznacime
stejnym symbolem 7.

1.7.1 Distribuce s kompaktnim nosi¢em

Je-li tedy T distribuce s kompaktnim nosi¢em v €2, pak ji podle pfedchozi
véty muzeme rozsifit jako linedrni funkcional na vétsi prostor testovacich
funkei £(Q). Distribuce jsou definovény jako lineérni funkcionaly na D(2),
které jsou spojité pro vhodnou konvergenci na prostoru testovacich funkci.
Pro distribuce s kompatktnim nosi¢em vznika piirozena otazka, zda je mozné
také tuto specialni tfidu distribuci charakterizovat pomoci vhodné pod-
minky spojitosti na prostoru testovacich funkci £(2). Odpovéd je obsaZena
v nasledujici definici a véteé.

Definice 1.7.4 Konvergenci na prostoru £(Q) zavedeme takto. Rekneme,
Ze posloupnost p; € E(Q) konverguje k nule, pokud tyto funkce konverguyi,
spolu se vsemi svymi derivacemi, lokdlné stejnomérné k nule. Podrobnéji
feceno, p; — 0 v £(Q), pokud VK kompaktni v Q a Va plati 0%; = 0 na
K.
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Ekvivalentné lze tuto podminku vyjadrit takto. Pro kaZdou kompaktni
mnozinu K a kaZdé prirozené c¢islo k definujeme pseudonormu

lelkic =Y sup [0%(x)], ¢ € E(Q).

|| <k reK
Pak pj — 0 v E(Q) prave kdyz VK C Q kompaktni a Vk prirozené plati
l©jlx,c — 0.

Véta 1.7.5 Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) Linearni funkciondl T na E(Q) je spojity.
(i1) Existuji C € R, k pfirozené a kompaktni mnozina K C Q takové, Ze
Vo € £(Q) plati
()| < Clolix.

(111) T je distribuce 2 D'(2) s kompaktnim nosicem (rozsitend podle nasi
dohody na celé £(Q)).

Dukaz této véty je mozné také najit v Apendixu.

Priklad 1.7.6 UvaZujme funkci xﬁ‘r,Re)\ > —1, kterd md hodnotu x* pro
x > 0 a jinde je nula. Je to funkce lokdlné integrovatelnd na R, tedy urcuje
distribuci v D'(R). Nosié této distribuce je ale obsaZen v intervalu < 0, +00),
tedy mohu tuto distribuci rozsivit a definovat ji i pro testovact funkce, které se
chovajt libovolné u minus nekonecéna. Misto poZadavku, Ze ¢ md kompaktni
nosic¢ staci pozadavek, Ze existuje L € R, pro které p(x) =0 pro x > L.

Diky tomu, Ze riust nast funkce v plus nekonecnu je polynomidlni, mohl
bych dokonce rozsivit prislusny funkciondl i na testovact funkce, které rychle
klesaji v plus nekonecnu. Jedna z takovychto funkci je funkce e™*. Vsimnéte
si, Ze pak

21](e7) = D).

1.8 Homogenni distribuce

Poznamka 1.8.1 KaZdy vi, Ze je snadné najit redlnou funkci f, kterd md
vz € N predepsané hodnoty, napt. mohu chtit aby f(n) = (n — 1)!. Tako-
vychto funkci je hodné. SloZitéjsi dloha je nagjit holomorfni funkci F(z) (na
vhodné oblasti) pro kterou plati totéz, t.j. napr. F(n) = (n — 1)!. Problém
je v tom, Ze hodnoty F v malém okoli libovolného bodu (a dokonce jesté o
hodné mensi informace) uréuji jednoznacné hodnoty holomorfni funkce na
mazimdlni oblasti, na kterou lze rozsirit. Pokud bych zacal funkci definovat
v okoli 1, pak musim hodnoty pobliz 1 zvolit tak, abych se strefil do zadanijch
hodnot ve vsech prirozenych cisel najednou.

Je proto pozoruhodny fakt, Ze takovd holomorfni funkce existuje. UZ jsme
Ji v této predndsce potkali, je to Gamma funkce T'(z), kterd je holomorfni
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na celé komplexni roviné kromé zapornych celych cisel a pro kterou, jak uz
vite, opravdu plati T'(n) = (n — 1)!I. Podobnd, ale jesté slozitéjsi uloha se da
formulovat takto:

Najdéte parametricky systém distribuci T'(z) € D', z € C, ktery na kom-
plexnim parametru z zdvisi holomorfné s vlastnosti T(—k) = 6 (), k € N.

Uvidime, Ze vhodné teseni wvedné ilohy umozni zdroven ukdzat cestu
k teseni dalsi, vice méne nesmysinée ulohy. Chteli bychom, abychom kromé
prong, druhé, treti, atd. derivace uméli pocitat (v néjakém vhodném, blize
nespecikovaném smyslu) polovinovou, tretinovou, ww-tou, nebo dokonce (1 +
5i)-tou derivaci! O tom ale vic pozdéji.

1.8.1 Distribuce 2.

Priklad 1.8.2 Zkusme si rozmyslet, pro které hodnoty parametru A je funkce
2\ € C lokdlné integrovatelnd na intervalu = € (0,00). PFipomerime si,
e o = e g |2 = 2Fe A Funkce %, € R md konecny integrdl na
intervalu (0,1) prdvé kdyzZ a > —1.

Tedy funkce z je lokdlné integrovatelnd na R prdvé kdyZ Re A > —1.

Definice 1.8.3 Pro A € C oznacime symbolem xﬂ‘r funkci

a:i‘r = 2> pokud = > 0;
a:i‘r = 0 pokud x < 0.

Pak % € L1 15(R) & Re A > —1. Pro tyto hodnoty X tedy funkce repre-
sentuje reguldrni distribuci, kterou budeme oznacovat stejnym symbolem.

Poznamka 1.8.4 Pro A € C,Re X\ < —1 nelze pomoct funkce x* definovat
primo odpovidajici distribuci. Radi bychom ale nasli néjaky postup, jak de-
finici vyse uvedeného parametrického systému distribuct rozsirit i na ostatni
hodnoty parametru. MnoZina komplexnich c¢isel, pro kterou se nam obecnou
mocninu podarilo jako distribuci definovat je dost velkd a tak zkusime rozsi-
7it definici co nejdal pomoci analytického pokracovdni holomorfnich funkci.

3. prednaska

Definice 1.8.5 Necht Ty, je parametricky soubor distribuci pro A € Q C C.
Rekneme, Ze T\ holomorfné zdvisi na \, pokud pro vsechna ¢ € D je (T, @)
holomorfni funkce na oblasti Q.

Je-li T\ parametricky soubor distribuct, ktery holomorfné zdvisi na \ €
Q C C, pak je ihned z definice vidét, Ze totéz plati pro derivace T} (nebo
indukct pro jakékoliv vyssi derivace).

Predpokladejme, Ze soubor Ty md v bodé \g isolovanou singularitu (tj.
pro kazdé ¢ € D(Q) md holomorfni funkce (T\,p) v bodé Ao isolovanou
singularitu). Pak distribuci resy, T definujeme predpisem

<I‘eS)\O Ty, 4,0> = Tes), <T/\7 4,0>-
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Je ztejmé, ze soubor distribuci Ty = xﬁ‘r; Re A\ > —1 zavisi na této mno-
ziné holomorfné na A (sta¢i ovéfit splnéni C-R podminek pro komplexni
derivaci derivaci za integralem). Na jak velkou mnozinu jde (pro pevné zvo-
lenou testovaci funkci ¢ ) tuto holomorfni funkci rozsiit?

Existuje vice zptisob1, jak pozadované holomorfni rozsiteni distribuci xﬁ‘r

sestrojit. Nejjednodussi varianta vyuziva toho, Zze umime kazdou distribuci
derivovat. UvaZujme nejprve pravou polorovinu A € C|ReA > 0. Pak je

funkce a:ﬁ‘r spojita v nule a podle Véty 1.4.5 plati

d -
@(xi) = (z}) = )\xi !

To umoznuje pro vSechny A € C;Re\ > —2, A\ # —1 definovat

A (@) @ o) = (@)
LD WIE TS A+1

Na oblasti Re > —1, kde je prislusna distribuce jiz definovana a regularni
obé definice, diky vzorci (1.8.1), ziejmé splyvaji. Obdobné lze pomoci vyssich
derivaci postupovat dal.

Abychom nemuseli opakovat totéz dvakrat, zavedeme si zdroven pro \ €
C,Re|\ > —1 regularni distribuci 2, ktera je zadana funkci, ktera se rovna
pro zéporné x funkci |z|* a kterd je rovna nule pro kladna éisla x. Pro
A Re A > —1 plati

/0 " P ole)ds — / Y P o(—a)dr.

Ztejmé tedy J;ﬂ‘r = (—J;)i, tj. <a:ﬁ‘r,<,0(a:)) = <a:i,g0(—a:)).

Definice 1.8.6 Necht k je pevné prirozené ¢islo. Pak pro kaZdé \ € C, Re >

—k—1,A# —1,-2,...,—k definujeme distribuci 3 € D'(R) predpisem
(@, o)

A+1DA+2)...(A+ k)’

(@}, ) = (1)
Pro tytéz X definujeme distribuci 2* € D'(R) predpisem

Je snadné si rozmyslet, Zze vySe uvedena definice je bezesporna. Pro dvé
ruzné k jsme sice definovali tutéz distribuci dvéma rtiznymi zptisoby, ale pro
pravou polorovinu A, ReA > 0 obé definice splyvaji a z principu analytic-
kého pokracovani to tedy plati na celém pruniku defini¢nich oboru. Zakladni
vlastnosti téchto distribuci jsou obsaZeny v nasledujici vété.
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Véta 1.8.7 (1) Distribuce x2} jsou vyse uvedenym vzorcem definoviny pro
libovolné \ € C — {—1,-2,...} a plati x x} = ).
(2) V bodech A\ = —k,k € N plati

-1 k—ld(k—l)
reS)——k :L‘i‘r = ( )

(k—1)1
reS) ——k IL‘)_‘ = 5(k_1) .
B P DY

3) L(zA) = \zd7t kdykoliv obé strany magi smysl.
dx \""+ +
4) V bodé \ =0 se distribuce x} rovnd Heavisideové theta funkci.
+

Driikaz.
(1) Plyne z rovnosti pro A, ReA > —1 analytickym pokracovanim.
(2) Z definice 7} plyne ze

Mn o (n)
A\ . 1\ <$+ y P >
IeS\=—n <x+7 ‘P> = Jim (=1) A+DA+2)...(A+n—1)

Ale

(@), ™) (0(x), o™)

lim = =

M A DA+ 2) ... A tn—1) (n+t1)(—n+2)...(—ntn—1)

(0D )
(=1 -2)...(1)°

Residuum pro 2z se snadno dostane z vzorce (1).

(3) Rovnost se snadno ovéi piimou derivaci v oblasti A € (—1,0). Z
principu holomorfniho pokracovani pak plati vSude, kde maji obé strany
smysl.

(4) Thned z definice.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze je mozné definovat mﬁ‘r nasledujicim ekvivalent-
nim zpusobem.

A

(2%, ) = /Ooo 2 o(x)dr = /01 ap(x)dx + /100 2 p(z)dz =

_ 19&[ — o(0Vd ¢(0) A d
= | 2le@) —oO)dz+ = + | aPp(e)da
0 1
Re A\>—2 A#£—-1 AeC

Tento predpis tedy definuje distribuci xﬂ‘r pro libovolné A € C,Re A >
—2, A # —1. Podobné budeme chtit postupovat krok za krokem dal a defi-
novat tuto distribuci pro vSechna A\ € C, kromé zapornych celych ¢isel.
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Podobné pro Re A > —n— LA # —-1,-2,...,—n
A ! A / a" ! (n—1) 2
(z350) = ; x[@@ﬂ—@ﬂD—w(mx—-“—(n_lyw (0))da+ : () da+

n (p(k Do

+Z A+k)

Pokud Re A € (—n — 1, —n), pak dostaneme také

@L@%=AmeMM—¢my-¢mn_.”_

1.8.2 Normalizace distribuci z7.

Ziskali jsme velmi pékny systém distribuci, ale zatim jsme jesté nevyresili
puvodni tlohu najit holomorfni soubor distribuci, ktery by se v danych bo-
dech rovnal derivacim Diracovy delta funkce. MuZeme ale zkusit odstranit
singularity v celych zapornych ¢islech tim, Ze budeme nas systém distribuci
délit vhodnou meromorfni funkci tak, aby se pdly zkratily. Nejjednodusi zpi-
sob, jak meromorfni funkci se stejnymi poly najit je pouzit distribuci a:ﬁ‘r na
vhodnou testovaci funkci. Zkusme vzit p = e~®. Pak (z7},e;") = (A +1).

Véta 1.8.8 Definujme normalizované systémy distribuci x} € D'(R) pred-
pisem

A
A TE
=— A —{-1,-2,...
X+ F()\ + 1)7 € C { ) ) }a
pak lze tyto systémy holomorfné prodlouzit © do bodi N = —k,k € N a
vysledné systémt budou holomorfni systém na celém C. V bodech A = —k, k €
N pak plati
( k) xj\* 5k=1)
X+\=R) = =y 1 =
'(A+1) ok
a
S
B '(A+1) L

Na celém C plati %(Xi) — Xi_l

Dukaz. V okoli bodu A = —k plati zaroven

T\ +k+1)
A+1)...(A+ k)

I(A+1) =

< Ak So(k) >
(A+DM+mH(A+M'

(@}, ) = (=)
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Tedy
0 @) = (DR, 8y = (AR, ).
Tedy

Vzorec pro x» se odvodi stejné.
Vztah %(Xﬁ\r) = Xi‘r_l se snadno ovéii pro A € C, Re A > 0:

d ([ = _ Az :xi_lzxx—l
dt \T + 1)) T+ 1) Ty X

Z principu holomorfniho pokrac¢ovani pak plati v celém C.

1.8.3 Distribuce |z|*, |z|* sgn(z).
Dalsi dva systémy distribuci jsou definovany jako linedrni kombinace:

2} =2} + 2}, |2 sgn(z) =2} — 2.

Jako cviceni si rozmyslete vlastnosti téchto distribuci. Spocitejte si, ze
existuji limity (m € N)

lim |z|*: lim x| sen x
Jim (o lim el sgnal

Pro tyto specialni piipady si zavedeme nasledujici pfirozené oznaceni:
—2m ._ 13 A -2 1.1 A
T = Hmy g, |2t a 27T = lmy g4y |2] Y sgn ().

Rozmyslete si, ze distribuce, nékdy oznacované jako hlavni hodnota 1/z

je totéz jako vyse uvedend distribuce z~ 1.

1.8.4 Distribuce (z 4 i0)*.

Definice 1.8.9 Pro Re A > —1 jsou distribuce definované vztahy

x +40)* := lim (z + iy)>
(@ -+ 10 = lim (@ + i)

x —i0)* := lim (2 — iy)>
(&= 0 = lim(z — iy)

In(x +10) := lim In(x + 1
(@ +i0) 1= L (s + i)

requldrni distribuce, prislusné limity jsou lokdlné integrovatelné funkce. Snadno
se spocita, zZe pro x > 0 plati

(x4 i0)* = (z —i0)> = 2,
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zatimco pro x < 0 dostaneme
(x4 i0) = ™|z}, (2 — i0)* = e |z}
To vede k ekvivalentni definici

(z +140)* == 2} + M2t

(x —i0)* := 2} + e A,
pro libovolné A # —1,—2,.... ProtoZe je levd strana definovdna pro libovolné

A komplexni, musi se v zdpornijch celijch cislech prislusné singuldrni cleny
odecist.

Poznamka 1.8.10 Dd se dokdzat (pripad k = 1 je tzv. Sochockého for-
mule), Ze
k(DR gy
To vede k ekvivalentni definici distribuct =" :
1
rF = Sl + i0) % 4 (z —i0)7F]; k € N.

a ke vztahu

(-

o 1)!5(k_1)(x).

(x4 130) 7% — (x —i0) ™% = —2mi

1.9 Fourierova transformace distribuci

1.9.1 Temperované distribuce.

Pro tucely Fourierovy transformace se ukazalo byt velmi uzitecné pouzivat
prostor S(R™) rychle klesajicich funkci. Je to podprostor prostoru D(R"), a
pojem konvergence se v ném zavadi jinym zpusobem.

Definice 1.9.1 Schwartziv prostor S rychle klesajicich hladkijch funkci na
R” je definovdn takto. Rekneme, Ze hladkd funkce o klesd v nekonecnu rych-
leji neZ libovolny polynom, pokud pro libovolny multiindex o a libovolny
polynom P(x) je funkce P(x)0%p(x) omezend na R™. Je jednoduché cviceni
ukdzat, Ze rychle klesajict funkce lze ekvivalentné charakterizovat podminkou

16llk.a = sup [(1 + [z[*)¥|0%p(z)| < oo
rER™

pro libovolny multiindex o a libovolné prirozené cislo k.
Rekneme, Ze posloupnost hladkych funkci o konverguje k nule v €, pokud
pro kaZdy multiindex o a pro kaZdou K kompaktni 0%p; = 0 na K.
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Véta 1.9.2

(1) Plati inkluze D(R™) C S.

(2) Plati i topologickd inkluze, tj. posloupnost konvergugici v topologii men-
stho prostoru konverguje také v topologii prostoru vétsiho.

Drikaz.
(1) Je zfejmé pifimo z definice.
(2) Stadi si uvédomit, ze plati odhad

sup |P(2)0%j(x)| < Ck,p Sup |0%p;(z),

kde konstanta Ck p zévisi na kompaktni mnoziné K a polynomu P. Po-
kud ¢; konverguji k nule v prostoru D(R"), pak podle definice konverguje
supgn |0%¢;(x)| k nule, tedy také pro kazdé k nezaporné celé a pro kazdé a
konverguje ||¢;||k,qo k nule.

O]

Definice 1.9.3 Prostor temperovangjch distribuci S’ je prostor viech spoji-
tych linedrnich funkciondli na Schwartzové prostoru testovacich funkci S.

Véta 1.9.4 Plati inkluse S' C D'.

Diikaz.

Necht T je distribuce v &’. Protoze plati D C S, je restrikce T na D
dobie definovany linearni funkcional. Staéi tedy ukazat, Ze je spojity. Pred-
pokladejme, ze posloupnost testovacich funkei ¢; € D konverguje v prostoru
D k nule. Ve Vété 1.9.2 jsme ukazali ze vnofeni prostorti je spojité zobrazeni,
¢; tedy konverguji k nule i v prostoru S. Ze spojitosti 7' na S pak plyne, ze
T'(p;) konverguji k nule.

O]

1.9.2 Fourierova transformace pro temperované distribuce.

Poznamka.

V druhém rocniku jste se dozvédéli zakladni fakta o Fourierové trans-
formaci a jeji vlastnostech. Tato transformace byla definovina pfirozenym
zpusobem pro funkce integrovatelné, zobrazovala prostor rychle klesajicich
hladkych funkci S(R™) na sebe a bylo mozné ji rozsifit na isomorfismus Hil-
bertova prostoru Ls(R™) na sebe. Nyni bychom chtéli rozsitit Fourierovu
transformaci na vhodné prostory distribuci.

Je snadné najit zpusob jak toto rozsifeni definovat pro temperované

distribuce z S'(R"). Jsou-li funkce f,g z S(R"), pak

[#7wa= [ ([ r0eeoa) eac -
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:/(/g(g)e—zm'(x,ﬁ)dg) f(gg)dx:/f}"(g).

Chceme-li definovat F pro distribuce tak, aby definice souhlasila s vyse
uvedenou rovnosti pro regularni distribuce definované pomoci hladkych funkci,
nabizi se nasledujici definice.

Definice 1.9.5 Pro libovolné T € S’ definujeme Fourierovu transformaci
F(T) predpisem
(F(T),9) == (T, F(9)),9 € S.

Véta 1.9.6 (1) Zobrazeni F : §' — S’ je prosté a na;
(2) inversni zobrazeni F~1 je ddno vztahem

(3) F a F~1 jsou spojitd.

Diikaz. Prvni vlastnost je okamzitym dusledkem téZe vlastnosti pro S. Druha
vlastnost nabizi definici inverzniho zobrazeni, pro které se ihned ovéri, ze je
opravdu inverzni. Déle, T, — T v &' pravé kdyz Vg € S (T, F(g)) —
(T, F(g)), coz plati pravé kdyz Vg € S (c¢F(T},),9) — (F(T),g), coz je
ekvivalentni s F(T,,) = T v §'.

Vsimnéte si, ze rozsifeni Fourierovy transformace na Hilbertuv prostor
Ly (R™), odvozené loni, je specidlnim piipadem nasi soucasné definice pro
distribuce.

4. prednaska

Poznamka 1.9.7 V posledni predndsce jsme si definovali Fourierovu trans-
formaci pro temperované distribuce. Jind (a jak se ukdZe ekvivalentni) de-
finice je zaloZena na faktu, Ze prostor S je husty v prostoru S’ tempero-
vanych distribuci (viz Véta 1.9.11 v pristim paragrafu). Tato ekvivalentni
definice je velmi uzitecnd pri odvozovdni vlastnosti Fourierovy transformace
temperovangch distribuci, které se snadno prenesou z vlastnosti Fourierovy
transformace hladkyjch funkci.

Zminénd ekvivalentni definice Fourierovy transformace pro temperované
distribuce se dd formulovat takto. Je-li T € S', pak existuji hladké funkce
fn € S takové, Ze f, — T v prostoru S'. Z predchozi véty plyne, Ze pak
F(fn) — F(T) v 8. Tato limita by tedy mohla byt ekvivalentni definici
(zdroveri toto tvrzeni ukazuje existenci limity a jeji nezdvislost na vijbéru
priblizovaci posloupnosti). Pomoci této ekvivalentni definice se snadno roz-
siri platnost formuli pro Fourierovy transformace z protoru S na prostor
S

Véta o hustoté (Véta 1.9.11) se dokazuje pomoci konvoluci distribuci.
Nyni si tento pojem zavedeme.
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1.9.3 Konvoluce distribuci

Poznamka 1.9.8 Predpoklidejme, Ze jsou dany dvé funkce f(x), x € R™ a
9(y), y € R™. Pak definujeme tensorovy soucin téchto dvou funkci predpi-
sem F(x,y) := f(x)g(y). Vysledkem je tedy funkce na R"™™. Pokud funkce
f(x),9(y) zaddvaji requldrni distribuce Ty, Ty, pak funkce F'(z,y) predsta-
vuje takée regularni distribuci a plati

Trplon)) = [ $@wet ) drdy = [176)] [ gwelep)dy) do =

= <Tf(x)7 <Tg(y)’ (10(93’ y)> >

To vede k nasledujici definici.

Definice 1.9.9 Jsou-li ddiny dvé distribuce S € D'(R") a T € D'(R™), pak
jegich tensorovy soucin definujeme predpisem

<S ®T, cp(a:, y)> = <S(‘75)7 <T(y)7 90(‘757 y)>>7 p e D(Rn+m)

Totéz plati i pro temperované distribuce (tensorovy soucin dvou tempe-
rovangch distribuci je opét temperovand distribuce).

Véta 1.9.10

(1) supp(S ® T) C supp S x supp T, tedy soucin dvou distribuci z £ tam
také patri.

(2) (distributivni Fubiniova véta)

(T (), (), p(z,y))) = (SW), (T(x),(x,7))), ¢ € DR"™).

(8) (asociativnost)
Ty @ (T, ®T3) = (Ty ® Ty) @ Th.

(4) (spojitost) pokud T, - T v D', 8" nebo &', pak T, ® S — T ® S.

(5)
9/0xi(T(x) @ S(y)) = (9/0xiT(x)) ® S(y);

a(z)(T(x) @ S(y)) = (a(2)T(x)) @ S(y); a(z) € D.

V tomto odstavci nebudeme véty dokazovat. VétSinou jsou dtisledkem
podobnych vét pro hladké funkce a limitniho pfechodu, popsaného v na-
sledujici vété. Poznamky o myslenkach dukazi lze také najit v ptislusnych
oddilech skript P. Cihak a kol.: MA pro fyziky V.

Velmi uziteéna informace pro pochopeni vlastnosti distribuci jsou véty
o hustoté hladkych funkci v prostorech distribuci, které umoznuji odvodit
prislusné vlastnosti ze znamych vlastnosti regularnich distribuci a limitniho
prechodu.
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Vé&ta 1.9.11 Prostor D(Q) je husty v prostoru D' (Q). To znamend, Ze VT €
D'(Q)3f, € D(Q) takové, Ze fr, — T v prostoru D' (Q).
Je-li navic T € §', pak lze zvolit f,, tak, Ze f, — T v prostoru S'.

Dikaz. Vime, Ze existuje posloupnost funkci v, € S se stejné omezenymi
kompaktnimi nosic¢i, které v prostoru S’ konverguji k Diracové delta funkci 6.
7 vlastnosti konvoluce pak plyne, Ze pro libovolné T' € D’ plati T x 1, —
T x 6 = T. Funkce T * 1, patii do D', protoze funkce 1), jsou hladké a maji
kompaktni nosi¢ (detaily tohoto odvozeni nebudeme probirat).

Stejné se odvodi tvrzeni, tykajici se hustoty prostoru D(R™) v pro-
storu S’.

Definice 1.9.12 Predpokldadejme, Ze T, S € D'. Oznaéme
Qr = {(z,y) e R" xR"[ ||z +y|| < R}, R > 0.

Necht pro T, S € D' plati, Ze pro vSechna R > 0 je (supp T x supp S) N Qg
omezeny).
Pak definujeme konvoluci T x S € D' predpisem

(T'xS,0) :=(T®S,0o(x+y)),peD.

Poznamka 1.9.13 Podminka ve vété zaruduje, Ze md definice smysl, 1 kdyz
funkce p(x +y) nemd kompaktni nosi¢c v D(R™). Podminka totiz zarucuge,
ze prunik nosice distribuce T ® S a nosice testovaci funkce je kompaktni,
a tedy Ze prislusnd hodnota je dobte definovina.

Podminka v definici véty je casto dusledkem jesté jednodussich predpo-
kladd. Uvedme si ted alespori nékolik prikladi.
(1) Staci, aby jeden z ciniteld mél kompaktni (tj. omezeny) nosic.
(2) Je-lin = 1, pak staci, aby nosice obou distribuci byly omezeny s téze
strany. To plati napr. pro T = xﬁ‘r, S = yi.
(8) Ve wvyssich dimenzich stac¢i naptiklad predpoklidat, Ze oba nosice jsou
v témZe (ev. posunutém) pronim oktantu.

Véta 1.9.14 (1) Operace konvoluce je komutationi a asociativni
(2) Pokud maji véechny uvaZované distribuce aZ na jednu kompaktni nosic,
pak je jejich postupnd konvoluce asociativni.
(8) 8/0xz;(T x S) = (0/0x;T) * S; pokud magji obé strany rovnosti smysl
(4) Predpoklidejme Ze T,, — T. Pak plati T,, x S — T % S, pokud bud

(a) S kompaktni nosic,

(b) véechny distribuce T,, maji nosi¢ v téze kompaktni mnoziné,

(¢c) n =1 a a vdechny distribuce Ty, S maji nosi¢ stejné ohraniceny ze
stejné strany.
(5) supp(T x S) C supp T + supp S
(6) xS =8%§=25,
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(7) Pokud T = Ty je distribuce, kterd zavisi na redlném parametru pak plati
%(Tt xS) = (%Tt) xS, pokud je splnén jeden z ndsledujicich predpokladii:

(a) distribuce S md kompaktni nosic,

(b) vsechny distribuce Ty maji stejny kompaktni nosic,

(¢) n =1 a nosice vSech distribuci Ty, S jsou stejné ohranicené ze stejné
strany.

1.9.4 Necelé derivace

Predpokladejme, ze funkce g(x) je lokdlné integrovatelnd a rovna nule pro
x < 0. Z analyzy je znama Cauchyova formule pro n-nasobnou primitivni
funkei. Pokud

1 * n—1
gn(z) = m/o 9()(@ — &)"dg,
pak gﬁl") = g. To se ekvivalentné da vyjadiit pomoci konvoluce jako
n—1 n—1

_ Ty _ Ty
gn(z) = g(x) * CES 9(z)

kde funkce g(z) a "' jsou pro z < 0 podle definice rovny nule. To nas

inspiruje k nasledujici definici.

Definice 1.9.15 Predpokladejme, Ze A € C a g je libovolnd distribuce, jejiz
nosic lezi v (0,00). Funkci
A—1

ga(x) == g(x) * ?(r)\)

pak nazveme primitivnt funkct fadu X\ k funkci g(x).
A—1

Predpoklady na nosi¢ g a vlastnosti nosice distribuce ﬁ—/\) zarucuji exis-
tenci konvoluce.
xk—l
7 rovnosti ﬁl e = 0%) dostaneme
A—1
= 9(2) * Ty heo = 9(2) + 3(@) = g()
9o g F()\) = 9
A—1

g1 = g(z) * %uz_l — g(@) * &' (2) = ¢'(2),

podobné pro vétsi n. To vede k definici

Definice 1.9.16 Predpokladejme, Ze A € C a g je libovolnd distribuce, jejiz
nosic lezi v (0,00). Distribuci

-1
S
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pak nazveme derivact adu \ funkce g(x) a budeme ji oznacovat symbolem
d)\
g-x= w!]-

A—1
v .y . .y . . X v e, . .
Predpoklady na nosic¢ g a vliastnosti nosice distribuce ﬁ zarucugi existenct

konvoluce.
Zkusme dokazat rovnost
I'(A) T(p) TA+p)

Uvazujme komplexni ¢&isla A, 1, pro kterd plati ReA > 0,Reu > 0. Leva
strana rovnosti se d4 napsat jako

Al _p—1 2 cA—1 p—1
kN & (2= &)y
ooy ¥ T /0 Ty T

Substituci £ = x ¢t dostaneme rovnost

T 1
A—1 -1 Atpu—1 A—1 -1 Apu—1
| et @-orta =t [t — ot ar =)
Dokazovand rovnost tedy plyne ze znamého vyjadieni Beta funkce pomoci
podilu hodnot Gamma funkci. Podle principu analytického pokracovani pak
dokazovana rovnost plati vSude, kde jsou obé strany definovany.

Tim jsme zaroven dokazali, Ze pro libovolné 3,y dostaneme

dB (d7g> B d?tg

dzP \dzv )~ daPt7

Pomoci takovéto 'necelé’ derivace je mozné Besselovy funkce fadu p vyjadrit
pomoci elementarnich funcki (cos, resp. mocnina).

1.9.5 Vlastnosti Fourierovy transformace temperovanych dis-
tribuci.

Priklad 1.9.17 (1) Zkusme nyni spocitat Fourieriv obraz distribuce xﬁ‘r, A€
C. Pro vygpocet se omezime na \ z intervalu (—1,0).

Zvolme cislo T > 0 pevné. Budeme pocitat Fourieriv obraz ]-'(xﬂ‘re_%”’).
Protoze pri m — 0 plati xﬂ‘re_%”” — xﬂ‘r v prostoru D.,, stac¢i pak nakonec
udélat prislusnou limitu ve vysledku.

Funkce xﬂ‘re_%”” je zrejme integrovatelnd a tak jeji Fourieruv obraz je
ddn integrdlem

00 00
f-(xie—%m'xe—%n{x) _ / x)\e—27r(7'+z£) Ty — / x)\epa:dx _ / Z)\epzdz,
0 0 Ry
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kde p = —2m(T+i&) a integraéni obor je kladnd redlnd poloosa R . Viimnéte
si, Ze argp € (w/2,3mw/2), tj. p patii do levé poloroviny.
Integrdal spocitame pomoci substituce pz = —u,z = —u/p,dz = —du/p.

Integracni obor po substituci bude poloptimka v vychdzejici z pocdtku a pro-
chazejici bodem —p. ProtoZe je argument cisla —p v intervalu (—m/2,7/2),
lezi v v pravé poloroviné. Funkce e tedy exponencielné klesd na ~. To
umoznuje nahradit v komplexnim integralu z holomorfni funkce integracni
obor v redlnou osou. Ve formulich niZe pouzZivaime hlavni hodnotu obecné
mocniny, kterd odpovidd jednoznacné vétvi argumentu s hodnotami v inter-
valu (—m, 7). Dostaneme tedy

/ erpZdz = (_]_/p))\—Fl / u)\e—udu _ (_l/p)A-l-l/ u)\e—udu _
= (=)D 1) = —iem X2 2m) I 1)(E - i)Y,
im/2

protoze —p =i2mw(§ —iT),i=¢€ a

(_p)—()\+1) _ 6—i(A+1)7r/2 (5 - iT)—(A+1)
Limitnim prechodem T — 0 tedy dostaneme
F(ah) = —iem 2 2m) AT (A 4 1) (€ — i 0) L

Po normalizaci dostaneme

A
F (F(;\Ei 1)) _ e—i()\+1)7r/2(27_r)—)\—1(§ _ iO)_)‘_l.

Levd i prava strana rovnosti jsou celé funkce, a tak tato formule plati pro
libovolnd X komplexni.
Alternationi verze je

z . .
Fl——_1|—; [el)\ﬂ/Qélz\—l _ 6—1)\7r/2£:)\—1 ‘

'(A+1)
Specielné pro A\=n =0,1,2,..., dostaneme
1
ny _ _sn1—n—1
f($+) - (27Ti)n+1 [§ ’LO] )
napr.

FY) = FO@) = o6 — 0] = 7 4 25(9)
+ 2mi o 2 7

(2) Zcela obdobné se dd ukdzat (zkuste sami), Ze plati vztah

A
F (F(;; 1)) _ ez’(xﬂ)ﬁ/z(%)—xq(é i0) L,
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Véta 1.9.18 Pro vsechny distribuce T € S plati

(1
FIET) = (i) F (D), D) = L 0f (D))
)
FUET) = G (F1D) . F700T) = (-200) 707 (T))

(8) pro viechna S, T € S’ plati
F(S+T)=F(S) - F(T);F Y S+T)=F1S)- F1(1),
F(§-T)=F ()« F(T); F 1S -T)=F 1(S)« FNT)

(4) |
FT)(€ - §) = F(T - @) (g), § e R”

F(T(x = )(§) = e *"COF(T)(€); b € R

kde distribuce T'(x—0b) je definovdna predpisem T'(x—b)(p(x)) = T (p(z+Db)).

(5)
FF(T) = T(—x).

kde distribuce T(—x) je definovdna predpisem T(—z)(p(x)) = T(p(—x)).

Dikaz. Sta¢i pouZit zndmé vlastnosti Fourierovy transformace pro hladké
funkce a to, Ze derivace, nasobeni polynomem, F, nasobeni a konvoluce jsou
spojité zobrazeni.

Pro vypocet Fourierovy transformace distribuci s kompaktnim nosi¢em je
uzitecnd nasledujici véta, kterd umoznuje odbyt si jednou pro vzdy vypocet
a uvahu, kterou by bylo jinak nutné znovu a znovu pii vypoctu opakovat.

Véta 1.9.19

(1) Necht T € S' md kompaktni nosic. Pak funkce o(&) := Ty(e 2™(:4)
patii do S a plati F(T) = a.

(2)Necht pro T plati slabsi podminka, Ze existuje o > 0 takové, Ze T :=
P T € 8. Pak funkce a(¢) = Ty(e 2@ e=0llzl*) patys do S a plati
F(T) = a.

Dukaz. Prvni ¢ast tvrzeni (hladkost, chovani v nekone¢nu) je pouze tech-
nicka a nebudeme jeji detaily probirat. Pokud plati slabsi podminka ve vété,
pati{ T := e—°llel’T do &'.

Podle definice

F(T)(p) = T(F(p)) = e WIPTI(F(p)) = [T])(F(e o) =

_ [Tx ® 1§](€_U||m”2<p(§)€_2m(m’£)) — 1§(Tx(€_U||m||2<p(§)€_2m(m’£)) _
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- / (€)ale) de.

5. prednaska

1.9.6 Paley-Wienerova véta

V predchozi ¢asti jsme si rozs§itili Fourierovu transformaci na temperované
distribuce. Nyni bychom chtéli definovat Fouriertiv obraz i pro distribuce z
vétsiho prostoru D’. Abychom toto mohli udélat, musime si nejdiiv rozmys-
let, jak vypada obraz prostoru D pii Fourierové transformaci.

7 vlastnosti Fourierovy transformaace vime, Ze rychlost klesani vzoru se
pii této transformaci projevi hladkosti obrazu, a naopak stupen hladkosti
vzoru ma vliv na rychlost klesani v nekone¢nu prislusného obrazu. Mizeme
tedy ocekévat, ze funkce s kompaktnim nosi¢em budou mit obzvlast pék-
nou hladkost. Opravdu, obrazy funkci s kompaktnim nosi¢em budou realné
analytické na celé piimce. Takovéto funkce maji holomorfni prodlouzeni na
celou komplexni rovinu (funkce holomorfni v celém C se obvykle nazyvaji
funkce celé). V této situaci bude pfirozenéjsi uvazovat misto prostoru D
prostor D, v8ech funkci F' : R — C s komplexnimi hodnotami, jejichz realna
i imaginarni ¢ast patii do D. Ne kazda celd funkce bude ale lezet v F(D,).
Presny popis obrazu je pfedmétem nasledujiciho tvrzeni.

Definice 1.9.20 Oznacme H = H(C) prostor funkci holomorfnich na C a
oznacme No = NU {0}. Definujme prostor Z takto:

Z = {F(p) € H|3a > 0Yq,l € Ng3e > 0¥p e C (1 + |p))!|FD (p)| < cea|Imp|} .

Poznamka.

(1) Vsimnéte si, Ze konstanta a je stejnd pro vSechny [, ¢ € Ny, zatimco
konstanta ¢ = ¢, na [, g zavisi.

(2) Neni tézké si rozmyslet, Ze podminka v definici prostoru Z je ekviva-
lentni analogické podmince, kde pfislusna nerovnost je nahrazena nerovnosti
Pl P (p)] < e,

(3) Kterédkoliv z téchto ekvivalentnich podminek fika, Ze na kterékoliv
svislé pfimce Rep = const. v komplexni roviné roste ' v nekonec¢nu nej-
vySe jako exponenciela, zatimco na kterékoliv vodorovné pifimce Imp =
const.patii prislusnéd funkce realné proménné do Schwartzova prostoru S,
(hodnoty funkce jsou v C).

(4) Je tedy zfejmé, Ze pii vypoctu kiivkového integralu F'(p)dp podél
obvodu obdélnika

Or:={p€C|Re p| < R;[Im p| € (a,b)}
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budou integraly pfes svislé usecky konvergovat k nule pii R — +o0. Integraly
F(p)dp pres vodorovné piimky tedy existuji a nezavisi na umisténi pfimky
(tj. na volbé hodnoty Im p).

Véta 1.9.21 (Paley-Wienerova véta) Zobrazeni F je prosté na D a zob-
razuje tento prostor na Z.

Dukaz.
(1) Je-li f funkce hladkd, s kompaktnim nosi¢em, pak existuje kladné
¢islo o', pro které plati supp f C (—d’,d’). Integral

FHw) = [ fe)e v

—a’

existuje pro kazdé p € C a zfejmé je to funkce celd (staci derivovat podle

parametru p a ovéfit Cauchy-Riemannovy podminky). Protoze |e*™ 2P| <
/
edlmrl; ¢ = 27a’ dostaneme pro ¢ = [ | f(z)|dx

IF()p)] < celtP,

Pro libovolné ¢, € Ny patii funkce z'f(@ opét do D,, tedy stejnou
uvahou jako predtim dostaneme odhad

F (! D) (p)] = 277 pl7(F(£) D (p)] < e,

ze kterého plyne, ze F(f) patii do Z.

(2) Naopak, je-li F' € Z, chceme ukazat, ze existuje f € D,, pro které
F(f) = F. Ozna¢me si realnou a imginarni ¢ast ¢isla p takto: p = u +iwv.
Zzeni funkce F' na realnou osu patii do prostoru S, tedy pro ni existuje vzor
v tomto prostoru pii Fourierové transformaci. Tento vzor je dan vztahem

f@)i= [ Py,

Podstatné je, ze (podle Cauchyovy véty) tento vzor muzeme vypocitat také
jako integral pres jakoukoliv vodorovnou piimku. Zvolme hodnotu a € R
libovolné, pak
f@) = [ P,

kde R, je vodorovna pfimka Im p = «. Podle poznamky za definici prostoru
Z, funkce f nezavisi na volbé ¢isla a.

Jediné tvrzeni, které mame dokazat je fakt, ze supp f je kompaktni.
Ukazme, ze supp f C (—a/27,a/27), kde a je konstanta pro F v definici
prostoru Z.
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Uvazujme nejprve ¢isla x > a/2mw, tj. ¢isla, pro které plati 2rz > a. Pak
pro libovolné a > 0 plati

f(z) = /ReQ” W Py, 4§ o) du.
a tedy

If(z)] < /Re_%o‘ﬂF(u +ia)|du < ce—(2mr—a)a /R #TUP
Pro a — 400 tedy prava strana konverguje k nule, a tedy f(x) = 0 pro
x> a/2m.

Pfesné stejnou tivahou (tentokrat pro o — —o0) se dokaze, ze f(z) =0
pro x < —a/2w.
Poznémka. Inversni Fourierova transformace F~! je na Schwarzové pro-
storu dana transformaci F—, zadané predpisem

FAO©:= [ f@e9dn,

R

Stejnym zpiisobem jako ve vété se dokaze, ze F~ = F~! zobrazuje prosté
D. na Z. Je tedy ziejmé, ze F zobrazuje naopak prosté Z na D..

Definice 1.9.22 Na prostoru Z budeme definovat topologii tim, Ze ji po-
moci Fourierovy transformace preneseme definici konvergence posloupnosti
z prostoru D. Rekneme, Ze Fy, — F v prostoru Z, pokud F~*(F,) — F~1(F)
v prostoru D,.

D4 se ukézat, ze je mozné charakterizovat konvergenci v prostoru Z
nésladujicim zptisobem. Pro p € C,, oznacime [p|> =, |2
Tvrzeni. Plati, ze F,,, — F v prostoru Z pravé kdyz Ja > 0Vq € Ny, a €
(Ng)™ e > 0 takové, ze Ym € N, p € C plati

(L + [P D (p)] < cett P!

a navic F;, konverguji k F' stejnomérné na kazdém kompaktnim intervalu v
R.
Poznamka.

(1) Vsimnéte si, ze ivodni podminka v predchozim tvrzeni znamena,
ze Fourierovy vzory f,, sestrojené v dikazu Paley-Wienerovy véty, maji
stejny kompaktni nosi¢. Podminka stejnomérné konvergence pak odpovida
podmince stejnomérné konvergence v prostoru D pro Fourierovy vzory. Je
tedy vidét, Ze opravdu si konvergence na D a Z odpovidaji.

(1) Holomorfni funkce vic komplexnich proménnych jsou funkce, které
jsou holomorfni v kazdé jednotlivé proménné, pokud ostatni proménné za-
fixujeme. Z toho ihned plyne, ze v kazdé proménné zvlast spliuji takovéto
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funkce prislusné Cauchy-Riemannovy rovnice. Teorie funkci vice komplex-
nich proménnych byla vytvorena po druhé svétové valce, je to velmi rozsahla,
elegantni a dutlezitd soucast matematiky s bohatymi aplikacemi v ¢asticové
fyzice. Pro nase i¢ely staci znat jen definici a vlastnosti analogické funkcim
jedné komplexni proménné.

(2) Zcela obdobné je mozné definovat analogii vySe popsané situace pro
vic proménnych. Pro parcidlni derivace budeme pouzivat jiz diive zavedené
oznafeni 0%, kde o = (a, ... \,). Obrazem prostoru D.(R") pfi Fourierové
transformaci bude prostor Z definovany obdobné:

Z = {F(p) € H|3a > 0Vg,a3c > 0Vp € C (1 + |p|)?|0“F(p)| < cea“mp'} .

(3) V8echny tvrzeni, které plati pro Fourierovu transformaci na S zista-
vaji v platnosti i pro Fourierovu transformaci na D, protoze (kromé rozsifeni
na funkce s komplexnimi hodnotami) jsou to prostory obsazené v S.

1.9.7 Dudl k prostoru Z.

Definice 1.9.23 Prostor Z' definujeme jako prostor viech spojitijch linedr-
nich funkciondli na prostoru Z.

Priklad 1.9.24 (1) Prostor Z miZe byt povazovan za podprostor (komple-
zifikace) prostoru S (staci zuzit funkci f € Z na redlnou osu v C). je tedy
snadné vidét, ze 8" C DL

Zaroven také vsechny requldarni funkciondly (tj. funkciondly zadané inte-
gract vzhledem k (lokdlné) integrovatelné funkci) v D' jsou piiklady reguldr-
nich funkciondli v D..

(2) V nasi specialni situaci je mozné pojem requldrni distribuce jesté
zobecnit a zavést pojem tzv. analytického funkciondlu. Predpoklddejme, Ze
funkce g je holomorfni v néjaké oblasti Q C C a Ze v je krivka v Q (pokud
je tato krivka meomezend, napt. to muze byt parametricky zadand primka,
je treba pridat vhodné predpoklady zarucujici konvergenci uvaZovanich inte-
grali). Pak definujeme funkciondl T' =T, ., predpisem

(T, ) == / o(D)é(p)dz, 6 € Z.
Y

Vzhledem k tomu, Ze integrujeme holomorfni funkci, je jasné, Ze vysledek
integrace nebude zdviset na spojité deformaci integracniho oboru v oblasti 2.
V typické situaci, kdy funkce g je holomorfni napt. v celéem C s vijimkou
nékolika singuldrnich bodu, je zrejme jen konecny pocet krivek, které zaddvaji
navzdjem riuzné analytické funkciondly.

Je-li napt. g = 5==(2 — 20),20 € C a je-li napt. v kruznice se stiedem
zo a kladngm polomérem, pak T, = 0., (staci pouzit Cauchyovu integrdlnt
formuli).
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(4) Dalsi funkciondly lze ziskat derivovanim funkciondli existugicich.
Jako vzdy predtim definujeme pro T € Z'

(T,a ¢) = (_Ta ¢/)

(derivace ¢’ zde znamend komplexni derivaci holomorfni funkce).

(5) Zvolme g(z) = L a za v& 2volme dvé vodorouné pitmky v C, ta se
znameénkem + v horni poloroviné a ta se znaménkem — v poloroviné dolni
(orientace na pFimkdch je ve sméru rostouci redlné casti).

Oznacéme ﬁ analytické funkciondly zadané dvojicemi (g,7v+) (vsim-
néte si, zZe hodnota téchto funkciondli nezdvisi na poloze primek v horni,
resp. dolni poloroviné).

Pak zrejmeé

1 1
r—10 x+10
Geometricky je tento vzorec zrejmy, misto integrace po spodni primce do-
prava a horni doleva deformujeme integracni obor do kladné orientované
kruznice kolem pocadtku.

Také dalsi z tradicnich vztahi lze dostat ihned geometricky. Integraci
podél vodorovné primky v definici distribuce ﬁ muzeme nahradit integract
podél krivky v zadané ndsledugicim zptisobem. Nejdiive budeme integrovat
pres interval (—oo, —¢), pak pres zaporné orientovanou polokruinici z ¢isla
—e do cisla €, a pak pres interval (g,00) (nakreslete si obrazek!). Limita
integrdlu (pro e — 01) pres soucet pruni a treti krivky je prdvé hodnota
distribuce 1/x na testovaci funkci, zatimco limita integrdlu pres prostredni
krivku je —imp(0), tedy hodnota distribuce —imd na testovaci funkci. Z toho
thned plyne vzorec

= 2mi 0.

1 1 . 5
= — —q7l.
r+10 =z T

Podobné dostaneme

1 —1—|—'5
v—i0 2 T

Souctem téchto vzorcu dostaneme

1_1[ 1 1
x 2|zx—i0 z4+4i0]|°

(6) Ptipomeiime si definici distribuci =% pro k € N. Jsou definovany
vztahem

% B % [(az +1i0)k @ —1i0)k] '

Pomoci residuové véty ukazte, ze

1 1 1 T
2 [(az+i0)k - (az—io)k] _2mm5(k 1)
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Z toho odvodte zobecnény Sochockého vzorec

_1\k—1
(z :I:li 0F xi * 27”'((k;l) 1) 67D,
k — .

(7) Rozmyslete si, ze plati nasledujici ekvivalentni definice distribuci
z 7k keN.

_ 1 A. — T . A
o = i o' o = i, sgn o

Pomoci této definice ukazte, Ze hodnota téchto distribuci na testovaci
funkci ¢ je ddna vzorcem

—2k
) =

2 l‘2k—2

= [T S e en -2 [o0) + 50 4+ (k- 20)] s

resp.
2= (o) =

m2k—1

+o0 1 33‘3
/0 oL {cp(a:) —o(—z)—2 [374{7/(0) + 5@’”(0) +... 4+ mgp(% —1)(0)

Pro k£ = 1 dostanem znovu tvrzeni, Ze nase distribuce % je totozna s
klasickou hlavni hodnotou v.p.1/x.

1.9.8 Fourierova transformace distribuci z prostoru D’, resp
7.

Nyni bychom chtéli rozsifit Fourierovu transformaci na distribuce, které jsou
prvky prostoru D.. Aby definice souhlasila pro p¥ipad hladkych rychle kle-
sajicich funkci, resp. pro temperovanO distribuce, chceme pouzit obvykly
predpis

(F(T),¢) = (T,F(9)), ¢ € Z.

Definice 1.9.25 Fourierova transformace F(T) na prostorech D.,, resp. Z'
je definovana pomoci vztahu

(F(T), ¢) = (T, F(9)),

kde T €D., p € Z, resp. doT € Z', v € D,.

Piiklady.

(1) Uz vime, ze F(0) =1, a F(1) = 6.

(2) Zcela obecné, pokud je funkciondl T nejen v D., ale dokonce patii do
(komplexifikace) prostoru &', pak jeho obraz patii také do S’ (tj. lze jej de-
finovat pro libovolné testovaci funkce z S a je roven obrazu definovanému

I
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d¥ive pro prvky z &’ (komplexné linearné rozsifenému na komplexni line-
arni kombinace). To plati napiiklad pro distribuce s kompaktnim nosi¢em,
distribuci s nejvyse polynomialnim rustem a vsSech jejich derivaci.

(3) Necht a € C je dané komplexni éislo. Pak F(e2™4%) = §, , = §,. To
plyne z toho, Ze i pro tyto obecnéjsi distribuce porad plati, ze Fourierova
transformace prevadi nasobeni funkei €27 %?) na slozeni s posunutim. Je to
mozné také ukazat primo nasledujicim zptsobem:

Fetrian) — i 27ma, i 27ma, ) =
0 0

i 27ma) 1 5 — io:
5 n!  (=2mi)n 5

Ale pro ¢ € Z,

oo a® (n)
(Z — 5””) - ¢T® = ¢(a).
0 0

Tedy .
f(GQWzam) _ 5a-

Viimnéte si, Ze pro a realné je funkce e?™%? omezend a je to reguldrni

distribuce v &', zatimco pro a € C,a € R m4 tato funkce exponencialni riist
v nekone¢nu a je to tedy pouze element prostoru D.. Pro tato a je obrazem
delta funkce soustfedéné v bodé komplexni roviny mimo reilnou osu a tak
zfejmé jiz nepatii do S'.

(4) Pomoci obrazii exponenciel lze snadno popsat obrazy trigonometrickych
a hyperbolickych funkci (zde je opét a € C):

Fcos(2raz)) %(&1 b6 Fsin(2maz)) =

F(sh(2max)) = %((Lw — 0iq); F(ch(2max)) = %(51211 + 0—ia);

(5) Jiz diive jste si spocitali, ze

F(a) = e OFIT2(om) AP (A1) (6 -0 0) ™AL = D(A+1) (2m0) A (€—i 0) A

a po normalizaci
A

F (71“@1 1)> = (2mi) M e —i0)A L

Vlevo i vpravo celé funkce a tak tato formule plati pro libovolna A komplexni.
V téchto vztazich se pouziva hlavni hodnota obecné mocniny.
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Alternativni verze je

A
Ly _ i) m/2e-A-1 _ —i(AH)7m/2 A1
d (I‘()\ n 1)) [e & ¢ = ] '
Specielné pro A\ =n =0,1,2,..., dostaneme
1
ny _ _ sn1—n—1
f(x+) - (27-”‘)n+1 [5 ZO] ’

Fourieruv obraz Heavisideovy funkce je tedy

1
271

1

5_1 + _5(5)7

f(xg) =F(0(z)) = %[5 - io]_l = 2

(6) Spocitejte si, ze plati obdobny vztah

IL’i N—A—1 cAv—A—1
F(m>:(2ﬂz) AL +i0) ML

Pomoci inverzni Fourierovy transformace ovéite, Ze

F (az + z’O))‘) = (2m) M xa) L

Linearni kombinaci tedy spocitejte, Ze pro k prirozené

1 —in(er) €8 i) €F
Fx™17F) = B [(27?)]chl (e#% t et %)]

= m(2m)*i 1R (sgn €)=
Jako specidlni piipad tedy
Flz™') = —imsgné.

(7)
Ze znamych Fourierovych obrazi lze pocitat dalsi pomoci zdkladnich
vlastnosti. Vime, jak se chova Fourierova transformace pii derivaci, nasobe-

nim polynomem a pii posunuti.

s s ¥ s oo s s 1 1
Spocitejte napt. Fouriertiv obraz distribuce .= ,a € C, nebo T =
L L L]

2ilz—1 z+i

6. prednaska
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1.10 Fourierovy obrazy distribuci ve vice promén-
nych.

V této casti se budeme vénovat podrobnéji zajimavym distribucim ve vice
proménnych a jejich Fourierovym obraziim. Podobné jako v pfipadé jedné
proménné, za¢neme s distribucemi, které jsou homogenni. V piipadé vice
proménnych je mnoho typu takovychto distribuci.

Dalsi velmi vyznacny typ distribuci jsou rota¢né symetrické distribuce.
Regularni rotacné symetrické distribuce jsou distirbuce, které jsou genero-
vany funkcemi, které zavisi jen na proménné r.

Na tvod si zavedeme tridu rota¢né symetrickych homogennich distribuci.

1.10.1 Distribuce ', \ € C.

Véta 1.10.1 Definujme distribuci v € D'(R") takto:

Pro pripad A € C,Re A\ > —n je tato distribuce reguldrni, je represen-
tovdna pomoci lokdlné integrovatelné funkce r*, r? = |z|> =3, 2? na R" a
holomorfné zavisi na parametru A. Pomoct analytického pokracovani lze tuto
distribuct definovat jako meromorfni funkci s hodnotami v D'(R™), kterd md
jednondsobné poly v bodech A\ = {—n,—n —2,n —4,...}.

Residuum v polu A = —n je ddano formuli

T€S)——n |5L‘|)\ = "fn(SO(x)v

kde k,, oznacuje povrch sféry S*1 C R™.
Residuum v polu A = —n — 2k, k € N je dano vztahem

20 ) 5@k (5
TeS\=——n—2k 7")\(‘10) = <,0(2k)(! ) - (2]{:()("0),

kde ¢(r) == [gn_r p(rw)dS.

Diikaz.
Pro A € C,Re\ > —n a pro testovaci funkci ¢ € D(R"™) dostaneme ve
sférickych soutradnicich vyraz

o) = [ laPotaas = [Tt ([ pwas, ) ar -

= (L 5(r), 0 € DRY),

kde B(r) = [qu_1 ¢(rw)dS a kde integrél je plosny integral prvniho druhu
vzhledem k proménné w pres jednotkovou sféru S?~1 v R™.

Z vlastnosti testovaci ¢ je vidét snadno, ze funkce p(r) je hladkd pro
r > 0 a ma kompaktni nosi¢. Chovani této funkce v okoli nuly si zaslouzi
trochu pozornosti. Pro testovaci funkci ¢ ziejmé plati

o(z) = ¢(0) + Zajcp(O)xj +...+ Z Ojrrinp(O)jy .. xj, + ¢ (),
J J1sen]k
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kde ¢ = o(r*) v okoli nuly. Protoze integral pres S"~! z liché funkce je
nulovy, je funkce ¢(r) sudé a plati

?(r) = rnlp(0) + a2"“2 +...+ azk?“% + 0(T2k)],

kde ag; jsou vhodna ¢isla. Je tedy mozné funkci B(r) rozsitit sudé na celé R
a vysledkem bude funkce z D'(R), kterd mé vSechny derivace lichého fadu
v nule rovny nule.

D4 se také snadno rozmyslet, ze pokud ¢ € S(R"), pak p € S(R) a ze
distribuce 7 patii ve skute¢nosti do S’(R").

Dostali jsme tedy, ze

(@) = @),

Tvrzeni véty nyni plyne z vlastnosti funkce xﬁ‘r Pély v n — k, kde k je
liché pfirozené ¢islo jsou odstranitelné singularity, protoze je distribuce xﬁ‘r
pouzita na testovaci funkci, kterd mé derivace lichého fadu v nule rovny
nule. Vztah pro ostatni poly plyne z vlastnosti residui distribuce xﬂ‘r O

Existuje alternativni a pfimy zpusob, jak definovat meromorfni prodlou-
zeni distribuci *, podobny tomu, ktery jsme pouzivali v jedné proménné.
Jeho pouZiti zaroven vede ke vztahu, jak vyjadiit hodnoty residui distribuce
v jejich pdlech primo pomoci testovaci funkce ¢ (misto vyjadieni pomoci
funkce ¢). V jedné proménné jsme pouzivali distributivni derivaci regularni
distribuce J;ﬂ‘r k analytickému rozsifeni na vétsi poloprostor v A. Ve vic pro-

ménnych misto derivace budeme pouzivat Laplacetiv operator A.

Véta 1.10.2 (Pizzettiova formule) Reguldrni distribuci ™ lze meromorfné
prodlouZit opakovanym pouzitim vztahu

N A(TA+2)
(A +2)(A+n)’

Residuum v bodé A = —n — 2k, k € N lze vyjddrit takto:

res)— 2k 7“)‘ = /{nAk((s)
B 26 kIn(n+2)...(n+2k—2)

Tedy pro k € N

B - (2k)!kn A () (0)
0 (0) = 28kln(n +2)...(n+2k—-2)

Drikaz.
V oboru Re A > —n se formule

A 2)(p) = A+ 2)A +n)r (o).
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odvodi pfimou derivaci piislugné funkce r*2 za integraénim znamenim.
Tento vztah je mozné pak vzit za definici distribuce 7 v oboru ReA >
—n—2, A # —n. Opakovanim tohoto postupu dostaneme holomorfni rozsifeni
distribuce r* na oblast C — {—n, —n —2,—n —4,...}.

Pro vypocet residua pouzijeme predchozi vétu a vztah

N Akr)\+2k
A+ A+ 200 A+ N+ n+2) (A n+ 2k —2)
Residuum v bodé A = —n — 2k distribuce r* spo¢itame jako residuum pravé

strany v tomto bodé. Jmenovatel se v tomto bodé nerovné nule, staci tedy
do néj dosadit a vynasobit ho residuem ¢itatele. Ale pro libovolnou testovaci
funkei plati

AR (p) = PR (AR (),

tedy s pouzitim predchozi véty dostaneme, ze residuum funkce 7* () v bodé
A = —n — 2k se rovna

rnA*()(0)
(—2k —n+2)...(—n)(—2k) ... (-2)’

a tvrzeni véty je jiz snadnym dusledkem.
Vsimnéte si, ze jsme dostali explicitni vzorce pro koeficienty v Taylorové
rozvoji funkce $(r), které jsme dfive oznacili symboly ag.
O
Podobné jako v pripadé jedné proménné je mozné meromorfni funkci
7 s hodnotami v distribucich normalizovat tak, aby byla holomorfni v celé
komplexni roviné. Vhodné normalizace se dostane vydélenim funkci

o0 - )\
r)‘(e_ri)) = / e "= 1dr 4§ = or ( + n) .
o 2 2

Véta 1.10.3 Normalizované distribuce n* € S'(R™) jsou definovdny vzta-

hem
A 27)\

"=

HnF(HTn)
Tyto distribuce jsou definovdny pro libovolné A € C a jejich hodnoty v bodech
A= —n — 2k se rovnaji

AF§

—n—2k k
= (-1 .
( )2kk!n...(n—|—2k—2)

n

Specielné plati
_n 2

n I’inr(#)ll)\_ n
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1.10.2 Fourierova transformace regularnich radialnich distri-
buci.

V této Casti si spocitame Fourierovu transformaci ve vic proménnych pro
regularni distribuce, zadané radialnimi funkcemi. Pfedpokladejme tedy, ze
f(r) je radialni funkce. Pfesnéji feceno, necht funkce f(r) je definovana na
< 0, +00) a uvazujeme funkci F'(x) na R dano piedpisem F(z) = f(|z|),z €
R™. Je-li F lokalné integrovatelnd na R™, pak urcuje regularni distribuci,
kterou oznacime Ty nebo f(r).

Pro ¢ € D(R™) dostaneme

Ty(p) = /O°° f(r) (/S“_l @(rw)dSw) dr.

To nas vede k definici tzv. plo$né miry v,.

Definice 1.10.4 Distribuci v, € D'(R™),r > 0 definujeme predpisem

vr(p) = /Sn—l o(rw)dS,,.

Tato distribuce md kompaktni nosi¢ a md vad nula. Casto se ji 7ikd plosnd
mira (ndzev mira pouZivaji matematikové pro distribuce vadu nula).

Pro vypocet Fourierovych obrazi regularnich radidlnich distribuci bu-
deme potiebovat Fourierovy obrazy plosnych mér.

Véta 1.10.5 (1) pro n =3 plati

F(vr)(p) = 2?Tsin 2 r p;

(2) pro libovolné n plati

m_y
o) =2nr (£)° rga@rra), o=l

(8) Je-li f radidalni, lokdlné integrovatelna funkce na R™, pak jeji Fourierova
transformace je také radialni a plati

Ao = | T HOF) (o) dr

Diikaz. Viz Cihédk a kol., str. 50 - 54.
O

Priklad 1.10.6 Fourierova transformace radidlni funkce m, k>0 je

rovna %. (Viz skripta str. 51).



1.11. SKLADANI DISTRIBUCE S HLADKYM ZOBRAZENIM, SUBSTITUCEA43

7. prednaska

1.11 Skladani distribuce s hladkym zobrazenim,
substituce

Jiz dfive jsem se naucili, jak je definovana substituce pro distribuce, tj. slo-
zeni distribuce s difeomorfismem. V jedné proménné jsme si definovali fadu
uzitec¢nych distribuci a chtéli bychom je pomoci vhodné substituce prenést
do vice proménnych. Nyni si tedy budeme definovat slozeni distribuce v
jedné proménné s funkei vic proménnych. Podobnou definici lze zavést obec-
né&ji i pro substituci pomoci hladkého regularniho zobrazeni z R¥ do R". Pro
zéjemce je toto zobecnéni zavedeno v Appendixu.

Jsou dva jednoduché zpusoby, jak prislusnou sloZenou distribuci defino-
vat. Prvni je zaloZen na faktu, Ze prostor D testovacich funkci je husty v
prostoru D’ distribuci. Pro testovaci funkce neni problémem definovat slo-
zenou funkci a tuto definici lze snadno pomoci limitniho pfechodu rozsitit
na piipad distribuci. Tato definice je zaroven velmi pohodlnd, chceme-li do-
kazat, ze bézné vlastnosti skladani zobrazeni se prenesou na tento obecné;jsi
typ sloZeni.

Druha moznost definice je pouzit postup, ktery jsme od zacatku pou-
zivali pro definice operaci na distribucich. Pfi ném jsme nejprve rozebrali
prislu$ny pojem pro piipad reguldrni distribuce (tj. distribuce, represento-
vané oby¢ejnou funkei), ptislusnou operaci jsme prevedli vhodnou tpravou
na testovaci funkci. To pak vedlo k navodu, jak definovat prislusnou operaci
pro piipad distribuci. V obou postupech ziejmé platilo, Ze nové definovana
operace splyva s operaci standardni pro regularni distribuce (representované
oby¢ejnymi funkcemi). Tento druhy zptisob mtze v konkrétnich p¥ipadech
pomoci ziskat silnéjsi vlastnosti pro definované distribuce.

Véta 1.11.1 Predpokladejme, Ze je ddna hladkd funkce g : Q@ C R" — R,
pro které plati, Ze jeji gradient je ruzny od nuly ve vsech bodech oblasti Om.

Pak existuje jediné spojité linedrni zobrazeni g* : D'(R) — D'(Q), pro
které plati

9" (u) = woh,Vu € C®(Q).
Takto definovanou distribuci g*(T) budeme znacit symbolem T (g(x)).

Dukaz
(i) Jednozna¢nost. Rozsifené zobrazeni ¢g* je podle definice spojité, tedy jed-
noznac¢nost plyne z hustoty prostoru testovacich funkci v prostoru distribuci.
(ii) Existence.

Pro dukaz existence je tfeba zobrazeni g* zkonstruovat. Pro jednodu-
chost budeme predpokladat, Ze existuji funkce go, ..., g, takové, Ze zobra-
zeni G = (g1,...,9n), g1 = g je difeomorfismus Q na Q C R". (Lokalné je
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toto mozné udélat, protoze gradient funkce ¢ je v kazdém bodé €2 nenulovy.
Pokud to neni pravda globalné, bylo by tfeba pouzit rozkladu jednotky.)

Ozna¢me symbolem H = G~! inverzi k H na  a uvazujme testovaci
funkei ® na €. Pak pomoci substituce y = H(x) dostaneme

/gg*(u)@d@” = / u(H (z))®(x)dr =

Q

- /Q u(y B () | det TV (y)dy = (u® 1, T),

kde U(y) := ®(H '(y))|det J(H1)[(y).

To ukazuje, Ze pro distribuci T' € D'(Q) a testovaci funkci ® miizeme
definovat distribuci ¢*(7") pfedpisem

(g"(T),®) = (T'®1,9).

Vzhledem k tomu, Ze je operace tensorového nasobeni spojita, je takto
definované zobarazeni ¢*(T") spojité, navic je zfejmé linearni jako zobrazeni
mezi piislusnymi prostory distribuci. Tim je existence zobrazeni g* doké-
zana.

Jako dusledek piedchozi véty dostaneme nasledujici uzitecna tvrzeni,
jejich platnost plyne ihned z jejich ziejmé platnosti pro regularni distribuce,
spojitosti uvazovanych operaci a limitniho pfechodu.

Diusledek 1.11.2 (1) 22-(h*(t)) = 3L, Geh* (32-(T), VT € D'();

(2) h*(gT) = (g o h)h*(T),Vg € C*=();

Poznamka.

Je-li tedy A nedegenerovand matice a A(x) = (Ax,x) ptislusna kvadra-
ticka forma, pak jeji gradient je rtizny od nuly vSude, kromé pocéatku. Mame
tedy pro prislusnd komplexni ¢isla A dobfe definovany distribuce

A , 1
(A(2))3, (A(z) £i0, W’k €N
jako distribuce na R™ — {0}.

Specialni ptipad positivné definitni kvadratické formy A(z) =r? = 2?
jsme diskutovali jiz dfive a ukézali jsme si, Ze je mozné prislusné distribuce
— (A(x))i‘r/ ? roziifit na celé R™. Chtéli bychom nyni zobecnit toto rozi-
feni i na dalsi pfipady. Udélame to systematicky pro homogenni distribuce.

1.11.1 Homogenni distribuce

Udélejme nejdiive jednoduchy vypocet pro regularni piipad. Je-li f integro-
vatelnd funkce, pak fekneme, Ze je homogenni stupné A, pokud pro kazdé
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kladné ¢slo t plati f(tz) = t* f(x). Pro libovolnou testovaci funkci ¢ tedy
dostaneme

(f(2),

To vede po jednoduché tpravé k nésledujici definici.

1 =z

p(7)) = (f(ta), p(a)) = (¢ f(2), p(x)) = (f(2), ().

Nt

Definice 1.11.3 Distribuce T € D'(R™ —{0}) se nazyvd homogenni stupné
A v R™ — {0}, resp. v R™, pokud plati

T(p) = T(t* "p(tx)) Vo € DR" —{0}).
pro vSechny testovaci funkce ¢ € D(R™ — {0}), resp. ¢ € D(R™).

.....

lentni definice homogennosti.

Lema 1.11.4 Distribuce T je homogenni stupné X\ v R"™ — {0} prdvé kdyz
plati jedna z nasledujicich ekvivalentnich podminek.
(1) Oznacme X =), x;0;, pak

T(Xe+(A+n)p) =0 Yo € DR" —{0})

(2) Definujme operdtor Ry z prostoru D(R™ — {0}) do sebe predpisem

[Ra()](z) = / L )
0
Pak pro vsechny ¢ € D(R™ — {0}), takové, Ze R\(¢)) = 0 plati

T(y) =0.

Diikaz.
(1) Derivaci podminky v definici a dosazenim ¢ = 1 dostaneme postupné pro
kazdou testovaci funkci z D(R™ — {0})

0="T(z) ((A )L (tr) + t“”X(cp(tx))) -

— T(@)((A+ n)p(e) + X (p(@))) = 0.

(2) Staci si rozmyslet, ze podminka pro ¢ € D(R™ — {0}) v tvrzeni (2) je
pravé podminka pro Fesitelnost rovnic (An)p+X () = ¢, ¢ € D(R"—{0}).
Eulertv operator X mé v polarnich souradnicich tvar X = T%.

Diky homogennosti lze uvazovat jen = w, pro které ||z|| = 1. Euleriv
operator X méa v polarnich souradnicich tvar X = r%, tedy po vynasobeni
faktorem "1 v t&chto soufadnicich dostaneme

()\ + n)«p(rw)r)”r"_l + X(cp(rw))rAJr”_l) _ ’l[](’f‘u})?“)‘Jrn_l,
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tedy

0

& (P () = vlrw)r

,
Podminka v tvrzeni (3) je pravé podminka zarucujici pro kazdé pevné w, Ze
zvolime-li primitivni funkci pro ¢ v proménné r rovnou nule v okoli nuly,
bude rovna nule i v okoli nekone¢na. Tedy bude v prostoru D(R™ — {0}).
|

A4n—1

Véta 1.11.5 Je-li T € D'(R"™ — {0}) homogenni distribuce stupné \, a X\ #
—n,—n — 1,—n — 2,..., pak existuje a je jednoznacné uréenda distribuce
T e D’(R”) kterd je homogenni stupné \. Je-li P homogenni polynom, pak
(PT) PT a 8 T =0;(T [') pro A # 1 —n. Zobrazeni T — T je spojité.

Diikaz.
(i) Jednoznacnost.

Rozdil mezi dvéma homogennimi rozsifenimi ma nosi¢ v pocatku a je
homogenni stupné, ktery nepati{ do mnoziny —n, —n — 1,... Plati (i kdyz
jsme si to nedokazovali), ze libovolna distribuce, kterd mé nosi¢ v poc¢atku je
linearni kombinace delta funkce a jejich derivaci. Ale delta funkce je homo-
genni stupné —n a jeji derivace jsou homogenni stupné —n — k& pro vhodné
pfirozené ¢islo k.

(ii) Existence.
Zvolme pevné funkci f € D((0,00)), pro kterou plati

/Oooqp(u)%“ Y

Pro funkei ¢(x) = f(|z|) na R™ — {0} pak plati

o0
/ () 1
0 t
Pak pro kazdé ¢ € D(R™) je Y Rx(¢) € D(R™ — {0}) a

R@RA()(@) = [ (1) R (o)t =

0

~ Ry / w(t) T = Ry(p)(@).

Tedy funkce Ry (¢))(x) — p(z) patii do Ker Ry. Z toho plyne, Ze pro ¢ €

D(R™ — {0}) plati T(¢) = T (YR (p).
Hledané rozsifeni tedy budeme definovat predpisem

T(p) = T(YRA(9)), ¢ € D(R").

Lze ovétit, ze takto definovany funkcional je spojity, a je to tedy distribuce.
Protoze PT — PT i 8 T = 0 T jsou homogenni stupné A + st P, resp,

A — 1, a maji nosi¢ v pocatku musi byt rovny nule.
O



Kapitola 2

Fundamentalni reseni

2.1 Zakladni pojmy.
2.1.1 Definice a zakladni vlastnosti.

Definice 2.1.1 Predpokladejme, Ze D je diferencidlni operdtor

D= Z a0 0

o <k

s konstantnimi koeficienty. Rekneme, Ze distribuce T € D'(R") je funda-
mentdlni Tesent pro prislusny diferencidlni operdtor, pokud plati

D(T) =.
Vyznam fundamentalnich fesSeni je vidét z nasledujiciho tvrzeni.

Véta 2.1.2 Je-li E fundamentalni tesent pro diferencidlni operdator D, pak
pro kazdou distribuci f s kompaktnim nosicem na R™ plati

Ex«(D(f))=f; D(Exf)= .

Tedy operace konvoluce s E je oboustrannd inverze k operdatoru D.
Druhd vlastnost tedy 7ikd, Ze Tesent rovnice s pravou stranou

D(T)=f, f € &'(R")
lze napsat ve tvaru T = FE * f.

Diikaz tvrzeni plyne ihned z vlastnosti derivace konvoluce a z toho, ze
se Diracova delta funkce chova jako jednotka v1c¢i operaci konvoluce:

Ex(D(f)) =D(Exf)=(DE)«f=06xf=F

47
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Pii feseni diferencidlnich rovnic s pravou stranou v oboru distribuci je
uzitené si uvédomit, ze jde o linearni rovnice. Obecné feSeni se tedy do-
stane jako soucet jednoho partikuldrniho feSeni rovnice s pravou stranou a
obecného Teseni piislusné homogenni rovnice. Je dilezité védeét, co lze fici o
feSeni homogennich rovnic v oboru distribuci.

Lze dokézat, Ze distributivni feSeni obycéejné diferencidlni rovnice uz musi
byt klasické feSeni (tj. Ze p¥islusna distribuce je regularni a odpovida funkci,
kterd ma tolik spojitych derivaci, kolik je fad rovnice). Plati tedy nésledujici
tvrzeni.

Véta 2.1.3 Uvazujme obycejnou diferencidlni rovnici vadu k ve tvaru
TW 4 aqp T*D 4 4 aeT = f,

kde koeficienty a; jsou hladké funkce a f je spojita na R. Pak kazZdé tesent
T € D'(R) této rovnice je requldrni distribuce, zadand funkci, kterd md
k spojitych derivaci. Kazdé distributioni feseni rovnice se spojitou pravou
stranou je tedy resent v klasickém smyslu.

Tuto vétu si nebudeme dokazovat. Jako cviceni si rozmyslete néasledujici
nejjednodussi pripad (vice podrobnosti je mozné najit v Appendixu).

Lema 2.1.4 Je-li T € D'(R) a plati T' = 0, pak T je regquldrni distribuce
zadand konstantni funkct.

Pro nékteré parcidlni diferencialni rovnice (ale ne pro vSechny typy) po-
dobné véty o regularité feseni také plati, situace v tomto piipadé je ale
podstatné komplikovanéjsi. Véty o regularité distributivnich feSeni jsou pod-
statnou soucasti teorie distribuci, my se jim vSak v prednasce jiz nebudeme
vénovat.

Fundamentalni feSeni pro obyc¢ejné diferencialni rovnice se hledaji rela-
tivné snadno. Vzdycky je mozné najit alespon jedno fundamentalni FeSeni
v ¢S'(R). Vsechny fundamentalni feseni se najdou jako obvzkle jako soudet
jednoho fundamentélniho feSeni s libovolnym (klasickym) feSeni rovnice s
nulovou pravou stranou.

Vsechna klasick feSeni generuji regularni distribuce v ¢D'(R), tedy kazdé
oby¢ejna diferencidlni rovnice fadu nmé prostor fundamentalnich feSeni v
cD'(R), které zavisi na n libovolnych konstantach. Velmi ¢asto je jen jedno
z nich v §.

Hledani jednoho fundamentalniho feseni v &’ 1ze bud pomoci Fourierovy
transformace, nebo pomoci navazovani feSeni homogenni rovnic v pocatku.
Tyto ptiklady se budou pocitat na cviceni.
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2.1.2 Odmocnina z determinantu komplexnich matic.

Jako pripravu pro dalsi vypocty si budeme definovat odmocninu z determi-
nantu matice v obecnéjSim pripadé, nez je obvyklé.

Definice 2.1.5 Oznacme symbolem H mnoZinu vSech komplexnich symet-
rickych nxn matic, které maji redlnou ¢dst positivné definitni. Tuto mnoZinu
muzeme chdapat jako otevienou podmnozZinu ve komplexnim vektorovém pro-
storu dimenze n(n+ 1)/2 vech symetrickych komplexnich matic. Je snadné
si rozmyslet, zZe mnozina H je konverni. KazZdd matice A € H je requldrni,
tj. det A #£ 0.

Funkce det A je holomorfni nenulovd funkce na H. ProtoZe je mnoZina H
konvexni, je mozné definovat jednu ze dvou jednoznacnych vétvi odmocniny
z této funkce na H poZadavkem, Ze hodnoty této odmocniny pro A redlnou a

positivné definitni jsou kladné. Tuto jednoznacnou vétev oznacime symbolem
(det A)V/2.

To, Zze matice A € H jsou regularni je mozné oduvodnit nasledujicim
zpusobem. Je-li A € H a Ax =0,z € C", pak

0= Re Z aijziz; | = Z Re Qij2i %5,
ij
a tedy z = 0. Matice A definuje prosté linedrni zobrazeni, takZe matice A je
regularni.

Ze spojitosti je funkce (det A)'/? definovana také na uzavéru mnoziny H,
kam patii symetrické matice, jejichz redlna ¢ast je positivné semidefinitni.
Prikladem jsou symetrické matice, jejichz redlna ¢ast je nulova. Jako cviceni
si ukazte, ze plati nasledujici tvrzeni.

Lema 2.1.6 Je-li A =1iB, kde B je redlnd requldrni matice, pak
(detiB)Y/? = | det B|Y2e ™5

Cislo sgn B je definovdno jako rozdil n, — n_, kde (ny,n_) je signatura
matice B.

Diikaz.
Definujme matici A. = el 4+ iB, kde I je jednotkova matice.
(1) Predpokladejme, ze B je diagonalni. Pak det(el +iB) = I1;(c +ib;) a

(det(e] +iB))Y2 = ILj|e + ib;|e 2t 25 2ralctibs)
kde kazdé ¢islo arg(e +ib;) patii do intervalu (—m/2,7/2). Pro e — 0" plati

Zarg (e +1iby) ngnb :—sgnB
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tedy ‘

(det(c +iB))/2 — | det B|/2e™ 5.
(2) Pro B symmetrickou regularni najdeme ortogonalni transformaci, ktera
tuto matici (jako matici kvadratické formy) prevadi na diagonalni tvar. Ta-
kovato transformace neméni ani hodnotu determinantu, ani hodnotu signa-
tury. Pro redlné matice neméni tato transformace ani hodnotu odmocniny
(det A)l/ 2 totéz tedy plati z principu analytického pokracovani i pro matice
z uzavéru mnoziny H.

O

2.2 Fundamentalni fesSeni zakladnich rovnic.

vvvvv

typy parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého radu.

2.2.1 Laplaceuv operator

Véta 2.2.1 Fundamentdlni reseni pro Laplaceovu rovnici na R™ magji tento
tvar:

(1)n>2:
71 r
(2 —n)kn

kde k,, je povrch jednotkové sféry v R™.

(2)

n=2:

2—n

T(x) =

1
(33) (27r) ogr
Diikaz.(1)
Vyjdeme ze vztahu

A2 = (A +2)(A +n)r?,

ktery jsme si pro distribuci * odvodili diive. Spoéitejme limitu obou stran
pro A — —n.

Operace derivovani distribuci je spojita, tedy muZeme zaménit limitu
A — —n a Laplacetiv operator. Leva strana mé tedy limitu rovnou A(r2=").

Residuum distribuce r* v bodé —n je rovno k. Limita ¢lenu (A4-n)r v
bodé \ = —n je tedy rovna k,0 a prava strana ma za limitu vyraz (2—n)k,0.
Tedy

A(r?) = (2 = n)knd.

(2)
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Pro pripad n = 2 plati
A2 = (A +2)%

Prava strana ma tentokrat v bodé n = —2 faktor s dvojnasobnym ko-
fenem, takze limita A\ — —2 je na obou stranach triviadlni. Proto nejdiive
udélame derivaci podle proménné A na obou stranach a pak teprve limitu v
bodé —2.

Derivaci podle A dostaneme vztah
A2 A 2 9 A
A Inr) =2(A+2)r* + (A +2) |

Parametricky systém distribuci »* mé jednonédsobny pél v bodé A = —2

s residuem rovnym k9. Tedy v prstencovém okoli bodu —2 lze psat

1
A:mK25+TO+()\+2)T1+,

kde Ty, T7 jsou vhodné distribuce. Derivaci podle A dostaneme

U
8—)\7“ —(A+2)2&25+Tl+....

Nyni miizeme spocitat limitu v bodé —2 pro puvodni vztah a dostaneme
A(logr) = 2k20 — K20 = K20.

Staci tedy dosadit ko = 2.

8. prednaska

2.2.2 Vlnovy operator

V celém tomto paragrafu budeme predpokladat, ze n > 2. Fundamentalni
feseni pro vlnovy operator odvodime z fundamentalniho feSeni pro Lapla-
cetiv operator, které jsme pravé spocitali. Pohodlny zptusob, jak to udélat,
je uvazovat obecny pfipad, tj. uvazovat diferencialni operator

B(9) = Bi;0:0;,
i

kde B je obecna regularni ¢tvercova matice. To zahrnuje jako specialni pii-
pad Laplacetv operator (B je jednotkova matice) a pripad vinového opera-
toru (kde B je matice odpovidajici Minkowského metrice). Abychom mohli
plynule pfechizet mezi témito redlnymi, nedegenerovanymi pripady, budeme
uvazovat matice s komplexnimi prvky.
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Predpokladejme tedy, Ze je dana kvadraticka forma

Az, z) = ZAijxixj, z=(z1,...,2n) € R",
1j
kde matice A je reguldrni a mé obecné komplexni prvky.

Piedpokladejme, ze T € D'(R) je homogenni distribuce stupné ), pak
T(A(z)) je homogenni distribuce stupné 2A na R — {0}. Pfedpokladejme
dale, ze 2\ # —n,—n—1,—n—2,.... Podle Véty 1.11.5 existuje jednoznacné
rozsifeni této distribuce na celé R™. V dalsim bude T'(A(x)) oznacovat toto
rozsiteni.

Oznaéme B := A~! matici inverzni a vypoétéme distribuci

B(0)[T(A(x))].
Dostaneme postupné (X = > x;0;)
OR(T(A)) = T/(A)0hA, X(T(A)) = 2AT(A)
0;0k(T(A))) = 2a;,T'(A) + T"(A)0,Ad; A
B(0)[T(A(z))] = 2nT"(A) + 4A(2)T" (A) = 2nT'(A) + 2X (T'(A))
Protoze T'(A) je homogenni stupné 2\ — 2, vyjde
B(O)|[T(A(z))] = 2(n + 2\ — 2)T'(A).
Distribuce T'(A) tedy bude feSenim mimo poéatek, pokud A = Q_T”

Jiz pfedem vime, Ze distribuce B(0)[T'(A(x))] musi byt nasobek Dira-

covy delta funkce, protoze je homogenni stupné —n a mé nosi¢ v pocatku.

Nasledujici véta ukazuje, jaky nasobek to je a dava fundamentalni feSeni pro
vlnovou rovnici (a zaroven také pro dalsi jeji ultrahyperbolické verze).

Véta 2.2.2 Necht A(x) je nedegenerovand, redlnd kvadratickd forma se sig-
naturou (n4,n_) a ¢, necht oznacuje povrch jednotkové sféry v R™. Pak:

(1)

n

B(9) [(A + io)%] = (2= n)cn|det A|7V2eT T,
(2)
— +47"7 sin <gni) | det A[~1/26.

Poznamka. Pro n sudé je tieba v bodé€ 2 tvrzeni véty chapat podil na levé
strané takto:

s (A
A=l-% F()\‘F].)
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Dukaz.
I. Nejprve dokazeme, Ze

2—n

VA, ReA>0: B(9)(A(z) 2 = (2= n)cn(det A)~ 2.

a) Pro ptipad, Ze A = B je jednotkova matice je tvrzeni dokazano, je to
piipad fundmentalniho feSeni pro Laplacetuv operator.

b) Je-li A(x) positivné definitni, existuje regularni transformace souiad-
nic z = Ty, kterd ji pfevadi na soudet kvadrati A(Ty) = >_,y?. Tvrzeni
pak plyne z piedchoziho bodu, protoze T*AT = I, (I je jednotkova matice),
|det T| = |det A|=Y/2 a 6(y) = 6(T ') = | det T|0 ().

¢) V obecném piipadé tvrzeni plati z principu analytického pokraco-
véani na prostoru H vSech matic s komplexnimi koeficienty a s redlnou ¢asti
positivné definitni. Jednozna¢né vétev odmocniny z determinantu A je de-
finovéana tak, Ze pro positivné definitni ptipad ma hodnoty kladné.

II. Ted dokézeme, Ze pro kazdou nedegenerovanou redlnou kvadratickou
formu A(z) se signaturou (n,n_) plati

2—n TN

B(9) [(A+10)%3"| = (2= n)ey| det 4] 126726

Zavedeme si komplexni kvadratickou formu A, := —i A(z) + ¢ |z|* =
(—i)[A(x) + ie|z|?] a oznaéime B. := (A.)~!. Pak Re A. > 0 a z bodu I.c)
dostaneme, zZe

2—n

B.(9) [(4(2))*%"| = (2 = n)en(det A.) 7/,

Limitnim piechodem € — 0" dostaneme

imsgn A

iB(O)(A +1i0)°2" (—i) 7" = (2 — n)cy| det A| 7215,

protoze (det A-)~Y/? — |det A|~"/2e ™5, A, — (—i)(A +i0) a B.(9) —
2-n iw(n++n_)

iB(0). Tvrzeni pak plyne ze vztahu (—i) 2 = (—i)e” 2 . Druhd éast
(druhé znaménko) prvniho tvrzeni véty je pak jen komplexnim sdruzenim
prvni, pravé dokazané Casti.

III. Prvni ¢ast druhého tvrzeni véty je dusledkem prvniho tvrzeni a linearni

algebry, protoze fundamentalni feSeni v druhé ¢asti jsou vhodnou linearni
kombinaci feSeni v ¢asti prvni. Pro odvozeni je tfeba pouzit vztahy:

. ; . i g
(x4i0)* =25 + €%, (x —i0)* =25 +e "%, X = T+ 1)

(:L’:I:i())a _ o« tira., «
Tlat1) X1 X
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-7
r DI'(—a) =
(@t H(=a) sin o’
T(— . '
X§ = ! (27ra) [(:B —1i0)%e"™ + (z + iO)O‘e_”O‘] ,aeCa#-1,-2,...
I'(n/2-1 n—
(2 - n)cn% = —47TT2; itn_/24in(1 —n/2) =in(l —ny/2).

Podobny (ale jednodussi) postup lze pouzit pro druhou ¢éast druhého
tvrzeni.
Nasledujici véta popisuje fundamentalni feSeni vinové rovnice.

Véta 2.2.3

(1) Necht M = RYF je Minkowského prostor s kvadratickou formou A(x) =
02752—2311C z2, kde c oznacuge rychlost svétla. Pak fundamentdlni veseni E(x,t)
pro vinovy operdtor

1 9
0. = v A

md tvar

T L=k

B(a,t) = X7 (A@)).

Nosic¢ supp E je obsaZen ve svételném kuzelu {x|A(z) = 0}. Toto fundamen-
talni veseni se casto nazyvd Feynmanovo fundamentdlni resend.
(2) Definujme distribuce Ey(z,t) takto:

E,(z,t) =2E(x,t) prot >0, E;(z,t) =0 jinde;

E_(z,t) =2E(x,t) prot <0, E,(z,t) =0 jinde.

Pak jsou Ei fundamentdlni veseni pro vinovy operdtor (nazyvaji se né-
kdy advancované, resp. retardované). Distribuce E je jediné fundamentdlni
resent, které md nosic¢ v poloprostoru t > 0 (ve skutecnosti nosi¢ je v horni
éasti svételného kuzelu). Podobné pro E_.

Diikaz.

Tato véta je pro dtsledkem pifedchozi véty pro n = 1 + k > 2. Pripad
n = 2 byl v pfedchozi vété vyloucen. Véta plati i pro n = 2 a neni tézké
si vzorec odvodit pfimo (udélejte si jako cvideni!). V Appendixu je ukazan
alternativni dukaz, ktery funguje i pro dimenzi 2.

Predpokladejme tedy, ze n > 2. Fundamentélni feSeni F(z,t) odpovida
pfipadu (2) pfedchozi véty pfedchozi véty, kde ny = 1,n_k, 1 - § = %
a /|det A] = c. Nosi¢ distribuce x} je < 0,+0c0), tedy nosi¢ E(z,t) je ve
svételném kuzelu.

Definice distribuci E(x,t) ve vété je trochu neformalni. Presnéjsi verze
je tato:

Definujme distribuce T} jako restrikei distribuce 2F na otevienou mno-
zinu {(z,t)|t > 0}. Ozna¢me symbolem T trividlni distribuci, ktera se rovna
nule na svém defini¢nim oboru RY* — {(z,t)|A(x,t) > 0,t > 0}. Protoze
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Ty = T5 na pruniku obou defini¢nich obort, definuji dohromady distribuci
FE, na R}’kO}., ktera je homogenni stupné lg—k Existuje tedy jeji homogenni
rozsifeni na celé RLF, které je uréeno jednoznaéné. Stejné se postupuje pro
distribuci F_. Navic E_(z) = E,(—=z), tedy O(F,) = O(E_). Protoze
ziejmé E_ + E, = E, dostaneme O(E,) = O(E_) = 4.
O

Specialni pripady jsou vzorciu v nizkych dimenzich jsou:
k =1 (d’Alembert):

V tomto piipadé je 5% = 0 a x% = 0(z), kde 0(z) je Heavisideova
funkce. Tedy

B = g@(:l:ct —Jz));

(zde O(£t)0(c*t? — 22) = O(xct — |z])).
k = 2 (Poisson):

i e O(kct —|a)
2m /212 — |33|2’
k = 3 (Kirchhoff):
b+ CB(Et) o5 oy O(FE) _
E= = — =0t — |zf) = 2] S(clt] —|=|)

V tomto piipadé je nosi¢ fundamentalniho feseni obsaZen v plasti nulo-
vého kuzelu, coz je matematické vyjadieni Huygensova principu. Obdobna
vlastnost plati také pro vyssi k, které jsou liché.

2.2.3 Rovnice pro vedeni tepla

Véta 2.2.4 Pro z € R",t € R oznacme (|z|* =Y 22)
—ny2 a2
E(x,t) := (47t) e 4t ,t >0,

E(x,t) :=0,t < 0.
Pak E € Ly 1o.(R"Y) a piislusnd reguldrni distribuce spliiuge

0
(& —A,)E =6.
Navic E € C® (R — {0}).

Lema 2.2.5 (1) Vt >0, [, E(z,t)dz = 1,
(2) E(\/ex,e) = E(x,1)e™/2.
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Prvni tvrzeni je disledkem Gaussovych integralu, druhé je snadné.
Dukaz véty.
(1) nejdiive ukdzeme, ze E je hladkd funkce mimo pocéatek. Pro body, kde
t # 0 neni do dokazovat. Je-li t = 0,z # 0, pak mé funkce rtiznou definici
shora a zdola, ale pro t bliZici se k nule shora je limita funkce i vSech jejich
derivaci rovna nula a tak se v nule obé definice hladce navazi.
(2) E € Ly v okoli poc¢atku, nebot sta¢i integrovat pies malou krychli ob-
sahujici poc¢atek a pouzit Fubiniovu vétu a prvni tvrzeni lemmatu (E je
nezapornd). Integral pfes takovouto krychli je omezen koneénym integralem
7. (et

(3) E je radidlni v z a tak

Spocitame-li derivaci podle t, je vidét, ze pro t > 0 spliiuje funkce F rovnici
pro vedeni tepla.
(4) Pro vsechny testovaci funkce ¢ € D(R™+!) plati

((ag—Ax)E,@ =—(F (E?t = lim / /n —I—A E-¢)dx dt.

t e—0t

Pouzijeme-li fakt, Ze F fesi rovnici pro vedeni tepla a substituci x = /zy,
dostaneme

((gt 2)E,¢) = lim / /n +— ¢)dx dt = lim E(z,e)¢(z,e)dr =

e—07F e—0t Jgn

= lim . E(y,1)e "2 ¢(Vey, )" *dy = ¢(0) - E(y, )dy = $(0) = d(¢).

9. prednaska

Poznamka.
(1) Analogicka formule plati i pro fundamentélni feSeni Schrédingerovy rov-
nice [i + A,]¥(z,t) = J. Jeji fundamentalni feseni ma tvar

E(x,t) = LAV

Tento piipad miize byt odvozen z rovnice pro vedeni tepla tak, ze budeme
uvazovat opét misto Eukleidovské normy (a pfislusného Laplaceova opera-
toru) obecnou kvadratickou formu s komplexnimi koeficienty a realnou ¢asti
positivné definitni, jako pii odvozeni vlnové rovnice. DokéZeme si nasledujici
tvrzeni.
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Véta 2.2.6 Predpoklidejme, Ze A je symetrickd, komplexni, requldrni ma-
tice, jejiz redlnd cdst je positivné semidefinitni. Pak ndsledujici predpis de-
finuje distribuci

n

E(¢) = /0 " ()2 (det 4)~1/2 [ / S g (w, t)da | dt, & € DR,

kterd je fundamentdlnim TesSenim pro operdtor L = % — A(0).

Drukaz.

V tomto piipadé uz piislusné jadro neni lokalné integrovatelna funkce,
proto je nutnd vyse uvedend opatrnd definice. Aby bylo vidét, Ze je tato dis-
tribuce dobfe definovana, je tieba ukézat, Ze funkce pod vnéj$im integralem
je integrovatelnd v okoli 0. Ukazeme, Ze ve skute¢nosti méa v nule koneé¢nou
limitu.

K tomu pouZijeme informaci o Fourierové transformaci Gaussovych funkci
(v proménné z). Vime, Ze pro positivné definitni matici A plati

/2 24760

(Az,z)
Fe™) = G

Pomoci analytického pokracovani plati totéz i pro pripad, kdy je A matice
komplexni, nedegenerovand, s positivné semidefinitni redlnou ¢asti. Pak tedy
dostaneme (e je parametr)

FUE.0) — (i) s o (o)

_ (47T€)_n/2(d€t A)_1/27r"/2(46)"/2(det A)1/26—7r2(4sAm,m) _ 6—71'2(45Am,m).

Limitnim pfechodem ¢ — 0" dostaneme na levé strané delta funkci, protoze
prava strana ziejmé konverguje k jedné.

7 toho plyne, ze funkce proménné t pod vnéjsim integralem v tvrzeni
Véty ma koneénou limitu rovnou gb( ) Dﬁkaz se pak provede stejné jako v

vvvvv

Drusledek.
Fundamentalni feSeni pro Schrédingerovu rovnici

[z——l—A] (x,t) =9

ma tvar

Duikaz.
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Pouzijeme-li piedchozi vétu s A = iI, A~ = —iI,V/det A = 1, do-
staneme pro operator

- 0 )
L= a - ZAx,
fundamentalni feSeni
~ 1 —inn  iz|?
FE = —e 4 e 4t
(4mt) 2

Pak si staél uvédomit, ze £ = (—i)E.

2.2.4 Pocdatecni uloha pro rovnice pro vedeni tepla.

Pocatecéni tloha pro rovnici pro vedeni tepla ma v klasické verzi nasledujici
pfirozenou formulaci. Hleddme funkei u(x,t) na poloprostoru t > 0 tak, aby
pro ¢as t = 0 platilo u(z,0) = g(x), kde g = g(x) je zadana klasicka funkce.

V tomto piipadé ma dobry smysl mluvit o hodnotéch funkce u na nadro-
viné t = 0, kde je zadana pocatecni podminka. Vime jiz, Ze se rychl pro dis-
tribuce nema smysl mluvit o hodnoté v bodé. Pravé tak neni mozné mluvit
0 hodnotéach distribucich pro ¢t = 0, tj. o zizZeni distribuce na nadrovinu. To
pak znamend, Ze neni jasné jak formulovat poc¢ateéni podminku pro distri-
butivni feseni.

My udélame drobny krok stranou a budeme pro feseni pocatecni tlohy
uvazovat distribuce, které zavisi na jednom parametru ¢, a maji hodnoty v
prostoru distribuci D’'(R™). V tomto p¥ipadé jiz vime, jak bychom definovali
limitu ve zvoleném bodé€ tj, spojitou zavislost na prislusném parametru,
nebo derivaci podle parametru. Pro pristi pouziti také budeme konstatovat
fakt, ktery se snadno z definice ovéri, Ze je-li E; jednoparametricky systém
distribuci z D'(Q2) a ¢; jednoparametricky systém testovacich funkei, pak

% < B, >=< %(Et),@t > + < By, %@t\
Fomulace tulohy.

viz skripta, str. 248, 249, 250: Uvod

I. Zakladni alohy pro rovnici (1),

II. Pojem fesSeni.

II1. Princip superpozice.

Véta 2.2.7 Je-li L = 0; — a®A operdtor z rovnice pro vedend tepla a E(x,t)
prislusné fundamentadlni fesent, pak:

(1) Pro pevnét > 0, je funkce Ey(x) = E(x,t) reguldrni distribuce v S'(R™),
Ey(z) = 6(x); tento systém distribuci zdvisi spojité na t prot > 0 a ma
derivaci podle t pro kazdée t > 0;

(ii) Uloha s pravou stranou L(u) = f, f € &' (R™) md reseni

u(x,t) = E(x,t) * f;
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(#) Rovnice Lu = 0 s poédtecni podminkou ug(x) = u(x,0) = g(z) € &'(R™)
md jediné Tesent
u(z) = g(x) * Ey(z),t > 0.

(iv) Greenova funkce ilohy s pocatecni podminkou je definovana takto:

1 \" _l—g?
G((l],f,t) = 2&\/% e da?t .

Pak teseni u(z,t) ulohy s pocatecni podminkou g je definovino vzorcem

o) = [ " O, 6. 096 de.

Diikaz.
Staci si jen uvédomit, ze jsme si dokézali, ze E;(z) — &y prot — 0.
Ostatni tvrzeni jsou snadnym disledkem. O

Postup hledani nékterych okrajovych tloh si popiSete na cviceni.

2.2.5 Pocatecni ulohy pro vlnovou rovnici.

Formulace tlohy: Skripta, str.282.

V tomto pripadé budeme FeSeni zkoumat pro pocateéni podminky gg, g1,
které jsou spojité. Zatimco pro feSeni pocatecni tlohy pro rovnici pro vedeni
tepla platilo, ze i pro distributivni pocatecni podminky bylo feSeni hladké
pro vSechny kladné Casy, totéz pro vlnovou rovnici neplati. Jsou-li po¢atec¢ni
podminky zobecnéné funkce, bude mit singularity i feSeni. My zde budeme
rozebirat jen Feseni pro hladké pocate¢ni podminky.

Definujme opét parametricky systém distribuci pro ¢t > 0 predpisem

Et(x) = E+($7 t)a

Je snadné se presvéddit, Ze tento systém spojité zavisi na ¢ a m8 podle ¢t dvé
(distributivni) derivace. Je-li navic ®(z,t) € D(RF), pak

< By (,4), ®(x, ) >= /Ooo < Ey(x), (z,1) > dt.

Véta 2.2.8 Reseni zdkladni pocdtecni wilohy pro vinovou rovnici md tvar
u(z,t) = f+T + ¢ 2E] % go + ¢ 2E; % 1.

Konwvoluci f T lze také psat jako fot E;_s(x) * f(s,x)ds, kde konvoluce pod
integrdalem se déld v proménné x.
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Diikaz.
Staci ukazat, Ze

lim E; = ¢*), lim E; = lim E/ =0.
t—0+ t—0+ t—0+

(nebot pomoci téchto relaci se snadno ukaze, ze formule ve vété dava hledané
feSent).
Jako pro parabolickou rovnici spoéitame (¢arka znaci derivaci podle t):

1 (e}
®(0) =< O.E,® >= = [/ < B, ®"(z,t) > — < B/, ®(x,t) >} =
0

—1 > d roan d "
=2 vy < B t) > - < B 0(2.8) > =

1
= 5 [< B0, ®(2,0) > - < By, @(2,0) >].

Pokud zvolime ®(z) libovolné a rozsifime konstantné (a ufizneme pro velké
t), pak druhy ¢len vypadne a z prvniho plyne Ej) = c20.

Pokud zvolime ¢(z) libovolné a ®(x,t) = ¢(x)t (a ufizneme pro velké t),
pak prvni ¢len vypadne a druhy dd Ey = 0. Abychom ukéazali, Ze E] = 0,
stac¢i pro libovolnou testovaci funkei ¢(z) spocitat, ze

< El(x)p(z) >=c* < AE, ¢ >=c* < E,A¢ >

konverguje k nule (pro t — 0") pro libovolné ¢. O

2.2.6 Explicitni popis FeSeni v nizkych dimenzich.

Fundamentalni feseni a feSeni pocateéni tlohy je definovdno pomoci distri-
buce E(z,t) = Ey(x), ktera je slozenim jednorozmérné distribuce a kvadra-
tické formy A(z,t) = c*t> — |z|?. Napiseme si ted explicitni definici téchto
distribuci. Véta o sloZeni 1ikd, Ze je nutné funkci tam kde mé nenulovy gra-
dient (pro A tedy vSude mimo pocétek) rozsifit nejprve na difeomorfismus.
Definujeme tedy zobrazeni h a jeho inverzi H = h™! takto:

h(z,t) = (z, A(z,t));2 =z, = A(x, t)

c c
Dale J 1
x
det JH = — = ————.
ds  2c\/s+ |x|?

Pak tedy podle definice

1—k
- 1—k

<E+,<I>>:7T <x;2 0>,
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kde

\Il(s):/ O(x ‘S+|$|2) ! dx,t > 0.
n c Vs + |z]? ’

Pokud definujeme

@(nt)::rn_zj/ B(rw, 1)dS,,,
|w|=1

pak
- V512 d N
m:/@(5+rw)rr - b(t, /122 — s)dt
c Vs +r? s<c2t?
a

1—k
T 2 1-k .
< By, ® >= 7 < Xyo Pt V22 —s) > .
Jako cviceni spocitejte konkrétni tvar feSeni pocatecni tlohy v dimenzich 1,
2 a 3.

2.2.7 Fourierova transformace homogennich radialnich dis-
tribuci.

Jako zavérecny priklad na Fourierovu transformaci si spoc¢itame Fourieruv
obraz distribuci r*.
Nejprve si vyslovime obecnéjsi vétu o Fourierové obrazu homogennich

distribuci.

Véta 2.2.9 Je-li T € S'(R" — {0}) distribuce homogenni stupné \, pak jeji
Fourieriv obraz F(T) je homogenni distribuce stupné —n — X na R"™ — {0}.

Formaélni dikaz této véty najdete v Appendixu, ndzorné idea pro piipad
regularnich distribuci se d4 napsat takto. Je ¢(x) homogenni stupné n, pak
pro t > 0 plati

FONt) = [ oy = [ ot i = F(E)

Fouriertiv obraz distribuce r* je ted radidlné symetrickd distribuce v
proménné &, homogenni stupné —n—\. Je to tedy nasobek distribuce p~" .

Abychom jednodusse vypocitali, jaky nasobek to je, pouZijeme Parce-
valovu rovnost. Vime, Ze Fourierova transformace je isometrie Hilbertovych
prostorii Ly (R). Pro libovolné ¢, € I(R) tedy plati

(@, 4) 12 = (F (), F(¥)) L2
Zvolme ¢ = e_g,zb = 7 (pro vhodna \). Pak

™

Fo) = (5) " K F@) = o o=l

10. prednaska
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Kapitola 3

Specialni funkce

3.1 Elementarni teorie representaci grup

Nejbéznéjsi grupy, se kterymi se muzete ve fyzice setkat jsou koneéné grupy
nebo maticové grupy (tj. podgrupy grupy GL(V) ~ GL(n,R) vSech in-
vertibilnich linedrnich zobrazeni). Radu maticovych grup jste potkali jiz v
prvnim ro¢niku v linedrni algebtfe. Tam jste také (pro maticové grupy) po-
tkali pojem Lieovy algebry L(G) (tj. algebry infinitezimélnich generatori)
dané maticové grupy G. Dva zékladni typy grup jsou grupy resitelné, jejichz
specidlnim piipadem jsou grupy nilpotentni (modelovym ptikladem je grupa
trojuhelnikovych matic) a grupy jednoduché (modelovy piiklad jsou grupy
SL(n,R),SO(n,R), SU(n). Dimenze dané maticové grupy je podle definice
dimenze jeji Lieovy algebry. Pro poradek si zopakujme definici téchto grup:

GL(n,R) := {A je n X n realnd matice |det A # 0}.
SL(n,R) :={A € GL(n,R)|det A =1}
SO(n,R) :={A € GL(n,R)|(Ax, Ax) = (z,z)Vz € R",detA = 1},

kde (.,.) oznacuje standardni Eukleidovsky skaldrni souéin;
SU(n) := {A je nxn komplexni matice |(Ax, Az) = (z,z),Vr € C",det A =

kde (,.,) oznac¢uje standardni Hermitovsky skaldrni sou¢in na C". Grupové
operace je v téchto pripadech vzdy nasobeni matic. Podminka nenulového
determinantu zarucuje, Ze existuje inverzni prvek v prislusné grupé.

Mezi nejbéznéjsi dalsi grupy patii grupy zobrazeni neboli transformacni
grupy. Je-li X dand mnoZina, pak mnozina Aut(X) vSech invertibilnich zob-
razeni X na sebe tvofi grupu vzhledem k operaci skladéni (jednotkovym
prvkem je zde identické zobrazeni). Je-li X koneénd, je i Aut(X) kone¢na.

Je-li X podmnozina v Eukleidovském prostoru, kfivka, plocha (nebo
varieta), pak se ¢asto uvazuje grupa Diff (X) v8ech (hladkych) difeomorfismu
X na X (difeomorfismus f je hladké invertibilni zobrazeni, pro které je
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inverze také hladka). V tomto piipadé je tato grupa (ve smyslu, ktery by
bylo t¥eba upfesnit) nekoneéné dimensionalni.

Nejelementarnéjsi modelovy pripad situace, kde lze mluvit o néjaké sy-
metrii je pfipad akce grupy na daném prostoru. Velmi dilezity specidlni
pfipad je tzv. reprezentace grupy, ¢imz se zpravidla mysli akce grupy na
daném vektorovém prostoru V, pomoci linearnich zobrazeni (tj. homomorfi-
sumus grupy do grupy Aut(V)). Nejzakladnéjsi pojmy z teorie reprezentaci
jsou shrnuty v néasledujici definici.

Definice 3.1.1
(i) Jsou-li G, H dvé grupy, pak zobrazeni ¢ : G — H nazveme homomorfis-
mem dangch grup, pokud plati

#(9192) = ¢(g1)b(92), 91,92 € G.

V pripadé maticovych grup se poZaduje hladkost zobrazeni ¢.

Representace G na vektorovém prostoru V' je homomorfismus G do grupy
GL(V). [Nejbéznejsi jsou representace grup na konecné dimensiondlnich
prostorech nad C, nékdy také nad R ¢ H (téleso kvaternioni). V teoretické
fyzice hraji duleZitou roli také representace na danych nekonecné dimenzio-
ndlnich vektorovijch prostorech (typicky napft. pro representace Poincarého
grupy na vektorovém prostoru vsech poli daného typu).]

(i) Necht p : G — Aut(V) je reprezentace grupy G na vektorovém prostoru
V. Rekneme, Ze podprostor W je invariantni podprostor V, pokud Yg € G
plati p(g)(W) C W.

(iii) Rekneme, Ze reprezentace V je nerozloZitelnd (irreducibilni), pokud je-
diné€ invariantni podprostory jsou podprostory trividlni, tj. podprostory {0}
aV.

Jsou-li p1, po dvé reprezentace grupy G na vektorovych prostorech Vi, Vo,
pak definujeme primy soucet p1 & pa na Vi & Va a tenzorovy soucin p1 & pa
na V1 @ Vu takto:

[p1 @ p2l(9) = p1(9) @ p2(9); [p1 @ p2](9) := p1(g) @ p2(g)

(vzpomerite si, jak je definovdn primy soucet a tenzorovy soucin dvou line-
drnich zobrazeni).

(iv) Je-li p reprezentace na vektorovém prostoru V, pak dudlni (nebo kon-
tragredientni) reprezentace p* na dudlnim prostoru V* takto:

p*(g) = [p(9)]",

operace hvézdicka pro komplexni matici A je transpozice spojend s komplex-
nim sdruzenim.

(v) Necht p je reprezentace grupy G na vektorovém prostoru V- se skaldrnim
soucinem (.,.). Rekneme, Ze tato reprezentace je unitdrni, pokud plati

(p(g9)v, p(g)w) = (v,w), Vg € G, v,w € V.
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(vi) Necht py, p2 jsou dvé representace grupy G na Vi, Va. Rekneme, Ze line-
drni zobrazeni F : Vi — Va je ekvivariantni (resp. splétajici) zobrazeni mezi
temito dvémi reprezentacems, pokud plati

p2(g) o F(g) = F(g) o p1(9)

pro vsechna g € G.

(vii) Rekneme, Ze reprezentace Vi, Vs grupy G jsou isomorfni, pokud existuje
ekvivariantni zobrazeni ' : Vi — Vi, které zobrazuje isomorfné Vi na V.
(viii) Rekneme, Ze reprezentace V je tiplné rozloZitelnd, pokud je V isomorfni
primému souctu irreducibilnich reprezentact.

Poznamka.

Kazda kone¢né dimenziondlni unitarni reprezentace je uplné rozlozitelna.
Kazda reprezentace kompaktni grupy je unitarizovatelna, a tedy aplné roz-
lozitelna.

(Prvni tvrzeni plyne snadno z toho, Ze ortogonalni doplnék je opét invari-
antni, odivodnéni druhého tvrzeni potfebuje znalost toho, Ze na kompaktni
grupé existuje invariantni mira; pak je totiz mozné z libovolného skalarniho
soucinu na prostoru V dané representace sestrojit integraci vici této inva-
riantni mire invariantni skalarni soucin, vuci kterému je pak representace
unitarni.)

Piiklad 3.1.2
(1) Zdkladni (definujict) reprezentace:

Je-li G C GL(n,R) jedna z vyse uvedengch maticovyjch grup, pak jeji
definujici reprezentace je representace p na vektorovém prostoru R™ dand
predpisem

p(A)v=A-v, Ae G,v eR",

kde tecka oznacuje maticové nasobeni. Matice A je tedy representovand sama
sebou, chapanou jako linedrni zobrazeni z prostoru R™ do sebe.
(2) Grupa R* nenulovych redlngjch ¢isel, kde grupovd operace je nasobent,
je indentickd s grupou GL(1,R) vsech reguldrnich linedrnich zobrazeni z R
do R. Zobrazeni p : GL(n,R) — R*, definované predpisem p(A) = det A, je
representact grupy GL(n,R) na jednodimensiondlnim vektorovém prostoru
R.

Je to také reprezentace grupy SL(n,R), ale tato representace je trivialni,
tj. kaZdé matici se pritadi jednicka (tj. identické zobrazent).
(8) Grupy SU (n) hraji podstatnou roli ve fyzice elementdrnich édstic. Zkusme
popsat representace nejjednodussi z nich, grupy SU(2). Zdkladni (definujici)
representace je dvojice (p, V), kde V je vektorovy prostor C? a p je linedrni
zobrazent, které matici A € SU(2) piradi opét odpovidagici linedrni zobra-
zeni p(A) 2V do sebe.

Bude nyni definovat (nekonecné dimensiondlni) vektorovy prostor P(C?)
polynomii s komplexnimi hodnotmai ve dvou proménngjch z = (21, 22) € C% a
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podprostory P*(C?) téch polynomii, které jsou homogenni stupné k. Prostor
P(C?) je primy soucet téchto podprostori.

Je-li P € P(C?) a A € SU(2), pak definujeme (tzv. reguldrni) reprezen-
taci p predpisem

[p(A)(P)|(z) = P(A™12), P € P(C?), A e SU(2).

To, e v definici pouZijeme hodnotu polynomu v bodé A=z, misto abychom
pouzili hodnotu polynomu v bodé Az, je vynuceno pozZadavkem, abychom
reprezentace p byla opravdu reprezentace, aby zachovdvala (a nepfehazovala)
potadi ndasobent.

7 definice je ziejmé, Ze tato podprostory P* jsou invariantni podprostory,
muzeme representaci p zizenou na P* oznacit py,.

Prostor P* md dimenzi k + 1. Sestrojili jsme tedy pro kazdé prirozené
¢islo k representaci grupy SU(2) na vektorovém prostoru dimenze k+ 1. Dd
se ukdzat, Ze tyto representace jsou ireducibilni (nerozloZitelné). Je ziejmé,
Ze tyto reprezentace jsou pro riznd ¢isla k ruznd (tj. nejsou izomorfni), pro-
toZe prislusné vektorové prostory maji riznou dimenzi. Da se také ukdzat, Ze
libovolna nerozloZitelnd reprezentace (p, V') grupy SU(2) na vektorovém pro-
storu V' dimenze k + 1 je izomorfni s reprezentact py na prostoru polynomai
Pk (C?). Tim je tedy popsdna klasifikace viech nerozoloZitelngjch reprezentaci
této grupy.

Protoze pro vyse uvedené grupy jsou vsechny reprezentace uplné rozlo-
Zitelné (to znamend, Ze se daji napsat jako primy soucet nerozloZitelnijch
reprezentact), je pomérné dobry prehled o struktute téchto reprezentact.

3.1.1 Lieova algebra maticové grupy.

Typickd Lieova algebra je vektorovy podprostor prostoru End(V') vsech li-
nearnich zobrazeni z vektorového prostoru V' do sebe, kterad je uzaviena na
operaci komutatoru dvou zobrazeni. Nejjednodussim piikladem je tedy cely
prostor End(V'). Pro maticové grupy se snadno definuje jim odpovidajici
Lieova algebra.

Definice 3.1.3 Homomorfisumus dvou Lieovych algeber je linedrni zobra-
zeni ¢ mezi nimi, které prevdadi komutdtor na komutdtor, tj. pro které plati

[¢(X), ¢(Y)] = ¢([X,Y]), X,V € g.

Representace Lieovy algebry g na 'H je homomorfismus g do End(H).

Kazdy (spojity) homomorfismus 6 : R — G se nazyvd jednoparametrickd
podgrupa G (grupa R se bere jako grupa vzhledem ke scitini). Z definice
homomorfismu plyne, Ze 0(0) = e, kde e je jednotka v grupé G.

Lieova algebra g maticové grupy G je mnoZina viech matic tvaru 6'(0),
kde 6 probihd vsechny jednoparametrické podgrupy grupy G. Lieovu algebru
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grupy G bude oznacovat symbolem g, pro klasicke grupy se prislusnd Lieova
algebra oznacuje malymi pismeny. Dd se ukdzat, Ze Lieova algebra g grupz
G je Lieova algebra ve smyslu predchozi definice, tj. plati pro ni, Ze jsou-li
X,Y dva proky g, pak jejich komutdtor [ X, Y| patii také do g.

Jeden z velkych objevii matematika Sophuse Lie bylo, Ze v jistém rozum-
ném smyslu je mozné nahradit zkoumani homomorfismu a representaci grup
pomoci zkoumani homomorfismii a representaci odpovidajicich Lieovych al-
geber. To je tloha podstatné jednodussi, protoze je vSe v ramci linearni
algebry.

Prislusné pfirazeni mezi homomorfismy grup a homomorfismy jejich al-
geber se snadno popiSe. Pokud element X Lieovy algebry g je dan derivaci
X = 6'(0), kde 6(t) je jednoparametrickd podgrupa G, a je-li ¢ : G — H
homomorfismus, pak ¢(6(t)) je jednoparametrickd podgrupa H a ¢(X) =
(¢(0))(0).

Specialné, je-li T representace G na H, pak je takto indukovana repre-
zentace d1’ Lieovy grupy g na H.

Priklad 3.1.4 Lieova algebra su(2) grupy SU(2) je mnoZina vsech 2 x 2
komplexnich matic, pro které plati X + X* =0,tr X =0.
Najdéte jednoparamterické podgrupy 0(t), pro které md 6'(0) tvar

Cif01y 1/0 -1\ _if1 0
M=o\ 0/ 72\t 0" T2 0 1)
Tyto tii matice tvoii bazi su(2).
[Ndavod: Uvazujte zobrazeni 0;(t) = exp(ta;),t € R;i =1,2,3.]
3.1.2 Souvislost grupy SU(2) a SO(3).

Piitadme kazdému vektoru = = (x1,z2,23) z R® 2 x 2 matici T}, pfedpisem

x 1 +iw
Ta: — ( 3‘ 1 2)
Tr1 — 1Ty —XI3

Pak det T, = — (2% + 23 + 23). Pfifazen{ 2 — T, zobrazuje R na mnoZinu
vSech Hermitovskych matic s nulovou stopou. Pak plati nasledujici véta.

Véta 3.1.5 (1)
Je-li A € SU(2), pak pro kazdé v € R? existuje prdvé jedno y € R3
takové, Ze plati
AT, A* =T,.

Takto definované zobrazeni p(T) z R® do R? oznacime symbolem p(T).
(2) Zobrazeni p(T) je linedrni a patii do SO(3).
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(8) Zobrazeni p : SU(2) — SO(3) je homomorfismus grup, které je dvojnd-
sobné€ nakryti. Presnéji, vzor libovolné matice z SO(3) je vidy dvojbodovy
a skldda se z dvojice opacnijch matic. Naptiklad, vzor jednotkové matice z
SO(3) je plus nebo minus jednotkovd matice v SU(2).

Dukaz této véty je moZzné najit v Apendixu. Dukaz se vyrazné zjedno-
dussi pouzitim télesa kvaternioni misto 2 x 2 komplexnich matic.

11. prednaska

V nésledujicich paragrafech si ukadzeme piiklady toho, Ze teorie represen-
taci vede prirozené k definicim specialnich funkci a Ze pomoci této teorie je
moZné porozumét mnoha vlastnostem specidlnich funkci. Hlavni roli v defi-
nic prislusnych specialnich funkei hraji tzv. maticov0 elementy reprezentace,
které se definuji nasledujicim zptisobem.

Definice 3.1.6 Predpokladejme, Ze T je reprezentace grupy G na Hilbertové
prostoru H. Jsou-li x,y dva vektory z H, pak funkci Ty,(g) na grupé G,
definovanou predpisem

Tuy(9) = (T'(9)y, x),

kde (.,.) oznacuje skaldrni soucin na H, nazveme maticovym elementem
reprezentace T.
Je-li {e;} baze H, pak oznacime symbolem Tj;(g) maticové elementy

Tt e, (9)-

Vsimnéte si, Zze to, Ze je T reprezentace, je ekvivalentni s tim, Ze pro
libovolné dva elementy g1, go € G plati

Tii(9192) = > Tix(g1) Thj(g2)-
k

Tento fakt ndm pozdé€ji pomize odvodit tzv. aditi¢ni véty pro specidlni
funkce a rekurentni formule pro né. Zaroven vede k odvozeni faktu, Ze uva-
Zované specialni funkce jsou TeSsenim obyc¢ejné diferencialni rovnice druhého
fadu.

3.2 Grupa SU(2) a Jacobiho a Legendreovy poly-
nomy.

Nejprve se vénujeme nejjednodussi nekomutativni grupé SU(2).

3.2.1 Cartanuv rozklad, Eulerovy uhly.

sv@ ={(% J)liap +168 =1

V grupé
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existuje kompaktni podgrupa

Kzsmmz{cfez>wam%@

a komutativni podgrupa

Azsmm:{<m“ ”m?uemgm}

isint cost

Je ziejmé, Ze prvky matice z SU(2) muZeme vzdy rozlozit nésledujicim
zpusobem (tj. G = KAK):

A ¢t 0 cosg z’singg eis 0 -
-8 a) \ o %) \ising cos$ 0 e—%, N

by o
cos ge’ 2 zsmge’ 2
= 0 Y—9 0 - o+ .

.. i _
781 € 2 Cos €

5SS

kde ¢ € (0,2m)0 € (0,m) ¢ € (—2m,27) a

|a] = cos Q, 18] = sinQ,Arga = M,Argﬁ =
2 2 2
Vsimnéte si, ze pro af = 0 nejsou Eulerovy ahly uréeny jednoznaéné (po-
dobné jako tomu je ve sférickych soutadnicich v bodech severniho a jiZniho
polu).

Jako cviceni si rozmyslete nasledujici interpretaci Eulerovych uhla v, 0, 1.
Elementu g € SU(2) s vyse uvedenym rozkladem odpovida rotace, dana slo-
zenim rotace kolem osy x3 o tthel ¢, rotace kolem osy x, o thel 6 a rotace
kolem osy z3 o thel ¢. Pro kaZzdou tuto rotaci je snadné napsat piislusnou
matici v SO(3). Jejich sou¢in dava prvek p(g) € SO(3), ktery odpovida
elementu g € SU(2).

3.2.2 Sféra S? jako homogenni prostor.

V dobach antiky byla zndma jen Eukleidovska goemetrie. Dlouho trvalo, nez
lidé akceptovali existence neeukleidovskych geometrii. Pak se ukazalo, Ze jich
existuje celd fada a Ze je moZné je klasifikovat pomoci grupy transformaci
(tzv. hlavni grupa), které k piislusné geometrii patii. Pro Eukleidovskou
geometrii je tato hlavni grupa vSech shodnosti (rotace, posunuti, reflexe).
Je-li M prostor bodt dané geometrie, pak hlavni grupa G na ném pusobi
transitivné, tj. pro libovolné dva body existuje element grup G, ktery je
prevadi na sebe. Oznacime-li H isotropni podgrupu daného bodu m € M,
t.j. H ={g € G|g(m) = m}, pak M se d& ztotoznit s prostorem orbit pravé
akce grupy H na G. Kleintv Erlangensky program iika, ze kazda geometrie
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je takovyto homogenni prostor M = G/H, a ze tedy klasifikaci geometrii je
mozné provést pomoci klasifikace (Lieovych) group G a jejich podgrup H.
Grupa G = SO(3) piisobi na R? a pii této akci zachovava jednotkovou
sféru S2. Akce je transitivni a je snadno vidét, ze isotropni podgrupa libo-
volného bodu je komutativni grupa H = SO(2). Sféricka geomerie je tedy
dalsim ptikladem homogenniho prostoru.
Zvolime-li bod m = (0,0, 1) na sféfe, pak méa podgrupa H tvar

eit/2 0
{( 0 e‘it/2> |t € (—2m,27) } .

Pokud pouzivame Eulerovy thly jako soufadnice na grupé G, pak odpovi-
dajici bod m € S? mé soufadnice

(sin 6 sin ¢, — sin 6 cos ¢, cos ).

Cisla —5 +¢ a0 jsou tedy obycejné sférické souradnice a udavaji, na kterém
poledniku a na které rovnobézce se bod nachézi.

3.2.3 Kone¢né dimenzionalni representace grupy SU(2).

Necht [ je libovolné nezaporné celé, nebo polocelé éislo. Jiz v pfedchozi ¢asti
jsme si popsali representace této grupy na prostoru homogennich polynomi
stupné [ ve dvou komplexnich proménnych. NapiSme jeji jinou realizaci na
prostoru H; polynomii v jedné komplexni proménné z tvaru

Prostor vSech takovychto polynomt mé (komplexni) dimenzi 2/ + 1. Repre-
zentace 1} grupy SL(2,C) v8ech komplexnich matic

(o B
g_(v 5)
az+f3

Ti(g)oz) = (32 + 70 (15).

na H; je definovana takto:

D4 se ukazat, Ze tyto reprezentace jsou ireducibilni a ze kazda jina ire-
ducibilni reprezentace dimenze 2/ + 1 je izomorfni s Tj.

Kazda reprezentace kompaktni grupy na vektorovém prostoru H je uni-
tarni. Tim se mysli, Ze existuje invariantni skalarni sou¢in na H. Invariance
skalarniho souéinu (.,.) znamen4, Ze pro kazdé g € G a kazdou dvojici vek-
tort u, v, € H plati

(T(g)u, T(g)v) = (u,v).
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Chéapeme-li T} jako reprezentaci grupy SU(2), pak se da ukézat, Ze je
mozné zvolit jeden invariantni skaldrni soucin na H; tak, ze prohlasime bazi
vektori

xl—n

Yn(z) =

za ortonormalni bazi.

i = V= + )]
Cln

3.2.4 Maticové elementy reprezentace 7;.

Pfipomenme si, Ze maticové elementy grupy G vzhledem k bazi{e;} jsou
definovany pomoci vztahu Tj;(g9) = (T(g)ei, e;) a ze ze vztahu T(g192) =
T(91)T'(g2) plyne

Tii(9192) = > Tin(91)Thj(g2)-
K

Definice 3.2.1 Maticové elementy reprezentace T} vici bazi {1y} oznacime
symbolem T.,.. Jsou to funkce na grupé SU(2). Standardné budeme ele-
menty grupy SU(2) parametrizovat bud komplexnimi ¢isly «, 3, nebo Eule-
rovymi uhly, takze T., = T, (a,B) = T, (0, 0,9).

Neni tézké tyto maticové elementy popsat podrobnéji. Protoze

(az — B)""(Bz +a)"*"
(. —n)(l +n)!

Ti(g)in(z) =

jsou maticové elementy T, (g) koeficienty pii z!~™ v tomto vyrazu, vynéso-
beném koeficientem /(I — m)!(l + m)!. Z Taylorovy véty dostaneme lemma

Véta 3.2.2

dl—m _
Than(9) = Cmn = [0 = B) " (B2 + @)oo,

B (Il +m)!
mn = AT =)+ )l —m)!

Pomoci Eulerovych thla se snadno napis$i maticové elementy

Tl (0,0,40) = e~ et TL (0.9, 0)

kde

pomoci zatim neznamé funkee T,,(0,6,0).
Definice 3.2.3 Polynomy P! . (x) definujeme predpisem
Py (cos 0) = T},,(0,6,0).

Tedy '
T7qu,n,(¢7 97 1/}) = 6_1(m¢+mp) Pw{nn (COS 9)
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Nasim cilem ted bude identifikovat tyto polynomy se zndmymi speciil-
nimi funkcemi a popsat si jejich vlastnosti. Uvedme si nésledujici standardni
definici Jacobiho polynomii.

Definice 3.2.4
(1) Jacobiho polynomy jsou definovdny vztahem

(@) _ (ZDF - g d* +k Btk
(2)
Legendreovy polynomy jsou definovdny vztahy

_1\k gk
Py = Uy,

Tedy Py(x) = PISOO)(J’J).
Asociované Legendreovy polynomy jsou (pro m > 0) definovdny vztahy
(_1)m+k(1 _ $2)m/2 dm+k

P (z) = S (1 — 7))

Ddle definujeme

—-m m k —m)! m
PL"a) = ()" e )
Tedy
m 2" (k +m)! /2 (—m,—m
P (a) = 2 hEm)! o P /2pimemm),

Véta 3.2.5 Srovndnim obou definic ziskdme vztahy

Tl (6,0,¢) = e MOt Pl (cos 6)

a
Pl () = Ch (1= 2) ("2 (1 4 ) mbm/2 plnnm i) g,
kde
g (L= m)(l 4 m)!
bmn = Tom A= )1+ n)!
Specielné
1 _ (l B m)' —ime¢ pm
Tm0(9(¢7 97 ¢) — (71 T m)'e ‘Pl (COS 9)
a

Tio(9(¢,0,%) = Pi(cosb)
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Je podstatné si v§imnout, Ze maticové koeficienty T , zévisi jen na dvou
proménnych 6 a ¢. To je nutné interpretovat tak, ze tyto maticové elementy
jsou nejen funkce na G = SU(2), ale Ze jsou tyto funkce konstantni na
(pravych) orbitdch pii akci grupy H = SO(2) a ze jsou to tedy funkce na
sféte S = G/H (ptislugné dva Eulerovy tihly jsou sférické soutadnice na
sféie). Maticové koeficienty T! , jako funkce sférickych soufadnic se ¢asto
nazyvaji sférické (nebo kulové) funkce a znaci se také symbolem Y (¢, 0).

Pro maticovy koeficient T!, plati dokonce, Ze zavisi jen na thlu 6. To
znamend, %e tato funkce je konstantni na vSech rovnobézkach sféry a Ze
zavisi jen na zemépisné vysce.

3.2.5 Scitaci véty pro Jacobiho a Legendreovy polynomy.

Jiz vime, ze pro maticové elementy plati

T1lnn(glg2) = Zka(gl)Tkn(g2)
k

Tuto rovnost pouzijeme pro elementy g(0,61,0), g(¢p2,62,0). Vime, ze
Trn(g1g2) = e Mo pl (o5 0);

Ti(91) = Pli(cos01); Thn(g2) = e 2P}, (cos 6).

Pokud roznasobime soucin g;gs dvou prvku vyjadfené pomoci Eulero-
vych thlt a porovname s vyjadienim pomoci Eulerovych thla pro soucin,
dostaneme vztahy mezi piislusSnymi thly:

cos f = cos 01 cos 05 — sin A1 sin 65 cos ¢,

oid — sin 61 cos 6 — cos 01 sin O3 cos ¢ + sin O3 sin ¢

sin 6 ’
i(6+0)/2 _ V2[cos(61/2) cos(8/2)ei¥2/? — (sin 0, /2) sin (03 /2)e~1¢2/>
¢ N cos(6/2) '

Formulujme si pro dalsi pouziti specidlni pfipady pro ¢2 = 0 a ¢o = 7/2.
Véta 3.2.6 Plati
P (cos(61 + 62)) Z L (cos 0) P, (cos 05).

e~ i(me+nip) Pl (cos ) Z i kPl e (€Os 91)Pkn(cos 0s),

kde - 0 i 0
. Sin 61 cos o + 2 81n 09
cos 8 = cos 01 cos 05, e = - ,
sin 6

SO H0)/2 _ V2[cos((01 + 02)/2) +icos((0; — 62)/2)]
2cos(6/2) '
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3.2.6 Rekurentni vztahy pro Jacobiho polynomy.
Véta 3.2.7 Plati rekurentni vztahy pro Jacobiho polynomy

. d 1
iV1=22 = Pl (@) = 5 [VIF )T =+ DPh (@) = VT=n)T+n+ 1)
a
M —nx 1
e Phn(®) = 3 VT T=n+ )P (@) + VT =)+ n+ 1Py,
Daisledkem jsou vztahy
d n-—muz
VI 4 DI Bl ) = T 0 i DY (o),
d n-—-muz
VI - LI Bl ) T i DY (o),
Dikaz.

Nejdiive si vSimneme, Ze koeficienty v Taylorové fadé pro maticové ko-
eficienty je mozné ziskat pomoci integralu

Tn(9) = ﬁ\/ ((lztrﬂ;;:x - Zﬂ;)x /|z|:1[(0éz = BBz + @)t

Pokud tyto formule pouzijeme pro a = cos(6/2), 3 = isin(6/2), a pokud
obé strany rovnosti budeme derivovat podle € v bodé nula, dostaneme

4\l (L +n)(l —n)!

Pl (@)]

,n+1($):|

d;de[P';{rm(COS 9)]9:0 _ L\/(l + m)'(l — m)' /27T[(l—n)e_i(n+1)¢+(l+n)€_i(n_1)¢]€im¢d¢.
0

Ziejmeé je prava ¢ast rovna nule pro m rizné od n + 1. Prom =n+1
dostaneme

APy nleost)log = /Tt 1),

pro m = n — 1 dostaneme

d%[Pﬁ_Ln(cos )]o—o = %\/(l +n)(l—n+1).

Pokud budeme derivovat prvni vztah pfedchozi véty podle 05 a dosadime
nulu a pouzijeme dva pravé odvozené vztahy, dokdzeme prvni vztah této
véty.

Pokud budeme derivovat druhy vztah predchozi véty podle 05 a dosa-
dime nulu a vyuzijeme vztahti mezi jednotlivymi thly a z nich odvozenymi
derivacemi:

do 0) — do 1 dy
d_92( ) — Y% d—92( - M7 d—92

dostaneme druhy vztah v této vété. Zbytek je linearni algebra. 0

(0) = — cot 04,
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3.2.7 Diferencialni rovnice pro Jacobiho polynomy.

Ze dvou poslednich rekurentnich vztaht v pfedchozi vété dostanem snadno
apravou nasledujici tvrzeni.

Véta 3.2.8 Jacobiho polynomy P (x) spliugi diferencidini rovnici

d? d m2 +n? — 2mnzx
- Phn(x) = =1L+ 1)P},, (x).

1—a?) 2 9%
( x)dxz xda: 1—x2

Kulové funkce
Yim(6,0) = const.e™™® P/ (cos 0) = const. Tl (6, 0)
splriugi rovnici

2 2
[sin@a——COSQQ—I- L 0

902 90 m@ + (1 + 1)]Yim sin0(¢, 0) = 0.

3.2.8 Relace ortogonality.

Zakladni a klicova véta o maticovych koefientech je Peter-Weylova véta,
ktera 1ika, Ze pokud budeme uvaZovat pro kompaktni grupy G maticové
koeficienty vuéi zvolené ortogondlni baze pro vSechny unitarni (navzéjem
neizomorfni) irreducibilni reprezentace G, pak jejich v8echny maticové ko-
eficienty tvori ortogondlni systém v prostoru Lso(G, 1), kde p je invariantni
(Haarova) mira na grupé G. Z této véty pak plynou vSechny relace orto-
gonality pro Jacobiho polynomy. Jako specidlni piipad z této véty plyne
ortogonalita kulovych funkei a jejich iplnost v prostoru Lo (S?). Podobné je
také mozné z Peter-Weylovy véty odvodit hustotu Legendreovych polynomu
v prostoru Ly((—1,1)).

3.2.9 Generujici funkce.

D4 se ukazat, Ze Legendreovy funkce spliuji vztah

> 1
D 00— —
5 V1 —2hx + h?

3.3 Grupa M(2) shodnosti v roviné a Besselovy
funkce.

Ted budeme uvazovat dalsi velmi jednoduchy p¥ipad Lieovy grupy. Bude to
Lieova grupa (pfimych) shodnosti v roviné R2. Piimé shodnosti jsou slo-
Zeni rotace a posunuti, zatimco typickym piikladem nepiimé shodnosti je
reflexe viiéi piimce (nepfimé shodnosti obraceji orientaci roviny, Jakobian
prislu§ného zobrazeni mé zdporny determinant).
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Definice 3.3.1 Grupa M(2) (primgch) shodnosti je definovdna jako grupa
transformact roviny tvaru

/ .
r =rcosa —ysimo+ a,

y = xsina +ycosa + b,

kde a,b € R, a € (0,27). Prislusny element grupy M (2) oznacime symbolem
g9 =9(a,b,a).

Existuje parametrizace grupy M (2), ktera je podobné paramterizaci ro-
taci pomoci Eulerovych ahla. Sta¢i si bod (a,b) v roviné napsat pomoci
polarnich soufadnic:

a=rcosp, b=rsing; r € (0,00), ¢ € (0, 2m).
Obecny element g € M (2) lze pak psat jako
9(7’, 2 Oé) = g(O, 0, <P)9(7’, 0, 0)9(07 0,0 — @)

Je to tedy slozeni rotace, posunuti ve sméru osy x, a rotace.
Pokud g1 = 9(7”1,0, 041)792 = g(?"2,0,0) a gi192 = g(’rv 30?05)7 pak

r= \/rf +r§ + 2ryro cos aq,

71 + roet®l
= a=o01.
,

e

3.3.1 Lieova algebra m(2).

Pokud si vezmeme jednoparametrické podgrupy

1 0 ¢t
w1 (t) - 010
0 01
1 00
(.L)Q(t) = 0 1 ¢
0 1
cost —sint 0
ws(t) = [ sint cost 0
0 0 1
pak prvky a; € m(2),a; = dw{;}ft) lt—0 maji tvar

o O O
S O =

0
a] = 0
0
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0 -1 0
az=11 0 O
0 0 O

Tyto tfi matice generuji celou Lieovu algebru m(2), jejich komutaéni relace
jsou
a1, a2] = 0, [az, a3] = a1, [a3, a1] = as.

3.3.2 Representace grupy M(2).

Definujme unitérni representaci T, grupy M (2) takto. Pfislusny Hilbertovy
prostor H je prostor Lo funkci na jednotkové kruznici se skaldrnim soucinem

1 2 -
(h9) = 5= | 11@g(w)as < .

™ Jo

Representace T” je dana vztahem

[T7(9) f1()) = 7" W=D f (¢ — ),

kde g = g(r, ¢, @) a p # 0. Jako cviceni se presvédcete, ze toto je representace
a ze je unitarni.

3.3.3 Maticové elementy.

V prostoru H si zvolime bazi f,, () = ™. Je ihned vidét, ze to je orto-
normalni baze. Maticové elementy T)%, reprezentace T vici této bazi jsou
definovany takto:

—ina

21 )
TP (g) = (T2 (9) fus fin) = & /O (P cos(b=) giln—m)v g,

27
Tedy napf.
T (9(0,0,a)) = T, (a)e™ Gpn.

Matice reprezentujici elementy ¢(0,0, ) je tedy v této bazi diagonalni.

Elementy ¢(r,0,0), které reprezentuji posunuti o 7 ve sméru osy x maji
maticové elementy
in—m

27

V integralu je lehké najit integralni vyjadieni pro Besselovy funkce. Bes-
selovy funkce J;,_p, (1) s celo¢islenym indexem jsou tedy (az na konstantu)
maticové elementy reprezentace T jednoparametrické podgrupy posunuti o
délku r podél osy x. Z rozkladu obecného elementu g = g(r, ¢, a) pomoci
otoceni a posunuti podél osy x dostaneme, Ze

Tp(g) _ in—me—i[ncwr(m—n)go] Jn—m(PT)~

T7(g(r,0,0)) = T3, (r)

21
/ eprsind—itn=m)gg _ jn—my (o),
0
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3.3.4 Scitaci véty.

Ted odvodime z vlastnosti reprezentaci s¢itaci véty pro Besselovy funkce s
celodiselnym indexem tak, jak jsme to délali v pripadé Jacobiho polynomn.
Pouzijeme zakladni vlastnost reprezentace

n(9192) Z TP (g2)-

pro piipad g1 = g(r1,0,0), g2 = g(r2, p2,0). Oznacime-li g = g(ry, a), pak

o T1FToe??
r= \/rf+r%+2rlr2coscpl,ew =— a=0.
r

Dosadime-li do tohoto vztahu vyjadieni pro maticové elementy a poloZime
m =0 a p =1, dostaneme

e I ( Zelka —k(r1) Ik (r2)-

Pro 9 = 0 dostaneme r = rq 4+ ro, ¢ = 0 a odpovidajici jednoduchy vztah
kopirujici vlastnost jednoparametrické podgrupy translaci podél osy x:

Tn(ri+72) = > Jnop(r1)Ju(ra).

k=—0c0

vvvvv

71+ irg 2 / > k
<m) Jn( T%—FT%) = Z 7 Jn_k(rl)Jk(T’Q).

k=—00

7 unitarnosti reprezentace T plyne, zZe
mn - § Tkn) (T) 3
Po dosazeni a zdménou indexti dostaneme tzv. Hansenovu formuli

Z Inik(r)Je(r) = Jn(0) = bno-

k=—oc

3.3.5 Rekurentni vztahy.

Podobné jako tomu bylo pro Jacobiho polynomu, i pro Besselovy funkce jsou
rekurentni vztahy infinitezimalni verzi séitacich vét.
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Véta 3.3.2 Besselovy funkce J,, spliuji vztahy:
(1) 2J3(x) = Jn-1(2) = Jng1(2);
(2) 27n<]n(x) = Jn—1(x) + Jny1(2);

(3)
(z N %) (@) = Jn 1 (2);

<g — %) In(x) = Jng1(z).

Diikaz.

Nejdfive musime spocitat hodnoty derivaci Besselovych funkci v bodé
x = 0. Derivaci integralniho vztahu pro Besselovy funkce (kterym jsou defi-
novany) dostaneme okamZité

’I: 21 . 1 2 )
JT/L(O) = _/ 6_“10 sin 6df = —/ [e_l(n_l)‘g _ 6_1(n+1)0]d9.

21 Jo 4T Jy
Toto ¢slo je nenulové jen pro n = %1, pro ostatni n je rovno nule. P¥i tom

J1(0) = —J' 1 (0) = %

Nyni budeme derivovat vztah
Tn(ri+12) = > Jnop(r1)Ju(ra).
k=—o0

podle ry a dosadime ry = 0. Tim dostaneme prvni tvrzeni.
Derivaci vztahu

4 ire\ 2 >
(Ti—iri) Jn(\/T%—FT%): Z ZkJn_k(T’l)Jk(T’z).

k=—o00

podle ro a dosazenim ro = 0,71 = = dostaneme druhy vztah. Zbytek je
linearni kombinace predchozich vztahi. O

3.3.6 Besselova diferencialni rovnice.

7 predchozi véty dostaneme ihned

(@) = (” - L_ %) (g } %) (@),

Snadnou tpravou dostaneme nasledujici vétu.

Véta 3.3.3 Besselovy funkce J,, spliuji Besselovu diferencialni rovnici

22T () + 2 J (x) + (22 — n?)J,(z) = 0.
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3.3.7 Generujici funkce.

Definujici integralni vztah pro Besselovu funkci ika, ze J,(x) jsou Fourie-
rovy koeficienty funkce f(6) = €50, Tedy

00
eixsin(?: Z Jn(x)eine7

n=—00
neboli
oc
et = Z Jn(x)2".
n=—oo
Funkce €®* je tedy generujici funkce pro J,.

3.4 Hermiteovy polynomy.

Hermiteovy polynomy velice tizce souvisi s Heisenbergovou grupou a Hei-
senbergovou algebrou. Nejdiive si uvedem jejich definice.

Definice 3.4.1 Heisenbergova grupa H je grupa 8 x 3 redlngch trojuhelni-
kovijch matic tvaru

1
H=<{M=10
0

S = 2

b
c
1

Heisenbergova algebra je Lieova algebra Heisenbergovy grupy. Da se snadno
vypocitat ze standardnich jednoparametrickych podgrup (jako cviceni na-
jdéte jednoparametrické podgrupy, jejichZz infinitezimalni generdtory jsou
nize uvedené t¥i matice).

Definice 3.4.2 Heisenbergova algebra h je vektorovy podprostor prostoru
vsech 8 = 8 redlngch matic tvaru

0 a b
h=<{X=10 0 ¢];abceR
0 00
generovany maticems
010 0 00 001
ar=10 0 0),a—=10 0 1],6=10 0 O
0 00 0 00 000

Piimym vypoctem se snadno zjisti, ze pro tii generdtory a.,a_,b plati
nasledujici komutaéni relace.

lat,a-]=1b; [a},bl =0; [a—,b] =0



3.4. HERMITEOVY POLYNOMY. 81

Nasim cilem je sestrojit unitarni representaci p grupy H, resp. algebry h,
na vhodném Hilbertové prostoru. Odvodime si nejdfive jednoduché dutsledky
komutacnich relaci, které musi platit v kazdé reprezentaci. VSimnéte si, Ze
element b je v centru Heisenbergovy algebry h. Tim se mysli, Ze komutuje
se vSemi prvky h.

Jedna z moznosti, jak element b reprezentovat je ptifadit mu nésobek
jednotkové matice (pro ireducibilni representace je to dokonce kanonicka
moznost).

Budeme hledat representaci, ve které je element b representovan dvojna-
sobkem jednotkové matice. V hledané reprezentaci pak pro matice p(a ), p(a_)
(které pro pohodli ozna¢ime prosté a;,a_) plati [a;,a_] = 2. Snadno od-
vodime néasledujici jednoduché lemma.

Lema 3.4.3 Pro libovolné prirozené c¢islo j plati

. il
la_,d’ ] =2ja’ .

Diikaz.
Jsou-li X,Y dva prvky z dané Lieovy algebry g, pak se snadno dokaze,
VAS)
(X" Y] =) XX, Y]x i~
j=0

K tomu staci si napsat levou stranu jako
X"HXY - YX)+ X"V X VX" =
= X" X, Y]+ [ X" L Y]z

a pouzit indukci. Pro X = a,Y = a_,[X,Y] = 2 dostaneme tvrzeni lem-

matu. ]
Predpokladejme jesté, Ze v nasi hledané reprezentaci existuje ”vakuovy

vektor”, tj. element vy, pro ktery plati a_(vg) = 0. Ozna¢ime postupné

v = ay(vo),v2 = a® (vg), v = ai(vo).

Tedy element a je vzhledem k této bazi reprezentovan (nekoneéné rozmér-
nou) matici, kterd ma na vedlejsi diagonéle samé jednicky.

7 predchoziho lematu ihned plyne, Ze pro reprezentaci elementu a_ plati,
ze vektor v; se pfevadi na vektor 2jv;_;. Z pochopitelnych dtvodt se ope-
ratorim a, resp. a_, fika kreac¢ni, resp. anihila¢ni operatory.

Tim jsme popsali jakousi nekone¢né rozmérnou reprezentaci, ktera je
zatim abstraktni a ptisobi na vektorovém prostoru, jehoz bazi jsou prvky
vj,7 =0,1,2,,....

Abychom nasli konkrétni realizaci, zkusme vzit za Hilberttv prostor
H prostor H = Lo(R) vSech kvadraticky ingerovatelnych funkci na realné
piimce.
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Snadno se ovéri, Ze operatory

ar(f) = 2f(0) = L (@) a- = af(x) + L (@)
jsou dobfe definovany na husté podmnoziné a spliuji relace [ay,a_] = 2.

Je snadné nalézt FeSeni rovnice a(vg) = 0, napi. lze vzit v(z) = exp(—a?/2).
Pokud si vS§imneme, Ze

Qd 2
ay(f) = —exp 5 (exp — - f),

pak

kde plati
. 2 d J x2
. — (—1)J el el _z
Pj(x) = (1) exp 3 (dx) (exp =)

Takto definované polynomy se nazyvaji Hermiteovy polynomy.
Hermiteovy polynomy jsou feSenim vhodné diferencidlni rovnice. Jeji
tvar dostaneme snadno takto.

Véta 3.4.4 Hermiteovy polynomy Pj(x) Tesi diferencidlni rovnici
—P!(z) + 2Py (2) = (2n + 1) P, (2).

Generujict funkce pro P; md tvar

8

exp2rz — 22 =

Diikaz.
Z vlastnosti operatort a+ plyne, ze (aia_)(v,) = 2nv,. Dosazenim za
a+ dostaneme prislusnou rovnici.
Dale
9 9 2. (exp —a (”)
exp 22z — 2° = expa’exp —(z — 2)* Z — (-
0

O
Jesté si najdeme pomoci Hermiteovych polynomi bazi z vlastnich funkce
Fourierovy transformace.

Véta 3.4.5 Necht ¢, (x) = fn(V271x), fu(x) = Py(x )exp—— Pak

Flon) = (=1)"pn.
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Drikaz.
O funkci po(x) = exp —mz
Pokud oznac¢ime

2 vime, ze F(p0) = ©o-

() = —\/%f’ V.

pak 7_+(‘10n) = ¥n+t1-

Dale
Frul1) = 5 (~— = '+ Viras ) -
~ivamr (e - CILE  ir 5,
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Kapitola 4

Appendix

V této casti je shromazdén dalsi materidl pro ty, ktefi se zajimaji o podrob-

néjsi informace, které jsou potiebné pro dikazy nékterych tvrzeni pouziva-
nych v textu.

4.1 Testovaci funkce

Lema 4.1.1
(1) Pro kazdé p > 1 plati, Ze D(R™) je husté v L,(R™).
(2) Existuje posloupnost nezapornijch funkci ¢, € D(R™) spliujici

/wn = 1,supp ¢, C U(0;1/n).

(8) Predpokladejme, ze K C Q, K je kompaktni, Q C R™ je oteviend. Pak
existuje p € D(Q) takovd, Ze p(x) =1 v okoli mnoZiny K.

(4) Jsou-li Qj,5 = 1,...,k oteviené v R" a ¢ € D(U;?:lﬂj, pak existuji
v; € D(8y) takove, Ze Zle pj = ¢ na Uleﬁj. Je-li ¢ > 0, lze zvolit
@j 2 0.

4.2 Lokalizace distribuci.

Véta 4.2.1 Je-li ; libovolny systém otevrengch mnozZin a Q = U;$;, pak
pro kazdy systém distribucit T; € D'(SY;), ktery spliiuje podminku Vi, j, T; =
T; na Q; Ny, existuje distribuce T € D'(Q) s vlastnosti Vi, T =T; na ;.

Véta 4.2.2 Necht T € D'(2) a suppT je jeji nosic. Pak existuje prive
jedna linedrni forma T na mnozin€ testovacich funkci

(4.2.1) {p € E(Q)| supp T N supp ¢ CC N}
takovd, Ze plati

(i) T(p) = T(p) pro viechny o € D(Q);

(ii) T(p) = 0, pokud supp T N supp p = .

85
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Diikaz.
(i) Jednoznacnost.

Necht je déna distribuce T. Ukazeme nyni, Ze kazdou testovaci funkci ¢
z mnoziny 4.2.1 lze rozlozit na soucet p = o + ¢1, kde @ € D(2) a pro ¢y
plati supp p Nsupp T = (.

To je mozné ukézat takto. Zvolme testovaci funkci ¢ € D(R2) tak, aby
1 = 1 v okoli suppyp N suppT. Pak @9 = v a p1 = (1 — 1) maji
pozadované vlastnosti.

7 toho plyne, Ze hodnotu rozsifeni T'() musime podle piedpokladii véty
zvolit takto:

(4.2.2) T(p) = T(p0) + T(1) = T(s0).

Pokud jsou T, resp. Ty dvé rozsifeni T, museji se rovnat. To ukazuje jedno-
znacnost a dava zaroven navod na definici rozsifeni pomoci vySe uvedeného
vztahu.

(ii) Existence.

Je zfejmé, ze rozklad ¢ = g + 1 s uvedenymi vlastnostmi zdaleka neni
jednoznaény. Abychom vztah (4.2.2) mohli vzit za definici rozsifeni, musime
ukazat, ze je tato definice nezavisla na vybéru rozkladu. Predpokladejme
tedy, Ze ¢ je rozlozeno dvéma zplisoby ¢ = po+p1 = ¢+ ] . Pak po— ¢ =
01 — ¢}, plati také supp(p1 — @)) Nsupp T = 0, a tedy i

T (g0 — ) = T(p1 — ¢}) =0.

To ukazuje, ze T'(po) = T'(p). Vatah (4.2.2) tedy lze vzit za definici hleda-
ného rozsireni 7' |

Véta 4.2.3 Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) Linearni funkciondl T na E(Q) je spojity.
(i1) Existuji C € R, k pfirozené a kompaktni mnozina K C Q takové, Ze
Vo € £(Q) plati
T(p)| < Clel,k-

(111) T je distribuce 2 D'(2) s kompaktnim nosicem (rozsitend podle nasi
dohody na celé £(Q2)).

Diikaz.

Dokéazeme postupné tii implikace.
(i) = (ii):

Piedpokladejme, ze T je spojity linedrni funkcional na £(£2). Vlastnost
(ii) dokdzeme sporem. Zvolme rostouci posloupnost kompaktnich mnozin
K takovou, ze U;K; = Q. Pokud neplati podminka (ii), pak pro kazdé j
existuje ¢; € £(2) takova, ze

1T ()| > jlejljx;-
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Po vhodném vynéasobenim muzeme predpokladat, ze |T'(¢;)| = 1.
Vezméme si nyni pevnou kompaktni mnozinu K a pevné prirozené cislo
k. Pak existuje jo takové, ze Vj = jo plati K C K; a k < j. Pak ale

1
lojlix < |ejljr; < i 0.

To je spor, nebot pro vSechna j je |T'(¢;)| = 1.
(if) = (iii)

Plati-li podminka (ii), pak se snadno ukaze, Ze nosi¢ T je podmnozina
K. Distribuce T' ma tedy kompaktni nosi¢ a staci ji zazit na mensi mnozinu
testovacich funkci D(€). Je také ihned vidét, Ze je na této mnoziné spojita.
(iii) = (1)

Piedpokladejme, ze T € D(2) ma kompaktni nosi¢ K C . Vime, Ze
tento linedrni funkciondl lze prodlouzit na celé £(£2). Toto prodlouzeni je
dano néasledujicim predpisem. Zvolme funkci ¢ € D(Q) tak, ze v = 1 na
K. Pak Vo € £(Q) plati T(p) = T(Yp). Je tieba nyni ukazat, Ze toto
prodlouZeni je spojité.

Pokud ¢; — 0v E(Q), pak ;1) — 0 v D(Q) atedy T'(¢;) = T'(p;) — 0.

]

4.3 Konvoluce a jeji vlastnosti

Lema 4.3.1 Viastnosti konvoluce:
uxv(x) = /u(az —y)v(y)dy, z € R", u € C(R"),v € Co(R")

(a) uxv =vx*u(pokud alespon jedna funkce ma kompaktni nosic)

(b) (uxv)*w=ux*(vxw) (pokud alespori jedna funkce md kompaktni
nosic)

(c) 0B (u xv) = (0%u) * (%) (pokud alespori jedna funkce md kom-
paktni nosic)

(d) Necht u € Cg, pak

V€ Lijoe = uxv e, velt = uxve itk
Véta 4.3.2 Predpoklidejme, Ze posloupnost nezapornygch funkci ¢, € D(R™)
splriuge [ pn = 1, supp ¢, C U(0;1/n).
Pak plati:
fe€DR") = fxpn € DR"); Vo] <j 0%(f xon — f) S 00 RY

FELR") = fxp, € ER™); frpp—f—00vLy.
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Dusledek 4.3.3 Predpoklidejme, Ze f,g € L110c(€2),2 C R™. Ukazte, Ze

pokud plati
/ fodr = / gpdz,

pro vsechny funkce p € D(Q), pak f =g s.v. na Q.



