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0.1 Uvod

Hlavnim tématem této prednasky je klasickd geometrie kiivek a ploch v R3.
Hlavni zdroje, ze kterych vyrustala diferencialni geometrie, jsou klasicka
mechanika (pohyb hmotného bodu, jeho rychlost a zrychleni) a geodézie
(zemémérictvi, mapy). Pocatky sahaji zpét do 17. a 18. stoleti (Huyghens,
Leibniz, Newton, Euler, Monge). Kli¢ové postavy té ¢asti diferencialni ge-
ometrie, o které budeme mluvit, byli v 19. stoleti Gauss, Riemann, Bolyai,
Lobacevskij. Nejde tedy o moderni, soucasnou matematiku, ale o klasické
zéklady, na kterych moderni matematika stavi. Moderni zobecnéni této casti
klasické matematiky se tyka analogii a zobecnéni do vyssich dimenzi. Nej-
vyznamnéjsi cesti geometii 20. stoleti byli Eduard Cech (geometr a topolog)
a Véclav Hlavaty (jeho jméno nese knihovna v Karling).

Jednou z hlavnich vétvi moderni diferencialni geometrie je tzv. Rieman-
nova geometrie, kterd Einsteinovy poskytla model a matematicky nastroj
pro jeho obecnou teorii relativity. Interakce elementarnich ¢astic jsou v sou-
¢asné dobé popisovany vyhradné pomoci teorie kalibra¢nich poli. Kalibra¢ni
pole je nazev, ktery se pouziva v teoretické fyzice pro analogii parcialnich de-
rivaci vektor-hodnotovych funkci, zadanych na plochach. Matematici témto
derivacim fikaji kovariantni derivace, nebo také konexe. Vétsinu téchto ma-
tematickych teorii lze najit pod nazvy diferencialni geometrie, globdlni ana-
lyza nebo analyza na varietach.

Vétsinu prednasky budeme studovat lokalni geometrické vlastnosti kri-
vek a ploch v trojrozmérném prostoru. Bude nas zajimat kfivost a torze
kiivek, rtizné druhy kiivosti ploch. Probereme zédkladni modely neeukleidov-
ské geometrie (sférickd a hyperbolickd geometrie). Budeme zkoumat geode-
tiky na plochach, které v kiivych geometriich nahrazuji piimky. Mnohem
zajimavéjsi (a také podstatné tézsi) jsou globalni vysledky v diferencidlni
geometrii (napf. Gauss-Bonnetova véta pro plochy). Tyto vysledky ukazuji
vztahy mezi lokalnimi a globalnimi vlastnostmi krivek, ¢i ploch, vztahy mezi
topologii a geometrii.

Jsou to prototypy obecnych vysledkt ve vyssich dimenzich, které patii
mezi jedny z velkych témat matematiky 20. stoleti. Typickym pfikladem je
slavnd Atiyah-Singerova véta o indexu pro eliptické diferencialni operatory
(nebo jejich komplexy), které jsou definovany na vicedimenzionalnich plo-
chach. K této moderni ¢asti diferencidlni geometrie a analyzy na varietach
se v této prednasce nedostaneme.

Prednaska je velmi blizka k duchu knihy

H. Wilson: Curved spaces. From classical geometry to elementary differential
geometry, Cambridge University Press, 2008.

Zakladem dobrého pochopeni teorie je pro kazdého propocet mnoha kon-
krétnich ptiklad, kterym budou vénovéana cviceni k pfednasce. Nejvic ovSem
pomiize, pokud si je étenaf dokaze spoéitat sam. Radu fesenych piikladii je
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mozné najit ve skriptech
J. Bures, K. Hrubcik: Diferencialni geometrie kiivek a ploch, Karolinum,
Dalsi priklady jsou obsazeny ve skriptech

L. Bocek: Priklady z diferencialni geometrie.

Hodné zajimavosti z historie vyvoje geometrie za posledni stoleti a o ne-
davném vyieseni jednoho z nejzndméjsich matematickych problémt je mozné
najit v populdrni knizce D. O’Shea: Poincarého doménka, Academia, 2009,
kterd urcité stoji za precteni.






Kapitola 1

Prolog: Eukleidovska
geometrie.

1.1 Eukleidovsky prostor R3.

Geometrie v Eukleidovském prostoru (délky, tihly) je obsazena ve standardni
definici skalarniho sou¢inu

3
(x,y)=x-y=> zy;, x,y € R®.
i=1

Vzdalenost dvou bodu je pak definovana pomoci Eukleidovské normy |x| =
(x,x) vzorcem
d(X,y) - |X_y-‘7 X,y € Rg-

1.2 Shodnosti.

Definice 1.2.1 Shodnost (isometrie) v R? je zobrazeni S : R® — R3, které
zachovdvd vzddlenost:

S(x) = S(¥)| = x —yl, vx,y € R®.
Shodnosti je mozné (relativné) snadno klasifikovat.

Véta 1.2.2 Libovolnd shodnost je affinni zobrazeni, tj. S(x) = Ax + b,
kde A je n X n redlnd matice, b € R™. Affinni zobrazeni je shodnosti, pravé
kdyz A je ortogondlni matice. Shodnost se nazyvd primou shodnosti, pokud
je det A > 0, v opaéném pFipadé se nazyvd neprimou shodnosti.

Navod jak toto tvrzeni odtivodnit se bude probirat na cviceni.

Priklad.
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Typické nepfimé shodnosti jsou reflexe. Je-li H € R3 (afinni) nadrovina
definovana rovnici

H={xecR¥(u,x)=c},ucR?|u=1,ceR,
pak definujeme reflexi Ry vzhledem roviné H vztahem
Ry(x)=x—-2(x-u—c)u

Je ihned vidét, ze zobrazeni Ry je identita na H a pievadi body tvaru
a+tu,a € H naa— tu. Ale kazdy bod x € R? Ize napsat (jednoznaéné) ve
tvaru x = a+tu,a € H,t € R; bod a je pak pata kolmice vedena bodem x
na nadrovinu H. Zobrazeni Ry je tedy opravdu reflexe v nadroviné H. Tedy
Ry zachovava vzdalenosti, je to shodnost.

Véta 1.2.3 Mnozina vsech shodnosti tvoii grupu (operace je skladdani zob-
razent).
Pro kazdé dva body x,y € R? existuje refleze R s vlastnosti R(x) =y.
KazZdd shodnost se da vyjddrit jako sloZeni nejvyse 4 reflexi.

Prvni tvrzeni je zfejmy dusledek Véty 1.2.2. Druhé je okamzité jasné z geo-
metrického ndzoru (a snadno se napiSe explicitni formule popisujici ptislus-
nou nadrovinu). Posledni tvrzeni je zajimavéjsi, struény navod k dikazu je
v Apendixu.

Grupa shodnosti G je tedy specidlnim pfipadem grupy transformaci (tj.
grupy, jejiz prvky jsou vzajemné jednoznacné zobrazeni dané mnoziny M
na sebe). Totéz se nékdy vyjadiuje tvrzenim, ze grupa G méa zadanou akci
na mnoziné M.

1.3 Grupa rotaci.

Grupa O(3) = O(3,R) se sklad4 ze vSech shodnosti, které zachovavaji po-
¢atek v R3. Je to grupa, jejiz prvky jsou linearni zobrazeni, které miizeme
popsat 3 x 3 maticemi. Matice A patii do O(3), pokud A A = Id. Z toho
ihned plyne, ze (det A)? = 1, tedy det A = +1. Podgrupa SO(3) je tvofena
vSemi prvky do O(3), které maji determinant roven jedné.
Piiklady.

(1) Matice rotace o thel 6 kolem osy z ma tvar

cosf sinf 0
—sinf@ cosf 0
0 0 1

(2) Jak vypada matice nepiimé shodnosti, kterou dostaneme slozenim rotace
kolem osy z a reflexi vzhledem k roviné souradnic x, y?

(3) Jaka je plné grupa symetrii rovnostranného étyisténu (je to ziejmé
kone¢na podgrupa v O(3))?
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1.4 Vektorovy soudin v R3.

Zakladni vlastnosti vektorového soucinu (kterd muze byt zaroven jeho defi-
nici) je nésledujici vlastnost.

Lemma 1.4.1 Pro kaZdé tvi vektory a,b,c € R? plati
(a x b) - c = det[a, b, c|.

V tomto lemmatu se jednd o determinant matice, jejiz fadky (nebo ekvi-
valentné sloupce) tvori vektory a, b, c. Z vlastnosti determinantu plyne, Ze
poradi vektort v matici lze cyklicky permutovat, aniz se determinant zméni.
Ditikaz tvrzeni plyne ihned z definice obou soucini a z rozvoje determinantu
podle posledniho fadku. Vyraz na levé strané se ¢asto nazyva smiseny soucin
t¥i vektort.

Tvrzeni 1.4.2 Pro kaZdé tri vektory v R3 plati
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

Navod, jak tuto formuli ovérit, je v Apendixu.
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Kapitola 2
Krivky

Budeme kiivky studovat v R3. Ned4 mnoho ndmahy pienést vétsinu pojmi
a vysledkd do R™. Je ale jednodussi pro zajemce formulovat a rozmyslit si
toto zobecnéni, nez se nutit pfedstavovat si obecné pojmy v jejich pfiro-
zené geometrické predstavé v R3. Prvni véci bude si pfipomenout zakladni
informace o Eukleidovské geometrii.

Prvnim tématem, které budeme probirat, budou vlastnosti kiivek v R3.
Je otazka, co se vlastné mysli pod pojmem kiivka. Nejbéznéjsi definice je
zobrazeni ¢ : (o, 3) — R? (tzv. parametricka kiivka). Abychom vylouéili pa-
tologické ptipady (napi. Peanovu k¥ivku, jejiz obraz vyplni ¢tverec), budeme
pozadovat hladkost zobrazeni c. Bylo by mozné pozadovat pouze existenci
prvnich (ev. druhych ¢i tietich) spojitych derivaci misto hladkosti, ale bu-
deme déavat prednost jednoduchosti pred takovymto nepiilis§ vyznamnym
zobecnénim.

Intuitivné si pod pojmem kfivka predstavujeme spiS obraz zobrazeni c,
mnozinu v R? (kruznice, pfimka, elipsa, hyperbola, parabola, atd.) P¥islusna
mnozina bodi je ale obrazem (oborem hodnot) mnoha parametrickych kii-
vek. Zavedeme si proto pojem zmény parametrizace kiivky a budeme stu-
dovat vlastnosti, které jsou na volbé parametrizace nezavislé.

2.1 Parametrizované krivky.

Definice 2.1.1 Parametrizovand kiivka v R3 je hladké zobrazeni ¢ : I —
R3. Hiladkost znamend existenci (spojitijch) derivaci viech Fddi (jednostranné
derivace v evtl. krajnich bodech).

Vektor ¢'(t) = %(t) € R? se nazjvd tecny vektor k parametrické krivce
c v bodé c(t).

Rekneme, Ze parametrizovand krivka c je requldrni v bodé tg € I, pokud
c'(to) # 0.

Rekneme, Ze parametrizovand kvivka c je reguldrni, pokud je requldrni
v kaZdém bodé 1.
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MnoZina hodnot c(I) =< ¢ > se nazyvd obraz parametrizované kiivky.

Poznamka 2.1.2 Vektor-hodnotovd zobrazent jsou uréena svymi slozkami.
Napriklad kivka c je urcena tremi redlnymi funkcemi:

c(t) = (c1(t), e2(t), 3 (t))-

Vektor derivact je urcen tremi funkcemi:

c'(t) = (ch(t), ca(t), &5(1))
a md geometricky vyznam tecného vektoru ke kiivce c.

Definice 2.1.3 Je-li ¢ parametrickd kiivka na I C R a je-li ¢ : I — I
difeomorfismus, pak se parametrickd kiivka &(t') := c(o(t')) na I nazjvd re-
parametrizact parametrické krivky c. Takovéto dve krivky magi zrejme tentyz
obraz.

Reparametrizace urcuji relaci ekvivalence na mnoZiné vsech parametric-
kych krivek. Krivkou budeme nazyvat tridu ekvivalence parametrizovangch
krivek vici této relaci.

Rekneme, Ze reparametrizace zachovdvd orientaci parametrické krivky,
pokud je derivace reparametrizace ¢’ stdle kladnd funkce. Také reparamet-
rizace, které zachovdvaji orientaci parametrické krivky, tvori relaci ekviva-
lence. Tyto tridy ekvivalence budeme nazyvat orientované krivky.

Vsimneéte si, ze kazda reparametrizace regularni parametrické ktivky je
ziejmé opét regularni parametricka krivka, protoze pro kiivku a jeji repara-
merizaci plati
de
ds

)

)] -

| |4

a derivace % je vSude nenulova. MizZeme tedy mluvit o regularnich ktivkéch,
resp. regularnich orientovanych kf¥ivkach. V dalsim budeme vysetifovat vlast-
nosti kiivek (resp. orientovanych kiivek), tj. ty vlastnosti parametrizovanych
kiivek, které nezavisi na parametrizaci.

Predpoklddejme, Ze c je parametrizovana kiivka na I a zvolme bod ty v
intervalu /. Pak definujeme funkeci s(t) vztahem

t
s(t)= [ |c/(u)|du.
to
Hodnota s(t) je pravé délka kiivky c na intervalu (¢o,t). Pokud zménime
pocate¢ni hodnotu parametru tg, pak se funkce s(¢) zméni o konstantu.
Je-li ¢ regulérni parametrizovana kfivka, je funkce s = s(t) zfejmé hladka
arostouci (protoze s'(t) = |c¢/(t)| > 0 v kazdém bodé) a je to tudiz difeomorfi-
mus definiéniho intervalu I na jiny interval I. Oznaéme t = t(s) odpovidajici
inverzni funkci.
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Pro novou parametrizaci &(s) = c(t(s)), s € I plati

dc dt
a(ﬂ«ﬂ)@

=1.

£(5)

dé‘

dc 1
0| e
dt

Tim jsme dostali jakousi vyznacnou parametrizaci (jeji parametr je pravé
délka kiivky od pocéateéniho bodu), ktera existuje pro kazdou regularni
kfivku. Bylo by vyhodné dalsi vztahy pocitat v této vyznacné paramet-
rizaci. Uvidime vSak, ze explicitni vypocet pfislusného integralu je mozny
jen ve vyjimecnych pripadech, a tak bude tfeba umét pouzivat i vzorce pro
libovolnou parametrizaci.

To vede k nasledujici definici.

Definice 2.1.4 Necht c je parametrizovand krivka na I. Rekneme, Ze c je
parametrizovand obloukem, pokud plati

dc
dt(t)’ =1

pro vSechna t € I.

Tvrzeni 2.1.5
(1) Parametrizace c(t),t € I je reguldrni, pravé kdyz ji lze parametrizovat
obloukem, tj., pokud existuje jeji reparametrizace ¢ na I, pro kterou plati

@(s) =1

pro vSechna s € I.
(2) Je-li c(s) jedna parametrizace obloukem, pak kazZdd jind parametrizace
obloukem se ziska pomoci zmeény parametrizace tvaru

§=xs+c,
kde c je vhodna konstanta.

Diikaz.

(1) Pokud je c regularni, pak jsme si jiz ukazali, ze existuje jeji parametri-
zace obloukem. Naopak, pokud pro kfivku ¢ na [ existuje reparametrizace
obloukem, je norma jeji derivace v kazdém bodé rovna 1, a tedy je kfivka
regularni.

(2) Jsou-li s = s(t),u = u(t) dvé reparametrizace, které obé vedou na para-
metrizaci obloukem, pak z predchoziho bodu plyne

dc

dt

.

du
=+ .
dt

i

7 toho pozadované tvrzeni ihned plyne.



12 KAPITOLA 2. KRIVKY

O
Vidéli jsme, ze pro kazdou kfivku ¢ na I a kazdou volbu bodu ty € I
dostavame parametrizaci obloukem ¢(s) s vlastnosti, ze bodu tp odpovida
parametr s = 0. Zde plati, Ze parametr s, odpovidajici bodu c(t), je délka
kiivky (velikost oblouku) mezi bodem c(tp) a bodem c(t). Tyto parame-
trizace obloukem kfivky c jsou charakterizovany vlastnosti, ze 0 patii do
defini¢niho oboru I.
I kdyz teoreticky je parametrizace obloukem definovana pro kazdou re-
gularni krivku, je zpravidla nemozné ji explicitné spocitat.

Piiklad 2.1.6
(1) Najdéte parametrickou kiivku, jejiz obraz je kruznice o stredu v bodé
A = (a1,a2) € R? a poloméru R > 0 a spocitejte parametrizaci obloukem
této krivky.

Jedna z moznych odpovédi je

c(t) = (a1 + Rcost,az + Rsint),t € (0, 2m),

s s
&(s) = Rcos >, as + Rsi —) :
(s) (a1 + Rcos 7 as + Rsin 7
(2) Spocitejte parametrizaci obloukem pro tzv. logaritmickou spirdlu
c(t) = (e’ cost,e'sint) ,t € R.
Nakreslete si jeji graf!

Je ihned vidét (spoditejte si!), Ze jsou-li ¢1,co dvé parametrické kiivky,
pak pro derivaci jejich skalarniho, resp. vektorového soucinu plati

(c1-¢c2) =c)-ca+cy-ch,

(c1 X c3) =c) x ca +¢1 X ch.

Podobné pro tii kiivky aj, ag, ag plati

det[a;, ag, a3)’ = det[a], as, ag] + det[a;, a), ag] + det[a;, as, af].

2.2 Krivost krivky.

Ted bychom chtéli vhodnym zptisobem charakterizovat, jak je kiivka v kte-
rém bodé ’kiiva’. Tato vlastnost (jako vSechny, které zkoumame) nesmi zavi-
set na volbé parametrizace. Navic bychom zfejmé chtéli, aby kfivost primky
byla nula a aby kruznice s vétsim polomérem mély k¥ivost mensi nez kruznice
s mensim polomérem.
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Vime jiz, ze ktivka je ¢asti primky, pokud ZZTQC = 0 pro vSechna t € I. Na-

bizi se tedy definovat krivost kiivky v bodé ¢ € I jako velikost |%\. Bohuzel,
tato veli¢ina zavisi (a to velmi komplikovanym zpisobem) na volbé parame-
trizace. Je mozné tuto liboviili pfi volbé parametrizace odstranit pozadav-
kem, aby kiivka byla parametrizovana obloukem. Pak jiz vime, ze zbyde jen

7 v . 4 v 2 ~ L3 4 v z
mald moznost reparametrizace, ktera velic¢inu |%| ziejmé nemeéni:

o de dedu_de
UE TS e T duds . du

P d (de\du_  d ( do\_dc
ds2  dul\ds) ds ~ du ds)  du?’
To vede k nasledujici definici.

Definice 2.2.1 Je-li ¢ krivka parametrizovand obloukem, pak jeji krivost
v bodé c(s) je rovna |c”"(s)].

Priklad 2.2.2

Spociteyme krivost kruznice o poloméru R, parametrizované obloukem:

c(s) = <a1 +Rcos%,a2 + Rsin %) .

Dostaneme

Vyse uvedena definice kfivosti je tézko pouzitelna pro prakticky vypocet
kfivosti kiivky. Jen ve velmi mélo pripadech dokazeme explicitné parame-
trizaci obloukem spocitat. Je tedy potfeba umét spocitat kfivost kiivky
z jakékoliv jeji parametrizace.

K tomu slouzi nasledujici véta.

Véta 2.2.3 Predpoklddejme, Ze c(t) je requldrni kiivka v R3. Pak pro jeji
krivost k plati
|¢ x ¢
K = ,
&’

kde tecka znaci derivaci %.
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Dikaz.

Zakladem dukazu je prechod od obecné parametrizace kfivky k parame-
trizaci obloukem. Pfedpokladejme, Zze ¢ = c(t) je kiivka v obecné parame-
trizace (na néjakém intervalu I). Zvolme si néjakou parametrizaci ¢ = c(s)
této kiivky obloukem (vime, Ze je to vzdy mozné) a oznacme s piislusny
parametr. Tedy s = s(¢),t € I a c(t) = c(s(t)),t € I.

Neékdy byva v matematice zvykem oznacovat prislusné funkce rozdil-
nymi symboly, tj. oznadit parametrizaci obloukem napf. pismenem d = d(s),
oznadit reparametrizaci symbolem s = f(t) a psat c(t) = d(f(¢)),s = f(¢).
Je to presnéjsi, ale malo prehledné. Budeme pouzivat vySe uvedené intui-
tivni oznaceni, ¢tenafl si snadno rozmysli, v kterém vyznamu se pfislusny
symbol pouziva. Pro lepsi odliseni ale budeme pouzivat rtizné symboly pro

d

derivace podle proménné ¢, resp. s: derivaci 7 budeme oznacovat teckou,

derivaci % budeme oznacovat ¢arkou. Plati tedy:

a (jiz bez proménnych):
c=c"(8)?+ s
Z definice oblouku dostaneme ihned $ = |¢| a
(5 =¢-¢ =>s§=¢-¢&

Podle definice kfivosti dostaneme

o Je—eld] e -ess]  |e@-e)— o)
S e T FIE

Nyni jiz sta¢i pouzit identitu pro trojity vektorovy souéin (viz piedchozi
tvrzeni):
[e(¢-¢)—¢(¢c-¢)=|ex (éx¢)=]¢||ex¢l.

O

(1) Vypocitejte kiivost Sroubovice, ktera je zadana parametrickym popisem
c(f) = (acosf,asinb, bh), a,b € R.

Vysledek: k= —i%.
(2) Presvédéte se, ze pro b = 0 (kruznice o poloméru a) a a = 0 (pfimka)
vychéazi oCekdvané hodnoty kiivosti.

Pro kiivky v prostoru jiz nestaci samotna kiivost k charakterizaci ktivky.
Je napt. z predchozich prikladd jasné, ze kruznice a Sroubovice v prostoru
mohou mit stejnou kiivost, i kdyz zfejmé neni mozné prevést jednu na dru-
hou pomoci shodnosti v prostoru. Budeme si nyni definovat dalsi geome-
trickou charakteristiku prostorové kiivky — tzv. torzi kfivky. K tomu nam
pomiize studium vlastnosti ortogonalnich bazi, svazané s kazdym bodem
kiivky.
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V roviné urcoval jednotkovy tecny vektor v daném bodé jednoznacné
kladné orientovanou ortonormalni bazi. Zména této baze podél kiivky byla
vyjadfena pomoci derivaci baze podle parametru kiivky. Tyto derivace bylo
mozné rozlozit v kazdém bodé do této baze. Koeficient v tomto vyjadieni
byla znaménkova kiivost kiivky. Zkusime si nyni podobnou proceduru pro-
vést i pro prostorové kiivky. V kazdém bodé (netrividlni) kiivky si ur¢ime
vyznacnou bazi svidzanou s chovanim kfivky, tzv. Frenetovou bazi.

2.2.1 Frenetova baze.

Kazda regularni kiivka ¢ = c¢(t) ma automaticky v kazdém bodé jeden
vyznacny smér, teény smér. Pro regularni kifivku je mozné v kazdém bodé
definovat jednotkovy teény vektor t = ¢/|¢|.

Druhaé derivace ¢ je dilezita informace o krivce. Pokud jsou vektory ¢ a ¢
nezavislé, pak uréuji vyzna¢nou rovinu (tzv. oskulaéni rovinu kiivky v daném
bodé). Vektory € a ¢ jsou zavislé pravé kdyz kiivost kiivky v daném bodé je
rovna nule. Pro definici Frenetovy baze tedy budeme muset piredpokladat,
ze kfivost kiivky je nenulova.

Uvazujme nyni kiivku ¢ = ¢(s) parametrizovanou obloukem. Tedy |c
1 at =c' je jednotkovy teény vektor. Derivaci vztahu t - t = 1, dostaneme
t’-t = 0. Pokud je kiivost x nenulova, je také t' # 0. To umoziiuje nasledujici
definici.

/‘:

Definice 2.2.4 Predpoklddejme, Ze c(s) je reguldrni kiivka parametrizo-
vand obloukem, kterd md v bodé c(sg) nenulovou kiivost. Pak v tomto bodé
definujeme vyznacénou ortonormdlni bazi, tzv. Frenetovu bazi {t,n,b}, nd-
sledujicim zpusobem.

t/

t=c; n=—; b=txn.

[t]
Rovina, generovand vektory t,n se nazyvd oskulacni rovina krivky; rovina
generovand vektory n,b se nazyvd normadlova rovina krivky a rovina gene-
rovand vektory b,t se nazyvd rektifikacni rovina krivky.

V kazdém bodé regularni parametrické kiivky s nenulovou torzi méme
definovanu vyznacnou ortonormalni (Frenetovu) bazi. Chovani kiivky se od-
razi ve zméné této baze. Infinitezimalni zména je popsana derivacemi prvki
Frenetovy baze v daném bodé. Pfirozeny zpusob, jak zachytit informaci o
téchto derivacich, je spocitat koeficienty v rozkladu téchto derivaci vzhledem
k Frenetové bazi v daném bodé. Co vime o téchto derivacich?

Necht ¢ = c(s) je regularni kfivka, parametrizovana obloukem, ktera mé
nenulovou kiivost. Pak vime, Ze t' = xkn.

Protoze b = t x n, dostaneme

b =t'xn+txn =txn,
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Tedy b’ je kolmé na t. Navic, z b-b =1 plyne b’ - b = 0, tedy b’ je kolmé
také na b. Vektory b’ a n jsou tedy zavislé. To umoziiuje nasledujici definici.

Definice 2.2.5 Je-li ¢ = c(s) reguldrni kiivka parametrizovand obloukem s
nenulovou krivosti, pak definujeme torzi T této krivky vztahem

/
b’ = —7n.

Znaménko v definici 7 je jen konvence. Nyni chybi jiz jen spocitat n'.
VsSechny derivace jsou shrnuty v nasledujicim kli¢ovém tvrzeni.

Véta 2.2.6 (Frenetova véta) Predpoklddejme, Ze ¢ = c(s) je requldrni
krivka, parametrizovand obloukem, kterd md nenulovou krivost. Pak

d t 0 k 0 t
d—n— -+ 0 7 n
5 \b 0 -7 0/ \b

Dikaz.
Pfipomenime, ze b=t xn,atedy t =n xb an=>b x t. Pak

n=((bxt)=b xt+bxt'=-rnxt+rbxn=7b-—xt.

O

Zatim jesté nevime, jestli torze kiivky nezavisi na volbé parametrizace,

jestli je to geometricka vlastnost kfivky. V definici jsme predpokladali pa-

ramatrizaci kfivky obloukem, ale ta je uréena az na zménu parametrizace

tvaru s — *s + ¢, kde c je konstanta. Je uzite¢né si rozmyslet, jak se méni

prvky Frenetovy baze a jejich derivace pfi takovéto zméné parametrizace.
Dostaneme

t— £t,t'—t; n—nn — £n’; b £b, b’ — b’

Takze kfivost ani torze znaménko neméni.

Jako pro pripad kfivosti, ukdzeme si nyni, jak se vypocita torze kiivky z
obecné parametrizace krivky. To je podstatna prakticka informace, protoze
explicitni vyrazy pro parametrizaci obloukem nejsou obvykle k dispozici.
Zaroven znovu dokdzeme nezavislost torze na volbé parametrizace.

Véta 2.2.7 Je-li krivost requldrni kiivky ¢ nenulovd a je-li ¢ = c(t) jeji
libovolnd parametrizace, pak pro jeji torzi plati

C(€x @) € det[e, &€

exé? e xéf?
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Driikaz.
(1) Nejdfive ovéfime vzorec pro torzi v parametrizaci obloukem ¢ = c(s).
Pak |c/| =1, t = ¢/, ¢ = t' = kn. Z definice torze b’ = —7 n plyne

7=—(b' n)=—Ft xn+txn) n=—(txn) - n=(t xn) -n'

Do tohoto vzorce nyni staci dosadit vyjadieni jednotlivych vektorti pomoci
derivaci k¥ivky c. Vime, ze t =c’ an = %c” . Tedy

" " " " /
_ ! i i i _ ! i.c 1 //7i / AW
T_<cxm>ds(/<;>_<cxm> {H—i—(ﬂ)c}—ﬁ[(cxc)c].

Protoze vektory ¢’ a ¢” jsou na sebe kolmé, plati |¢’ x ¢”|? = |c/||¢"|? = k2.

(2) Nyni ukdzeme, Ze vzorec pro torzi nezdvisi na volbé parametrizace.
Piedpokladejme tedy, ze ¢ = c(u),c = c(t) jsou dvé libovolné paramet-
rizace kiivky c, které spolu souvisi pomoci reparametrizace u = u(t), tj.
c(t) = c(u(t)). Pro struénost oznaéime < teckou a -+ &arkou. Pak dosta-

dt du
neme
¢ = C/ﬁ; é¢=c" (Yl)Q + C’ﬁ; c=c" (u)3 + 3¢ uii+ i ¢
7Z toho ihned plyne

det[¢, &, €] = (0)® det[c/, c"'¢"); |& x & = (u)®|c x .

Priiklad 2.2.8 Ukazte, Ze torze Sroubovice
c = (acost,asint,bt)

je rovna T = ﬁ.

Pfidejme jesté komentaf o tom, jak spocitat tvar Frenetovy baze {t,n, b}
pomoci obecné parametrizace kiivky ¢ = c(t). Nejdfive je tfeba spocitat
derivace do tfetiho fadu: ¢, ¢, C .

Te¢ny vektor je dan vztahem t = ¢/|¢|. Dvojice {t,n} a {¢, ¢} generuji
tutéz rovinu a jsou souhlasné orientované. Vektor n se tedy dostane pomoci
obecné Gramm-Schmidtovy ortogonalizace. Vysledek je

1
n=¢—(¢-t)t = W[(cc)c—(cc)c]
(¢
Posledni vektor ortonormélni baze, vektor binormaly b, je pak vektorovy
souéin b =t x n.
Tyto pozndmky také naznacuji, jak vypada zobecnéni Frenetovy baze pro
piipad kiivek ve vys$i dimenzi. Systém je dobfe vidét z piipadu kiivek v R?.
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Pro konstrukci Frenetovy baze musime predpokladat, Ze jsou vektory ¢, ¢, €
nezavislé. V tomto ptipadé bychom postupovali nasledujicim zptisobem.

Pro kfivku ¢ = c(t) v obecné parametrizaci nejprve spocitame derivace
az do ¢tvrtého fadu. Prvni vektor e; Frenetovy baze mé tvar e; = ¢/|¢|.
Pokud jsou vektory ¢, ¢ nezavislé, pak je vektor ey jednoznac¢né urcen po-
zadavkem, Ze vektory ej,es a €,¢ generuji tutéz rovinu a jsou souhlasné
orientovany.

Dalsi vektor es je jednoznac¢né urcen pozadavkem, zZe vektory ej,eq, €3
a ¢, ¢, € generuji tentyZ trojrozmérny podprostor v R* jsou souhlasné orien-
tovany. Vektor e, je pak uréen jednoznacéné pozadavkem, ze {ej,...e4} je
ortonormalni baze v R%.

Frenetova véta pak rika, ze

€1 0 K1 0 0 €1
d €9 . —K1 0 K9 0 €9
% es - 0 —KRk9 0 R3 €3
(Y} 0 0 —K3 0 (SY}

Koeficienty k1, ko, k3 se nazyvaji zobecnéné kiivosti. Prvni dvé funkce jsou
kladné, tfeti mtze nabyvat libovolné znaménko.

Obecné, v libovolné dimenzi, plati, Zze zobecnéné kfivosti urcuji jedno-
zna¢né (az na shodnost) danou kfivku a ze mohou byt zvoleny libovolné s
tim omezenim, ze zobecnéné kiivosti, az na posledni z nich, jsou kladné a
viechny funkce jsou hladké. Toto tvrzeni si nyni dokézeme v R3.

Véta 2.2.9

(1) Jsou-li ¢ = c(s) a d = d(s) dvé krivky v R® v parametrizaci obloukem
na intervalu (o, B), které maji tutéZ krivost a torzi, pak existuje (prima)
shodnost S : R3 — R3 takovd, e d(s) = S(c(s)).

(2) Jsou-li k > 0,t dvé dané hladké funkce na (o, ), pak existuje kiivka
c = c¢(s) v parametrizaci obloukem, jejiz kiivost je k a jeji torze je rovna t.

Dikaz.
(1) Jsou-li e, eq,es, resp. f1, fs, f3, Frenetovy baze pro kiivky c, resp. d a
zvolime-li libovolné bod sy € (a, 3), pak existuje jednozna¢né urcené otoceni
R : R3 — R3, pro které plati f;(so) = R(ei(so)) a vektor b € R3 takovy,
ze d(so) = c(so) + b. Chceme ukézat, ze hledana shodnost ma tvar S(x) =
R(x) +b.

Nejdiive ukdzeme, ze rovnost f;(s) = R(e;(s)) plati ve vSech bodech
kiivky. To dostaneme ihned z Frenetovych rovnic. Ozna¢me w;; koeficienty
ve Frenetovych rovnicich. Podle pfedpokladu jsou stejné pro e; a f;. Tedy

3 3 3
=Y wifi [Re)] = Re) = R Y wije; | =D wiR(e).
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Tvrzeni tedy plyne z véty o jednoznacnosti pro feSeni soustavy obycejnych
linearnich rovnic.
Pro derivace kiivek d a S(c) pak plati

dd

M ot = Re)=F (d — L (e = L (s(e)).

dc) d d

Spolu s pocatecnimi podminkami to ukazuje, ze se kiivky rovnaji.

(2) Predpokladejme, Ze jsou na intervalu (o, ) zadany hladké funkce k > 0
a 7. Zvolme sy € (a, B) libovolné. Necht vy, va, vs je libovolna ortonormalni
baze. Z vét o existenci feseni soustav linearnich obycejnych diferencialnich
rovnic plyne existence feSeni e, e, €3 Frenetovych rovnic

d €e] 0 k0 (S
df €9 = —k 0 t €9
5 €3 0 -t 0 €3

na (o, ) s poc¢atecnimi podminkami e;(so) = v; i = 1,2, 3. Pak staci defi-
novat c(s) = fsso e1(u)du.

Vysledné ktivka je zfejmé parametrizovana obloukem, jeji te¢ny vektor
v kazdém bodé je ¢ = e1, a ¢ = €; = key. Tedy kiivost k = |¢| je rovna k.
Navic, vektor ey je vektor normély, takze e, e, e3 je Frenetova baze kiivky
c. Z toho plyne, ze také torze 7 je rovna funkci ¢. O
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Kapitola 3

Sféricka geometrie.

3.1 Primky na sfére

Definice 3.1.1 Ve sféricke geometrii zvolime jako mnozinu vsech bodu sféru
S? (s polomérem 1). Primka na sféve je definovdna jako prisecik sféry s li-
bovolnou rovinou, kterd prochdzi pocdtkem (hlavni kruznice). Usecka spoju-
jict dva body A, B je kratsi c¢ast oblouku hlavni kruznice ohranicend témito
dvéma body, pokud body A, B nejsou protilehlé. Pro protilehlé body je to
libovolna polokruznice, kterd je spojuje. Vzddlenost p(A, B) dvou bodi na
sfére je délka usecky, kterd je spojuje.

Sféricky trojuhelnik je definovdn tremi body ma sfére, jeho hrany jsou
tvoteny useckamsi, spojujicimi prislusné tvi body. Budeme uvazovat jen troj-
thelniky, jejichz hrany magji délku mensi nez m. (To je ekvivalentni s tim,
Ze cely trojuhelnik se vejde do néjaké polosféry ohranicené néjakou velkou
kruznici).

Poznamka.

(1)

Vsimnéte si, ze vlastnosti pfimek ve sférické geometrii jsou podobné jako
v Eukleidovské geometrii. Lisi se napt. tim, Ze neexistuji zadné rovnobézky,
kazdé dvé pfimky se protinaji. Také existuji dvojice bodu (protilehlé body
na sféfe), pro které existuje nekone¢né mnoho piimek, které jimi prochézeji.
(2) D4 se ukazat (zkuste si!), Ze tsecka mezi dvéma body na sféfe ma ne-
kratsi délku mezi vSemi kfivkami na sfére, které tyto dva body spojuji. V
praktickém Zivoté je to vidét napriklad z toho, jak létaji letadla do Ameriky
¢i do Asie. Jeji pohyb nakresleny na obrazovce pro cestujici vypadé zbyteéné
dlouhy, coz je disledkem toho, ze (vSechny) mapy zkresluji vzdalenosti. Ve
skutecnosti leti letadlo nejkratsi moznou cestou.

21



22 KAPITOLA 3. SFERICKA GEOMETRIE.

3.2 Kosinova a sinova véta v Eukleidovské geome-
trii.
Pro trojuhelnik v Eukleidovské roviné s uhly «, 5,7y oznaéme a,b,c délky

prislusnych protilehljch stran. Pak plati

1.
& =a® +b? — 2abcosn.

a b c

sina sinf  siny’

Kosinova véta je zobecnéni Pythagorovy véty, na kterou se redukuje, pokud
je thel v pravy thel.
Ted si ukazeme, jak vypadéa analogie téchto vét ve sférické geometrii.

3.3 Plocha sférického trojahelnika.

Véta 3.3.1 Predpoklddejme, Ze c¢dsti tri hlavnich kruznic na sfére ohrani-
cugi sféricky trojihelnik ABC. Uhly u vrcholi A, B,C postupné oznacime
a, B,7. Pak se velikost | ABC| plochy trojihelnika ABC' vypoéte ze vztahu

|ABC|=a+fp+~v—m.

Vsimnéte si, ze soucet thli ve sférickém trojihelniku neni 7, ale musi
byt vétsi nez w! To je ziejmé, protoze velikost plochy trojihelnika musi
byt kladna. Vsimnéte si také, ze velikost plochy sférického trojihelnika se
vypocte jen pomoci thld, ve vzorci nejsou zadné délky stran! Velikost plochy
je zrejmé mensi nez 27, rozmyslete si, Ze najdeme trojuhelniky s velikosti
plochy libovolné blizko u 27.

Diikaz.

Ozna¢me A’, B’,C' body protilehlé bodim A, B, C (nakreslete si!). Dvé
hlavni kruznice, které sviraji thel al ohranicuji dva protilehlé ’strouzky’ na
sféfe. Velikost plochy kazdého z nich jsou stejné a zavisi na thlu «. Pokud
se « blizi k nule, tato plocha se blizi k nule a pokud se al blizi k m, blizi
se tento povrch k povrchu polosféry, tj. k 27. Zfejmé tento povrch zavisi
linedrné na A, tedy se rovnd 2«. (Pozdéji spocitame velikost této plochy
pfimo zpusobem, kterym ji pocital jiz Archimedes.)

Vime tedy, Ze

2 = |ABC| + |A'BC|; 28 = |ABC| + |AB'C|; 2y = |ABC| + |ABC'|.

Trojthelniky A’BC’ a AB'C se na sebe zobrazuji pii symetrii podle po¢atku,
maji tedy stejny povrch. Velikost povrchu polosféry, ohrani¢end kruznici
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ACA'C’, je rovna ziejmé 27. Tedy
2w = |ABC|+|ABC’|+|A'BC'|+|A'BC| = |ABC|+|ABC'|+|AB'C|+|A'BC|

Pokud odecteme tii pfedchozi rovnosti od tohoto posledniho vztahu, dosta-
neme tvrzeni veéty. O

3.4 Kosinova a sinova véta ve sférické geometrii.

Véta 3.4.1 Predpoklddejme, Ze trojihelnik ABC' lezi v jedné polosfére. Uhly
pri vrcholech A, B,C' oznacime postupné «, 8,7 a délky stran protilehlych
whlum «, 8,7 oznacime postupné a,b, c. Pak plati

1.
cosc = cosacosb + sinasinbcos~y.

sina sin b sinc

sina  sinfB  sinvy’

Véta 3.4.2 (Pythagorova véta). Jako dusledek pro pravotuhly troihelnik (v =
7/2) dostaneme
cosc = cosacosb.

Diikaz.

Nejdiive dokdzeme kosinovou vétu. Body A, B, C jsou body v R3, ale
budeme je chépat jako vektory spojujici pocatek O s prisluSnym bodem.
Ozna¢me Ny, No, N3 jednotkové normaély k rovindm OBC,OAC, OAB. Ori-
entaci normal vybereme tak, aby sméfovaly ven z télesa OABC (nakreslete
sill). Pak

:C’XBN:AXC’ :B><A

Na . 9 b . ’ C . .
sina sin b sinc

(pokud jsme orientovali potadi vrcholi trohihelnika proti sméru hodinovych
ruéic¢ek). Uhel pii vrcholu sférického trojihelnika je zfejmé roven tihlu rovin
definujicich pfislusné strany trojahelnika. Plati také
Ny - Ny =—cosvy, Np- N.=—cosa, N.- N, = —cosf.
Vime, zZe plati identita

(CxB)-(AxC)=(A-C)(B-C)—(C-C)(B-A).

Protoze vektory A, B, C' jsou jednotkové, prava strana se zjednodusi. Celkem
dostaneme

—sinasinbcosy = sinasinb(Ny - Ny) =



24 KAPITOLA 3. SFERICKA GEOMETRIE.

= (CxDB)-(AxC) =
= (A-C)(B-C)—(B-A)=
= cosbcosa — cosc.
Sinova véta se odvodi takto. Pokud dosadime do identity
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
postupné vektory a= A x C,b = C,c = B, dostaneme identitu
(AxC)x(CxB)=((AxC)-B)C=((BxA)-C)C
V nasem piipadé dostaneme nalevo — (N3 X Na) sin a sin b. Souéin N, x Ny je
ziejmé nasobek C' a da se snadno ovérit, ze N, X N = C sin~y. Porovnanim
nasobki C' dostaneme

C-(Ax B)=sinasinbsin~.

Vzhledem k tomu, ze je souc¢in C'- (B x A) (tj. determinant!) invariantni pii
cyklickych zaménéch, dostaneme

sin a sin bsin~y = sin bsin ¢sin a = sin c¢sin a sin 3.

Relaci pak staci vydélit sinasinbsinc. O



Kapitola 4

Plochy v RS.

Nejdiive se musime dohodnout, co myslime pod pojmem plocha. Nejjed-
nodusi je uzit parametricky popis plochy, tj. (hladké) zobrazeni z oteviené
mnoziny v R? do R3. Aby obraz tohoto zobrazeni byl opravdu dvojdimen-
zionalni, je tfeba predpokladat, Ze zobrazeni je regularni.

4.1 Zakladni definice.

4.1.1 Regularni parametricka plocha, hladka plocha.

Definice 4.1.1 Parametrickd requldrni plocha v R3 definovand na O je
hladké zobrazeni p oteviené mnoziny O C R? do R? takové, Ze p je re-
gularni na O, tj. hodnost Jacobiho matice p je ve vsech bodech rovna 2.
Ekvivalentné, vektory parcialnich derivaci

87p2 aj:
au_pU7 8U—pv

musi byt v kazdém bodé linedrné nezavisle.

Je-li ¢ : O — O difeomeorfismus (tj. vzdjemné jednoznaéné zobrazent,
které je spolu se svym inverznim zobrazenim nekonecné diferencovatelné)
oteviengjch podmnozin R?, pak definujeme p' = po ¢ a ¢ nazjvdme repara-
metrizact.

Regularni parametrickou plochu p nazveme mapou, pokud je p mnavic
homeomorfismus O na S = p(O). Mnozinu U = p(O) C S nazveme obrazem
mapy, nekdy ji budeme znacit < p > . Pro presnost budeme obuvykle pod
mapou na S rozumét dvojici (U,p), kde U = p(O).

Véta 4.1.2 (1) Je-li p regularni parametrickd plocha a ¢ difeomorfismus,
pak je také p’ = p o ¢ requldrni parametrickd plocha.
(2) Jsou-lip ap’ dvé mapy a < p >=< p’ >, pak existuje reparametrizace
¢ takovd, Ze

p'=poo.

25



26 KAPITOLA 4. PLOCHY V R3.

Diikaz.

(1) Jacobiho matice zobrazeni p’ je souin Jacobiho matice zobrazeni p a
Jacobiho matice zobrazeni ¢. Je-li ¢ difeomorfismus, pak slozeni ¢ a ¢! je
identita a soucin p¥islusnych Jacobiho matic je jednotkova matice. Determi-
nant Jacobiho matice ¢ je tedy nenulovy. Z toho plyne, Ze p’ je regularni,
praveé kdyz je regularni p.

(2) Zobrazeni ¢ budeme definovat predpisem ¢ = p~'op’. Toto zobrazeni je
podle predpokladu homeomorfismus na svém definiénim oboru. Je ale tfeba
dokézat, ze je hladké. Zvolme bod a' € O, pak ¢(a’) = a € O. Jeden ze t¥i
minort fadu 2 Jacobiho matice zobrazeni ¢ v bodé a je nenulovy. Mizeme
predpokladat, ze je to determinant

1

3(1?2,]93)

det m

Oznaéme 7 projekci R? na R?, danou priimétem na posledni dvé soutradnice.
Pak ma zobrazeni mop v bodé a nenulovy Jakobian a podle véty o inverznim
zobrazeni existuje okoli U C R? bodu a takové, Ze 7 o p je difeomorfismus
U na wop(U).

Zobrazeni ¢ miizeme v oteviené mnoziné ¢! (U) C O napsat ve tvaru

¢=(mop)lo(rop),

je to tedy slozeni dvou hladkych zobrazeni. O
Pojem regularni parametrické plochy, resp. mapy, staci pro lokalni pro-
blémy. Pro globélni vysledky je tfeba definici plochy zobecnit. Typickym pii-
kladem plochy, ktera neni obrazem regularni parametrické plochy, je sféra.
Sféra se neda pokryt jednou mapou (homeomorfismus nemuze zobrazit ote-
vienou mnozinu na kompaktni mnozinu). Neni pochyb o tom, ze sféra je
pro nas typickym piikladem plochy a Ze by nase definice tuto plochu méla
zahrnovat. Rozsifime si tedy pojem plochy nasledujicim zptisobem.

Definice 4.1.3 Rekneme, Ze mnozina S C R® je (hladkd) plocha, pokud
pro kazdij bod s € S existuje okoli U C R3 a mapa p : O — S tak, Ze
UNS =p(O). Soubor map, které pokryvaji plochu S, se nazgvd atlas plochy
S.

Jsou-li p,p’ dvé mapy (s neprazdnym pranikem svjch obrazi) na S, pak
budeme zobrazeni ¢ = (p')~Lop nazyvat (tam kde je definované) prechodové
zobrazeni mezi témito dvéma mapams.

Poznamka. Pokud pro mnozinu S C R3 dokéazeme najit atlas, je S (hladka)
plocha. Atlas pro danou plochu S neni uréen jednoznac¢né. Jak uvidime na
prikladech, je takovych moznosti vzdy mnoho. Pro popis plochy je vhodné
si zvolit atlas, ktery mé& pokud mozno co nejméné map. Na volbé atlasu
nezalezi, ze dvou atlasi mizeme napt. jejich sjednocenim vyrobit vétsi atlas,
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ktery oba predchozi atlasy obsahuje. Sjednoceni vSech atlast je maximalni
mozny atlas, ktery mé ovSem pfili§ mnoho map (nekone¢né mnoho), s kazdou
mapou tam pfi nejmensim lezi vSechny jeji restrikce na oteviené podmnoziny
jejiho defini¢niho oboru. z Véty 4.1.2 (2) plyne, Ze piechodové zobrazeni
libovolnych dvou map je reparametrizaci.

Budeme obvykle pouzivat pro plochu jeden vybrany atlas, ale kdykoliv
k nému muzeme pridat jakoukoliv dalsi mapu, bude-li t¥eba.

Priklad 4.1.4
(1) Rovina.

Je-li R rovina v R® a zvolime-li jeji tii body A, B, C € R v obecné poloze,
pak jeden jeji parametricky popis md tvar

p(u,v) = A+ u(B—A)+v(C — A)

Toto zobrazeni je mapa (ovérte!) a < p >= R.

Rovina je tedy plocha ve smyslu predchozi definice. Jeji atlas se skladd z
jediné mapy.
(2) Sféera.

Sféra Sy je ddana rovnici
Sy := {(x1, 2, x3) € R3|2? + 23 + 22 = 1}.
Standardni mapa na sfére md tvar
p(p,0) = (cospcos B, cospsinb,sinp); v € (—7/2,7/2), 6 € (0,27).

Najdéte dalsi tri mapy natocenim této mapy, aby tvorily atlas pro sféru.
Jiny atlas, ktery md jen dveé mapy, se ziskd pomoci stereografické pro-
jekce ze severniho a jizniho polu sféry. Je-li S severni pol a je-li R rovina
x3 = 0, pak usecka SA, A € Sy — {S} spojujici severni pdl s bodem A sféry
protindg rovinu R v jediném bodé X (A). Zobrazeni A — X (A) je stereogra-
fickd projekce sféry bez bodu S na rovinu R. Rovina zabali sféru celou, kromé
jedin€ho bodu. Prislusné inverzni zobrazeni je pak mapa. Napiste vzorce pro
tuto mapu, pro mapu odpovidajici projekci z jizniho polu a pro prislusné
prechodové zobrazeni! Ouvérte, Ze jsou to opravdu mapy!
(8) Jako cvicent si napiste definici toru (pneumatiky) pomoci jedné rovnice
v R3 a atlas pro torus.
(4) Standardni kuzel K = {(x1, %2, 23)|2} + 23 = 23} md vrchol v pocdtku.
Je lehké najit mapu, kterd pokryva kuzel bez jedné primky:

p(r,0) = (rcosf,rsinf,r),r # 0,60 € (0,2n)

a druhou (otocenou) mapu, které pak tvori atlas pro kuzel bez vrcholu. Ale
neexistuje mapa, kterd by pokryvala okoli vrcholu. To je vidét z toho, Ze pro
libovolné malé okoli U pocdtku 0 v R je mnozina U N K — {0} nesouvisld,
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zatimco jeji vzor v libovolné mapé je nutné mnozina souvisla. Ty se ovsem
na sebe nemohou Zddnym homeomorfismem zobrazit. KuZel tedy nent plocha
ve smyslu nasi definice, kuZel bez vrcholu plochou je.

(5) Graf hladké funkce je vidy plocha. Presnéji, je-li f : O C R? — R hladkd
funkce na oteviené mnoziné O v R2, pak jeji graf S je obraz mapy

p(z1,22) = (21, 22, f(71,22)); (w1,22) € O.

Je zrejmé, Ze Jacobidn tohoto zobrazeni md vsude hodnost 2 a Ze je to ho-
meomorfismus O na S = p(O) (ovérte!).

(6) Klasické priklady ploch jsou tzv. kvadriky, tj. plochy zadané v R3 kvadra-
tickou rovnici. Mezi n€ patii sféra, kuzel, elipsoid, hyperboloidy. Je zajimavé
zndt klasifikaci kanonickgch tvart téchto kvadrik a plochy, které jim odpovi-
dayjt.

Plochy v R? se nej¢astéji zadavaji jednou rovnici
S = {(w1, 72, 23)| f(21, 22, 73) = 0}.
Nasledujici velmi dtlezita véta ukazuje postacujici podminku pro funkci f,

aby tato mnozina S byla plocha. Podminka ¥ik4, Ze staci, aby gradient funkce
f byl na plose S nenulovy.

Véta 4.1.5 Predpoklddejme, Ze f je hladkd funkce na oteviené mmnoziné
Q C R? a definujme mnoZinu S rovnici

S = {(z1, 22, 23) € Qf (21,72, 23) = O}.

Pokud plati podminka

vf:<8f of af>#0

dxy’ Ox3’ dx3

na celé mnoziné S, pak S je plocha.
Dikaz.

Je-li z € S libovolny bod, pak Vf(z) # 0. Pfedpoklddejme napiiklad,
ze %(‘f) # 0. Podle véty o implicitnich funkcich pak existuje okoli

U=U, xUy, Uy CR% U, CR
a hladka funkce g : Uy — Us tak, ze SN U je pravé graf funkce g. Zobrazeni
P(z1,22) = (71,22, 9(71,22)); (T1,72) € Un

je pak mapa, obsahujici bod Z. O
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4.2 Tecéné vektory, te¢na rovina plochy.

7 predchozi kapitoly vime, co je to te¢ny vektor ke kiivce. Nyni si budeme
definovat tecny vektor k plose v jejim daném bodé. V dalsi ¢asti prednasky
budeme studovat vlastnosti plochy S, které zavisi jen na S a ne na zvolené
mapé. A tak i pro teény vektor napiSeme nejdiive definici, kterd nezavisi
na volbé mapy a pak ukazeme, jak tecné vektory popisovat pomoci zvolené
mapy. Teény vektor plochy budeme definovat jako teény vektor kiivky, ktera
lezi v dané plose.

Definice 4.2.1 Rekneme, Ze vektor v € R? je tecnyj vektor k plose S v bodé
s € S, pokud existuje krivka c, < ¢ >C S takovd, Ze

c(tg) = s; ¢(tg) = v.

MnozZina vsech tecngch vektoru v bodé s € S se nazyvd tecny prostor k plose
S v bod€ s a znaci se T,S.

Véta 4.2.2 Necht (U, p) je mapa na S a s = p(u1,uz) je bod v jejim obraze.
Pak
T.S = {v € R*|v = apu, + BpPu; @, B € R},

kde puy,, resp. pu, 0znacuje parcidlni derivace p podle uy, resp. uz v bodé
(u1,u2).

Driikaz.
(1) Jsou-li e, B € R libovolnd a v = apy, + SPu,, pak definujeme kiivku c
predpisem (pro ¢ dostateéné malé)

c(t) = p(ur + at,us + ft),t € (—¢,¢).

Kfivka c zFejmé lezi v plose S, ¢(0) = s a v = ¢(0).
(2) Pokud kiivka c lezi v plose S, pak existuje kiivka d v definiénim oboru
O mapy p takova, ze

c=pod.

(Staci zvolit d = p~! o c.) Oznacme d(t) = (uy(t),uz(t)). Je-li v = ¢&(to),
pak
V = U1 Py, + U2Pus,

a staci polozit a = 1y, 8 = us. O

Ukézali jsme tedy, ze volba mapy (U, p) v okoli bodu s € S zadava bazi
(Puys Puy) v teéném prostoru TyS. Navic derivace (u1,usz) jsou soufadnice
vektoru v € TS vici této bazi. Z linedrnialgebry navic vime, Ze zobrazeni,
které vektoru ve vektorovém prostoru piifadi jeho soutadnice vici zvolené
bazi je isomorfismus.
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4.3 Normalové vektory.

Kazdy podprostor v R dimenze 2 je uréen jednoznaéné jednotkovym vekto-
rem, ktery je na néj kolmy. Takové jednotkové vektory jsou zfejmé dva. M-
zeme tedy tecné prostory charakterizovat pomoci téchto kolmych vektort,
které budeme nazyvat jednotkové normaly k dané plose v daném bodé. Jsou
zfejmé (aZ na vybér znaménka) uréeny jednoznacéné danou plochou.

Viimnéte si, Zze teény prostor je podprostor v R3, tj. vektory jsou umis-
tény v pocatku, ale vektory z te¢ného prostoru 755 k ploSe si kreslim umis-
téné do bodu s. Je mozné tento rozdil formalizovat tim, ze podprostor TS
by byl definovan jako koncové body te¢nych vektort umisténych do bodu s,
byl by to afinni podprostor v R? (tj. podprostor, posunuty do bodu mimo
pocatek) a TsS by bylo jeho zaméfeni (tj. mnozina koncovych bodi te¢nych
vektort, umisténych do pocatku).

Definice 4.3.1 Je-li TsS tecny prostor v bodé s k plose S, pak existuje
jednotkovy vektor N tak, Ze

T.S = {veR}v-N=0]}

Vektor N je urcen jednoznacné aZ na znaménko a nazyvd se vektor jednot-
kovée normaly k plose S v bodé s.
Je-li p mapa na S, pak je normdlovy vektor N jednoznacné predpisem

_ Pu X Py
’pu X pv|

Dvée mapy pro tentyZ bod maji stejnou jednotkovou normalu pravé kdyz de-
terminant Jacobiho matice prechodového zobrazeni v daném bodé je kladny.
V tom pripadé nazgvdme tyto mapy souhlasné orientovanymi. Pokud je de-
terminant Jacobiho matice prechodového zobrazeni v daném bodé zdporny,
nazveme mapy opacné orientovanymi.

Atlas plochy nazveme orientovanym atlasem, pokud jsou vsechny jeho
mapy po dvou souhlasné orientované. Orientovand plocha S je plocha s ori-
entovanym atlasem.

Orientovatelnd plocha je plocha, pro kterou existuje orientovany atlas.

Z definice je vidét, ze dvé mapy jsou souhlasné orientované pravé kdyz
jim odpovidajici normdaly splyvaji. Bylo by tedy mozné orientaci zadavat
volbou normaly v kazdém bodé. Museli bychom ovSem pozadovat aby toto
pole jednotkovych normal rozumné (aspon spojité) zaviselo na volbé bodu
z plochy. Definice orientace pomoci orientovaného atlasu je tedy jednodussi,
tento pozadavek je implicitné obsazen v definici atlasu.

Zvolim-li si mapu na orientovatelné plose, pak mohu vzit maximalni ori-
entovany atlas jako sjednoceni vSech souhlasné orientovanych map s vybra-
nym atlasem. Podobné lze vzit mnozinu vSech opac¢né orientovanych map,
které opét dohromady tvoii orientovany atlas (ovéite!).
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Na orientovatelné plose tedy existuji dva disjunktni orientované atlasy,
které na plose zadavaji dvé rizné (opacné) orientace. Na neorientovatelné
plose zadny orientovany atlas neexistuje.

Cviceni.

1) Ukazte, Ze sféra S? je orientovatelna plocha. Najdéte orientovany atlas
na sféfe tak, aby orientace sféry byla dana v kazdém bodé vnéjsi normalou
(tj. normélou sméfujici ven z koule o poloméru 1).

2) Necht S je (nekoneény) vélec S = S x R. Najdéte jeho orientovany altas
tak, aby orientace byla dana vnéjsi normalou.

3) Mobiuv list je plocha, kterd vznikne z prouzku papiru slepenim jeho
konci, z nichz jeden prekroutime o 180 stupni. Popiste Mobiav list jako
plochu S vnofenou v R? ukazte, Ze neni orientovatelna.

4.4 Hladké zobrazeni mezi plochami, te¢né zobra-
zeni.

Definice 4.4.1 Necht S a S jsou dvé reguldrni plochy a F zobrazuje S
do S. Rekneme, Ze je zobrazeni F' hladké v bodé s € S, pokud existuje mapa
(U,p) na S obsahujici bod s a mapa (U,p) na S, obsahujici bod f(s) tak,
Ze zobrazeni (p)~! o F o (p) je hladké v bodé (p)~1(s).

Zobrazeni F' je hladké na S, pokud je hladké v kaZdém bodé S. Zobra-
zeni F je difeomorfismus S na S, pokud je F vzdjemné jednoznacéné a F i
F~1 jsou hladké na svijch defini¢nich oborech.

Cviceni. Rozmyslete si, ze definice hladkosti v daném bodé je nezavisla na
vybéru map ve vzorech a obrazech.

Definice 4.4.2 Necht S a S jsou dvé reguldrni plochy a F zobrazuje S do
S. Pak pro kazdy bod s € S definujeme teéné zobrazeni

T.F : T,S — Ty(s)S

ndsledujicim predpisem:

je-li ¢ na (—¢,e) requldrni krivka, c(0) = s a €¢(0) = v € TS, pak
definujeme

TSF(V) = %(F o C)(O) S Tf(s)S

Lemma 4.4.3 1) Zobrazeni TsF je dobfe definované, tj. jeho hodnota ne-
zavisi na vybéry krivky, jejiz tecny vektor je vektor s € TsS.
2) Zobrazeni TsF' je linedrns.
8) Pokud bod s patii do mapy (U,p) a bod f(s) patii do mapy (U, D), pak
tyto mapy urcuji soutadnice vektorovych prostori TsS a Tf(s)g a matice
tecného zobrazeni TsF' vzhledem k témto bazim je Jakobiho matice zobrazent

F= (D) 'oFo(p)vbodép(s).
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Diikaz.

Je-li v = ¢(0), pak souradnice vektoru v vzhledem k bazi (py,, Pu,) V
teném prostoru TS jsou slozky vektoru (dl,dg), kde d = pltoc,d =
(dq,ds).

Tedy

(F o c)(t) = (Fop)(du(t),da(t)),

SUFop)od(0) = dig~(Fop) +dy3—(Fop).

Obraz Tr(v) tedy zavisi jen na soufadnicich vektoru v, ne na volbé kiivky
c a zobrazeni TF je zfejmé linearni.

Soutadnice obrazu Tr(v) v bazi indukované mapou (U,P) spocteme
takto. Podle definice musime vypocitat soufadnice obrazi bazovych vektori
v T, S vici bazi v TF(S)S’. Prvni vektor v = p,, je uréen kiivkou d(t) = (¢,0)
a jeho obraz je

0 o . = op OF1  0p 0F,
s (V) 8’LL1 [ ° pl] 8u1 [p ° 81]1 0u1 6112 6u1
Stejné se vypocte obraz druhého vektoru baze. O

4.5 Délky krivek na plose, 1. fundamentalni forma
plochy.

Zkoumani dvourozmeérnych ploch a jejich zobrazovani pomoci map bylo ode-
moci mapy dany kus zemského povrchu co nejpresnéji. Nejlépe tak, aby se
vSechny vzdélenosti vérné zachovaly na mapé. Uvidime casem, ze to je kol
prilis tézky. V tuto chvili se nauc¢ime mérit vzdalenosti na plose.

Je tfeba odlisit vzdalenosti méfené na plose od vzdalenosti bodi v pfi-
slusném prostoru, které jsou dany obvyklym vzorcem z Eukleidovské geome-
trie. Vzdalenost dvou bodt na ploSe je, podle definice, infimum délek vsech
kiivek, které lezi na plose a spojuji tyto dva body. Prvni, co se tedy musime
naucit, je pocitat délky kiivek, které lezi na plose.

Abychom mohli pocitat délky kiivek na ploSe, musime umét pocitat
délky jejich tecnych vektort a jejich tthly. Te¢né vektory ovsem lezi v piislus-
nych teénych prostorech, je tedy tfeba definovat skalarni soucin na téchto
tecnych vektorech. Tradi¢ni zptisob, odpovidajici nasi geometrické intuici,
je zazit skalarni souc¢in v Eukleidovském tfirozmérném prostoru (ve kterém
je plocha vnofena) na piislusny te¢ny prostor. To vede k nasledujici definici.

Definice 4.5.1 Je-li ddna plocha S a jeji bod s € S, pak definujeme skaldrni
soucin Is = gs na TsS jako restrikci Eukleidovského skalarniho soucinu (.,.)
vR3:

I;(u,v) = gs(u,v) := (u,v).
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Tato restrikce se nazyva prvni fundamentalni forma plochy S v bodé
ses.

Chceme-li délku kiivky spocitat podle idaji na mapé€, tj. pomoci idajt,
které definuji prislusnou parametrizaci plochy a udaji, které charakterizuji
zvolenou krivku, pak muzeme postupovat takto.

Pfedpokladejme, Ze je ddna mapa (U, p), kde p = p(uq, uz), (u1,uz) € O.
Je-li d(t) = (ui(t),uz(t)),t € I rovinna kiivka, jejiz obraz lezi v O, pak
c = pod je kiivka na plose < p > .

Délka [ kiivky c je ddna vztahem [ = [ ; |¢|dr. Integrand vypocitame
takto:

& = U1Pu; + U2Pus; |€1* = g11(1i1)? + 2g121i1ts + g2o(tia)?,

kde jsme funkce gi11,912 = go1,ge2 proménnych ui,us definovali pomoci
vztahi

911 = (Pur> Pur); 912 = 921 = (Pu1s Pus); 922 = (Pus> Pus)-

V klasické literatuie se tradi¢né pouzivalo oznaceni
g11 = E,g12 = F,g22 = G.
To vede k nasledujici zédkladni definici.

Definice 4.5.2 Je-li (U, p) mapa, pak se vyraz

2

> gijdu; du; = Eduy® + 2Fduydus + Gduj

ij=1
tradicné nazjvd pruni fundamentdini forma plochy S vyjddrend ve zvolengch
soufadnicich.

Matice
gi1 912
6= o) = (1 92)

921 g22
je pak matici pront fundamentdlni formy vici bazi tecného prostoru odpo-
vidajici zvolené mapé. Pro libovolny vektor A = (ay,az) € R? definujeme
hodnotu I(A) pruni fundamentdlni formy

2
a
I(alaa2) = (al 042) <z; 912) <a;> = Z Gij Qi 05

g22 o1

Poznamka.

Predchozi vypocet ukazuje, Ze pokud pocitame délku kiivky ve zvole-
nych soufradnicich, sta¢i nam znat prvni fundamentélni formu I, resp. jeji
koeficienty E, F, G vzhledem ke zvolenym soufadnicim. Mnozina O C R? je
tedy model pro plochu a prvni fundamentalni forma I umoznuje v tomto
modelu pocitat délky (resp. thly nebo plochy).
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Priklad 4.5.3 (1) Pokud je p = a + ub + vc parametrizace roviny, pak
Pu=Db,py, = c a tedy

E=|b]?, F=b-c, G=|c]*

Pokud b-c =0, pak F =0. Pokud |b|=c| =1, pak E =G = 1.
(2) Jsou-li 0, obvyklé sférické soutadnice na jednotkové sfére, pak E =
1,F=0aG = cos?6.

(8) Zwvolte si parametrizaci vdlce a spocitejte si tvar pruni fundamentdlni
formy pro vdlec.

(4) Parametricky popis standardniho kuZelu je
P(v, ) = (vcosp,using,v); v € (0,1), ¢ € (0,2).

Prislusnd prond fundamentdlni forma je rovna 2dv? + v2dy?.



Kapitola 5

Druha fundamentalni forma
plochy.

5.1 (Gaussovo zobrazeni, Weingartnerovo zobrazeni.

Definice 5.1.1 Oznac¢me symbolem Sy jednotkovou sféru v R3. Predpokld-
dejme, Ze S je plocha a N : S — So je hladké zobrazent, které kazZdému bodu
s € S pritadi jednotkovou normdlu N (s) € Sy. Zobrazeni N je tedy (spojité)
pole jednotkovych normdal na plose S.

Pak v kaZdém bodé s € S existuje tecné zobrazeni

TSN : Ts S — TN(s) Sg.

Vzhledem k tomu, Ze oba tecné prostory TS a T(s) S2 jsou kolmé na nor-
madlu N (s), musi platit Ts S = Ty (s) S2. Tedy miZeme zobrazeni Ts N pova-
Zovat za zobrazeni z T S do sebe.

Linedrni zobrazeni

Ws:i=—-TsN:T;8 —-Tg S
budeme nazyvat Weingartenovo zobrazend.

Definice 5.1.2 Predpokladejme, Ze S je plocha a N : S — Sy je hladké
zobrazeni zaddvajici jednotkovou normdlu v kazZdém bode S.

Druhd fundamentdlni forma Ils plochy S v bodé s € S je bilinedrni
forma na Ts S zadand predpisem

II(X,Y) = I,(W,(X),Y); X,Y €T,8S.

Pro jednoduchost budeme casto index s pro prvni a druhou fundamentdlni
formu vynechdvat a psdt jenom I nebo I1.

Druhé fundamentalni forma je tedy bilinearni forma na te¢nych prosto-
rech. Nasledujici lemma tiké, Ze je to symetrickd bilinearni forma a jak se
vypocita v lokalnich souradnicich.

35
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Lemma 5.1.3 Weingartnerovo zobrazeni je samoadjungované, tedy druhd
fundamentdlni forma je symmetrickd bilinedrni forma. To znamend, Ze pro
vsechny X, Y € Ts S plati

II(X,Y)=I(W(X),Y) =I(X,W(Y)) = II(Y, X).

Je-li (U, p) mapa na S obsahujici bod s € S, pak md druhd fundamentdlni
forma v lokdlnich souradnicich danych bazi py,, Pu, tvar

2
II(U,V) = Z hijaiﬁj,

1,7=1

kde

2
hij = (8?%8;;] No p) ; U= 1Py, + ®2Puy; V = P1Pu; + B2Pus-
Dikaz.

Nejdrive si rozmyslime, jaky tvar ma druhé fundamentélni forma v lokal-
nich soufadnicich. Pripomernime si, ze te¢né zobrazeni T;® k hladkému zob-
razeni ® : § — S je definovano nasledujicim zpisobem. Uvazujme vektor v
v te¢ném prostoru TS. Pak existuje kiivka c v plose S pro kterou c(0) = s a
4¢(0) = v. Obrazem T, ®(v) je pak teény vektor 4 (& o c)(0). V nasem pii-
padé chceme najit obraz Ts N (py, ). Pfedpkladejme, ze p(uy,ug) = s. Vektor
Pu, € Ts S je teény ke kiivee c(t) = p(uj +t,u2) v bodé s. Obraz TsN(py,)
je tedy podle definice te¢ny ke kiivce N o c(t). Tedy

0
TsN(pu1) = Tul(Nop)'

Dostaneme tedy

O (Nop); W(puy) = ~TuN(puy) = — - (Nop).

W(pu1) = _TSN(pul) = _871111 Uy

Derivaci vztahu
(Pu;s Nop) =0
ktery plati ve vSech bodech plochy, dostaneme

2

8ui8u]~ ’

0

= — U')N =
0 é)uj(pl op) <

Nop) ~ (Pur. W (pu,)).

Tedy

9’p
hij N <6ui8uj ’ Ne p)

je matice druhé fundamentélni formy vzhledem k bazi {py,, Pu, }-
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Symetrie druhé fundamnetalni formy plyne z jejiho vyjadfeni v lokalnich
soutfadnicich a ze zaménnosti druhych parcialnich derivaci.
O
V lokélnich soufadnicich danych mapou (U,p) znad¢ime obvykle ma-
tici 1. fundamentélni formy symbolem G = (g;;), matici 2. fundamentélni
formy symbolem H = (h;;) , a matici Weingartnerova zobrazeni symbolem
W = (wij;). Z definice 2. fundamentalni formy pak dostaneme (v danych
soutadnicich) vztah
H=G-W; W=G ' H

Casto se druhéd fundamentalni forma plochy piSe v symbolickém tvaru
jako kvadraticka forma

Ldu? + 2Mduyduy + Ndu3; L = hy1, M = Hyy = hoy, N = hgy,

Diferencialy duy, dug jsou formalni vyrazy, které nemaji samostatny vyznam
a oznacuji jen proménné v prislusné kvadratické forme.

D4 se odvodit, ze druhé fundamentalni forma na teéném prostoru se ne-
méni pii zméné parametrizace, kterd zachovava orientaci (a tedy neméni N).
Na rozdil od prvni fundamentalni formy, kterd na parametrizaci zfejmé ne-
zavisi, méni druha fundamentalni forma znaménko pfi parametrizaci, ktera
meéni orientaci. Druha fundamentalni forma se také neméni, pokud plochu
v prostoru posuneme nebo oto¢ime. Obé tyto tvrzeni lze dokazat primo vy-
poc¢tem zmény formy I pti zméné orientace nebo pfi sloZzeni parametrizace
se shodnosti (je to uzite¢né doméci cvifeni!). Az si uvedeme geometrickou
interpretaci formy I1 pomoci krivosti norméalovych fezi plochy, odvodime
tuto nezavislost na parametrizaci jinym zpisobem.

Priklad 5.1.4 (1)

Ihned z definice plyne, Ze rovina md druhou fundamentdlni formu trivi-
alni. Je-li p(u,v) = a+ up + vq jeji parametrizace, je zrejmeé Puy = Puy =
Pvww = 0.

(2) Rotacni plocha.

Predpokladejme, Ze je ddna requldrni parametrickd krivka x = f(s),z =
g(s),s € I v poloroviné z > 0, t.j. predpoklddejme, Ze g(t) > 0. Predpokld-
dejme také, Ze jde o parametrizaci obloukem (f? + g% =1).

Rotacni plocha je dana mapou

p(u,v) = (f(u)coswv, f(u)sinv, g(u)); (u,v) € I x (0,2m),

resp. podobnou mapou pro v € (m,3m). Pak
Pulu,v) = (f'(u) cos v, f/(u)sinv, g'(w), po(u,v) = (—F(u)sinv, f(u) cos v, 0),

Pu X Py = (—fg'cosv,—f¢'sinv, ff'), N = (g cosv, —¢'sinv, f');
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Puu(u,v) = (f"(u) cosv, f’(u)sinv, g’ (u)), Puv(u,v) = (= f'(u) sinv, f'(u) cos v, 0),
Pw(u,v) = (—f cosv,—fsinwv,0).
Protoze E = f? +¢? =1, F = 0,G = f? md proni fundamentdlni
forma tvar I(a, B) = o® + f28%. Ddle, L= —f"g' +¢"f, M =0, N = f¢,
tedy
(e, B) = (—=f"d' + ¢"[)o? + fg'B*.
(8) Mezi specidlni pripady rotacni plochy patii pripady sféry:

f =cosu,g =sinu; II(a, B) = a? + cos® uf?;

a valce

f=1g=u II(e,p) = B

5.1.1 Normalova kfivost, normalové rezy.

Zvolme bod s plochy S a jednotkovy te¢ny vektor v € TpS, |v| = 1. Jednot-
kova normala N urcuje spolu s vektorem v rovinu R, ktera protina plochu
S v kiivce c. Tuto kiivku nazveme normélovym fezem ve sméru v.

Piedpokladejme, Ze je ¢ = c(s) parametrizovana obloukem tak, ze ¢(0) =
P,t = ¢/(0) = v. Frenetovu bazi v bodé P ozmacime {t,n,b}. Pro kiivost
k kiivky ¢ v bodé P plati

c”(0) = kn, k = c”(0) - n.

Protoze kiivka c lezi v roviné R, je zfejmé N = +n. Zvolme mapu p(u,v)
na S, jejiz obraz obsahuje bod P a pro kterou N = n.

Protoze kiivka c lezi na plose S, existuji funkce u; = u1(s), ug2 = ua(s)
takové, ze c(s) = p(u1(s),ua(s)). Pak

"= Pujug (u,1)2 + 2pu1u2u,1u/2 + Pusuy (u/2)2

C,(S) = Pu; ull + Puy UIQ; c
¢’ N = II(u},uh).

To vede k nasledujici definici.

Definice 5.1.5 Uvazujme reguldrni parametrickou plochu S, parametrizo-
vanou zobrazenim p a jeji bod s. Normalovou kiivost k,(v) ve sméru v €
TS, |v| = 1 definujeme vztahem

Kn(v) = II(V, V) = hlla% + 2hio01 g + hgga%,

kde (a1, aa) jsou soutadnice vektoru v, tj. v = a1py + aopy.
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Z vypocétu pred definici plyne ihned, ze normélova kiivost ,(v) je rovna,
az na znaménko, kiivosti normélového fezu ve sméru v. Rovnost plati pokud
N = n; kfivosti jsou opacné, pokud N = —n.

7 této geometrické interpretace druhé fundamentalni formy plyne ne-
zévislost této formy na zméné parametrizace, ktera zachovava orientaci. Je
také vidét, ze druha fundamentalni forma méni znaménko, pokud zména pa-
rametrizace méni orientaci. Navic je zfejmé, Ze posunuti nebo otoceni plochy
neméni druhou fundamentalni formu.

5.1.2 Hlavni kfivosti, hlavni sméry.

Normalové kiivost kp (a1, as) = I1(a1,az),a? + a2 = 1 je spojita funkce na
jednotkové kruznici v R?. Nabyvé tedy svého maxima i minima. Hodnoty
téchto extrémt a sméry ve kterych se nabyvaji, jsou dilezité geometrické
informace o dané plose.

Definice 5.1.6 Rekneme, Ze jednotkovy tecny vektor v je hlavni smér plo-
chy S v bodé s € S, pokud je to smer, ve kterém se nabyvd extrém normd-
lové krivosti kn, v bodé s. Odpovidagici hodnota normdlové krivosti se nazgvd
hlavni krivost.

Véta 5.1.7

(1) Predpoklddejme, Ze ¢islo \ je hlavni kiivost plochy v bodé s € S a (U, p)
je mapa v okoli bodu s. Pak pro matice G, resp. H pruni, resp. druhé fun-
damentdlni formy v bodé s vzhledem k dané mapé plati

hi1 — Ag11 hi2 — Agi2

det
P lhgy — Ag21 haa — Ag22

= det(H — AG) = 0.

Hlavni sméry jsou pak Teseni rovnice

hi1 —Agnn hiz — )\912> <a1> <a1)
=(H - )G = 0.
<h21 —Ag21 h2a — Ag22 ) \a2 ( ) Qs
(2) Hlavni sméry, resp. hlavni kiivosti, jsou vlastni vektory, resp. vlastni
cisla Weingartenovy matice

W =G 'H.

Diikaz.
(1) Vazané extrémy funkce k, najdeme pomoci Lagrangeovych multiplika-
torti. Snadno se zjisti, ze

VI(ay,as) = 2G (Zl> L VII(oq,a0) = 2H <O‘1> .
2

a2
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Je-li (aq, ) kriticky bod &y, pak

(H — A\G) <O‘1> = 0.

a2
Rovnice pro hlavni kiivosti je pak
det(H — A\G) = 0.
(2) Tvrzeni plyne z rovnosti
H—-)\G=G(W =),

kde I je jednotkova matice. ([l



