6 Rady

6.1 Ciselné fady, absolutni konvergence

§1. Zakladni pojmy

V tomto oddilu se seznamime s fadami ¢isel - s jednim z klasickych témat matematiky, které stalo na
jejim tsvitu, byt ve zcela jiné koncepci - v koncepci fecké védy. Zajem o rady byl zdjmem o zachizeni
(poéitani) s nekoneénym poctem veli¢in. Nekone¢no bylo v tehdejsich dobéch (dobach Starého Recka, tj.
asi 6. st. pi. Kr.) velice ¢asto zdrojem Getnych sporti, a tak neni divu, ze zdjem o né byl tak veliky, Ze
pri slychani jmen starorfeckych védcu-filozofti se neziidka setkavame s jejich vztahem k fadam samotnym
(Zendén, Xenofanés, Aristotelés). My se vSak za poradovymi ¢isly vét setkdme se jmény matematikil
pievazné stoleti osmnéctého a devatenictého: Gauss, d’Alembert, Cauchy, Abel, Dirichlet, Cebygev).
Umluva: Jelikoz velice ¢asto budeme uzivat lim,_, o sy, pime misto néj struéné: lim s,,.

Definice 1: Ciselna ¥ada
Necht a,, je posloupnost komplexnich ¢isel. Posloupnost sy, nazveme posloupnosti n-tych ¢asteénych

souétu posloupnosti a, , pravé kdyz Vn € N plati s, = Z ar. Rekneme, 7e fada Z ar, konverguje,
k=1 k=1

resp. diverguje, resp. osciluje, pravé kdyz existuje lim s,, vlastni (tj. s, konverguje), resp. nevlastni,
o0
resp. s, nemd limitu (ani vlastni, ani nevlastni). Necht A € CU R*. Nechf fada Y. a; konverguje nebo
k=1
oo oo
diverguje. Rekneme, 7e sou¢tem ¥ady > aj je A, pravé kdyz lims,, = A, toto piseme 3. aj = A.
k=1 k=1
Poznamka: Nékdo muze byt prekvapen, ze fikdme (v definici druhé tuéné vytisténé souslovi) néco o
7¥ad&”, kdyZz nevime, co ona je (nezndme jeji definici), upozoriuji, ze v definici se nedefinuje fada, ale
souslovi ”fada konverguje, resp. diverguje, resp. osciluje”. Slovo fada bude pouZito ve vétach dale jen v
tomto souslovi. Je potieba fici, Ze se nebudeme svazovat pii uzivani slova fada touto prisnou formélnosti.

Priklad: Nechf ¢ € C. Uvazme posloupnost {¢*}. Zkoumejme konvergenci, divergenci, anebo oscilaci
piislusné rady (geometrické) v zavislosti na parametru q.
Vyuzijeme zndmého vzorce

n+1

1
VgeEC:1—g" " = (14+q+@+...+q¢)(1-q) =Y ¢ = ——
i=0 1-q

Hledejme nyni limitu posloupnosti ¢astecnych souctii geometrické fady. Vidime, Ze pro libovolné ¢, || < 1
tato limita existuje a je rovna 1/(1 — ¢). Pro ¢ = 1 nemZeme pouZit nas vzoretek, ale vidime, Ze n-
ty Castecny soucet fady je roven m, tj. fada ziejmé diverguje. Pro ostatni ¢ vzorecek pouzit miZeme a
zjistime, Ze fada diverguje pro ¢ > 1 a osciluje pro ¢ < —1 (tj. na {|¢| > 1} \ {¢ > 1}).

o0
Piiklad: Dokazeme, ze . % = 400. Tato fada se nazyva harmonicka.
E=1
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2 2 +
,2Domyslime-li tento postup indukci“, dostaneme, ze sor > 1+ k% Jelikoz % jsou kladné ¢isla, je prislusna
$p rostouci, mé tedy dle vét znamych z minulého semestru limitu. Dle Heineho véty, ma-li n&jaka po-
sloupnost limitu (vlastni ¢ nevlastni), pak jeji kazda vybrand podposloupnost mé touz limitu, tj. jelikoz
(jak jsme se vy$e odvolali na vétu z minulého semstru) pro harmonickou fadu existuje lim s,, (my pouze



nevime, zda kone¢nd, anebo ne), pak je rovna limité podposloupnosti sqx, kterd je vSak pro k — oo plus
nekonec¢no - dle odhadu u¢inéného vyse. Proto zminénd rada diverguje.

Poznamka: Konvergence ¢i divergence fady nezavisi, na rozdil od jejiho sou¢tu, na konefném poctu
¢lentt. Je mozno definovat fadu nejen od pocéateéniho élenu 1, ale i od libovolného celého (tedy i neklad-
ného) ¢isla.

Dokazme jedno velice jednoduché, ale potiebné tvrzeni — vétu o podmince nutné pro konvergenci

rady.
Véta 1: Nutna podminka pro konvergenci fad

o0
Jestlize Y ayp konverguje, pak lim a; = 0.

k=1
Dukaz: Necht s, mé limitu, a to kone¢nou. Necht S, = si_1, pro k > 2. Plati, ze ap, = s — sp—1 =
sk — Sk, pro k > 2. Jelikoz Sy je vybranou posloupnosti s,,, mé dle Heineho véty touz limitu jako Sk:
lim s, = lim Sg. PiSme: limay, = lim (sy — S;) = limsg — lim Sy = 0, a proto i lima, = 0, coZ bylo
dokazat.

Véta 2: Bolzano-Cauchyova podminka pro konvergenci fad
. 00 n+p
Rada Y. a konverguje, pravé kdyz (Ve € RY)(Ing € N)(Vn > no)(Vp € N)( 3 ax) < e.

k=1 k=n
Dukaz: Napisme Bolzano-Cauchyovu podminku pro posloupnosti: Existuje kone¢na lim s,,, pravé kdyz
(Ve € RT)(3ng € N)(Vm,n > no)(|sn — sm| < €). Piedposledni zavorku miizeme ekvivalentné nahradit
(Yn > ng)(Ym > n), dik vlastnostem absolutni hodnoty. Definujme p := m — n, uvédomme si, ze ma-li
byt V(m) splnéno pro kazdé m > n, staci a je nutné, aby V(n + p) bylo splnéno pro kazdé ptirozené p.

m
Navic plati, Ze |spm — sn| = | Y. agl, a proto mizeme B.-C.-podminku pro posloupnosti ekvivalentné

k=n+1
n+p
piepsat v zapis: (Ve € RT)(3ng € N)(Vn > ng)(Vp € N)( 3. ay < ¢), ktery je ekvivalentni tvrzeni véty.
k=n

Nikdo nepochybuje o platnosti nasledujici jednoduché véty, ktera urcuje pravidla pro pocitani s fadami.
Véta 3: O vektorovém prostoru konvergentnich fad

Necht > ap =A€R*UC, > b, =B e R*UC a X € C. Pak plati
k=1 k=1

1. Jestlize ma A + B smysl, pak > (ar +by) = A+ B.
k=1

2. Jestlize A\.A mé smysl, pak > Aap = A.A.
k=1

3. Mnozina vSech konvergentnich fad je linedrnim vektorovym prostorem nad télesem komplexnich
éisel.

Dukaz: Tvrzeni véty je trividlni, bereme-li soucet fady jako limitu ¢asteénych souc¢tt — vztahy 1 a 2
budou zfejmé platit, pokud misto co piSeme v sumé libovolné n € N. Prfechodem do limity n — oo jiz
dostavame dokazované tvrzeni. Bod 3 plyne primo z definice linedrniho vektorového prostoru a vlastnosti
1a2.

6.2 Rady s nezdpornymi ¢éleny

Zabyvejme se nyni specidlni mnozinou fad, fadami s nezapornymi Cleny. V tomto paragrafu, bude-li
feceno slovo fada, mini se tim implicite fada s nezidpornymi c¢leny.
Véta 4:



Kazda fada s nezdpornymi ¢leny mé soudet s € R*.
Dukaz: Plyne okamzité z véty o konvergenci monotonnich posloupnosti z minulého semestru.

Véta 5: Srovnavaci kriterium
Necht plati alespon jedna z podminek
1. (Vn € N)(a, > by,)
2. (Vn € N)(an > 0,by, > 0)(%att > bns1y

n  — Qn

o0 o0 o0 o0
Potom pokud > a, konverguje, pak Y. b, konverguje; a pokud naopak Y. b, diverguje, pak i > ay,

k=1 k=1 k=1 k=1
diverguje.

Dtikaz: Druhou ¢&4st tvrzeni (o divergenci) dokazovat nebudeme, nebot jde o obménu (pojem z logiky)
tvrzeni prvniho, jelikoz vime, ze pro fady s nezdpornymi ¢leny mohou dle véty (4) nastat pouze dvé
vzéjemné se vyluéujici moznosti: bud fada konverguje, nebo diverguje (oscilace nenastava).
n n
Necht tedy plati 1, pak s¢itanim p¥islusnych vyrazt dostdvdme pro kazdé n pfirozené, ze: > ap > Y. by.
o - k=1 k=1
Limitni pFechod v nerovnosti poskytne: > a, > Y. by, jelikoz vime, Ze limity v R* existuji. Dale vime
k=1 k=1

oo

(dle pfedpokladu o konvergenci fady s €leny a,), ze oo > Y. a,. Ve spojeni s pfedchozi nerovnosti
k=1

dostavame, ze fada s ¢leny b, konverguje.

Necht plati nerovnost z podminky 2 pro n + 1,n, ..., 1 pfirozena. Znasobme v8echny tyto nerovnosti pro
vySe uvedené indexy. Dostdvame

Gp41  Gn as > bn+1 by b_2
an  Gp-—1 ap bn bn—l bl
b [ee]
Po vykriceni (a; # 0) dostaneme: a:;% > ';)—1“, ¢imz zjistime:ap 1 > g_ll.bn_l,_]_. Pokud p ay, konverguje,
4:1
oo
pak dle predchoziho odstavce konverguje i > ‘;—;.ka (zfejmé je i tato fada dle predpokladu fadou s

k=1
nezdpornymi ¢leny). Dle véty (3) ad 2., kde klademe A = %, dostavame jiz pozadované tvrzeni.

Poznamka: Pfipomindme, ze véta (5) pojedndva pouze o faddch s nezdpornymi ¢leny, a to i v piipadé
podminky 1. Uréete, kde byl tento pifedpoklad (mléky) v dikazu pouzit!

oy .. v vy v 1 . s . v v s 1 1 ) «
Cviceni: Dokazte, Ze fada s cleny -7 konverguje. Navod: ukazte, Ze plati ;7 < =Ty Poté rozlozte
9 e 212 9 4 1 1 1 . v ¥ . i s ¥ .
na ”parcialni zlomky” vyraz P = T " n @ ukaZte, Ze tato fada konverguje (s¢itejte ¢leny na prvé
strané vySe uvedené rovnosti - piislusné se odectou), tim jste v8ak dle srovndvaciho kriteria ukazali, ze
o0
konverguje i fada Y. 2.
k=1

Véta 6: Cauchyovo nelimitni odmocninové kriterium

(o]

1. (3¢ € (0,1))(Vn € N)(/an, < q) = (Y an) je konvergentni.
k=1

2. Jestlize existuje nekone¢né mnoho ¢leni a,, ze /a, > 1, pak fada diverguje.
Dutikaz: Prvni ¢ast véty: necht takové q € (0,1) existuje, tj. pro kazdé pfirozené n plati: a, < ¢", avSak

oC
my jiz vime (viz ivodni pifklad), Ze p¥isluiné fada (geometrickd) 3 ¢* konverguje, ¢im# je splnéna 1.
k=1
podminka véty (5), s jejiz pomoci dostdvime pozadované.
Druhé ¢ast tvrzeni plyne snadno z véty (1) — ma-li byt nekoneéné mnoho ¢lent a, > 1, nemize byt
lim a, = 0, tedy fada nekonverguje (a dle (4) tim padem diverguje).
n—oo

Véta 7: d’Alembertovo nelimitni podilové kriterium



Obr. 1: K souvislosti sou¢tu fady a nevlastniho integralu — odhad integralu pomoci horniho a dolniho
souctu

1. (3¢ € (0,1))(Vn € N)(*2£ < q) = }° a, konverguje.
k=1

2. (neN) (22 >1) = LZ:I ay,, diverguje.

Dukaz: Predpokladejme platnost prvni nerovnosti a prepisme ji ve tvar: M <L Pouzuerne-h opét
srovnavaci kriterium, dostaneme pozadované tvrzeni, jelikoz vime, ze geometrlcka rada s kvocientem
q € (0,1) konverguje.

Druhd ¢ast opét plyne trividlné z (1) — zfejmé musi platit a,, > a1 > 0, a tedy nli_}mm an > ay > 0.

Dalsi kriterium svazuje integral a pojem sc¢itani, véc kterd je ndm intuitivné velice blizka, je vSak potifeba
ji dodat nezbytné presnosti.
Véta 8: Integralni kriterium

(o]
Necht f je spojité, kladnd a nerostouci na (0,00), pak Y. f(k) konverguje, pravé kdyz konverguje (tj.
existuje a je redlny) zobecnény Riemanntv integral floo f(z) dz.

Dukaz: Tvrzeni véty je intuitivné velmi nézorné (viz obrazky). Formélni dilkkaz vypada takto: f je
nerostouci a spojita, proto pro kazdé prirozené m plati:

m+1
f(m) > / f@t) dt > f(m + 1), coz seteno pies m = 1,...,n dava

n

n n m—+1 n+1 n
S fm) > 2/ £(8) dtz/l [ dt> S fm+1) = f+ 1) - f(1)+ S fm).

m=1

Z predchozi kapitoly vime ze spojitost f postacuje k existenci Riemannova integralu. Protoze na R je
f(x) > 0, funkce F(n fl ) dt je rostouci, a tedy existuje hm F(n). Otazkou je, zda vlastni ¢i

nevlastni. Pouzueme—h pro poslednl uvedenou nerovnost limitniho prechodu dostaneme:

1. Je-li fada ) f(k) konvergentni, je piislusny integral floo f(z) dz mensi nez jeji soudet, tudiz ko-
neéné ¢islo (_tJ konverguje).

2. Je-li integral ) dz konvergentni, je diky druhé ¢asti nerovnosti, souéet fady mensi nez hod-
g 1 g

nota integralu, a tudiz i fada Z f (k) konverguje.
k=1

Véta 9: Raabeovo kriterium

o0
Pokud lim (aa:—l — 1) -n > 1, pak > a; konverguje.
" k=1
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[ee]
Pokud lim ( Gn_ _ 1) -n < 1, pak > a; diverguje.
k=1

Dukaz: Plyne ze srovnani s harmonickou fadou viz napi. V. Jarnik: Diferencialni pocet II., Academia,
Praha 1984, str. 115, kde je uvedeno v nelimitni podobé.

Dokazme jednoduchy disledek Raabeova kriteria.
Véta 10: Gaussovo kriterium
Necht existuji p,q € R,e € RT takové, Ze pro kazdé n pfirozené plati

an q 128
_p+ﬁ nl+e’

Gp+1

kde t,, je omezena posloupnost redlnych cisel. Pak plati nasledujici implikace:
(o]

1. p>1= > a; konverguje.
k=1

2. p<1= 3 a; diverguje.
k=1

3. (p=1Ag>1)= 3 a; konverguje.
k=1

oc
4. (p=1Ag<1)= > a; diverguje.
k=1
Duikaz: Dokazeme pouze implikaci ¢islo 3, ostatni analogicky pfimym dosazenim do Raabeova kriteria.

limn.(Z2- —1) =lim (n 4+ ¢+ L —p) > 1, &m# je dikaz proveden.

Poznamka: Vsechna tato kriteria pozaduji, aby néjaky vyrok byl splnén pro vSechna prirozend ¢isla
(pro vSechny ¢leny fady). Jak jsme jiz zminili, konvergence je nezavisla na hodnoté kone¢ného poctu
¢lend, coz (pro N) znamend, Ze staci, aby existovalo néjaké ng pfirozené, Ze pro viechna n > ng vyroky,
jejichz platnost se pozaduje, plati. Pravé z vySe uvedeného diivodu maji kriteria své limitni protéjsky:

Véta 11: Limitni Cauchyovo odmocninové kriterium

™8

1. (lim /@, #1) = (

ay) je konvergentni.

k=1

2. Jestlize lim {/a,, > 1, pak fada diverguje.

Véta 12: Limitni d’Alembertovo podilové kriterium

1. (3¢ € (0,1))(Vn € N)(*2 > ¢) = > a, konverguje.
" k=1

2. (Vn € N)(*=2£ > 1) = Yk = 1™a, konverguje.
Véta 13: Limitni srovnavaci kriterium

Budte an, b, kladné pro kazdé n piirozené. Necht existuje ¢ € (0,+00), Ze lim(3>) = g, pak je fada
S~k = 0%ay, konvergentni, pravé tehdy kdyz je konvergentni Y k = 0™ b.

Raabeovo kriterium v nelimitni podobé si jisté kazdy sestavi sam.
Poznamka: Zakladem dikazt limitnich variant je ivaha

lim a, <1=3Ing e N;Vne N,n>ng:a, <1.

n— oo

Déle si uz jen uvédomime, Ze konvergence fady (na rozdil od sou¢tu) nezavis{ na koneéném poctu ¢lentd
(zde prvnich ng ¢lenech).



Nezapomenme v8ak, ze pokud néktera limita neexistuje, nemizeme z prislusného limitniho kriteria u¢init
zadny zavér.

Zminme se navic o "hierarchii” kriterii. Vychozi vétou pro dalsi tvrzeni byla véta 5 - srovnavaci
kriterium. Raabeovo kriterium je silnéj$i nez kriterium d’Alembertovo, tim minim: Lze-li konvergenci
zjistit d’Alembertovym, pak ji 1ze zjistit i Raabeovym kriteriem a zaroven existuje fada, jejiz konvergenci
lze zjistit Raabeovym kriteriem, nikoliv vS8ak kriteriem d’Alembertovym - viz v. Jarnik: Diferencilni
pocet II., Academia, Praha 1984, s. 116. Limitni varianty jsou slabsi nez pfislusné nelimitni, pokud v
téchto nahradime vyraz: (Vn € N) vyrazem (Ing € N)(Vn > ng).

§2. Absolutné konvergentni rady

Definice 2: Absolutni konvergence, neabsolutni konvergence

oo oo
Rekneme, ze fada Y a; (a; € C) je absolutné konvergentni, pokud fada 3 |a;| konverguje; neabsolutné
i=1 i=1

(o] (o]
konvergentni, pokud konverguje > a;, ale fada > |a;| diverguje.
i=1 i=1
- o0
Poznamka: Rada Y a; miize konvergovat (absolutné nebo neabsolutné), divergovat nebo oscilovat;
=1
oo 2
zatimco fada > |a;| miZze pouze konvergovat nebo divergovat, nebot je tvofena nezdpornymi (tedy i
i=1
redlnymi) ¢leny.
Véta 14: Souvislost konvergence a absolutni konvergence

o0
Pokud je fada Y a; absolutné konvergentni je i konvergentni.
i=1

Dukaz: Dle Bolzano-Cauchyho podminky, pouZité na fadu absolutnich hodnot, plati:

n—+p

> Jail

i=n

Ve >0:3ng;Vn>ng:Vp>1: <e

K tomu, aby rada konvergovala, je nutné a staci, aby byla splnéna Bolzano-Cauchyho podminka:

n+p
Ve >0:3dng;Vn>mng:Vp>1: Zai <e
i=n
Zvolim-li pro dané e ng tak, aby platilo:
n+p
VYn>ng:Vp>1: Z|ai| <e
i=n
Podle trojihelnikové nerovnosti bude téz platit:
n+p
VYn>mng:Vp>1: Zai <e
i=n

oo
Bolzano-Cauchyho podminka je tedy pro fadu 3 a; splnéna a rada konverguje.
i=1

(o]
Priklad: Pro kterd z € C fada ) Z; konverguje?
n=0

|z

n!

I n

v3ak dle d’Alembertova kritéria

[ee]
Budeme nejprve vySetfovat absolutni konevrgenci fady. Rada >
n=0



N\

1 2 3 45

Obr. 2: Pfeéislovani fady pro exp(z1) exp(z2).

konverguje pro v8echna |z| > 0, nebot:

|z["+! n! N F
im —— = lim =0
n—00 (n+1)'|z|n n—oon + 1

Puvodni fada tedy konverguje pro vsechna z € C.

Cviceni: Vysetfete konvergenci pro z € C fady Z 7 a fady Z
n=0 n=

(—1)nz2ntl
2 1)!
X ez

Véta 15:
Exponenciala je jedina funkce spliujici nasledujici body:

1.
2.
3

4.
5.

6.

Poznamka: Z bodi 1 a 3 vyplyva: Vz € C:exp(—z) =

YV 21,20 € C:exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2)

Vz,y € R:exp(z +iy) = exp(z)(cosy + isiny)

. exp(0) =1

VreR: (exp(z)) =exp(x)
H(exp) = (0, +00), exponenciéla je prostd a rostouci funkce

Vae R, pge N:exp(£lna) = YaP

1
exp(z)”

Poznamka: Z bodu 5 vyplyva existence inverzni funkce (In z).

Poznamka: Lze téz definovat mocninné funkce pro zéklad a # e, a > 0 predpisem a’® = exp(blna).
Poznamka: Exponencidla je homomorfismus mezi groupou (R, +) a (R™,.).
Drikaz:
oo Lk o 1 0 Lkl o n 0 L
L. exp(z1) exp(z2) = | > T > T = > e = Z Z (n— k)'k' = 2 E(zl + 22)" =
k=0 =0 k=0,l=0 n=0 k=0 n=0

exp(z1 + 22). Klicovym krokem bylo precislovani séitané fady (zdména poradi s¢itancil) — v soucinu
se vyskytuji v8echny ¢leny aiby, k,l € N, otdzkou je, v jakém poradi je s¢itat. Na obrazku predsta-
vuji body o soufadnicich (k,1) séitance ayb;; misto abychom je séitali ,,po fadcich (pfip. sloupcich),
s¢itame je po sikmych tseckach. Ze jsme k tomuto kroku opravnéni, ukidzeme v nasledujicim.
Vnitini sumu pies k jsme odstranili s vyuzitim binomické véty.

2n 2n X j2ntlg2ntl

o0
. Podle 1 sta¢i ukazat exp(iz) = isinz+cosz. Ale exp(iz) = > (”) Z Gor T Z e
n=0

n=0

cosT +isine

Plyne z 1, nebot 0 # exp(0) = exp(0 + 0) = exp(0) exp(0) = (exp(0))?, piipadné piimo z definice
exponencialy.



-

Obr. 3: Bijekce N — N2.

By gnn
4. Nejprve ukazme lim PG = 1. Zkoumejme lim (220Ut — 1) = Jim (HEEr=l — ) <
h—0 _1h—)0 h—0
lim |l (1+|hl+ ...+ |h|"7?) = lim |h|% = 0. Samotné tvrzeni se poté dokdze pouzitim 1:
), —> ) —>

(exp(z))’ = ’1113}) w = exp(x) AE&) %ﬂ = exp(z)
5. Domaci cvieni — navod: Zkoumejte limity v krajnich bodech.

6. Stati ovéfit, ze plati: (exp(£1na))? = aP. Postupujme nésledovné: (exp(£1na))? = exp(¢®Ina) =
exp(plna) = aP

63. Prerovnavani rad a jejich nasobeni

Poznamka: Necht M je mnoZina a a,, € C,m € M. Necht déle je ¢ bijekce N na M. Zajima mé&, kdy

S ap = %O: Ay (n), Nezavisi na volbé .
meM n=1
Definice 3: Spoéetna mnoZina
Rekneme, 7e M je spocetnd, pokud 3 ¢ C N x M, ¢ je bijekee.
Rekneme, ze M je koneéné, pokud 3 ¢ C N,,, x M, ¢ je bijekce, kde N,, = {n € N;n < m}.
Rekneme, 7e M je nespocetnd, pokud M neni spocetnd ani kone¢na.

Priklad: R, C a R" jsou nespocetné (dikaz lze najit v Kopackové Matematice pro fyziky I). N x N je
spoCetnd mnozina — v tomto pripadé budeme bijekci konstruovat takto:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pNoN @b gy o) (1) 3.1 22 1L3) @) 3.2 (23 (L4)

Systém bijekce je zndzornén v grafu N x N (body roviny se soufadnicemi (z,y),z,y € N ocislované
pfirozenymi Gisly) — viz obrazek. Toto ¢ muZeme vyuZzit i pro konstrukci bijekce mezi Q a N (¢imz
ukézeme, Ze racionélnich &sel ,je stejné“! jako piirozenych) — mezi N x N a Q bijekce zfejmé existuje
(jak se vyrovnate se zobrazenim N — 7Z7?). Je jen t¥eba si uvédomit, ze napt. body (1, 1) a (2, 2) oéislujeme
riiznymi prirozenymi ¢isly, i kdy% jim prifadime stejnd raciondlni &sla (+ = 2).

Definice 4: Pferovnani rady

o0 o0
Necht a, € C je posloupnost ¢isel, ¢ : N = N je bijekce, pak } b, = ) a,(n) Dazveme pierovninim
n=0 n=0

o0
fady > ap.

n=0
Véta 16: Prerovnavani absolutné konvergentnich rad

o0
Jestlize fada Y. a, konverguje absolutné, pak jeji pferovndni konverguje také absolutné a hodnoty, k
n=0

LJsou-li mnoziny A, B kone¢né, pak z existence bijekce mezi nimi plyne, e maji stejny pocet prvki. Toto tvrzeni (zatim
intuitivng) zobechujeme i pro nekonené mnoZiny.



nimz tyto fady konverguji se rovnaji.

Dikaz: Nejprve dokazme absolutni konvergenci pierovnani a,, = by (y). Chei ukdzat 3 C € R;Vn € N:

n n m
> |bx| < C, o posloupnosti a,, to vim. Necht m = max{p(k),k < n}, potom } |aym| < Y |ax| < C,
k=0 k=0 k=0

coz se mélo ukazat.
o0

Pro shodnost obou hodnot staci ukdzat, ze plati: Y. (b — ay) = 0. Zkoumejme, zda lze n&jak omezit
k=0
Castefné soucty této rady. Z absolutni konvergence fad s a, a b, vyplyva (pies Bolzano-Cauchyovu

Na+p

podminku): Ve >0:3ny,Vp N Y |ay| < §, podobné pro ny. Zvolim-li ng = max(n,, ns), budu moci
NnN=nNq

omezit vSechny soucty podle trojihelnikové nerovnosti:

no+p no+p no+p
S o(ar—be)| < D lal+ D |kl <eVpeN. (1)
k=no+1 k=no+1 k=no+1

Takto vSak potfebujeme omezit ¢astecné soucty pro k od jedné. Volme n; = km<a,x{g0(k), @ H(k)}; tvrdim,
Sno

ze pak
ni ni ni
Sk —ar)| < D awl+ D bl (2)
k=1 k=no+1 k=no+1
Vskutku: podminka pro n; mi zarudila, ze se v sumé nalevo budou ke vSem ay, ..., a,, vyskytovat jejich
sprerovnané” protéjsky v fade by, tj. by(1), - - -, by(no), které se s nimi odectou, ¢imz v sumé zbudou z fady
ar, pouze Cleny s indexem ng + 1 a vys$sim. Stejné mam ale zaruceno, ze i ke ¢lentim by, ..., b,, budou
existovat prot&jsky ap-1(1),...,0,-1(n,) v fadé se ¢leny ag. V sumé nalevo se tedy budou vyskytovat

pouze Cleny ay, i by s indexy vétsimi neZ ng (a moZné je$té ne vSechny). Vztah (2) pak jiz dostavame z
trojahelnikové nerovnosti.
Z Bolzano-Cauchyovy podminky (viz vy$e) pro p = n1 —ng — 1 pak mame

- e €
— < = P —
> bk —ar)| < 5T5=6
k=1
coz secteno s (1) dava
ni no+p no+p
2e > Z(bk_ak) + Z (ar, —br)| > Z(ak—bk) ,VpeN,
k=1 k=no+1 k=1

nebot jisté ny > no (sumy na sebe bud tésné navazuji, nebo se dokonce prekryvaji). Pro kazdé € > 0 jsme
oo

tedy nalezli zpiisob, jak omezit vSechny ¢dsteéné soucty ¢islem 2 — to ale znamend, ze Y (ay —bg) = 0,
k=1
coz bylo dokazati.

Definice 5: Rady s prvky ,,oéislovanymi* jinak neZ p¥irozenymi &isly

Necht M je spocetnid mnozina. Rekneme, Ze Y. a,,, kde a,, € C, je absolutné konvergentni, pokud
meM

existuje bijekce ¢ : N = M takova, ze ) |a,(;)| konverguje. Pak definujeme } a,, jako ) ag(;-
i=1 meM i=1

Poznamka: Minuld véta zajistuje korektnost definice - tzn., Ze hodnota Y. a,, nezdvisi na volbé& ¢.
meM

Poznamka: Speciilné lze seéist absolutné konvergentni fadu >, a,, pro M = N, kde n € N.

meM
Véta 17: Konvergence soudinu fad
o0 o0 oc
Necht fady > am a Y. b, konverguji absolutné, potom fada Y.  a;,b, konverguje absolutné a plati:
m=1 n=1 m=1,n=1



Obr. 4: Ocislovani ¢lent soucinu dvou rad
o0 o0 o0
S amby =1 Y am > ba ).
m=1,n=1 m=1 n=1

Duikaz: Nejprve chei dokazat absolutni konvergenci. Necht ¢ : N — N2, tj. n — (p1(n), ¢2(n)), pred-
pisem @1(n) = i,p2(n) = j =>n = (G —-1)2+j,proi > j,n=35>—i+1proi < j. ,Obchdzim

o0
po okraji Ctverce® — viz obrazek. Zajima mé, zda konverguje ) |ag,(n)bp,(n)| Oznacim posloupnost
n=1

no
¢asteénych souCtll sp, = D |Gy, (n)Dys(n)|, tato posloupnost je monoténni, staci ukdzat tedy, Ze je ome-
n=1

77.2 n n (o] o0
zené. Pro ng = n?, kde n € N, plati: s,2 = > |ag, (i)bpo()] < 2 lail 210l < D las| 3 |bi], tedy Fada
i=1 =1 =1 i=1 =1

oo
> amby, konverguje absolutné.
m=1,n=1
o0 [ee] o0
Nyni chci dokézat rovnost: >oapb, = (Z am> (Z bn> Tedy: lim s, = lim s,2 =
m=1,n=1 m=1 n=1 n—oo n—oo

n n n n
lim (Z a; Y, bi> = < lim 3 ai> ( lim bi> Coz se mélo ukazat. Prvni rovnost je opravnéna dle

véty o limité podposloupnosti konvergentni posloupnosti.

Poznamka: S vyuzitim predchozi véty mizeme provést presny dikaz véty o exponenciale, bod prvni.

6.3 Stejnomérna konvergence

Definice 6: bodova a stejnomérna konvergence
Bud M mnozina. Necht ¢, (z), n € N je posloupnost funkci definovanych na M.
e Rekneme, ze ¢, (x) konverguje bodové k o(z), pravé kdyz

Ve>0 Ve eM 3Tng Yn>ng |en(x)—pl)|<e
Piseme ¢, () R o(x).
e Rekneme, 7ze ¢, (x) konverguje stejnomeérné k o(z), pravé kdyz

Ve>0 3dng Ve eM Vn>ng Jpn(x)—p(@)| <e

M
Piseme ¢, (z) = p(z).

Bud v, (x) posloupnost funkci na M.

e Rekneme, 7e nekone¢nd fada Y v, (x) konverguje bodové k S(z), pravé kdyz pro S, (z) = Z vp ()
T T

plati S, (z) ! S(z)

10



Obr. 5: Posloupnost funkci f,(z) = 2™ na (0,1) a jeji limita

00 M
e Rekneme, ze Y v, () konverguje stejnomérné k S(x), pravé kdyz S, (z) = S(z).
1

Priklad: Uvazujme posloupnost funkci f,(z) = 2™ na intervalu I = (0,1). VSechny tyto funkce (viz
obrazek) maji grafy zacinajici v bodé [0,0] a konéici v bodé [1,1], pficemZ krajni body do zkoumané
mnoziny nepatii. S rostoucim n je graf 2" stale prohnutéjsi a stéle vice se blizi bodu [1,0]. Snadno na-
hlédneme, 7e dané posloupnost bodové konverguje ke konstantni funkci f(z) =0, =z € (0,1), pro kazdé
x z tohoto intervalu tvorf hodnoty f,(z) geometrickou posloupnost, kterd mé pii kvocientu |z| < 1 limitu
nula.

Jak je tomu se stejnomérnou konvergenci? KdyZ si poraddné prohlédneme definice bodové a stejnomérné
konvergence, sezname, ze se lisi pouze poradim kvantifikitortt — kvantifikator Vz je u stejnomérné kon-
vergence ,,vsunut vice do definice“. Jinymi slovy, € musime zvolit dfive nez x a musi tudiz vyhovovat na
celé mnoziné. Pokud si nakreslite graf funkce, k niz se ma posloupnost limitné blizit a kolem této funkce

Y7y

pas o polositce g, zjistite, ze definice neznamend nic jiného, nez Ze od jistého indexu ng musi mit vSechny

Vv 2

funkce s vyssim indexem graf cely uvniti tohoto pasu.

V naSem konkrétnim p¥ipadé je z této geometrické predstavy patrné, ze f,(z) nekonverguje stejnomérné
k funkci f(x) = 0. Pro libovolné ¢ < 1 grafy funkci v okoli jedni¢ky vzrostou nad ¢ a tedy vyskodi z
prislusného pasu kolem nuly. Vzapéti dokazeme vétu, kterou tento postup zpresnime a zobecnime.

Poznamka:

M
1. Jestlize pn(z) = o(z), pak v, (x) M (). Toto tvrzenicko se stane ziejmym, uvazime-li, ze pokud
pro kazdé e dokdzeme najit univerzalni index ng, od néhoz uz se pro vSechna x zadné f,(z) nelisi
od f(x) o vice nez e, tim spige ho najdeme pro kazdé = jednotlivé.

M; M;
2. Necht ¢, (z) = ¢(z) plati pro kazdy index od 1 do n. Pak ¢,(z) = ¢(z). Toto tvrzeni je opét

velmi jednoduché — pokud mame zadéno € a jsme k nému schopni najit na kazdé M; odpovidajici
n

noi, pak na sjednoceni | J M; staci vzit za ny maximum z téchto ¢isel. Pozor, tvrzeni plati pouze pro
1

konec¢né sjednoceni.

3. Ze stejné tvahy plyne také, ze pro M konecnou ztraci pojem stejnomérné konvergence svou zaji-
M
mavost, nebof ¢, (2) % p(z) <=  n(z) = o(x)
M/

M
4. Je-li M' C M, pak pn(z) = p(z) = ¢n(z) = o(z).

Véta 18: Ekvivalentni podminka pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

Necht ¢, (z) je posloupnost funkci ¢, : M — C, ¢, (z) ! ©(z). Oznaéme o, = sup |p,(x) — p(x)|. Pak
zeM

M
on(z) 3 p(z) <= lime,=0

11



Diikaz: RozepiSme obé strany dokazované ekvivalence v ¢ — § formalismu:
Ve>0 3dng Yn>ng Ve eM |pn(x)—p(z)]<e
Ve>0 dng Vn>ng sup lean(z) —p(x)] <e
zeM
Pokud pro libovolnou funkei f(z) definovanou na M (napiiklad |¢,(z) — ¢(z)|) plati sup f(z) < e, pak
xeEM

z definice suprema Vo € M f(z) < sup f(z) < . Opacénd implikace je stejné jednoduché. Pokud pro
zeM

kazdé x je f(x) mensi nez e, pak supremum musi byt mensi nebo rovno nez . Tim je véta dokazana,
nebot v definici limity neni samoziejmé podstatné, zda je prislusnd funkce mensi ¢ mensi nebo rovna nez
e (viz kapitola o limitach).

Priklad: Nyni miizeme snadno zdivodnit, pro¢ posloupnost z" nekonverguje stejnomérné na (0,1).

Plati totiz sup |z™ — 0] = 1. O néco obtiZznéjsi je vySetfit stejnomérnou konvergenci posloupnosti
z€(0,1)
fn(z) = 13555z pro z redlné. Snadno ovéiime, zZe tato posloupnost bodové konverguje ke konstantni

funkci f(z) = 0. Funkce |f,(z) — 0] je sudd, takZe se mizeme omezit jen na > 0. Chceme hledat
sup(fn(z) — 0) a pouzijeme k tomu standardnich prostiedkd pro vySetfovani pribéhu funkce, jmenovité
pro hledani globalnich extrém.

Limita funkce 7255 v +oo je rovna nule, stejné jako funkéni hodnota v bodé 0. Derivace f () =

n(1+n2w2)—2n2xnw _ 1—n222 . “ . . « 1 v s
et = Nz e viude definovand a nulovd v bodé z, = o Funk¢ni hodnota v tomto

bodé je f(z.) = 1/2 a jednd se tedy o maximum a supremum na intervalu (0,1). Dand posloupnost
nekonverguje stejnomeérné.

Véta 19: Nutna podminka pro stejnomérnou konvergenci fady funkci

00 M
Necht fada komplexnich funkci Y v, (z) konverguje stejnomérné na M. Pak v,(z) = 0.
1

oc
Dukaz: Oznacme soulet fady Y v,(z) = S(z) a jeji Castetné souéty S,(z). Rada je stejnomérné
1

konvergentni, takze
Ve>0 3ng Vn>ng VeeM |S(x) - Sn1(z)| < g 1S () — S()| < %
Podle trojahelnikové nerovnosti pak plati
lun () = 0 = |Sn(2) = Sn-1(2)] < [Sn(z) = S(@)| +|S(2) = Sn-1(2)] <,
¢éimz je véta dokazana.
Véta 20: Bolzano-Cauchyova podminka pro f‘oa;dy

o0
Bud Y v, (z) fada komplexnich funkci na M. Pak > v,(z) je stejnomérné konvergentni, pravé kdyz
1 1

n+p

Z v ()

n+1

YVe>0 3ng Vn>ny VpeN VaelM <e

Dukaz: —: Pokud posloupnost S, (z) ¢asteénych souctli stejnomérné konverguje k S(z), pak podle
nami dokdzané véty pro n vétsi nez néjaké ng je sup|S,(z) — S(z)| < 5. Odtud z vlastnosti suprema a
trojuhelnikové nerovnosti plyne pro m,n > ng

sup [Spm () = Sn(@)] < sup(|Sm(z) — S(@)| +S(z) — Sn(2)]) <

< sup [Sm () — S(2)| + sup |Sn(z) — S(z)| <e.

12



n+p

2 wn(®)

n+1

PakaleVx € M |Sp(z) — Sp(z)| < e. Oznac¢ime-li m—n = p, potom = |Sm(z) — Sp(z)] < e.

<: Predpoklady si mtizeme piepsat do tvaru
YVe<0 3dng Vm,n>ng VYeeM |Sn(z)—Si(z)]<e

7 Bolzano-Cauchyho podminky pro ¢iselné posloupnosti je jasné, Ze pokud pro uréité xo a m,n > ng je
|Sm(z0) — Sp(zo)| mensi nez e, pak posloupnost S, (zo) konverguje k néjakému S(zg). ProtoZe toto plati
pro vechna x = zg z vy$etfované mnoziny, mé posloupnost S, (z) bodovou limitu, kterou oznacime S(z).
Z predpokladt plyne tvrzeni

sup Sy (z) — inf S,(z) <e < 2e.

m>ng n>no
Protoze posloupnost S, (z) mé limitu a ta nutné lezi mezi supremem a infimem této posloupnosti, lze

toto prepsat na
sup Sp(z) —S(x) <2 A S(z)— inf S,(z) < 2e

m>ng n>no

Vsechny hodnoty S, (z), n > ng nalezi intervalu ( inf S,,(z), sup S,(z)), tudiz plati

n>no n>ng
Yn>ng Sp(z)—S(x) <2 A Sxz)—Sp(z) <2
éili
Ve<0 3ng Vn>ng VeeM |Sy(z)—S(x) <2
v ¢emz poznavame definici stejnomérné konvergence.

Véta 21: Welierstrassova
o0 [ee}

Uvazujme Y v, (z) € C, S wy,(z) € Ry dvé fady funkei definovanych na mnozniné M. Necht pro kazdé
1 1

(o] (o]
n plati v, (z)] < wy(x) a necht Y wy(z) konverguje stejnomérné na M. Pak > v, (z) konverguje stejno-
1 1

(o] o0
mérné na M a > |v,(z)] < Y wy(2).
[ [

o0
Dukaz: Z Bolzano-Cauchyovy podminky. ProtoZe fada Y w,(z) je nezdpornd a stejnomérné konver-
1

gentni, plati podle definice

n+p
YVe>0 3ng Vn>ny VpeN VaelM an(x)<€
n+1
Odtud pomoci trojihelnikové nerovnosti
n+p n+p n+p
D oa(@)]| <Y foa(@)] <Y wala) <e
n+1 n+1 n+1

o0 o0 o0
plyne stejnomérné konvergence Y v, (x). Nerovnost > v, ()| < > wy () je trividlnim disledkem nerov-
1 1 1

nosti mezi ¢asteénymi soucty.
Poznamka:

(o]
1. Rada Y wy,(z) byva nékdy nazyvina majorantni fada.
1

2. Casto je vyhodné pievést problém tykajici se fad funkci na problém é&iselnych fad. V souvislosti

oC
s Weierstrassovou vétou se uzivd fada suprem ptivodni nebo majorantni fady . o,, kde ¢, =
1

sup |vy, ()| respektive o, = sup wy,(z). Je dilezité si uvédomit, ze véta plati jen jednim smérem a
zeEM zeM

(o] (o]
neni tedy mozné z divergence fady > o, délat jakékoli zavéry ohledné fady > wy(z).
1 1
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Obr. 6: Posloupnost funkci f,,(z) = arctgnz na R.

Priklad:
1. VySetfme stejnomérnou konvergenci funkce f,(x) = arctgnz na intervalu (d, 00), pro ¢ kladné. Pro

x pevné roste argument s n nade viechny meze a limita f,(z) je tudiz rovna 7. Hledejme o, =

sup |§ - fn(w)| Tato funkce je kladna na celém vySetfovaném intervalu, mizeme tedy odstranit
,00

absolutni hodnotu. Derivace f,(z) je rovna —17n7oz a Je tudiz vSude na redlné ose nenulova.

Supremum se nachédzi v krajnim bodé o, = § — arctgnd. Tento vyraz jde pro kladné ¢ k nule a

zadané posloupnost tedy konverguje stejnomérné na (4, 00). Toto tvrzeni zjevné nelze rozsifit na

interval (0, 00), protoze tam uz je o, = 7.

(o]
. Mé&jme fadu Y 1+n+z2 pro x kladna. Jeji bodovou konvergenci zjistime snadno — staci uvazit, ze
1

T < 1 1
1+n222 "z n?
a rada tvorend pravymi stranami této nerovnosti pro kazdé x konverguje.
Na stejnomérnou konvergenci zkusime aplikovat Weierstrassovu vétu. Zkusime majorizovat jednot-
livé v,(x) co nejmensimi konstantnimi funkcemi, abychom mohli vyuzit nds§ aparit pro praci s
Ciselnymi radami. Takové funkce jsou samoziejmé funkce o, = sup ‘H—;fqg ‘ Limity v, (z) v nule
(0,00)
1—n2a?
+n2a2)?
existuje viude a je nulovd v bodé # = 1. Funkéni hodnoty a, = v,(L) = 5= tvorf divergentni fadu.

a nekonecnu jsou nulové, supremum tedy lezi nékde uvniti intervalu. Derivace v),(z) =

o0

To samoziejmé neznamend, ze i Y v, (z) diverguje, jen to, Ze neni majorizovatelnd konstantnimi
1

funkcemi.

Nabyli jsme ale podezfeni, ze by zkoumand fada stejnomérné konvergovat nemusela. Zkusime ho
ovéfit pres Bolzano-Cauchyovu podminku. Jeji negace zni: Rada nekonverguje stejnomérné pravé

kdyz
n+p

Z v ()

n+1

>0 Vng In>ng IpeN Iz >

Mame zde nékolik existenc¢nich kvantifikdatort, takZe budeme hledat co nejvhodnéjsi volbu n,p a x
pri daném ng. Zvolme n = p = ng. Pak plati

2n0

z > o - x
Z 2,2 = 2.2
n0+11—|—k x 1+ 4dnge

kde jsme kazdy ¢len souc¢tu nahradili minimem vSech Clent. Zde je jiz nabiledni, Zze volba z = %

davé pro vyraz na pravé strané hodnotu % a tudiz

n+p

Z vi(z)

n+1

>€

1
Elezg Vng In=neg Ip=mne Iz
(o]
coz znamena, ze Y v, (x) nekonverguje stejnomérné na zkoumaném intervalu.
1
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Obr. 7: Posloupnost funkci fy,(z) = z/(1 + n’2?) na R.

Meéjme posloupnost funkci ¢, (x) M p(x). Jaké podminky musime na tyto funkce naklast, aby byla jejich
limita spojita funkce? Staci, kdyz budou vSechny spojité? Evidentné ne, jak ukazuje priklad posloupnosti
z". Odpovéd na tuto otdzku dévaji nasledujici véty:
Véta 22: O limitnim chovani posloupnosti funkci (zdména sumy a limity)
Necht ¢, (x) je posloupnost komplexnich funkei na intervalu (a, b), kterd stejnomérné konverguje k ¢(z),
necht Vn existuje lim ¢, (x) = ¢,. Pak
1. existuje lim“¢, =c
n—oc
2. existuje lim ¢(z) a rovnd se ¢
z—b—
Drikaz:
1. Pouzijeme Bolzano-Cauchyho podminku a definici limity. Stejnomérné konvergence ¢, (z) je ekvi-

valentni s
Ve >0 3dng Vm,n>ng Vz € (a,b) |on(z)—pm(@) <e

K tomuto € mtzeme najit U*~ (b), ze pro vSechna x z tohoto okoli je |¢n(x) — cu| 1 |om(z) — em|
mensi nez . Potom
len = em| <len = @n(@)] + |on(®) — @m(@)] + |om(2) — em| < 3¢
coz ndm dava Bolzano-Cauchyho podminku pro posloupnost ¢, a tudiZ limita existuje?.
2. 7 definice limity vim, ze Ve >0 In; n>n; |c, — <e.
Dale ze stejnomérné konvergence ¢, (x) plyne, ze k tomuto ¢ existuje ny tak, ze Vn > ny Va €
(a,b) |on(z) —p(a)] <e
Zvolim nyni n > max{ni,ns} a pak takové redukované okoli U*~(b), Ze pro vSechna z z tohoto
intervalu je |pn(x) — cp| < €.

Pak podle trojihelnikové nerovnosti plati na tomto okoli
lp(z) — ¢ < lp(@) — on(@)] + [on(@) = cnl +lcn —c| < 3e
v ¢emZ poznavame definici limity ¢(z) v bodé b zleva.

Véta 23: O limitnim chovani fad funkci
Necht > v, (z) je fada komplexnich funkci definovanych na (a,b), kterd stejnomérné konverguje k S(x)
1

na tomto interyalu. Necht pro kazdé n existuje hr}} vp(x) = ¢p. Pak

1. existuje > ¢, =c¢ o

1
2. lim S(x) existuje a rovna se ¢
r—b—

Dukaz: Plyne z predchozi véty aplikované na posloupnost ¢astecnych soucta. Ovérte si sami platnost
vSech predpokladii.

Véta 24: O spojitosti limity posloupnosti a soué¢tu rady
Bud I interval.

2Na nerovnost |pn(z) — @m ()| lze také piimo aplikovat limitni pfechod £ — b~, &m% dostaneme p¥imo posledni
Bolzano-Cauchyovu podminku pro limitu cy,.
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I
1. Necht ¢, (z) = ¢(x) je posloupnost spojitych funkci. Pak ¢(z) je spojité.

00 I
2. Necht Y v,(x) = S(z) je fada spojitych funkci. Pak S(z) je spojitd funkce.
1

Dukaz: Jsou-li ¢, () spojité zleva na intervalu I, plati liril on(z) = @n(b) pro kazdé b € I. Podle ndmi
r—bh—
dokazané véty se pak lirgl o(z) rovnd lim ¢, (b) = p(b), ¢ili p(z) je zleva spojitd na I. Zcela stejné se
r—b— n— oo
dokaze spojitost zprava a tvrzeni tykajici se fad.
Poznamka: Mozna vas nad touto vétou napadlo, jestli ndhodou spojitost vSech ¢lent posloupnosti i

limity neimplikuje stejnomérnou konvergenci této posloupnosti. Odpovéd zni ne, alespon ne bez dalsich
predpokladt, jak ukazuje dalsi véta, kterou v8ak dokazovat nebudeme.

Véta 25: Diniho
Necht ¢, (z) je posloupnost funkci spojitych na {(a,b), které na tomto intervalu bodové konverguji k

(a,b)
spojité funkei ¢(z). Necht navic Vz € (a,b) VneN ¢,(2) < ppi1(z). Pak pp(z) = ¢(2).
Analogicky pro fady.

Véta 26: O derivaci posloupnosti funkci
Necht ¢, (x) je posloupnost komplexnich funkei na intervalu I € R. Necht pro kazdé n existuje ¢}, (x) na
I a posloupnost ¢!, (z) konverguje stejnomérné na I. Necht existuje zo € I tak, Ze existuje nh_}m()(} on (o).
Pak
1. Vz € I existuje lim @, (x) = ¢(z)
n—oo

i

I
2. VI' C I omezeny o, (z) = ¢(z)
3. lim ), (2) = ¢'(2)
n—oo
Poznamka: Tato véta nam umoziuje derivovat soucet fady ¢len po ¢lenu.

Dukaz: Nejprve dokdzeme prvni dvé ¢asti véty pomoci Bolzano-Cauchyovy podminky. Bez Gjmy na
obecnosti mitiZzeme piedpokladat, Zze zg € I'. Chtéli bychom, aby platilo

Ve>0 TIng Vm,n>ng Vel |p,(z)—om(®)<e

Podivejme se, jak miZzeme vyraz |p,(z) — @m(z)| shora omezit. Nasim zachytnym bodem bude zq, kde
vime, ze posloupnost konverguje:

on(2) = om(@)] < len(z) = m () = [Pn(z0) — m(z0)ll + |on(z0) — Pm (o)

Na prvni ¢len aplikujeme Lagrangeovu vétu: existuje takové £ mezi x a xq, Ze
llen (@) = om(@)] = [Pn(@0) — em(2o)ll = [(n — Em)(x) = (en = Pm)(20)| =

= (en = om) (Ol 1z = 20| = 1, (§) — 1 (&)l l& — ol
Zvolme € > 0. Protoze ¢!, (x) konverguje stejnomérné, In; € N takové, ze Vm,n >n; VEe€ I |¢) (€)—
em(E)l <e.
Navic podle Bolzano-Cauchyovy podminky Ins € N takové, Ze Vm,n > na  |pn(m0) — @m(x0)] < €.
Do tFetice, I' je omezeny, ¢ili 3K >0 Vz,z9 € I' |z — x| < K.
Diky tomu miizeme psat
Ve eI |on(z) —om(z)| <eK +e

P1i dikazu klicové treti ¢asti véty bychom chtéli vyuzit vétu o limitnim chovani posloupnosti funkeci.
Definujme

_ galo+h) = pn(@)
Ou(l) = )
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kde z neni pravym krajnim bodem intervalu. Tato posloupnost funkei ma bodovou limitu lim ¢, (h) =
n—0oo
¢(h), jak plyne z jiz dokdzané druhé ¢asti véty. Zaroven hliI(I)l én(h) = ¢}, (x) podle definice derivace.
—0+
Abychom splnili pfedpoklady véty o limitnim chovéani posloupnosti funkci, musime dokézat, Ze na néjakém
pravém okoli nuly je ¢(h) stejnomérnou limitou ¢, (h). Podle Lagrangeovy véty existuje £ € (0,¢q) takové,
7e

o) — o) = 2@+ D) = on(@)] ~ (e + 1) —o@)] _

|-
h

n — z+h)— (o, — T
_ (e =) 2 (pn = @) (@) _ (¢ — )z +6)
Je tedy sup (¢n(h) — d(h)) < sup (¢h(y) — ¢'(y)) — 0 a ¢,(h) skuteéné stejnomérné konverguji k
(0,e0) (w,z+=20)

¢(h). Potom oviem

a véta je dokdzana.

Piiklad: Predpoklad o konvergenci alespon v jednom g je ve vété naprosto nutny. Uvazujme posloupnost
) nt1 ) . . R . .y
funkei fn(z) = %35 + n na intervalu (—1,1). Derivace jednotlivych ¢lenti posloupnosti stejnomérné

konverguji k nule, ale derivace limity neni vibec definovand, protoze neni definovand ani tato limita, je
v kazdém bodé nevlastni.

Véta 27: O integralu posloupnosti funkci

Necht f,(z) jsou spojité funkce na (a,b), a necht tato posloupnost stejnomérné konverguje k f(z) na
b b

tomto intervalu. Pak existuje [ f(z)dz a rovna se lim [ f,(z)dz.
a n—oo a

Dikaz: Odhadneme integral pomoci suprema integrandu:

b

/ (fu(@) — f(2))dz| < sup |fulz) — F(@)] (b—a) — 0

o (a:b)

Véta 28: Derivace fady po ¢lenech
Necht v, () jsou definovany na intervalu I C R, necht existuje v}, (z) na I, necht existuje zo € I takovy,
(o]

(o]
7e Y vn(zo) konverguje, necht > vl (z) konverguje stejnomérné na I. Pak
1 [
(o]
1. > wv,(z) konverguje na I a konverguje stejnomérné na libovolném omezeném I’ C I.
1
(o) ! o0
2. [Z vn(x)] => v (z), x €l
T T

Véta 29: Integril fady po ¢lenech

Necht v, (z) jsou spojité na (a,b) a > v,(x) konverguje stejnomérné na tomto intervalu. Pak
1
b oo o b
/Zvn(az) = Z/vn(:ﬂ)
a 1 1 a

Dikaz: Obé véty jsou jednoduchymi disledky analogickych vét pro posloupnosti.

§4. Mocninné fady

Poznamka: S radami funkei jsme se setkali jiz difve v paragrafu o Taylorovych Fadach. Funkei f(z) s
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derivacemi az do fddu n + 1 v bodé z( jsme priradili polynom

k

1 f(k) (o).

8

D

k=0

o

n

Zjistili jsme také, Ze pro nékteré funkce (napt. e, In (1 + z) p¥islusnd rada konverguje, v prvnim piipadé
na celém R, ve druhém jen na (—1, 1). Vidime napiiklad, Ze oba tyto intervaly jsou ,soumérné“ podle bodu
0 — zkusme tedy uvazovat obecnou mocninnou fadu a zamérme se nejprve na otazky oboru konvergence.

Definice 7: Mocninna fada
Necht {a,} je posloupnost komplexnich ¢isel a zy € C. Pak nekone¢nou radu

o0
Z an(z —29)",z€ C
n=0

nazveme mocninnou fadou o stfedu zg.

Poznamka: Prvnizvlastnost mocninnych fad objevime, budeme-li zkoumat jejich absolutni konvergenci.
V tadé pak budou ¢leny |ay||z — 20| — vidime, Ze konvergence této fady vzhledem k z (tj. velikost ¢lenti
fady) zavisi pouze na vzdélenosti z od stfedu zo a v roviné komplexnich ¢isel bude tento obor znazoriiovat
kruh (s hrani¢ni kruZnici nebo bez nf), piipadné bod ¢ celd rovina.

Dale zkoumejme i pripadnou neabsolutni konvergenci; pro pohodli budeme uvazovat fady se stredem
zZ0 = 0.

Oznadeni: Pro zestruénéni zapist zavedme pro kruh o stfedu zp a poloméru p tuto znacku:

K(z0,p) = {2 € C[; |z — 20| < p}.

Véta 30: O konvergenci mocninnych fad
Necht Y0 a,z™ je mocninnd Fada a necht pro urcité z; € C fada )~ anz{ konverguje. Potom
1. Vz € C,|z| < |21| konverguje >_°7_ anz™ absolutné a

2. Vp € (0, |21|) konverguje Y7 a, 2" stejnomérné absolutné na kruhu K (0, p).

Dukaz: Prvni tvrzeni plyne z druhého (rozmyslete jak), dokdZeme tedy pouze stejnomérnou konvergenci.

Z predpokladu plyne, ze lim a,z"™ = 0, tedy tato posloupnost je omezena urcitym ¢islem K. Potom ovSem
n—o0

pro libovolné z € C, |z| € (0, p) miizeme psat

n

L - K.

Vn € N: |apz"| = |anzy| .
1

5|
_‘ <K
21

Posledni vyraz ovSem nezdvisi vitbec na z a pfitom zfejmé absolutné konverguje (¢ < 1). Nagli jsme tedy
pro nasi fadu stejnomérné konvergentni majorantu (c.b.d.).

Véta 31: O poloméru konvergence mocninné fady
. ¥ 00 n . vz
Pro mocninnou fadu )"~ an(z — 2§ definujme ¢islo

1
~ limsup {/]an|’

je-li limita nenulova, v opa¢ném pripadé polozme R = oo. Toto ¢islo nazyvame polomér konvergence
uvedené fady a ma néasledujici vlastnosti:
1. fada Y 7, an(z — 29) konverguje absolutné na K (zo, R),

2. fada ) 00 an(z — 20) diverguje {z € C;|z — 29| > R},
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3. Vp < R konverguje fada > " an(z — 29) stejnomérné na K (29, p) a

Apn
An+41

4. pokud existuje lim , pak je rovna R.
n—oo

Poznamka: Piipomefnime, Ze limita suprem posloupnosti vzdy existuje (vlastni nebo nevlastni), a tedy
polomér konvergence je definovan pro kazdou mocninnou radu.

Dukaz: Polozme opét pro pohodli zp = 0 a zkoumejme vyraz |z|/R:

c= l%' = lim sup /a,|z|.

Vidime, Ze pro ¢ < 1 musi napiiklad pro d = (¢ + 1)/2 € (¢, 1) existovat ng € N takové, ze Vn > nyg :
Y/an|z| < d, tedy a,|z|™ < d". Protoze fada s cleny d" ziejmé konverguje, konverguje i mocninné fada
v libovolném bodé z € K (0, R). Pro dtkaz tvrzeni o stejnomérné konvergenci staci pro zadané p polozit
z € (p, R), ukdzat konvergenci v z a pouZit piedeslou vétu.

Pokud naopak volime ¢ > 1, znamen4 to, ze existuje nekone¢né mnoho indext n € N, pro néz {/a,|z| > 1,
tj. an|z|™ > 1, procez nemtize byt splnéna podminka limn — ooca,2™ = 0, a fada tudiz musi divergovat.
K ovéfeni posledniho tvrzeni pouZijeme d’Alembertova kriteria pro konvergenci fad:

= ol — =&

lim %L p
n=soo |ant1]

+1
. Apr12™
n—oo

apz™

Pismenem p jsme oznacili limitu, o niz chceme dokazat, Ze je rovna R, a o niz predpokladame, zZe existuje.
Vidime, Ze piivodni fada konverguje absolutné pro ¢ < 1, tj. |z| < p a diverguje pro ¢ > 1,|z| > p. Cislo
p ma tedy také vlastnosti 1 a 3 jako R. Pritom jsme ukéazali, ze R spocitané jako limita suprem je jediné
¢islo splnujici vlastnosti 1 a 3, tedy nezbyva nez p = R.

Cviceni: d’Alembertovo kriterium jsme formulovali pro fady redlnych ¢isel. V predchozim dikazu jsme
pouzivali ,rozsifenou® verzi s absolutnimi hodnotami. Bylo to opravnéné?

Cvideni: Rozsiite dtikaz pro pfipad R = 400 (jednd se spiSe o formdlni problém).

Poznamka: VSimnéme si, Ze se ve vété nic nepravi o konvergenci na hranici kruhu (nakruznici|z — z| =
R). Zde mtze byt situace slozitd, fada mtize konvergovat napiiklad jen na éasti kruznice. Tento problém
budeme demonstrovat v ¢lanku o neabsolutni konvergenci u fady pro In(1 + ).

Cviéeni: Naleznéte polomér konvergence Taylorovy fady funkce In(1 + x) v obecném bodé ¢ € C.

65. Derivace a integrace mocninné rady

Poznamka: Vyslovime nyni znovu véty (26), (29), tentokrat specidlné pro mocninné rady.

Véta 32: Integrace mocninné rady
Rada 377 ) an(® — 29)", 2o € R necht mé polomér konvergence R. Pak lati

LVze(xg—Rxo+R): [Ygan(z—zo)" dz =3, ang%‘iln; +ca

2. Va,b€ (xg— R,z0+ R) : f: Yool pan(z —x0)" dz = Y fnb an(z — o)™
n=0

Dukaz: Prvni ¢ast tvrzeni ovéfime pomoci vty o derivaci fady (26) — zjistime, Ze derivace predlozené
primitivni funkce vskutku déva ptvodni fadu (jeden bod, v némz mé nederivovand fada konvergovat,
milze byt napiiklad zg).

Pro tvrzeni 2 muiZeme piimo pouzit vétu o integraci fady funkci, nebot integrovana fada konverguje
stejnomérné na kazdém intervalu (zg— R+0, xo+R—09),d > 0 (dle (31)); pro libovolnd a, b € (xo—R, xo+R)
potom jisté najdeme takové ¢, Ze a, b budou leZzet i ve zmenSeném intervalu.

Véta 33: Poloméry konvergence mocninné fady a jeji derivace
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n—1

Mocninné fady Yo an(z — 20)™ @ Y ne g ann(z — 20)" ' maji stejny polomér konvergence.

Poznamka: Néavod pro dikaz lze psat asi takto:

lim sup ¥/na, — hm Ynlimsup ¢/a, — limsup ¥/a,

m— 00 n>m
nebot lim {/n =1 (jak se to spocita?). Upravy s limitami je vSak zapotiebi provést korektné.
n—oo
Cvigeni: Uvédomme si, Ze pro libovolné dvé posloupnosti {a,}, {b,} plati

sup anb, < supa, supb,.

Dukaz: Odhadnéme polomér konvergence druhé fady Rs z definice:

Ry = limsup {/nla,| < hm sup \/_sup lan| = hm sup \/_ hm sup /|an| =

O n>m

Vétu o soucinu limit jsme mohli pouzit, nebof vime, Ze obé nové limity existuji®. Mazeme ale také psat

Ry =>limsup 1.3/ |a,| = Ry,
nebot ziejmé ¥/n > 1,¥n € N. Kombinac{ téchto dvou odhadt mame R; = Rs.

Véta 34: Derivace mocninné rady
Budiz Y .7, an(z — 20)", 20 € R,a, € C mocninna Fada s polomérem konvergence R. Pro libovolné
prirozené k plati

(k)

Va € (xg — R,z0 + R) : (Zan (x — o)™ ) :Zann(n—l)...(n—k+1)(z—w0)"_k.
n=0

Soucet fady ma tedy (spojité) derivace vSech Fadu.

oo

Dukaz: Podle piedchozi véty vime, ze > (an(xz — x9)")" stejnomérné konverguje na kazdém (xg — R +
n=0

4,20 + R — 0) pro 6 > 0. ProtoZe nederivovand fada ziejmé bodové konverguje v & = xg, lze pouzit vétu

(26) a ovéfit dokazovany vztah pro k = 1 (tj. opét: pro libovolné zadané x z (zog — R, zo + R) musime
najit nejprve vhodné §, aby x lezelo ve zmengeném intervalu stejnomérné konvergence). Déle postupujeme
indukci.

Poznamka: Soulet mocninné fady S(z) je zobrazeni C — C a lze jej chépat té7 jako R> — R? : z =
x + 1y — u(z,y) + w(z,y). MiZeme se zajimat o parcidlni derivace S podle z a y a nic ndm nebrani
pouzit piedeslou vétu (jakto?):

G = Yoo n s (T 1y — 20) = 30 g ann(x +1y —20)" " = Y0 ann(z — 20)" Y,

% =35 ana%(x +y —20) = Done o @na(z + oy — 20)" =000 s agni(z — zo)" L.
Vidime, Ze parcialni derivace existuji a plati mezi nimi vztah 8S/0y = 2(0S/0x). Tento vztah byva
oznacovan jako Cauchy-Riemannova rovnost.

Piiklad: Ukazeme, k ¢emu muzZe byt dobra zaména poradi sumace a integrace.

Sectéme radu _
2

anty;—n.

n=1

3Diskutujte op&t piipad, #e polomér konvergence je co.
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i
Misto fady ¢iselné vezmeme fadu funkei Y nftynz™. Snadno zjistime, Ze polomér konvergence této fady
n=1

je 1 (véta (31)) a ze lze pouzit vétu (32):

5= [ (S nsn) dx]' - [ e dx]’ [ ftyxm]' )

n=1 n=1 n=1

x? ]_ 2x — a2

:[x2(1+w+x2+...)]':[ =T

11—z
Pro x = 1/2 pak zjistime, Ze soucet ptivodni fady jsou 3.

66. Taylorovy rady

Definice 8: Taylorova rada
Necht funkce f méa v bodé zy € R derivace vSech fadi. Potom radu

) (”f—nﬂ £ ()

n=0%

nazveme Taylorovou rfadou funkce f v bodé zg.
Poznamka: Takto definovand rada samoziejmé mize mit polomér konvergence nulovy.

Poznamka: Pripomenme také, Ze existuji funkce, jejichz Taylorova rada neni identicky rovna f na
zaddném okoli g, ackoliv zde (na nékterych téchto okolich) konverguje. Jiz diive jsme uvadéli naptiklad
funkci f(x) = exp(—1/2?) s dodefinovanou spojitou hodnotou f(0) = 0. Jednostranné derivace v nule
jsme vySetfovali jako limity oboustrannych derivaci a p¥i jejich pocitani jsme substituci z = 1/x presli
k vyrazim upravitelnym pomoci ’'Héspitalovy véty (podil exponencidly a polynomu). Vechny derivace
takto vy8ly nulové, a tedy Taylorova fada téz, i kdyz zjevné f(x) = 0 pouze pro x = 0.

Oznaceni: Oznaéme C° mnozinu vech spojitych funkei R — C a C* mnozinu viech téchto funkei s
derivacemi az do k-tého Fadu. Ziejmé plati C° D C' > ... D Ck > ... > C=.

Véta 35: Souvislost Taylorovych a obecnych mocninnych fad
Nechf na intervalu (zg — 8,20 +d),0 > 0 plati f(z) = > o, an(x — z9)". Pak je fada Y .- an(z — zo)"
Taylorovou fadou funkce f bodé xg.

Dukaz: Dosadime-li do pfedpoklddané rovnosti x = zg, zjistime, ze f(a) = ag. Pokud tuto rovnost k-
kréat zderivujeme a pouzijeme vétu (34), ziskame stejnym trikem vztah f*)(zo) = ayk!, coz bylo dokazati.

Piiklad: Pokud si vzpomeneme na tuto vétu, mazeme Taylorovy rady pocitat rtznymi triky, aniz
bychom pracné pocitali obecné k-té derivace.
Napiiklad funkce 1/(1 + z?) je ziejmé souctem geometrické fady 1,—x2,z%, ..., a tedy tato fada je
Taylorovou fadou pro 1/(1 + z?).
Podobné, navic s uzitim véty o integraci mocninné rady ziskdme Taylorovu fadu pro logaritmus:

1 [ee] [ee]

(In(1 4 2)) = =) ()" =>In(l+z) = /Z(—l)"m" de =
n=0

T 14z

n=0

= i/(—l)”x” dx:c+i%.

Hodnotu integra¢ni konstanty uréime napt. pii x = 0, kdy vyjde ¢ = 0.
Tento postup miiZzeme zobecnit pro In(a 4 ),a € RT:

o) = s = 2 = 2 () S ) = e 3 S (2)”

a €T a n
+ n=0 n=1
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pro x = 0 zjistime tentokrét ¢ = Ina. Co se tyce poloméru konvergence, snadno zjistime (véta (31)), ze
R = a (pro |z| < a Fada geometricky konverguje). Takto bychom mohli postupné definovat logaritmus
libovolného kladného &isla — zacali bychom s a = 1, ¢imZ bychom jiz znali hodnoty logaritmt na (0, 2),
dale bychom vzali stfed napf. a = 1,9 atd. Také vidime, ze pii Zddném a se ndm nepodaii sestrojit radu,
kterd by nahrazovala logaritmus na celém R™ — polomér konvergence bude vidy roven pouze |a|, nebot
v bodé 0 logaritmus diverguje (podle véty (31) tento bod nesmi lezet uvnit¥ kruhu). Stejné tomu bude i
pro a € C.

Piiklad: Ve srovnani s poslednim prikladem také snadno vysvétlime, pro¢ je polomér konvergence
Taylorovy fady pro 1/(1 + 2?) pouze 1, ackoliv pro # = %1 u této funkce obtiZe nenastévaji: kritické
body jsou v tomto pripadé x = +1, a proto rada se stiedem v nule bude mit polomér konvergence pouze
| 1l

Cvicéeni: Sestrojte Taylorovy fady pro funkce arctg z (podobné jako u logaritmu) a (1 + x)®. VySetiete
jejich poloméry konvergence.

Poznamka: Je-li funkce zapsand pomoci mocninné rady, 1ze s ni snadnéji provadét nékteré operace
(integrovéani derivovani). Zavedeme proto podmnozinu C* funkci, které lze zapsat jako mocninnou fadu.

Definice 9: Redlné analytické funkce
Nechf f : M — C,M C R je z C*®. Rekneme, Ze f je realné analyticka, pokud Vazo € M3U(xg) C
M,3ag,a1,... € C:Vz € U(zg) f(x) = nrgan(® — x0)".

Poznamka: Podle pFedchézejici véty vime, Ze pokud uz lze f(z) vyjadrit jako fadu, je to fada Taylorova.

Priklad: Funkce 1/(1 + 2?) je realné¢ analytickd na celém R, i kdyZ v z4dném bodé piislusnd fada
nekonverguje na celém R (nemd polomér konvergence oo). Podobné Inz je redlné analytickd na RT,
arctgx na R.

Poznamka: Funkce realné analytické na celém svém definiénim oboru nazyvame elementarni.
Poznamka (dulezitd): Plati ndsledujici tvrzeni:

1. Pokud f, g jsou realné analytické na M, paki f+ g a fg jsou na M realné analytické a pokud navic
g # 0 na M, je redlné analytickd na M i f/g.

2. Pokud f je redlné analytickd na (a,b) a g je realné analyticka na f((a, b)), pak slozend funkce fog
je redlné analytickd na (a,b).

Abychom toto tvrzeni ponékud podepieli, vyslovime téchto nékolik pravidel:
Véta 36: Pravidla pro podéitani s fadami
o0
Necht f(z) = Y07 jana™ a g(z) = > bya™ na néjakém U(0). Potom
[ee]

n=0

L f(z) +g(z) = Z_:O(an + by)z™,

2 f@)g@) =3 % aha" =3 > apbe_a”,

n=0  k,l,k+l=n n=0 k=0

n
enx™, kde an = Y brep— (z Gehoz 1ze postupné
£=0

3. 9(0) = bo # 0 = 30(0),Vz € Us(0) : 22 =

o

vypoditat viechna ¢,) a
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4. f(0) = ap € U(0) = 3U;s(0),Vz € Us(0) : g(f(x)) = >_ dpz™, kde d, je definovino takto:

n=0
do=bo+ Y _ aibn, dm =Y > bnai, - .- G, .
n=1 "= k.. kn =0

n
ki+...+k,=m

Poznamka: Nasledujici dikaz bude pouze ramcovy.

Dtikaz: Prvni tvrzeni je trividlni (zkoumame fadu pomoci jejich éasteénych soucti, tam lze ménit poradi
s¢itanct bez omezeni).

Druhé tvrzeni se objasni, pokud se pokusime ,skuteéné nasobit“ dva nekonecné soucty a budeme zjistovat,
jaké budou koeficienty u z°, 2!, 22, atd.:

(ap + a12 + azx® + ...)(bo + bix + box® +...) = agbo + (arby + aghy)x + (azbo + a1by + agbz)z® + ...

Treti tvrzeni je pouze preformulované tvrzeni druhé: fikdme, %e soucinem tad s koeficienty b a ¢ je fada
s koeficienty a. Je v8ak dobré si uvédomit, Zze pomoci tohoto predpisu jsme skute¢né schopni postupneé
urcit ¢, (zafneme s n = 0, pfi n = 1 pouZijeme jiz vypocitané ¢y atd.). Nové okoli Us(0) je nutno volit
proto, abychom zajistili g(z) # 0 (vime, Ze g je spojitd a v nule nenulovd, tedy toto okoli existuje).
Ctvrté tvrzeni objasnime opét tak, ze do vyrazu g(f(z)) fady zkratka dosadime:

9(f@) =D b (Zw’“) =2 bn (Z M) (2 aknwkn> _
k=0 P

n=0 n=0 k1=0

n=0

(o] o0 (o] o0 (o]
Z Z g, ... ap, e TR ) — Z b, Z Z ag, - --ay, | ™.
n=0

k1=0  k,=0 m=0 ki,....,k,=0

Posledni prava spoc¢ivala pouze v tom, Ze zvolime novy zptisob (novou cestu) jak séitat v suméch pres
k; — nejprve projdeme vSechny pripady, kdy soucet vSech k; je roven 0, pak ty, kde je roven jedné, atd.
V zévéru jiz vidime, Ze koeficient stojici u ™ odpovida dokazovanému vzorci.

Mnohé avahy vySe vyuzivaji zaménnosti sum v nekoneénych souc¢tech. Méli bychom mit na paméti, ze
toto je mozné pouze pokud prislusné fady konverguji absolutné. O tom v8ak mluvi napiiklad véta (31).

Poznamka (uklidiiujici): pokud se ¢tendf ztratil pfi ovéfovani ¢tvrtého tvrzeni, nemusi byt neklidny,
staci, pokud pochopi néasledujici priklad.
Priklad: Polozme f(z) = sinz, g(z) = cosz a hledejme prvnich pé&t ¢lenti Taylorovy fady pro funkci

g(f(x)) se stiedem v nule.
Nechceme-li pracné pocitat derivace, miuzeme zkusit pravé naznacenou metodu. Vime, Ze

L 3 b 1 2?2zt
smx—x—§+y—...,cosx— —§+E—

Po dosazeni dostavame

1 b S x> ad :
cos(sma:):l—i(w—g—i-a—...) +I<m_§+ﬁ_'”) — ...

Provedeme nyni naznaéené mocnéni a budeme se zajimat pouze o ¢leny fadu z* a nizstho:

. _ Lo, 9 4 5
cos(sma:)—1—§w +ﬂw +0z°+....
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Cvideni: Stejnym zplisobem, tj. prostym dosazenim, uréete fady pro funkce x arctgz, z/(In(1 + z)).

6.4 Neabsolutni konvergence

Priklad: Vime, Ze fada
n+1

nekonverguje absolutné. Prirozené nas tedy zajima, zda konverguje alespon neabsolutné. ZapiSeme-li
vhodné ¢astecné soucty

==+ G-+ + (5 - %),
52n+1=1+(_%+%)+(—%+%)+...+(—1 +2n+1)

vidime, Ze posloupnost ss,, je rostouci a s: 2n+1 klesajici. Obé tedy maji bud vlastni nebo nevlastni limity.

Daéle vidime, Ze hm Sop41 — San = hm ST +1 = 0, tedy obé posloupnosti konverguji k témuz cislu.

Protoze je jedna posloupnost rostouc1 a druha klesajici, nemiiZe to byt oo, ale vlastni ¢islo. Snadno si
rozmyslime, Ze z tohoto jiz plyne existence vlastni limity celé posloupnosti ¢astecnych soucti s,,.

P1i pohledu na tuto posloupnost nas mize napadnout nasledujici obecnéjsi tvrzeni:
Véta 37: Leibnizova
Necht pro posloupnost {a,} plati Vn € N: 0 < a,11 < a,. Potom

Z(—l)”“an konverguje < lim a, = 0.
n—oo

n=1

Dtikaz: Implikaci doprava jsme dokézali jiz na zacatku této kapitoly (véta (1)).

Opacny smér dokdzeme naprosto stejné jako v prikladu: zjistime, ze existuji limity ¢astecnych souctl sap,
a Sap41, predpokladu vyuzijeme pro diikaz, ze si jsou tyto limity rovny. Ctenai necht nyni diikaz dokond
sdm tim, ze ukaze existenci limity s,,.

Véta 38: Leibnizova pro fady funkci
Necht pro posloupnost funkei {a,(z)} na M plati Vo € M Vn € N: 0 < ap41(z) < ap(x). Potom

o0
M
Z(—l)”“an(:ﬂ) konverguje stejnomérné na M < a,(z) = 0.

n=1

Dukaz: Smér = je opét trividlni (véta (19)).
Ve druhém piipadé pouzijeme ekvivalentni podminku stejnomérné konvergence (18) a budeme pocitat

on = sup{|S(z) — Sn(x)|} = Sup{l Z 1 ay(2)[} < sup {|ant ()]} — 0.
zeEM reEM

k=n+1

P1i odhadovani sumy jsme opét vhodné sduzovali séitance:

a2nt1 + (—@2n42 + @2pgs) + ... < Gopgi, (@2n41 — A2nt2) + (2n43) — A2pga) + ... > 0.

V zévéru vidime, ze o, je shora omezeno posloupnosti konvergujici k nule (zde jsme pouzili vétu (18)

M
obracené — kdyz a,(x) = 0, pak sup {|a,(x)|} — 0). Dikaz je tedy hotov.
zeEM
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Piiklad: Vysetieme, pro ktera x konverguje fada

o0 ;
eznx

3)

n=1

Snadno zjistime, Ze tato fada neni absolutné konvergentni (jiz dfive jsme ukézali, Ze harmonicka fada
(1/n) diverguje). Vzhledem k tomu, Ze se jednd o fadu v C, nelze ani pouzit Leibnizovu vétu. Vyslovime
proto vétu, kterd nam pomtze tento a nékteré dalsi pripady resit. Nejprve vSak jedno dilezité lemma:

Lemma Abelovo: Necht a;,3; € C, i =1,..., k. Ozna¢me B; = Zizl B Pak plati

n n—1
> B = anBp — Y (ki1 — ai)By. (4)
k=1 k=1

Dukaz lemmatu: Plati 8 = By, — Bi_1 pii k > 2, pro k =1 je By = (31, tedy lze psat:

n—1 n—1
Zakﬂk =aif + Zak By, — By—1) = a1 By + ZakBk Y B = ZakBk - Zak+1Bk =
k=2 k=1
n—1 n—1
=anBy+ Y (o — app1)Br = 0By — > (kg1 — ) By
k=1 k=1

Cely trik spoc¢iva v tom, ze sumu, v niz bylo v k-tém ¢lenu ¢islo «y, a néjaka dalsi ¢isla B; jsme preuspo-
fédali tak, aby v k-tém ¢lenu bylo ¢islo By, a ndjaka ¢isla? a;.

Poznamka: zajimavy postieh a zaroven pomitcka k zapamatovani. Uvédomime-li si, ze Riemanniv inte-
grél byl definovén jako urc¢itd suma funkénich hodnot (ndsobenych vzdy délkou intervalu) a derivace jako
rozdil funkénich hodnot na kraji intervalu (déleny délkou intervalu), zajisté nam vztah (4) pfipomene
vzorec pro integraci per partes.

Tuto myslenku lze ponékud precizovat: Riemanniiv integral byl alternativné definovan pres limitu inte-
gralnich souc¢ti. Mé&jme tedy funkce f(x), g(x) spojité na (a,b) a volme ekvidistantni déleni (délky vSech
intervalll (x;_1,x;) jsou stejné a rovné h, n = (b — a)/h). Polozme & = x; a f(&) = f(x:) = a;,9(&) =

g(w;) = Bi. Vyraz
> haifi=hY_ aibi
k=1 k=1

potom skutené konverguje k Riemannovu integralu f(z)g(z) na daném intervalu. Pokud rovnost (4)
vynésobime h, konverguje tedy levé strana k tomuto integralu. Cleny na pravé strané pro h — 0,n — 00
upravime s pouzitim Newtonovy véty® takto:

b
anhBr - £(b) / g(z) dz = F(B)G(b), kde G'(z) = g(x),G(a) = 0,

n—1 n—1 b x b
hY (g1 — ag)By = p L kB (@) | glx)de ) dz= [ f'(2)G(z

Z tohoto lemmatu by bylo skute¢né mozné dokazat vétu o integraci per partes. Lemma je dokonce silnéjsi
nez tato véta, nebot hlasa rovnost v nelimitnich piipadech (piedstavme si, ze na levé i na pravé strané
stoji n-té ¢leny néjakych posloupnosti). A jak jsme se jiz ddvno presvédéili, plati Vn € N : a, = b, =

lim a, = hm bn, nikoliv v8ak naopak.
n— oo

Véta 39: Abelovo a Dirichletovo kritérium
Necht {a,} je monoténni posloupnost redlnych cisel a {b,} je posloupnost komplexnich ¢isel. Oznacéme
ul ¢t b,. Plati tato dvé tvrzeni:

4. sd{”uzovah jsme Eleny obsahujici By,.
5Riemanntv integral pomoci primitivnich funkci.
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1. Abelovo kritérium: pokud je {a,} omezend a > ., b, konverguje, pak > °_| a,b, konverguje.
2. Dirichletovo kritérium: pokud lim a, =0 a {B,} je omezen4, pak > ., a,b, konverguje.
n— oo

Véta 39’: Abelovo a Dirichletovo kritérium pro fady funkci
Necht {a,(z)} je posloupnost redlnych funkci na M takové, ze pro kazdé x € M je posloupnost {a,(x)}
monoténni. Necht {b,(z)} je posloupnost komplexnich funkci na M, By, = Zle b;. Pak plati:
1. pokud 3K;VnVz € M : |a,(z)] < K a ).~ b, na M stejnomérné konverguje, pak na M stejnomérné
konverguje i Y oo | anbp.

M
2. pokud a,(z) = 0 a IK;VnVz € M : |B,(z)| < K, pak .7, anb, stejnomérné konverguje na M.

Ddtkaz: provedeme pouze pro druhou z vét. Tvrzeni prvni véty z véty druhé vyplyva trividlné, pokud
volime za funkce v posloupnostech konstanty.
P1i dikazu bychom radi pouzili obecnou Bolzano-Cauchyovu podminku pro fadu z a,by:

n+p

> ar(@)b(x)

k=n+1

Ve >0 3ngeN;Vp,ne N,n>nogVe e M: <e.

Oznacime-li v této sumé ay (z) = antr, Bk (z) = bpyr, By = 2?21 B, mizeme s pomoci Abelova lemmatu,
trojihelnikové nerovnosti a za predpokladu 302;Vn € N : |B,| < Oy psat:

n n—1 n—1
D aBi| < lanBul = | (@rs1 — ar)Bi| < lan|Bal + Y [(ars1 — an)l[Be| =
k=1 k=1 k=1
n—1
= |an|Bal + 02 loks1 — al-
k=1

ProtoZe je vSak {ay} monoténni posloupnost, maji vSechny ¢leny v posledni sumé stejnd znaménka.
Pokud je a1 > ag, resp. ags1 < ag, bude tato suma rovna a, — ai, resp. a3 — a,, tedy v obou
piipadech |a, — a1|. Pokud ale 301;Vn € N : |a,| < ©1, je tato absolutni hodnota (opét s pouZitim
trojthelnikové nerovnosti) mensi nebo rovna 20;. Podle pfedchoziho tedy miiZeme napsat

> b

k=1

< 0103 +20,0; = 30,0s;. (5)

Abychom mohli omezit sumu nalevo libovolné malym e > 0, staci, kdyZz budeme moci u¢init jedno z ¢isel
01, 04 libovolné malé a druhé alesponn omezit. Z kazdé z téchto moznosti plyne jedna z dokazovanych
podminek.
1. Abelova podminka. Mnozina {|a,(z)|} je pro vSechna p¥ipustnd n a  omezena ¢islem K. Rada z
by, stejnomérné konverguje, tedy podle Bolzano-Cauchyovy podminky plati

n+p

Z bk (ZU)

k=n+1

Ve > 03ng € N;Vp,n € Nyn > noVe € M : B, = <e. (6)

Shriime tedy cely postup: aplikujeme Bolzano-Cauchyovu podminku na radu z anb,. Uréime K
omezujici posloupnost a,, polozime ©; = K. Pro libovolné &€ > 0 uréime v (6) ng, pro které bude
B, < ¢/401 pro kazdé n > ng nezavisle na volbé z € M (stejnomérnost). Potom budeme moci
v nerovnosti (5) poloZit @2 = £/40;, ¢imz zjistime, Ze suma na levé strané je mensi nebo rovna
€.3/4 < e pro kazdé x € M,n € N.

2. Dirichletova podminka. Tentokrét je omezend mnozina {|>_"_, b;|}, a to naptiklad ¢islem K > 0.
Posloupnost {a,} stejnomérné konverguje ke konstantni nulové funkci, coz dle definice znamend

Ve > 03ng € N;Vn € Nyn > nogVe € M : |ay(z)] < e. (7)
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Potfebujeme oviem omezit |{Z7:£ 11 bj}| — zde v8ak snadno zjistime, ze
n+p n+p n n+p n
VrpeN: | T = D00 =3 b < Db+ Db <2K.
Jj=n+1 Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

Polozme tedy ©y = 2K a déle pro libovolné e > 0 najdéme z podminky (7) takové ng, pro néz
je omezujici nerovnost splnéna pro ©; = £/40,. Potom bude pro libovolné n € N,z € M splnéna
nerovnost (5) s tim, Ze na pravé strané je opét Cislo €3/4 < e.

Poznamka: Klic¢ovy pro cely diikaz byl pfedpoklad monotonie {a,} — jen tak se ndm podafilo posé¢itat
libovolné dlouhou (n ¢lent) sumu s vyrazy |agr1 — agl.

Piiklad: Vrafme se nynf k fadé (3) a pouzijme Dirichletovo kritérium. Polozime a,, = % a b, = e™”.
Okamzité vidime, Ze a, spliuje podminky véty (monotonie a konvergence k nule). Prozkoumédme tedy
jesté omezenost ¢asteénych souétl by,:

n
§ : etht
k=1

nebot |e**| = 1. Vidime tedy, Ze kdykoliv je €*® # 1, mizeme posloupnost B, omezit, a tedy skuteéné
podle Dirichletova kritéria fada (3) konverguje. Naopak pokud je e =1 (z = 2knw, k € Z), z tady (3)
se stane rfada harmonickd, o niz vime, ze diverguje.

Zajimejme se jesté déle, zda Fada (3) konverguje na intervalu (0, 27) stejnomérné. Dirichletovo kritérium
si v tomto pripadé kladlo za podminku stejnomérnou konvergenci a,, k nule a dale ,stejnomérnou ome-
zenost“ By (x). Prvni pozadavek je ziejmé splnén, nebot a, na x nezdvisi (v tom piipadé pojmy bodova
a stejnomérnd konvergence splyvaji). Druhou podminku na zakladé naseho odhadu splnit nemtzeme —
jisté nelze najit konstantu K takovou, aby pro x libovolné blizko® k 0 platilo K > 1/|1 — e*®|. Je pravda,
7e toto byl jen horni odhad B, ale i kdyZ prozkouméame pifimo ¢asteény soucet B, zjistime, Ze jej nelze
omezit pii £ — 0. Dirichletovo kritérium je vSak pouze implikace, tedy jesté nemuizeme tvrdit, ze fada
(3) nekonverguje stejnomérné na (0,27) — k dikazu nekonvergence bychom tedy museli pouZit jinych
metod. Stejnomérnd konvergence ovSem bude zajisténa na libovolném intervalu (4,27 — ), > 0, nebot
pak bude pro vSechna x z tohoto intervalu platit

me (24

2
[1— e’

wl—e
1—e

e
1—ew

e (14 e™|") =

S ‘

ezx(l _ eznx)
1—e¥

ezx(l _ eznx)
1—ew

= By (z),Vn € N.

Piiklad: Vysetfete konvergenci fady

> sinnx

>—— (8)

n=1
Samoziejmé plati sinnz = Im e™*, tedy rada, kterou pravé vySetfujeme je pouze imaginarni ¢ast rady
(3). Viude tam, kde fada (3) konverguje, musi tedy konvergovat i fada (8)7. Pro & = 2k, k € Z oviem
fada (8) na rozdil od (3) konverguje.

Véta 40: Abelova
Necht Y7 | a,2" je mocninnd fada s polomérem konvergence R € (0, 00). Potom
1. pokud Y~ ° | a,R" konverguje, pak Y | a,2" konverguje stejnomérné na (0, R),

2. pokud pro nékteré ¢ € R konverguje Y o0 | a,(Re'?)", pak Y o7 | a,z" konverguje stejnomérné na
mnoziné {z = te'?,t € (0, R)}.

6Pptesndji pro kazdé = € (0, 27).
"Pokud to nenf zfejmé, stadi uvazit Im x < |x|.
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Poznamka: Véta rika, ze pokud mocninnd rfada konverguje v libovolném bodé na poloméru konvergence,
pak konverguje stejnomérné na celé tsecce spojujici tento bod a nulu (stied Fady). Prvni tvrzeni je potom
samoziejmeé trividlnim disledkem druhého, pokud vezmeme ¢ = 0 a tGsecka lezi na realné ose.

Dtikaz: Pouzijeme Abelova kritéria: pro libovolné ¢ € (0, R) upravime ¢leny fady do tvaru

R

Bn

an(te'®)" = an(Re*)". <i> .
—_————
——

An

Vidime, Ze druhy ¢initel je monoténni vii¢i n a je stejnomérné omezeny (pro kazdé ¢t € (0, R) napt. ¢islem
2), zatimco fada, jejiz n-ty ¢len je prvni €initel, stejnomérné konverguje (nebot konverguje a neni zavisla
na t). Podle Abelova kritéria to tedy znamend, ze sou¢in A, B, konverguje stejnomérné na (0, R).

Priklad: Pomoci pravé dokdzané véty muZzeme snadno urcit soucet fady
S (_1)n+1
>
n=1

o niz jsme jiz na za¢atku paragrafu dokazali, Ze konverguje (viz Leibnizovu vétu).
Vzpomeneme si, ze vyrazy typu (—1)"*!/n se vyskytovaly v Taylorové rozvoji pro funkci In(1 + z).
Presnéji

S —1)ntlen
In(l1+2) = Z ()Tx,x € (-1,1).
n=1

Rovnost pro tato = jsme dokazali v paragrafu o Taylorovych rozvojich. Nyni vime, ze fada konverguje i
pro z = 1, tedy podle Abelovy véty fada konverguje stejnomérné pro x € (0,1). Véta (22) ndm oviem
potom umozni zaménit poradi jednostranné limity a sumy:
o0 o0
—1)ntt —1)ntlgn
ZL: lim L: lim —— = lim In(l14+2)=1In2.

n z—1— n Tz—1— n Tz—1—
n=1 n= n=1

Poznamka (varovnd): KdyZz jsme mluvili o pferovnavani fad, nezabyvali jsme se blize fadami neab-
solutné konvergentnimi. U nich totiz soucet nejenze muiize zaviset na prerovnani, ale dokonce vhodnym
prerovnanim mutzeme zaridit, aby soucet byl libovolné realné ¢islo (u redlnych fad), popfipadé +oo ¢
—o0. Pro demonstraci uvedme alespon nésledujici:

Piiklad: Neabsolutné konvergentni fadu

1)n+1

- ()

prerovnejme tak, aby méla soucet +oo.

Vtip je v tom, Ze vezmeme vzdy nékolik ¢lent kladnych a potom jediny zaporny. Tim ,zvySime hustotu
kladnych znamének®, i kdyz diky nekonec¢nosti N budou ,nakonec” v sumé i vSechny zaporné cleny.
Zkoumejme tedy napt. soucet

1 1 1 1 1 1 1 1
—t === = + + -
V1IoV3 VB V2 Von—5 Vn—-3 Von—1 /2n

Jeho n-tyz ¢len odhadneme takto:

+ ..

1 1 1 1 1 2 1
- -~ > - =
Vén —5 + Vbn—3 +6n—-1 +2n ~ V/6n->5 + <\/6n -1 \/2n>
_ 1 " V8n —+/6n—1
Ven—=5  \fn(n—1)
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Posledni zlomek je pro n € N ziejmé vétsi nez nula, a tedy jsme n-ty ¢len omezili vyrazem 1/4/6n — 5 >
1/v/6(n —1)~'/2. Rada jemu odpovidajici je samoziejmé divergentni, tedy i pferovnana fada diverguje.

Cviéeni: Proc¢ je ptvodni nepferovnana fada neabsolutné konvergentni?
Cvicéeni: nepovinné. Zkuste prerovnat rfadu
(_1)n+1

0
>,
n=1

tak, aby divergovala.
Néavod: vzpomente na jeden z prvnich dikazt divergence harmonické rady — sdruzovali jsme vzdy 2"
¢lend a jejich soudet byl vzdy vétsi nez 1/2.

Poznamka (k pifedchozimu cvideni): Pro¢ je nutno vynaklddat tak velkou ndmahu oproti prikladu
se ¢leny £1/+/n je nasnadé — fada n~! je ,posledni divergentni“, pro libovolny exponent vétsi nez jedna
jiz fada konverguje (tedy piislusné fada s alternujicimi znaménky konverguje absolutné). Naopak n~1/2
diverguje podstatné rychleji.
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7 Obycejné diferencialni rovnice

§1. Néco o funkcich vice proménnych

Na avod je treba zopakovat nékolik pojmi z linearni algebry.
Definice 10: Skalarni souéin, norma, okoli bodu
Necht z = (21, ...,2,) € R" =R X ... x R. Pro z,y € R" nazveme skaldrnim soudinem z,y realné ¢islo
(z,y) = >.1, x;y; a normou x nezaporné &slo ||z|| = /(z,z) = (31, x?)l/z. Okolim bodu a € R" o
poloméru R > 0 rozumime mnozinu Ug(a) = {z € R", ||z — a|| < R}.

Poznamka: S¢éitani dvou prvka v R" a nasobeni jednoho prvku redlnym ¢islem provadime samoziejmé
po slozkach.

Poznamka: V algebie jsou definice skalarniho sou¢inu a normy podstatné obecnéjsi. Pro naSe potieby
budou zatim postacovat tyto specidlni definice.

Definice 11: Spojitost, mnoziny v R"

Necht f je funkce na @ C R"™ a nechf a € Q. Rekneme, 7e f je spojitd v bodé a, pokud Ve > 03§ >
0;Vz € Us(a) : f(z) € U(f(a)).

Rekneme, 7e f je spojitd na Q C R", pokud je spojita v kazdém bodé €.

Mnozinu I C R"™ nazveme interval, pokud I = (a1,b1) X ... X (an,by).

Rekneme, Ze mnozina (2 je oteviend, pokud Ya € Q3U(a) : U(a) C Q.

Poznamka (vysvétlujici): Piikladem oteviené mnoziny je interval nebo v R? ,souvisld“ plocha bez
okraje (napiiklad {z,||z|| < 1}). Mnozina, kterd neni uzaviend, mize byt napiiklad tato plocha i s
okrajem ({z,||z||] < 1}) — pokud u této plochy volime bod a na okraji, kazdé jeho okoli z plochy
,vyCuhuje“. Zkuste si nakreslit obrazek.

Spojitost lze samoziejmé definovat i na uzavienych mnozinach — viz napiiklad Gvodni kapitola o limitach.
V krajnich bodech se pak definuje jednostrannd spojitost atd. Nyni se budeme zabyvat pouze spojitosti
na otevirenych mnozinach.

Okoli bodu R? je kruznice, v R*® koule atd. Interval je potom obdélnik (kvadr) obsahujici dany bod.
Norma v R" odpovidd délce (vzdalenosti bodu x od pocéatku (0,...,0)).

Jednoduchym prikladem spojitych funkci vice proménnych jsou polynomy. Déle plati podobné véty jako
pro spojité funkce jedné realné proménné — soudet, soucin i podil (pokud nedélime nékde nulou) spojitych
funkeci jsou spojité funkce.

§2. Zakladni véty o existenci a jednoznacnosti feseni diferencidlnich rovnic

Definice 12: Obyéejna diferencidlni rovnice
Necht f(t, 29, ..., zn—1) je redlné funkce na Q C R™"*. Pak rovnici

y™ = ft,y,y', .y V) (9)

nazveme obycejnou diferencidlni rovnici n-tého ¥adu v Q pro neznidmou funkci y = y(t). Rekneme, Ze
funkce y(t) na I C R je v Q feSenim rovnice (9) na intervalu I, pokud existuji derivace y*), k € {1, ...,n}
na I a plati zaroven

Vi e I: (ty(t),..y"" V() € Q,

VeeT: f(t,y(0), ..y () =y ().

Poznamka: Obycejné diferencidlni rovnice proto, Ze se v nich vyskytuji ,,obyc¢ejné* derivace, tedy nikoliv
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derivace parcialni.

Poznamka: Jesté obecnéji lze definovat obyéejnou diferencidlni rovnici jako ®(t,y, ...,y y(™) = 0.
Rovnici (9) nazyvame rovnici feenou viéi n-té derivaci.

Poznamka: Resenim je dvojice (y(t),I). Zazime-li interval I na jeho mensi podinterval .J, pak (y(t),J)
je jiné Teseni.
Poznamka: Znézornime-li si v pfipadé diferencidlni rovnice prvniho ¥adu (y'(t) = f(y(t),t)) funkci f(¢)

graficky, je v kazdém bodé grafu dana jeho smérnice, ¢imz je do jisté miry urceno, ,kam se bude graf
ubirat dale“.

Poznamka: Pii splnéni nékterych pozadavki na funkci f(¢,...) 1ze Fici, kolik bude mit pfislu$né rovnice
(9) riznych feseni. Casto byva feSeni rovnice n-tého fadu zavislé na n parametrech (tj. ma n ,stupii
volnosti“®) — ty mizeme specifikovat napiiklad tim, Ze fekneme, kterym bodem z ) m4 feSeni prochézet
(neboli jaké jsou hodnoty y(to), ...,y ™V (to) v jednom urcitém ¢ase to € I). Jedna tiida diferencidlnich
rovnic (linedrni homogenni) se vyznacuje tim, Ze mnozina jejich feSeni tvoii n rozmérny vektorovy prostor.

Definice 13: Klasifikace fesSeni diferenciilnich rovnic

Necht (y, 1), (§,1) jsou dvé feSeni (9) v Q. Necht I je ost¥e mensi podinterval I a necht y(t) = §(t) na
I. Potom fekneme, ze (i, 1) je prodlouzeni feSeni (y,I) (respektive (y,I) je ztzeni (§,1)). Rekneme, ze
feSeni (y,I) diferencidlni rovnice (9) je maximalni (iplné), pokud nemé zadné prodlouzeni.

Véta 41: Existence feSeni
Necht f je spojitd na R a necht A = (to,y,...,yn—1) € Q. Pak v Q existuje fedeni (9) prochézejici A.
Piesnéji: 36 > 0: Jy(t) na Us(tg) takova, ze (y, Us(to)) je fesenim (9) v Q a
y " (to) = Yn-1, - y(to) = yo.
Navic lze toto feseni prodlouzit do maximdlniho feSeni rovnice (9) v Q.

Poznamka: Nevime v8ak, na jak velkém okoli Us () toto FeSeni existuje.

Véta 42: Jednoznaénost feSeni
Necht plati pfedpoklady piedchozi véty a necht je navic splnéna podminka

V(T7 507 "'7571—1)36 > 03K >0:
n—1
V(t’y()".’yn_l)’ (t’yb’"’gn_l) € Ud(T’ €0"'7€n—1) : |f(t7y07"ayn—1)_(ta yba-'agn—1)| <K Z Iyl_gl|
=0
(10)

Pak existuje pravé jedno maximaln{ feseni (y, I) rovnice (9) v Q prochézejici A.

Tyto dvé fundamentalni véty ponechame bez dikazu.
Poznamka: Lipschitzovu podminku (10) si pokusime osvétlit pro pfipad rovnice prvniho fadu (n = 1).
Pak se pozaduje, aby v né&jakém okoli U(a) kazdého bodu a € Q platilo

2 ) — [t y)l
|z -y

<K, (t,2),(t,y) € Ula).

Vidime, Ze na levé strané je vyraz pripominajici parcidlni derivaci f podle druhé proménné (tj. ne podle
t) a podminka tedy pozaduje, aby tato ,derivace* f byla alesponn na n&jakém malém okoli a omezena.
Typickou nelipschitzovskou funkef (tedy funkci nesplijici tuto podminku) je y = /= pro & = 0. Derivace
v tomto bodé je nevlastni, a tudiZ neomezena.

8Reseni je v kazdém piipadé nekoneénd mnoho.
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To, Ze je existence vlastnich derivaci na celém Q postacujici pro splnéni (10) plyne napiiklad z Lagrangeovy
véty o stfedni hodnoté:

[t x) = f(ty)

L0 - o)

Vo, y,x # y; (t, ), (t,y) € Q: 3 € (z,y);

Podobné bychom snadno ukazali, Ze pokud existuje spojita derivace f v a, je Lipschitzova podminka
splnéna lokalné.

V piipadé funkce vice proménnych (n > 1) potom podminka zajistuje, aby byly vlastni derivace ve
vSech smérech — tedy nejen parcidlni derivace podle jednotlivych proménnych. Pro dany konstantni
¢as t mizeme znazornit f(z,y) plochou. Zkoumanym bodem a pak vedeme roviny rovnobézné s osou z,
¢imz dostdvame Fezy plochy f(z,y). U v8ech téchto Fezi (tj. dvourozmérnych grafil) pozadujeme, aby na
malém okoli byly smérnice téchto grafii omezené.

Pokud ovSem jsou vSechny parcidlni derivace f spojité na celém €, je Lipschitzova podminka splnéna
t67.

§3. Rovnice prvniho fadu
3.1y = f(t)

Pokud je f (t) spojita na I C R a polozime-li Q = I x R, mdme obzvlast jednoduchy tkol. Regenim je
ziejmeé y (¢ ft ) dT + yo pii pocatecni podmince y(ty) = yo (integral jisté existuje). Reseni (y, I) je
ziejmeé max1ma1n1 a Jedlne (dokézali jsme jednozna¢nost primitivn{ funkce az na konstantu), coz odpovida
skuteénosti, ze f(t) je konstanta viéi y, a f je tudiz ziejmé lipschitzovska. 3.2 y' = g(y)

Formaélné lze tyto rovnice reSit zapsanim derivace pomoci diferenciali:

cclg g(y) = dt = —:>/ /dy

Takto ziskdme vyjadieni t = G(y) + ¢. Pokud existuje inverzni funkce ke G, bude feSenim y = G~1(t —¢).
Musime si ovSem uvédomit, ze kromeé toho, ze pouzivime symboly s nejasnym vyznamem (f(y) dy) bez
znameni integralu, také b&hem tprav délime g(y), tedy bychom méli ucinit pfedpoklad, ze g(y) # 0.
Zkusme si tuto metodu ujasnit:
Piiklad: Resme

y/ — y2/3.

Za, predpokladu, ze y # 0, nyni provedeme ponékud ,legalnéjsi Gpravu®, nez jsme naznadili v predchozim
odstavei:

y' 1
2/3_1:>/ —oys A= /dt:>33/1/3‘"C:t:>y_27(25_6)3 (11)

Integral jsme substituci z = y(t), dz = y'(¢) dt prevedli pravé na hledani primitivni funkce k 1/g(z).
Dale si uvédomime, ze y(t) = 0 je rovnéz fefeni. Refeni prochazejici bodem (to,0) tedy budou alespon
dveé: y(t) = 0 a y(t) = 1/27(t — t9). Zkoumejme, jestli neni mozné tato dvé feSeni na sebe napojit, a
vytvorit tak feseni nové. Napiiklad tak, Zze pro t < to by y(t) = 0 a pro t > to y(t) = 1/27(t — to)3. Ve
vSech bodech ¢ kromé ty by tento systém jisté byl feSenim nasi rovnice. Zkoumejme tedy, zda je rovnice
splnéna i v bodé ty. Mélo by byt y'(t9) = 0. Pouzijeme jiz diive dokdzanou vétu tvrdici, ze pro funkci
napf. zprava spojitou v a je derivace v a zprava rovna limité zprava oboustrannych derivaci v x pro
z — a. Snadno tedy zjistime, Ze kubicka funkce mé v ¢y derivaci zprava nulovou a stejné tak je nulova
i derivace y = 0 zleva. V bodé ty pak ale tim padem existuje oboustranna derivace a je rovna nule, coz
splhuje nasi rovnici.

Kazdym bodem (tg,0) ovSem potom prochazi nekoneéné mnoho feSeni zadanych predpisy

1
—(t—Db>prob<t

1
y(t) = 27(t a) prot < a,y(t) =0proa<t<by(t) o
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Obr. 8: Refeni rovnice y' = y?/® (vodorovné tseky funkei spravné lezi na ose t)

pro libovolné a,b € R*;a < b,ty € {(a,b) — feseni miZe jit po y = 0 a v libovolném okamziku se
»odlepit“, at uz doleva dolti nebo doprava nahoru (viz obrazek). Dokonce i lokélné (tj. na libovolné malém
okoli) existuje nekoneéné mnoho feSeni prochdzejicich bodem (tg,0) — at zvolime jakkoliv malé okoli g,
vzdy budeme mit je$té nekoneéné mnoho moznosti pro vybér ,odlepovacich“ bodi a,b. Naproti tomu,
zkouméame-li bod (o, y0),y # 0, zjistime, Ze lokdlné jim prochézi jediné FeSeni (11), pfi¢emz konstantu ¢
uréime z poéateéni podminky yo = y(to) = 1/27(tp — ¢)*:

1
c=1ty—3yo = y(t) = E(t—to +3¢/10)®.

Na urc¢itém malém okoli (¢o, yo) tedy najdeme jednoznacné fesenti, které kdyZz budeme prodluzovat, ziistane
jednoznacné presné do okamziku, kdy dosahne na y = 0.

Srovnejme jesté tyto zavéry s vétou ((42)). Funkee f(y) = y*/? je lipschitzovska na celém R s vyjimkou
bodu 0. Vidime, Ze pro vSechna y # 0 je feSeni prochézejici bodem (¢, y) lokalné jednozna¢éné, v bodech
(t,0) nikoliv. Vidime také, Ze je nutno predpokladat splnéni (10) na celém R, jinak se i loklné jednoznacné
FeSeni muze ,pokazit“ v bodech, kde tato podminka splnéna neni. Cely problém pfitom souvisel s tim, Ze
jsme mohli volné napojovat kubickou kfivku na y = 0. Pokud budeme zkoumat rovnici y' = y”, snadno
zjistime, Ze toto lze provést pro vSechna n < 1 — feSenim pak budou mocninné funkce faddu vyssiho
nez prvého (ty maji v nule derivaci nulovou). Funkce y”,n < 1 potom nespliuji Lipschitzovu podminku.
Naopak pro n > 1 dostédvame FeSeni, kterd nikdy osu y = 0 neprotnou (exponencidla, resp. zadporné
mocniny), a tedy neni mozno zadn4 FeSeni napojovat. Tyto funkce (10) naopak spliwuji.

Popsany postup se pokusime shrnout takto:

Véta 43: ReSeni rovnice y' = g(y)

Necht g(y) je spojitd a nenulovd na otevieném intervalu .J. Ozna¢me G(y) funkci primitivni k 1/¢(y)
na J. Pak na intervalu J existuje inverzni funkce k G(y) a kazdé maximéalni feSeni rovnice y' = g(y) v
Q=R xJmétvar y(t) = G71(t —¢) ajenaintervalu I = {t e R;Iy € J : G(y) =t — c}°.

Kazdym bodem (to,yo) € Q prochézi pravé jedno maximalni feseni.

Dtikaz: Nejprve ukdzeme, ze y(t) = G~ (t — ¢) je feSeni:
1
! = 1 — ! = = L — =
V()= (6t =0) = Grgmrg—g = 9(C (=) = g(®).

Potiebujeme vSak také ukazat, ze G~1(t — ¢) na I viibec existuje. Sta¢i si uvédomit, ze g(y) mé na J
stéle stejné znaménko (nebot je spojita a nenulova!®, tedy i 1/g(y) mé tuto vlastnost. Je-li potom 1/g(y)
derivaci funkce G(y), znamen4 to, ze G(y) je stéle rostouci nebo stéle klesajici (kdyz je g(y) stéle kladna

9Neforméalng feéeno I = G(J) + ¢ — chceme, aby G~1(t — ¢) dévalo hodnoty y(t) v intervalu J, jiné hodnoty y(t) by jiz
vybocovaly z Q.
10Dikaz sporem, napi. z Darbouxovy vlastnosti spojitych funkei.
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nebo stale zdpornd) — v kazdém p¥ipadé je v8ak G(y) monoténni, tedy prostd, procez k ni jisté existuje
inverzni funkce na J. Funkce G~ (¢ — ¢) pak ziejmé zobrazuje interval I na J.

Tato feSeni jsou také maximalni, nebot v krajnich bodech I existuji jednostranné limity G—1(t—c) (funkce
G je monoténni na J, tedy i k ni inverzni funkce je monoténni na I, z ¢ehoz plyne existence limity). Tyto
limity ale do otevieného intervalu J nepatii'!. To znamen4, Ze libovolné spojité prodlouzeni naseho reseni
by jiz nebylo v 2 — nespojité prodlouZeni by ale nebylo diferencovatelné, tedy nase reSeni je maximalni.
Predpokladejme nakonec, ze by existovalo jesté jiné feSeni, oznacme jej y(t) = n(t). Vime, ze na I, =
{t € R;n(t) € J} plati ' (t) = g(n(t)) > 0 (nebo < 0), tedy stejné jako v pfedminulém odstavci ukdzeme,
7e n(t) je na I, monoténni, a tedy k ni existuje inverzni funkce ¢ = n~!. Zkusme derivovat tuto funkci:

1 1
W) T gmEw) = 5y

Tedy £(y) je primitivni funkei k 1/¢(y), jinymi slovy existuje konstanta ¢ takové, ze £(y) = G(y) +¢,Vy €
J. Pokud v této rovnosti dosadime za y napiiklad n(t)'2, dostavime

E(t) = Gn(t)) +c =t —c=Gnt) = n(t) =G ' (t - ¢).
Vidime tedy, ze n(t) mé tvar jednoho z feSeni, které jsme jiz popsali.

Poznamka: Zkoumejme jesté, co se déje s feSenimi rovnice

y' =g(y) (12)

bodech, kde g(y) = 0. Necht je tedy g(y) spojitd na intervalu J = (b,¢) a g(y) # 0 na J \ {a}, g(a) = 0.
Oznatme J_ = (b,a),J; = (a,c) a ddle G_ (resp. G ) primitivn{ funkce k 1/g(y) na J_ (resp. J;). Z
piedchozi véty vime, 7e k témto primitivnim funkcim existuji funkce inverzni a G~* (resp. Gll) budou
feSenimi rovnice (12) v R x J_ (resp. R x J) na p¥islusném intervalu I_ (resp. I;). Oznaéme

ar = lim Gi(y) +¢;
y—aT
a_ = (o) tedy fik4, v jakém Case se feSeni y(¢t) = G~ (t—c) na I_ (I.) dotkne pifimky y = a (samoziejmé
tento ¢as jiz do I+ nepatii, nebot se jednd o otevieny interval). V zavislosti na a4+ pak mohou nastat
tyto situace.

1. ob& a4 jsou nevlastni'3,
2. jedno z ¢isel a4 je redlné, druhé nevlastni a

3. Cisla a4 jsou obé redlnd.

Pokud je napf. a4 redlné, znamend to, ze libovolné feseni na Iy bude ,koncit“ na ose y = a v Case a4
(jeho konkrétni hodnota uz samoziejmé bude zdviset na ¢). Naopak, pokud je ay nevlastni, Zidné feseni
na I, se osy y = a nedotkne, feSeni budou ,ubihat“ do nekonecna a k ose y = a se budou pouze blizit
(napf. exponencialné).

Bude mozno feSeni na obou intervalech I, na sebe napojit? Vidime, Ze kdykoliv je nékteré z cisel a4
nevlastni, mozné to rozhodné nebude. Trividlnim feSenim ov8em bude vZdy funkce y = a, a pokud bude
alespon jedno z ¢isel a4 redlné, bylo by snad mozné napojit feSeni na prislusném intervalu na toto trivialni
feSeni (stejné jako jsme to udélali v poslednim piikladu: napf. y(t) = Gjrl(t —c)prot>a; ay(t)=a
pro t < a4 '*). V piipadé 3. bychom mohli uvazovat o napojeni obou feseni v I i I_, pokud ay = a_
(obé tato ¢isla zaviseji na konstantach ¢, které nejsou totozné v Iy a I_ a odrézeji poc¢ateéni podminky,
tj. uréuji, kterym bodem v R x J (resp. R x J_) mé piislusné feseni prochézet). Podminkou v8ak je, aby

1Kdyby n&jaka takova hodnota y, do J patiila, pak by G(y,) muselo pat¥it do I, &m% by I nemohl byt otevieny.
12Rovnost plati pro kazdé y z J a 5(t) je FeSenim nasi rovnice na R x J, tedy vVt € R : n(t) € J.

13Skutednost, %e a+ je vlastni (nevlastni) nemtize zmé&nit #4dna realna konstanta c.

14Smysl nerovnosti zde samozfejmé zavisi na tom, zda G~ je rostouci & klesajici — zde by napiiklad byla rostouci.
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Obr. 9: Napojovani feseni na Jy a J_ — obé a4 nevlastni; oy nevlastni, a_ vlastni; obé a4 vlastni, lze
spojit.

byla obé FeSeni zdroven rostouci nebo zaroven klesajici (tedy aby g(y) méla stejné znaménko na Jy i J_)
— jinak by totiz k y = a ,prichizela® ze stejné strany a nebylo by tudiz mozZzno jejich spojenim vytvorit
funkci (na poslednim obrazku je piipad, kdy feSeni lze spojit, druhy piipad je podobny prostiednimu
obrazku, s tim, ze ay € R). Pokud jsou v tomto piipadé a4 rizna (pokud jsou napt. feSeni rostouci,
je jesté tieba, aby a— < a4 ), bylo by moZno tato feSeni propojit ¢asti y = a, op&t stejné, jako jsme to
ucinili v prikladu.

KdyZ jsme mluvili o propojovani, nezminili jsme jeden dtlezity bod: nové vznikld funkce bude jisté
vyhovovat rovnici (12) v8ude kromé bodu propojeni (a-). Musime provéfit, ze existuje derivace nové
funkce v tomto bodé a Ze je rovna nule (nebot v tomto bodé je y' = g(a) = 0). Jednostranné derivace
smérem ,od y = a“ je samoziejmé nula, ovSem jaka je derivace ze sméru netrividlni ¢asti reseni? Ve
skutecnosti plati

Lemma : Pokud ay je redlné ¢islo, tj. feSeni y(¢) rovnice (12) na Iy se pro toto ¢t ,dotkne osy y=a“
(pFesndji: jeho piislusna'® limita v t — a, je a), pak je jednostrannd derivace v ay (ze sméru tohoto
feSeni) nulovd — pokud dodefinujeme y(ay) = a.

Dtikaz lemmatu: Necht je napiiklad g(y) kladnd na I, . ReSeni y(t) na I, lze jednoznaéné vyjadiit ve
tvaru G~1(t — ¢) (viz piedchozi vétu ((43))), a je tudiz rostouci. Toto Fegeni ma prvni derivaci, a tedy je
spojité. Pro vypocet derivace v a proto lze pouzit (jednostrannou) limitu derivaci

Y\ (aq) = lim y'(t) = lim m = lim_ g(G7H(t —¢)) = g(a) = 0.

+ +
t—>a+ t—>a+

Vétu o limité slozené funkce lze pouzit napi. protoze G~1(t — ¢) je v ay ryze monoténni, ¢imz je dikaz
hotov (pro g(y) zdpornou je postup analogicky).

V bodé a4 jsou tedy obé jednostranné derivace rovny nule, tedy existuje i oboustranné derivace a spliiuje
rovnici (12). Lemma, lze samoziejmé pouzit i pro I_ (nékde se ovéem méni + a — ve smérech limit) a
celkové tedy vidime, Ze lze napojovat jak libovolné feSeni s prislusnym a4 redlnym na y = a, ale i
dvé netrividlni feSeni v Iy a I_ pfimo na sebe. Na C¢tendfi ponechdvame diskuzi o tom, kolik reseni

15 Je-l1i y(t) rostouci (klesajici) na I4, myslime limitu zprava (zleva).
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prochézejicich danym bodem z @ mé rovnice (12) — opét viz posledni priklad.

Priklad: nepovinné. UkéZzeme, 7ze pokud je pro diferencovatelnou funkci g(y) splnéna Lipschitzova
podminka, jsou a4 nevlastni. Tim zajistime, Ze feSeni na I, a I_ nebude mozno propojovat navzajem
ani s y = a a kazdym bodem bude tedy prochézet jediné feSeni (na druhou stranu ale vidime, Ze se
nejednéd o podminku nutnou — pokud bude nevlastni napf. jen ¢islo a, budou stéle feseni prochéazejici
danym bodem v R x Jy nebo R x J_ jednozna¢né, problémy nastanou pouze s body (¢, a); stejné situace
nastane, pokud budou sice obé ¢isla a+ redlna, ale g(y) bude mit na Ji rtiznd znaménka, napt. y'/3).
7 Lipschitzovy podminky pro g(y) plyne, Ze ¢'(y) neni nevlastni, tedy je omezend na uréitém okoli
U(a). Necht je tedy napt. g(y) klesajici na I;. Je-li derivace g'(y) omezena na intervalu J' = (a — §,a)
(zdpornym) &islem 3 (¢'(y) > (), musi ziejmé na J' platit g(y) < By + k, kde k uréime tak, aby
0 =g(a) = fa+ k. Véta (??7) ovsem k4, ze

MR SN g TRy TR T
g(y)Zﬁy+k:>/a—59(y)2/a—aﬂy+k PRl

Posledni logaritmus v8ak pro x — a~ diverguje (hodnota integrélu jde k 4+00), tedy i primitivni funkce
k 1/g(y) musi jit k +oo pfiy — a~.

Na zavér vyredme dvé jednoduché diferencidlni rovnice:
Piiklad: ' =y, Q=R xR.

vvvvvv

! !
y—:lé/y—dt:/ dt = Inly| =t+c=y = ke, |k| = e
) Y

Reseni na intervalech (—00,0) (k < 0) a (0,00) (k > 0) na sebe zfejmé nenapojime (exponencialy se
nikdy nedotknou y = 0, coz je také trividlni fegeni (k = 0)). Budeme tedy oéekévat, ze FeSeni prochazejici
danym bodem je jednoznacéné (obé a jsou +o0o) — skuteéné, Lipschitzova podminka je pro g(y) = y
splnéna (znovu se v8ak upamatujme, Ze tato podminka neni nutna).

Piiklad: Najdéme funkci y(t) spliujici y' =42, vy : R — R.

! dt 1

Yy =1f=>——=t—c=>y=— .
2

Y Y t—c

Regenim jsou tedy rovnoosé hyperboly s asymptotami y = 0 a t = ¢, popiipadé funkce y = 0. Regeni v
(—00,0) a v (0,00) opét nebude mozné propojit (y(t) se viak k 0 tentokrat nebude bliZzit exponencidlng),
také Lipschitzova podminka je pro g(y) = y? splnéna, kazdym bodem (to, o) tedy prochdzi pravé jedno
feSeni. Musime si ale uvédomit, ze nedokdzeme predem fici, na jak velkém intervalu I to bude reSeni: I
totiz bude ohrani¢en bodem c. Cim bude vétsi yo, tim bude to blize k ¢ (kreslete si), a I bude mensi —
pro libovolné konecné yo v8ak bude ty # ¢, a tedy bude existovat okoli (fg,¥o), na némz bude existovat
feSeni nasi rovnice.

3.3 Separace proménnych, y'(t) = f(t).g(y)

Postup bude podobny jako v pfedchozim ¢lanku. Bereme Q = R x J a za predpokladu g(y) # 0 zapiSeme
derivaci pomoci diferencidlt a provadime formalni Gpravy:

/

dy LS Gy) = F(t) = y(t) = G (F ().

dy

— =ft)-9y) = —= = f(t) dt

ar = 109 9(y) (
je-li G(y), resp. F'(t) nékterd primitivni funkce k 1/¢(y), resp. f(t). Spravnéjsi zapis by pak vyzadoval
integrovat substitu¢ni metodou

y'(t) y'(t) dt dg B )
oy =70 [ Gy = [r0 @t [ 55 = [0 a6 = Pt s
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Obr. 10: Reseni rovnice y' = ty?/3

Navic pokud existuje yo € J, pro néz g(yo) = 0, pak i funkce y = yo je feSenim a mizeme uvazovat o
pripadném napojovéani feseni, stejné jako u feSeni rovnic y' = g(y).
Priklad: Resme y' = ty?/3.

NV B S SR S SR 13

L =teu = T s = G+ (13
Dale bude jisté feSenim y = 0. Zajimejme se dale o pfipadnou jednoznacnost feSeni prochazejicich danym
bodem. Obecné vidime, ze Lipschitzova podminka splnéna neni. Pro ¢ > 0 se ale netrividlni feSeni
nedotykaji y = 0, a tak po zkuSenostech z piredchoziho ¢lanku hddame, ze takovéa feseni budou jednoznacné
— skute¢né vidime, 7e libovolnym bodem v oblasti {(¢,4);y > t5/216} prochdzi pravé jedno feseni ve
tvaru (13) a vzhledem k tomu, Ze touto oblasti neprochdzi y = 0, je tato domnénka do jisté miry potvrzena.
Pokud oviem ¢ < 0, protind feseni (13) osu y = 0 v bodech £+/]¢|, pfi¢emz v téchto bodech mé nulovou
derivaci (viz obrazek). To znamend, Ze miZzeme FeSeni (13) volné napojovat na trividlni y = 0. Naprosto
stejnym zpisobem jako u rovnice y' = y2/3 tak miizeme generovat nekone¢nd mnoho feeni prochézejicich
danym bodem v oblasti {(t,y);y < t¢/216}.

Nyni postup shrneme:

Véta 44: ReSeni rovnice y/(t) = f(t).9(y)

Necht f je spojitd na (a,b) a g je spojitd a nenulovd na (c,d). Ozna¢me F(t) primitivni funkci k f(¢)
a G(y) primitivni funkci k 1/¢(y). Potom existuje inverzni funkce k G(y) na (¢,d) a kazdym bodem
(to,y0) € = (a,b) x (¢,d) prochdzi pravé jedno maximdlni feSeni rovnice y'(t) = f(t)g(y) na intervalu
D. D je nejvétsi podinterval (a,b) spliwjici formalni inkluzi G—*(F (D)) C (c,d). Refeni bude mit tvar
y(t) = GTHF(1)).

Dtikaz: vynechdme s tim, Ze postup by byl podobny jako u véty ((43)).

Poznamka: Zde jiz nemusi platit, ze pokud se netrividlni ¥eSeni dotkne osy y = yo,9(yo) = 0, lze
toto feSeni napojit na trividlni y = yo. Zkuste napiiklad Fesit rovnice y' = y/t, y' = y/t* (které ziejmé
vyhovuji Lipschitzové podmince).

84. Linearni diferencialni rovnice

4.1 Zakladni véty
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Definice 14: Linearni diferencialni rovnice

Necht ag(t), ..., an(t), f(t) jsou funkce R D M — C, a,(t) #Z 0 na M. Rovnici

an()y™ () + ... +ar )y’ (t) + ao(t)y(t) = f(2) (14)

nazveme linedrni diferenciilni rovnici na Q = M x C". Rovnice
an(®)y™ () + ...+ a1ty () + ao(t)y(t) = 0 (15)

se nazyvé odpovidajici homogenni rovnice k (14) (téz rovnice bez pravé strany), ay(t) oznatujeme jako
koeficienty této rovnice a f(t) jako jeji pravou stranu.

Oznaceni: Pro zkraceni zapisu obvykle vyraz na levé strané linearni diferencidlni rovnice oznacujeme

n ; _ _ n di
Zai(t)y( )(t) = Ly, tedy L = ;ai(t)w.

=0
Rovnici (14) pak piSeme ve tvaru Ly = f(t) a jeji homogenni rovnici Ly = 0.

Véta 45: Jednoznacdnost FeSeni linearni diferencidlni rovnice

Necht koeficienty ag(t),...,an(t) a f(t) v rovnici (14) jsou spojité na I C R, a,(t) Z 0 na I. Pak pro
kazdé to € I a kazdé (yo, ..., yn—1) € C" existuje pravé jedno Feeni (14), pro néz plati y™* (to) = yi, k €
{0,...,n—1}.

Tuto vétu prijmeme bez dikazu.

Poznamka (trividlni duasledek): Pokud jsou splnény podminky této véty a funkce y(t), kterd je
feSenim rovnice (14), spliwje pro nékteré to € I podminku y* (ty) = 0,k € {0, ...,n — 1}, pak je y(t) =0
na I. Funkce y(t) = 0 je totiz ziejmé fefeni vyhovujici okrajovym podminkam y¥) (ty) = 0 a dle predchozi
véty je toto feSeni jednoznacné.

4.2 Homogenni rovnice

Oznaceni: Regeni diferencialni rovnice k-tého ¥adu na intervalu I byva vhodné hledat v mnoziné

CW(I) = {Vf : I+ C;3f® na I}, resp. OV (I)g = {Vf : I — R;3f*) na I},

Poznamka: Tyto dvé mnoZiny jsou vektorové prostory nekoneéné dimenze na télesem C, resp. R (uvé-
domte si pro¢, jak je definovano séitani dvou funkei a nasobeni prvkem z télesa).

Poznamka: Nulovym prvkem v C*) (1) (resp. CERf)(I )) je funkce y = 0 na I. Line4rni nezavislost

mnoziny funkei {fi, ..., fn} € C¥)(I) je pak samoziejmé definovana takto

n
{f1, -, fn} jsou linedrné nezavislé < V{ay,...,a,} C C: Z afi=0=>a;=...=a, =0.

i=1

Neni snad tfeba pripominat, Ze uvedend suma se nazyvéa linearni kombinaci prvka fi, ..., fn, bez ohledu
na to, zda je vysledkem této sumy y = 09, ¢ jakékoliv jind funkce.

Po tomto opakovani se mizeme vratit k linedrnim diferencidlnim rovnicim. Jiz v Gvodni kapitole o
limitach jsme si v8imli, Ze feSeni homogenni linearni diferencidlni rovnice druhého radu s konstantnimi
koeficienty (agj + by + cy = 0) je vektorovy prostor dimenze 2. Toto tvrzeni nyni zobecnime a dokdzeme:
Véta 46: Mnozina feSeni homogenni linearni diferencialni rovnice
Mnozina viech Feeni rovnice (15) n-tého fadu na intervalu I tvoii vektorovy podprostor C™)(I) nad C

16Pro pofadek y = 0 znakime funkei y(t) = 0,Vt € I.
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(resp. CI(R?) (I) nad R) dimenze n.

Duikaz: Mnozina feseni K tvoii vektorovy podprostor C'")(T) (C’[([g ) (I)): je zfejmé, 7e kazdy prvek z K
lezi zaroven v C'™ (I) (CI(R? ) (I)) (pro¢pak?). Déle musime ukazat, ze soucet dvou prvki yi,ys z K lezi v
K a ze c-nasobek libovolného prvku y z K lezi v K. Snadno ovSem ukazeme

n

O;Zai(t)(yl +Z/2)(Z)—Z ”‘FZG@ i):0+0:0,

i=0 i=0

0= Zaz Yey)W = an yl) = ciai(t)y(i) =c0=0.

=0
Daéle chceme urcit dimenzi K. Za tim Gcelem se pokusime sestrojit bazi B prostoru K — pocet prvki
B pak bude samoziejmé roven dimenzi. Zkusme vzit tieba mnozinu feSeni (15) B = {y1,...,yn}t C
(1) (CI(R? ) (I)), o nichz budeme pouze predpokladat, Ze v néjakém pevném bodé to € I splhuji

yz(] 1)(t0) = 5ij,i,j S {1,,n}

Kroneckertv delta symbol je sice znamy, pfipomehme vSak pro jistotu, ze d;; = 0 pro i # j a d;; = 1 pro
i = j. Ze takova mnoZina, fefeni existuje, to ndm zaruéi véta ((45)) — zvolime vzdy bod (0, ..,0,1,0, ..,0)
a dle této véty timto bodem prochézi (pravé) jedno feSeni y;.
O mnoziné B nyni dokazeme, Ze je bazi K, tedy Ze je linearné nezavisla a zaroven ,generuje vSechno“,
tedy kazdy prvek z K lze vyjadrit jako linedrni kombinaci prvka z B. Uvazujme tedy néjakou linedrni
kombinaci prvkia z B rovnou y = 0:

Zazyz =0. (16)

Ma-li byt tato rovnost splnéna na celém I, musi platit i pro ¢t = tg. Dosadime-li tedy do ni, zjistime, diky
vhodné volbé funkei y;, musi byt ay.1 = 0, tj. oy = 0 (y;(to) = 0 pro i € {2,...,n}). Pokud obecné (16)
(j — 1)-kréat zderivujeme, dostaneme v bodé ¢t = tg

n (i-1)
0= (Z aiyi(t)> = Z azyl] 1) t to — Zaz ij = Q.
i=1 t—to
Vidime, Ze pro i libovolné j € {2, ...,n} tedy musi byt a; = 0, procez je tedy mnozina B linedrné nezavisla.
Nakonec musime jesté dokdzat, ze kazdy prvek z K je linearni kombinaci prvkt B. Necht proto je y € K
fesenim (15). Hodnoty jeho derivaci v ty ozna¢me d; = y)(t),j € {0,1,...,n—1}. Radi bychom dokézali,
ze potom plati

Zd]y] L, Veel, tj.glt) =y Zd]yj =0

O hodnotéach funkei y, 1, ..., yn na I oviem nevime zhola nic kromé bodu to. Vime v8ak, Ze g(to) = 0, a
pokud funkci g k-krat zderivujeme (k € {1,...,n — 1}), bude

g (to) =y (to) — Zdjyj (to) = di — Y _ d;0kj = dj, — dy, = 0.
j=1

Podle disledku véty (45) to ovSem znamend, Ze g(¢t) = O na I, a tedy funkce y(¢) je totoZné s vyseuvedenou
linedrni kombinaci prvka z B.
Mnozina B je tedy bazi K, a proto ma K dimenzi n.

Definice 15: Fundamentalni systém reseni
Budte y1(t), ..., yn(t) linedrné nezavisla feSeni rovnice n-tého fadu Ly = 0 na J. Pak tuto n-tici nazveme

39



fundamentalni systém feSeni Ly = 0 na J.

Definice 16: Wronskiho determinant

Jsou-li ay(t), ...,a,(t) funkce s (n — 1). derivacemi, pak se funkce

as (t) cee o an(t)

a’ (¢) aZ(t)
Wiay, ..., a,](t) = (17)
"V o aYe

nazyvd Wronskiho determinant (téZz wronskian).

Véta 47: Uziti wronskianu obecné
Pokud jsou funkee uy, ..., u, € C™(I) linedrné zavislé na I, potom Wluy, ..., un](t) = 0 na I.

Dukaz: 7 linearni zévislosti uq, ..., u, plyne, Ze existuji ¢isla ¢q, ..., ¢y, z nichz alespon jedno neni nula,

pro néz
n
E ciu; = 0.
i=1
Tuto rovnost mizeme az (n — 1)-krat derivovat, ¢imz ziskdme vztah

Zciugj) =0,Vj € {0,1,....,n—1}.

i=1

Pokud si definujeme sloupcovy vektor vy, jehoz j-ta slozka je j-t4 derivace ug, pak predchozi vztah
zapsat ve tvaru

up(t) 0
uj,(t) n
vk = . ’ZciViEO’OZ
: i=1 :
u" = (#) 0

To ale znamend, Ze sloupce ve Wronskiho determinantu jsou linedrné zavislé, a tedy je tento determinant
roven nule.

Poznamka: Samoziejmé se nabizi otizka, zda toto tvrzeni plati i naopak, tj. zda wronskidn linedrné
nezdvislych funkci musi byt nenulovy (alespoit na nékterych bodech I — W # 0). Berme obménénou
implikaci: museji byt funkce linedrné zavislé, pokud je wronskian nulovy na celém I? Vime, ze pro kazdé
t € I existuje nulova netrividlni linedrni kombinace sloupctt ve Wronskiho determinantu. Koeficienty
téchto linearnich kombinaci ov§em mohou zaviset na zvoleném ¢, zatimco pro zkoumani linearni zavislosti
funkci museji byt tyto koeficienty konstanty na I. TuSime tedy, Ze tudy vede cesta k vyvraceni opacné
implikace:

Piiklad: Uvazujme na I = R funkce uy, us definované takto
ul(t) = 07t € (_0070)7 ul(t) = t27t € <0700)7

us(t) = t2,t € (—00,0), ui(t) =0,t € (0,00).

Snadno ov&iime, ze se jednd o funkce linedrné nezavislé — do rovnice auy(t) + bus(t) = 0 dosadime
nejprve napf. ¢ = 1 a potom ¢ = —1, z ¢ehoZ zjistime a = b = 0. Derivace u} (resp. u}) na (—00,0), a
(0, 00) budou 0 a 2t (resp. 2t a 0), z ¢ehoZz vypolteme wronskidn

Wlug, us] = uguy — uhuy = 0.

Obréacend implikace k ((47)) tedy obecné neplati. Situace se v8ak méni, pokud zkoumame pouze funkce,
jez jsou TeSenim rovnice Ly = 0:

Véta 48: Uziti wronskidanu na feSeni homogenni linearni diferencialni rovnice
Necht y (t), ..., yn(t) jsou FeSeni Ly = 0 na I. Pak nastane pravé jedna z moznosti
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1. Vtel:Wly,...,yn](t) =0
2.Vtel :Wlyr,...,yn)(t) #0

Navic 1. moznost plati, pravé kdyz jsou feSeni yq, ...,y linedrné zavisla, 2. moznost, pravé kdyz jsou
linearné nezavisla.

K dtkazu této véty vyslovime jesté jedno tvrzeni

Véta 49: Vypocet wronskianu na I z jeho hodnoty v jednom bodé

Jsou-li yy, ..., y, feSeni Ly =0 na I a W(t) = Wy, ..., yn](t), pak

an_l(t)

Wl(t) - an(t)

W(t),Vt € I, (18)

a tedy pro libovolna t,ty € I plati

t oan—1(8)

W(t) = W(to),e‘fto W dE‘

(19)

Lemma Derivace determinantu: Necht (a;;)}';—; je matice funkei diferencovatelnych na I. Potom
plati

an(t) N aln(t)
a(j_l)l(t) - a(j_l)n(t) n .
[det(ag;(t Zdet aiy(t) ... ah,(t) =) det(AD). (20)
a(j+1)1(t) e (l(j+1)n(t) Jj=1
agn_l)(t) . a,(zn_l)(t)

Poznamka: Determinant (a;;) je soucet uréitych soudint, pfi¢emz kazdy soudin obsahuje n &initelt. V
derivaci determinantu tedy na kazdy takovy souéinu pfipadne n ¢lent, v nichZ bude vZzdy jeden ¢initel
derivovan a ostatni budou ponechéni beze zmény. Déle si uvédomime, Ze v kazdém soucinu se vyskytuje
pravé jeden zastupce z kazdé radky matice (a;;). Pokud tedy ve zderivovaném determinantu z kazdé
n-tice vzniklé z derivace soucinu vybereme vzdy ¢len se zderivovanym prvkem z prvni radky, ziskdme
determinant matice A, tedy matice shodné s (a;;) aZ na to, ze v prvnim fadku jsou misto funkci a,;
jejich derivace. Podobné vybereme ¢leny se zderivovanym k-tym prvkem a ziskdme det(A®*)).

Pokud jste tuto nazornou tivahu nepochopili, nezoufejte, nyni provedeme sice méné nazorny, avsak precizni

Dukaz lemmatu: Budeme postupovat indukei podle rozméru matice n.
Pron = 1 jerovnost (20) trividlni, uvazujme tedy, Ze plati pro n&jaké pevné n a pokusme se urcit derivaci
determinantu matice (n + 1) X (n + 1). Derivovany determinant rozvineme podle prvniho ¥adku:

n+1 n+1 n+1
(det A)' Z a1k (—1)"F det(Myy)) Z a, (1) det (M) + > are(—1)" T (det(Miz))'.
k=1

Pfipomenme, ze det(My;) znaéi minor (prvniho stupné) odpovidajici prvku ag;, My; je matice vytvorena
z (a;j) vyskrtnutim k-tého fadku a I-tého sloupce. Druhé suma potom obsahuje derivace minord — My
jsou ale jiz matice n-tého fadu, tedy mizeme vyuzit indukéni pFedpoklad a derivovat je podle (20):

n+1 n+1 n
(det A)' Z alp (1) * det(Myy,) + Z ayp(=1)1F* Z det(M(l)
k=1
n+1 n n+1 n+1
= det(A Z arp (1) S det (M) = det(A Z det(AD) = 3" det(4D)
=1 =1
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Rozvinuté determinanty jsme opét ,svinuli“, pfi¢emz si bylo potfeba uvédomit, ze pokud v matici Ml(?
derivujeme I-ty fadek a z minort det(M; ;)" potom vybudujeme zpét determinant matice (n-+1)x (n+1),
bude v této matici zderivovany (I + 1). fadek.

Dtikaz véty: Nyni se vratime k vété (49). Radky wronskidnu zapiSeme pomoci vektori y =
Y1y Yn), y(k) = (y%k), ...,y}lk)) a derivaci wronskidnu spocteme podle vzorce (20):

!

y
yl
an,(t).W'(t) = ap |det ) =
y(n_l)
y' y y
yl y/I yl
" "
= ayp | det y + det y + ...+ det :
y(n=2)
y(=1 y(=1 y(

Vsechny determinanty kromé posledniho jsou ale nulové, nebot jsou pouZzity na matici se dvéma stejnymi
radky. S vyuZitim multilinearity determinantu tedy piSeme

y y

y' y'

an(t).W'(t) = a, det = det :
y(n_z) y(n_z)

Nyni pouzijeme skuteCnost, Ze yi,...,y, jsou FeSeni Ly = 0. Od posledniho fadku tedy muiZzeme ode-
¢ist nulovy vektor Ly a déle k nému pric¢ist a;_;-ndsobek i-tého radku ¢ = 1,...,n — 1, ¢imz hodnotu

determinantu nezménime:

y y
y' y'
an(t).W'(t) = det : = det : =
y(n—2) ' y(n_z)
- Yy aiy® —ap_1y™V
y
yl
= —an_1 det : = —ap-1(t).W(t).
y(n_Q)
y(n_l)

Ovéiili jsme tedy vztah (18). Ten ovSem miizeme povazovat za jednoduchou diferencidlni rovnici prvniho
radu se separovatelnymi proménnymi. Vytesime ji:

WO _ana® Lo [ an(©)
7o - ee InW(t) —InW(t) = / de.

to an—l(g)
Odlogaritmovanim tohoto vztahu ziskavame jiz (19).

Dtikaz véty: Koneéné se mtzeme vratit i k Gstiedni vété tohoto ¢lanku (48). Vztah (19) ukazuje, Ze
pokud pro n&které ty € I bylo W(ty) = 0, pak musi byt i pro ostatni ¢ € I platit W(t) = 0. Naopak,
pokud pro nékteré to € I bylo W (tg) # 0, pak musi byt W(¢) nenulové a v realném oboru musi mit
dokonce i stejné znaménko'” jako W (ty) i pro véechna ostatni t € I, nebof e® je kladné pro viechna

17To v8ak neni zas takovy div — kdy# je funkce W (t) spojit4d a nenulova, t&7ko miize ménit znaménko.
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z € R, resp. nenulové pro vSechna z € C.

Druhé ¢ast véty (48) se zabyvala vztahem mezi wronskidnem a linedrni zdvislosti FeSeni a obsahovala
celkem ¢tyfi implikace. Dvé z nich plynou pfimo z véty (47) (linedrni zdvislost implikuje W (t) = 0).
Opacné implikace tvrdily, ze pokud je wronskian nulovy, jsou fedeni linedrné zavisla. Z toho lze usoudit!®,
7e pro kazdé t jsou radky wronskidnu linearné zavislé, tj. jedna jejich netrividlni linearni kombinace je
nulova, nevime vsak, zda tato kombinace bude pro vSechna t € I stejnd — pokud by skute¢né byla, mohli
bychom s jejimi koeficienty skombinovat funkce y; a museli bychom dostat y = 0. Ur¢ité plati

Vtel :W({t)=0=Vte Idey,...,cn;Vk=0,1,....n—1:= Zciyl(k)(t) =0.
i=1

Vyberme si tedy jedno libovolné t, € I, najdeme koeficienty cq,...,c, a pro tyto koeficienty oznacime
y(t) = Yo%, ciyi(t). Pro funkee y(t) pak oviem plati y(to) = y'(to) = ... = y" Y (ty) = 0. Zarovei je
v8ak linedrn{ kombinaci feSenf y1, ..., yn, coz podle disledku vty (45) znamend, ze Vt € I : y(t) = 0. Tim
padem jsou feSeni yq, ..., Yy, linedrné zavisla.

Na zavér zkusme fesit jeden zajimavy specidlni pripad homogenni linearni rovnice:
Priklad: Necht u(t) je jednim z FeSeni rovnice

y" +p(t)y +q(t) =0. (21)

Najdéme druhé linedrné nezavislé reSeni této rovnice.
V o trochu méné obecném pripadé vyslovime pro nalezeni druhého feSeni drobné lemma:

Lemma : Necht u(t) je feSenim (21) na I a necht u(t) # 0 na I. Pokud y(t) je feSenim rovnice
t
w' =y =e [ o) de (22
to
pak {u,y} je fundamentélni systém feseni (21).
Diikaz: Okamzité vidime, Ze y a u jsou linedrné nezavislé funkce, nebot jejich wronskian je leva strana
rovnice (22), kterd mé byt rovna nenulovému ¢islu e®. Stadi uz jen zjistit, zda y je skutecné feSenim (21).

R4di bychom jako dusledek platnosti rovnice (22) ziskali rovnici (21) s dosazenou funkei y. Mame-li v
(22) pouze prvni derivace, napadne nés zderivovat ji:

t
u'y' +uy’ —uy —uy' = —e” / p(§) dép(t).
to
Vyuzijeme Ze u je feSenim (21), dosadime za u" a integral na pravé strané odstranime pomoci (22):
uy" —y(—pu' — qu) = —(uy' —u'y)p = u(y” +py' +q) = 0.

Pokud je u nenulové na I, znamena to, Ze y je skutecné feSenim (21).

Nyni se jesté podivejme, jak z u pohodlné spoéitat y. Viimneme si, Ze leva strana rovnice (22) ndpadné
pFipomind derivaci podilu funkci y a u, tedy Ze

(1) = uy' —u'y _ ie—/tp(g) .

u u? u?

Tim je vSak uz navod hotov:
1

) =ult) [ e [ p(e) dg ar.

4.3 Nehomogenni rovnice, variace konstant

Poznamka: Jak je znamo z linearni algebry, pro kazdé linearni zobrazeni L : V' — V na linedrnim

18Viz diskuzi za vétou (47).
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vektorovém prostoru V plati, Ze feSeni rovnice L(x) = a pro n&jaké a € V je bud prazdnd mnozina, anebo
afinni prostor a + W, kde W = Ker(H) a H(a) = a'®. Tématem dalsiho bude popis metod, jak nalézt
pocatek A tohoto afinniho prostoru.

Véta 50: Variace konstant
Bud n € N a y1, ..., y, fundamentalni systém feseni rovnice Ly = 0 (viz (14), (15)). Necht ¢}, ..., ¢, jsou
feSenim soustavy

aumpn+t...+c,yn =
Ay +...+cey, =

G+l = 0
a4 o) = ai‘ (23)

Pak funkce y(t) = > ¢;(t).y;(t) Tesi rovnici Ly = f.

i=1

n

Dikaz: Necht jsou splnény rovnice (23). Polozme y(t) = > ¢;(¢).y:(t) a dosadme tuto funkci do rovnice
i=1

Ly = f. NapiSme nejprve, ¢emu je rovno y’(t):

n ! n n n
i (Z y) =Dyt D ewi =3 e
i=1 i=1 i=1 i=1

nebot podle prvni rovnice (23) je prvni suma rovna nule. Nyni spo¢teme druhou derivaci a opét zjistime,
7e jedna se sum bude nulové, tentokrdt s ohledem na druhou rovnici (23). Timto postupem snadno
nahlédneme, Ze

y(j) = Zciy(j), Vji=0,1,...,n—1
i=1

Koneéné u n-té derivace pouzijeme posledni rovnici (23), ¢imz dostaneme

f n

n) _ (1)

= + E ¢ .
an = y

Nyni jiz jen dosadime do rovnice Ly = f:

n n o n
Ly =Y apy™ = anai +3 D aew = f+ ch Zaky“) =
=1 =

k=0 " k=0i=1

Posledni krok vyuzival skutecnost, ze kazdé y; je reSenim homogenni rovnice Ly = 0.
Ditikaz je tedy uzavien.

Pozndmka (intuitivni): Hledali jsme jeden prvek y € Ker(L)y, coZ je prostor dimenze n. Nejprve jsme
méli na y jen jedinou podminku, tj. aby Ly = f, kterd nam sice ponechava vice stupni volnosti ve vybéru
y, ale kterou neumime v obecném p¥ipadé efektivné vyuzit. Soustava (23) naproti tomu na vybér y klade
n podminek, o nichz jsme ukazali, Ze implikuji Ly = f; n koeficientii ¢; v hledané linearni kombinaci by
tim mélo byt pevné uréeno. Toto je samoziejmé jen intuitivni predstava, nebot tyto koeficienty nejsou

9Toto budiz i definice afinntho prostoru: Wy = {z € V;3w € W,z = a + w}.
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konstanty, ale funkce.

Cvideni: Pokusme se najit piimo vzoretek pro vypocet ¢;. Z (23) je podle Cramerova pravidla

Y1 (t) e Yi—1 (t) 0 Yit+1 (t) - yn(t)
yi@) oy () 0wy (®) oo yn®)
At = WL(t) L : : S :
TN N B RT3 (Lo B y§z;j><t> ()
Y1 (t)("_l) ... yi_l(t)(”_l) a{f(tt)) yl(_tl_ )(t) ... yn(t)(”_l)
Vidime, Ze vyraz ve jmenovateli, wronskian W (¢) funkei y1, . . ., yn je nenulovy, nebot y1,. .., y, jsou fun-

damentalni systém feSeni. Tim také potvrzujeme vyrok z minulé poznamky, Ze ¢; jsou uréena jednoznacéné
(rovnice (23) jsou nezavislé). Déale ziejmé plati

t
ei(t) = / i() dr,

kde tg je libovolny ¢as z intervalu, na kterém reSime rovnici. Nyni se pokusime upravit vyraz pro y za
vyuziti multilinearity determinantu a pravidel pro poc¢itani s integraly:

yl(T)/ coe o Yim1(m) 0 yia(T) oo yn(T)

n(n) oy 0 oy (n) o yn(n)

yi (1) Ly (D)2 0 g () L ga(r)(nD

yi (M Ly (D 1y () L g ()Y
y1(7) . Yn(T)
P L
iy am)W (1) yl(r):<"—2> yn(T):(n_Q)
n@®) o ya(d)

Rozeberme jesté posledni krok: kazdy z n determinantti v sumé jsme nejprve rozvinuli podle i-tého
sloupce. V sumé se tim padem objevily vyrazy odpovidajici rozvoji posledné uvedeného determinantu
podle posledniho rfadku:

yl((r)) . Yio1 ET; Yit+1 ET; . Yn ET;
n . y1 (1) yi_ (T Vil (T yn(r
S| L | SR o
- B Ly ) L e

yi(7) Yn(T)

yi (1) Yn(7)

yi ()2 Yn (7)Y
yi(t) Yn(t)

4.4 Rovnice s konstantnimi koeficienty

Poznamka: Zkoumejme nyni linearni diferencidlni operatory s konstantnimi koeficienty, ¢imz myslime
presnéji: Budte ao, ..., a, € C, pak linedrnim diferencidlnim operatorem s konstantnimi koeficienty n-tého
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fadu rozmime (linedrni zobrazeni) L na prostoru vSech alespon n-krate diferencovatelnych funkci realné
n .
proménné, které takovéto libovolné funkci y pfifadi Ly = L(y) = 3. a;.y"
=1
Lemma : L(eMt) = P()\).e*, kde P je polynom. Jestlize P(\) = 0, tak L(e) = 0.
Dukaz: necht si ¢tenar provede dosazenim.

Definice 17: Charakteristicky polynom
Je-li Ly = 0 linearni diferencidlni rovnice, pak funkci

PA)=a,\"+...+a1X+ag
nazyvame charakteristickym polynomem této rovnice.

Poznamka: Aby nemohlo dojit k nedorozumnéni: polynom P()) z definice a z lemmatu jsou totozné
(overili jste?).

Véta 51: ReSeni homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty ve specidlnim p¥ipadé
Ma4-li charakteristicky polynom P(z) stupné n pravé n riznych kofenl z1,...,z,, pak fundamentalni
soustavou feseni rovnice Ly = 0 je e®', ..., e**! na libovolném intervalu J.

Dukaz: Z lemmatu vySe je ziejmé, ze se jedna o reSeni. Ovérme, Ze je tento systém linedrné nezavisly.
Spocteme-li wronskidn pro ¢t = 0, vyjde diky multilinearité

1 1
n T Ty n
exp (tsz) :exp(thi)H(a}i - xj),
i=1 : : : =1 i<j
A

tzv. Vandermondtiv determinant. Jelikoz jsou x; navzajem rtzné, wronskian je nenulovy pro ¢t = 0, a
proto dle véty (48) nenulovy pro vSechna t € J.

Véta 52: ReSeni rovnice s konstantnimi koeficienty pro vicenisobné kofeny charakteristic-
kého polynomu

Je-li A kofen ndsobnosti pravé k < n charakteristického polynomu P(A) linedrniho diferencidlniho operé-
toru L s konstantnimi koeficienty stupné n, pak t.eM, ..., t*~1.e M jsou feSenimi rovnice Ly = 0.

Dukaz: piimocarou verzi (dosazeni do Ly = 0) ponechdme jako pomérné néro¢né cviceni ¢tenari. Pred-

vedeme elegantnéjsi zptisob.
Je-li A = 0 k-ndsobnym kofenem P()), znamend to, Ze prvnich k koeficientt v P(A) (brano od nizsich

mocnin) je nulovych, tedy
Ly = Z aiy(i).
i=k

Dosadime-li viak y = t/eM = 7,0 < j < k,j € N, budou vSechny derivace y v sumé nulové, a rovnice
bude tedy splnéna trividlné.
Pokud X # 0, dosadime y = z(t).e* (2(t) je n&jaké obecné funkce) a zkoumame Ly:

Ly = L(z.eM) = agze™ + a1 (2'eM + 22eM) + az (2" + 22/ A + 20%eM) 4 ... = MMz,

Vidime, Ze z Ly lze vytknout e* a zbyly vyraz bude lineidrné zavisly pouze na z(t) a jejich derivacich (M
bude linedrni operétor s konstantnimi koeficienty). Ptejme se, jaky bude charakteristicky polynom Q(u)
operdtoru M — poloZime z(t) = e a pouZijeme takovyto trik (pro libovolné X € C):

M(ett)  L(ett.ert)  LertMt)

QW) = —— =~ = o = P+
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Tedy pokud X je k-ndsobnym koienem P, pak nula je k-ndsobnym kotfenem @ a tim padem 0 = M(#/) =
L(t7e) pro libovolné j € N, j < k.

Lemma : Necht m € C je nenulové a P(t) je nenulovy polynom nad télesem komplexnich ¢éisel. Pak
existuje nenulovy polynom Q(t) nad t&lesem komplexnich &sel takovy, ze plati: (P.e™!)' = Q.e™!, piicemz
stupné polynomt P a () jsou stejné.

Dukaz: je trividlni, a proto prenechan ¢tendri.

Lemma : Necht zq,.. - Tn € C jsou vesmeés ruzné. Necht Py, ..., P, jsou polynomy nad C. Necht je na

néjakém intervalu I je Z P;.e®it =0,Vt € I. Pak pro kazdé i = 1,...,n plati P; = 0.
j=1

Dikaz: Provedeme indukei.

1. Pro n = 1 plati tvrzeni trividlné, nebot Vo € C: e* # 0.

2. Predpokladejme platnost pro n — 1. Jednoduchou tpravou zjistime, ze chceme dokazat

n—1

LT
—E Pj.e®im,
Jj=1

Zderivujme tuto rovnost (k + 1)- krat, kde k je stupen polynomu P,. ProtoZe x; # x,, dostdvime
podle predchoziho lemmatu

0= k+1 Z Q e (xj—xn).

pti¢emz bud st(Q;) = st(P;), anebo Q; = 0, pravé kdyz P; = 0. Podle indukéniho predpokladu je
proto @; =0proj=1,...n—1,atedyi P, =0na I, c.b.d

Nyni mame jiz vSe pripraveno k tomu, abychom mohli vyslovit vétu, ktera je pro nase ucely, totiz pro
hledani jadra daného lineadrniho diferencidlniho operatoru s konstantnimi koeficienty, vétou zakladni.
Véta 53: O reseni linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty

Necht Aq, ..., Ay jsou v8echny kofeny charakteristického polynomu P(\) a vy, ..., vy, po Fadé piislusné jejich
nasobnosti. Pak mnozina funkci

At v1—1,A1t
it pri—leh

Aat vo—1 A2t
at . pr2—lede

et e LeAwt (24)
je fundamentélni systém feSeni rovnice Ly = 0.

Dikaz: Tyto funkce jsou reSenimi, jak plyne z predeslé véty. Fakt, Ze jsou linedrné nezavislé plyne
z pfedchoziho lemmatu (pokud sestrojime linedrni kombinaci vSech shora vypsanych funkci, mizeme
vSechny ¢leny obsahujici e*i? seéist, ¢imz dostaneme jediny ¢len P(t)erit; pak jiz budou viechny séitance
mit v exponentech rizné ¢isla ;). To, Ze generuji vSechna feSeni je zfejmé, kdyZ zjistime, Ze jejich
jejich pocet je roven souc¢tu vSech ndsobnosti, tj. stupni charakteristického polynomu, a tedy i fadu
diferencidlniho operatoru L.

Poznamka: Véta (53) poskytuje navod, jak vypoéitat bazi Ker(L). Budou-li viak koeficienty L redlné,
véta (53) nemusi jesté zajistit, aby i FeSeni byla redlnd. Proto uvedme néasledujici jednoduché, i kdyz
trochu neobratné formulované lemma.

Lemma o realnych reSenich pro operatory s realnymi koeficienty:

Necht L je linearni diferencidlni operator s konstantnimi redlnymi koeficienty fddu n. Necht redlné koreny
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charakteristického polynomu P(zx) jsou my, ..., my s ndsobnostmi rq, ..., a ostatni ny, iy, ..., ns, Mg, 25 +
k = n s nasobnostmi py,py, ..., ps, Ps. Pak feSeni rovnice Ly = 0 lze napsat ve tvaru

emit gL emat

emkt el et
Re(e™), ..., tP» 1 Re(em?) Im(e™),...,tPr =1 Tm(e™?)
Re(e™),...,tPs 71 Re(e™ ") Im(e™), ..., tPs =1 Im(e™?). (25)

Dtikaz: Rozmyslete si, jak 1ze pomoci téchto funkci linedrné nakombinovat funkce (24) (uvédomte si
vztah mezi e*, Re(e”), Im(e”)). Protoze se ndm to podafi pro vSechny funkce (24) a funkei (25) je pravé
n, mus{ funkce (25) nutné tvofit bézi Ker(L).

4.5 Partikularni feSeni rovnic se specialni pravou stranou

Je-li P(t) polynom stupné k, pak existuje FeSeni linedrni rovnice s konstantnimi koeficientyy
Ly = P(t)e*t

ve tvaru y(t) = t°Q(t)et. Zde je p = 0, pokud p neni kofenem charakteristického polynomu operatoru
L, v opa¢ném piipadé je p rovno ndsobnosti u. Q(t) je polynom stupné nejvyse k.
Pokud je na pravé strané linedrni rovnice vyraz typu

e (P(t) cos Bt + Q(t) sin Bt)

s polynomy P, Q) stupné nejvyse k, bude existovat feseni ve tvaru t?e® (R(t) cos St + S(t) sin 5t). Hodnota,
p se urdi podle stejného klice jako v predchozim pripadé s tim, Ze zkoumame nasobnost ¢isla o + 18
jako kofene charakteristického polynomu L. Polynomy R,S jsou opét stupné nejvyse k (nemusi ovSem
napiiklad platit, Ze stupeii R je nejvyse roven P).

Zévérem si uvédomme, Ze pokud y; a y- splhuji

Lyt =f, Lya =g,

pak rovnici
Ly =af + By (26)

jisté Tesi ayr + Byo.

Cviéeni: Uvédomte si alespon ramcové, pro¢ plati prvni tvrzeni — dosadte navrhované feseni do rov-
nice. Zkuste nejprve piipad p = 0. Déle uvazte, jaky je stupen polynomu na levé strané rovnice, pokud
je stupen Q pravé k a p = 1 (zjistite, Ze stupen @ je nutno o jednicku zvysit).

Druhy pfipad s goniometrickymi funkcemi lze snadno prevést na linedrni kombinaci komplexnich expo-
nencidl (cviéné provedte). S uvdzenim vztahii (26) budeme hledat feSeni pro kazdou z exponencial zv1ast
a TeSeni opét ,linedrné skombinujeme“. Budeme-li se chtit na zavér zbavit exponencidl, pouzijeme opét
vztahy mezi e a goniometrickymi funkcemi. Vidime, Ze i kdyZ na pravé strané bude napriklad pouze
funkce sinus (tj. P = 0), neni vibec jasné, zda v se v FeSeni kosinus vyskytovat bude ¢ nikoliv (ve
skuteénosti tam ¢asto byvd).

Piiklad: Re$me rovnici
vy —y" +y —y =sint.
Resime nejprve odpovidajici homogenni rovnici, a potfebujeme tudiz znit kofeny charakteristického po-
lynomu
NN A-1=A-1)\+1).
Vidime, Ze kofeny jsou 1,4, — a fundamentalni systém Fegeni je tedy {ef, e, e~"}, pifpadné (dle lemmatu
na konci predeglého ¢lanku) {e?,sint,cost}.
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Protoze ¢islo 0+1 je jednonasobnym korenem charakteristického polynomu, o¢ekdvame partikularni reseni
ve tvaru y = atcost + btsint, kde a,b jsou polynomy nultého stupné (konstanty). Toto feSeni (ansatz)
dosadime do ptvodni rovnice, ¢imZ zjistime podminku pro a, b

(—2a — 2b) cost + (2a — 2b) sint = sint.
Vidime, ze Cleny obsahujici ¢ v prvni mocniné se vyrusily, coz, jak jsme objevili v predchozim cviceni,
souvisi s nasobnosti kotfene 0 + ¢. Vzhledem k linedrni nezavislosti2® funkeci sinus a kosinus musi platit

1 1
a b=0, 2a—2b =>a 4,b 1

Jednim partikuldrnim feSenim je tedy ¢/4.(cost — sint) a obecné feSeni je

t
y =crel +cosint + ¢z cost + Z(cost —sint).

4.6 Eulerovy rovnice

Definice 18: .
Rovnice Ly = Z ait'y® =0, kde a; € C, a,, # 0, se nazyva Eulerova rovnice.

i=0
Protoze koeficient a,t™ je nulovy pro ¢t = 0, budeme rovnici fe8it zvlast na intervalu ¢ € (—o0;0) a zvI4st
na intervalu ¢ € (0; 00). Nejprve se omezme na interval ¢ € (0; 00). K feSeni rovnice lze pfistoupit dvéma
zpusoby: hledat feSeni v jistém specidlnim tvaru nebo se pokusit rovnici prevést substituci na linearni
rovnici s konstatntnimi koeficienty.

e Hledejme feseni ve tvaru y(t) = t*. Potom piejde piivodni rovnice do tvaru:

n i—1 n i—1
L") =) at' [[a -t =>" la: [JA-0) | £
=0 7j=0 =0 7j=0

Uloha se tedy redukuje na nalezeni kofenti rovnice n-tého stupné:
n i—1
Yo lall-5) =0
i=0 j=0
Pokud )\ fesi tuto rovnici, potom t*° Fesi rovnici Ly = 0.

e Pokusme se rovnici vyfesit substituci & = Int¢; rovnici stéle Fesime pro ¢t € (0;00). Oznacme z(§) =
2(Int) = y(t). Budu vyjadiovat y*(t) pomoci z(£):

y(t) = 2(¢)

Y (8) = (o) = (D)) == 20 (1) = '(©)7

Pouzita véta o derivaci slozené funkce.

. 1< .
D — LN
yO() = 5 21%42(”(5)
1=

20Kdo neni spokojen s timto vysvétlenim, necht do rovnice dosadi t =0 a t = 7/2.
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Koeficienty v; ; jsou pevné, tj. ; ; € C. Po dosazeni do piivodni rovnice:

Liy) = aiy 7,298

=0  j=0

Tato rovnice je vSak linedrni diferencidlni rovnice n-tého fadu pro nezndmou funkci z(¢). Resi-li
2(€) tuto rovnici, potom y(t) = z(Int) fesi ptvodni rovnici a naopak. Substituci £ = Int lze provést
i pro rovnici s nenulovou pravou stranou a prevést tak Eulerovu rovnici na rovnici s konstantnimi
koeficienty s nenulovou pravou stranou. Ze substituované rovnice lze také snadnéji ziskat reSeni pro
vicenasobné koteny charakteristické rovnice.

Necht nyni t € (—o0;0). Rovnici L(y(t)) = 0 pfevedu substituci 7 = —¢ na Eulerovu rovnici, kterou pro
t € (—00;0) fesim pro 7 € (0;00). Jejim Fedenim je funkce (—¢)*, kde A je feSeni piislugné charakteristické
rovnice; feSeni na obou intervalech lze zapsat jako [t|*.

§5. Specialni pripady diferencidlnich rovnic

5.1 Homogenni rovnice

Definice 19: Necht Q € R” je mno#ina, pro kterou plati: z € Q = uz € Q, 1 € Rt. Rekneme,
ze funkce f : Q@ — R je homogenni funkce stupné «a, a € R, pokud pro kazdé z € Q plati
f(uz) = p*f(x). Rekneme, %e funkce y' = f(t,y) je homogenni v Q C R?, pokud funkce f je
homogenni stupné 0.

Poznamka: Jsou-li M(¢,y) a N(t,y) homogenni funkce na Q stupné a a N # 0, potom f(t,y) = %

je homogenni stupné 0.

Poznamka: Hodnota homogenni funkce f(¢,y) stupné 0 zdvisi pouze na hodnoté y/t (tedy na sméru
vektoru (¢,y), nikoliv na jeho délce). Navrhneme tedy néasledujici postup:

Je-li f(t,y) homogenni funkce, potom feste rovnici y' = f(t,y) substituci z = £ na mnoZinach

t
Q-|- = {(tvy) € Qvt > 0)} afl_ = {(tvy) € Qvt < 0}
Piiklad: Resme v ;. Oznacme g(z) = f(1,z), potom f(t,y) = g(¥£). Rovnici y' = f(t,y) tedy pieve-
deme na rovnici (tz(t))" = g(¥) = g(2), tedy na 2't + z = g(2), kterou lze rozfesit separaci proménnych

z' = H(g(z) — z). Tedy napiiklad:

r_ Y
Y :¥+1
dt+z=2+1
z':l
t
z=Int+C
y=tnt+Ct

Obdobné postupujeme v Q_, pficemz g(z) = f(-1, %) = f(t,y).

5.2 SniZzovani radu diferencialnich rovnic

1. Diferencidlni rovnice tvaru y(™ = f(t) maji feSeni pro zadané pocatetni podminky 3°(to),...
oy D (t0), zkracend pisme yi = y*) (to), ve tvaru:

t 1T

Tn—1
y(t):// / flp)dr ... ddr +yo+y1(t—to) + - + Yn—1
to

to to

(t —to)" "
(n—1)!
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t

n—1 _ k
) = gy [ €= ) dr ’;Oyk—“ o)

to

Cely vztah stejné tak i pouzitou Gpravu lze ovérit matematickou indukci.

2. Diferencialni rovnici tvaru y™ = f(¢t,y"V) lze fedit substituci z = y(»~1) a fesit rovnici 2’
f(t, 2). Po jejim vyfeSeni je t¥eba roziesit rovnici y(»~1) = z, kterd mé tvar diskutovany v bodé 1.

3. Rovnice tvaru y” = f(t,y("=?) lze fesit substituci z = y(»~2) a nasledujicimi tpravami:
2" = f(t7 Z)
22'2" =22 f(t,2)
(%) =22'f(t,2)
(') =2F(2) +C
7' =+2F(2)+C

kde F(z) = [ f(z) dz.
Piiklad: Reste y'"' = #_,, s po¢dteénimi podminkami y(0) = 0, y'(0) = 1 a 4" (0) = 1. Rovnice
Y
bude FeSena zavedenim substituce z = y'.
1

Ay

1
4z

2z

n

!

(=) =V + O

Diky pocateénim podminkiam je C; = 0, nebot y; =1 a ys = 1.

=1
21
4
gz% :t+02
3 3 3
z4 _Zt+ZC2

Diky pocateénim podminkam je Cy = 1, nebot y; = 1.
z=(3/4t 4+ 1)/?

t
4
y= /(3/4T + D43 dr = 7(3/4t +1)73 — fracd7 + Cs
0

Diky pocateénim podminkam je C3 = 0, nebot yo = 0.

4. Rovnice y(™ = f(t,y™, ... y("=V) se fedi substituci z = y¥) a poté roziesenim rovnice y*) = z

diskutované v bodé 1.
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5. Rovnice F(y,...,y"™) = 0, tedy rovnice kde se nevyskytuje nezévisle proménna, ¢, lze fesit nésle-
dujicim zptisobem: Budu hledat p(z) tak, aby platilo 3'(t) = p(y(t)). Takze:

y(t) =2
y'(t) =y' (v~ (w(1) = plly " y(®))) = py(t) = p(2)
y"(t) = (p(y(t)) = (y()y'(t) = p'(2)p(2)

y"'(t) = (0 (2)p(2)) = p"(2)p(2)p(2) + (V' (2))?p(2)

atd.
Piiklad: Reste: y"' = 2y’

p'(2)p(z) = 22p(z)

p'(z) =22
p=22+C
y =y*+C

6. Rovnice F'(t,y,y',...,y™) = 0, pficemz plati F(¢, uzo, .- ., puzn) = u*F(t, 20, -, 2n), tj- F je homo-

genni funkce stupné a v (zo, ..., 2n), 1ze Tesit substituci z(t) = v Takye:

y(t)
y'(t) = 2(t)y(t)

y'(t) =2 Ry(t) + 2()y () = 2 (®)y(t) + 2(6)*y(t) = y() (2(t)* + /(1))
y"' () = y(t) (2" (1) + 32(t)2'(t) + 2(t)*)
y B (1) = y(t) Py (2(t), ..., 2%V (1))

kde Py je polynom. Potom lze piivodni rovnici upravit na rovnici nizsiho radu:
F(t,y,yPi(2),...,yPe(z,..., 25 D)) =y F(t,1, P (2),..., Pe(z,..., 25" D)) = 0, tedy
F(t,1,P(2),...,Pe(z,...,2F" D)) =0.

7. Rovnice, kde F(p, u™zo, ..., ;um ™ 2,) = F(1,20,...,2,)p%, kde > 0,8 € R,m € N, lze fesit
zavedenim substituce z(£) = y(ef)e ™, kde t = €f, tedy ¢ = Int. Potom plati:

y(t) = z(Int)t™

y'(t) = 2 (O + 2mt™ !t = (2(€) + ma)ttm Y

Po dosazeni do rovnice se podobné jako v bodé 6 podaii vyloucit ¢; fad rovnice se snizi a rovnice
bude prevedena do tvaru diskutovaného v bodé 5.

Poznamka: Zkoumejme feSeni soustavy rovnic zapsané jako 7 = Ay, kde A je matice a y a y predstavuji
e} .
n-tice funkci zapsané jako sloupcové matice. Oznaéim-li Y (t) = e4t, e = 3 B;—f je exponencidla matice
k=0
B, potom plati Y (t) = AeAt a sloupce Y (t) tvoif fundamentélni systém feSeni soustavy rovnic, tj. jsou
nezdvislé, coz 1ze snadno ovéfit pro ¢ = 0. Oznaéim \; vlastni ¢isla matice A, tj. kofeny rovnice det(A—)\) =
0; dale ozna¢me v; jejich nasobnosti a m jejich pocet. Nulové prostory V; = {v € R", (A — \;)"" = 0}
m
vytvaii, viz linearni algebra, cely prostor R", tj. R* = @ V;, a jejich jedinym spoleénym prvkem je nulovy
=1 o (A_A)J
prvek, tj. Vj # k : V; Vi, = 0. Je-li v; € Vi, potom eAty; = e(itA= Xty = erit S =77 v;, kde pro
=0
(A=X)?
!

j > v; je vyraz v sumé nulovd matice, tj. souCet je tvoren pouze koneéné mnoha nenulovymi

m
¢leny. Kazdy v € R™ lze jednozna¢né rozlozit na v = 3" v;, kde v; € V;. K uréeni e’ sta¢i nyni najit
i=1
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pouze projektory ( tJ zobrazeni ), které v € R™ pfifadi odpovidajici v; € V;. Charakteristicky polynom
matice A je x(\) = H (A= X)Yi(=1)"™. Necht plati:

PN\
L (A= \)

i=1

kde P;(A) jsou polynomy stupné nejvyse v; — 1 ( rozklad na parcidlni zlomky ).

m

= P _ ' v
=2 G X =X A IO )

i=1 i=1 i#]
Jednotlivé s¢itance P;(A) [T (A — A;)¥ jsou hledané projektory, nebot kazdy z nich je linedrni zobrazeni,
i#j
jehoz jadro ( nulovy prostor ) tvofi linedrni obal v8ech V; pro j # i, a jejich soudet je identické zobrazeni.
Oznacim kazdy z téchto projektori [],. Potom plati:

m vi—1 .
~ (A —)\)
ey = E elit E 7( S i) II;
i=1 j=0 J:

Pi#iklad: Reste soustavu rovnic:
Y1 =2
Y2 =~

- _ 0 1
y—Ay,A—<_1 0).

XA) == —1=0,\==i

Tedy:

Najdéme nejprve vlastni éisla A:

1- .
1 §’L T’L

)\2+1_)\+i A—i

1
2
it —it .
oAt _ [ € £ _( cost sint
I = ) =\ Zsint cost

Poznamka: Pov§imnéme si, ze e4* =1 pro ¢t = 0.

Poznimka: Poviimnéme si, ze A2 = —1:
Altt S t2k S (_1)kt2k+1
At :
e =1 ~—— = 1cost+ Asint

Z ! Z Z (2k + 1)!

=0 k=0 k=0
Priklad: Reste soustavu rovnic:

Y1 =y
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Y2 =1

. 0 1
y-Ay,A-(l O)'

Povsimnéme si, ze A2 = 1. Vypocet exponencidly bude tedy mozno provést piimo:

et :Z i 12

i=0 k=0

Tedy:

t2k e t2k+1
A -
PN kz:% 2k + 1)

] _{ cosht sinht
= 1lcosht + Asinht = < sinht cosht )

Poznamka: Pro pocateéni podminky udané sloupcovym vektorem y(0) je FeSenim soustavy y(t) =
ety (0). V prvnim pifkladu je tedy obecné fefeni s po¢ateénimi podminkami y(0) = Zl udéno jako:
2

_ y1cost + yasint
y(t) = < —yy1 8int + yo cost

Povsimnéme si, ze plati: y1(£)? + y2(t)> = y? + y3, tedy trajektorie bodt (yi(t),y2(t)) tvori kruznice se
stfedem v pocatku, viz obrazek.

o
N7

Ve druhém pripadé:

() = y1 cosht + yasinh t
Y\ = y1 sinht + yo cosh t

Povsimnéme si, ze plati: y1(¢)? — y2(t)? = y? — y2. Trajektorie bodt (y1(¢),y=2(t)) jsou znizornény na
obrazku.

N7
771\
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Bod [0,0] znazornény na obrézku, ke kterému se FeSeni blizi a poté se zase vzdaluji ( v Case, tj. jako
funkce t ) se nazyvé sedlovy bod.

Poznamka: Zkoumejme fefeni soustavy rovnic (srov. s matematickym kyvadlem ):
U1 =Y

Y2 = —siny,

Pro y; blizké sudym nasobkim =, tj. specidlné blizké nuly, soustava rovnic prejde na soustavu dis-
kutovanou v pifkladé nula. Pro malé vychylky kond matematické kyvadlo harmonické kmity ( téméf
kruznicové trajektorie ve stavovém prostoru ). Naopak pro y; blizké lichym ndsobkim m, je pfiblizné
siny1 = (2k + 1) — y1 a soustava rovnic piejde na soustavu diskutovanou v druhém piikladé. Lze téz
zjistit, ze pro kazdé t plati: %% + 1 — cosy; = konst.. Znazornéni trajektorie bodt (y1(t),y=2(t)) je na
obrazku.

<

5
|

AS)

\/\

SN |
& 2 3 yL=¢

™

/\/

(A
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8 Funkce vice proménnych

Poznamka: Zajimame se o zobrazeni F' : R™ — R". Toto zobrazeni mtizeme chdpat jako usporddanou
n-tici F = (Fy, Fs, ..., F,), v niZ je kazd4 komponenta zobrazeni F' : R™ + R. Pod R" budeme rozumét n-
rozmérny Euklidovsky prostor, ¢ili redlny vektorovy prostor se skalarnim soucinem zavedenym nasledujici
definici:

Definice 20: Skalarni soudin

n
Skaldrni sou¢in na R" je zobrazen{ R" x R" — R dané predpisem [z,y] € R" X R" — (z,y) = > z;y;.

i=1
Tento skaldrni sou¢in indukuje normu ||z|| = /(z, x).

Poznamka: Takto zavedend norma maé nésledujici vlastnosti:
1. ||z|| > 0, pFi¢emZ rovnost nastava pouze pro z = 0.
2. || Az]] = [A[l]]]
3. |z +yll < |l=]| + |ly|| (trojuhelnikova nerovnost)

pro viechna z,y € R", A € R. Tyto vlastnosti jsou dokonce zcela obecné axiomy pro zavedeni jakékoli
normy, nemusi jit jen o normu indukovanou skaldrnim soucinem.

Definice 21: Okoli bodu

Kazdou mnozinu tvaru U.(z) = {y € R|||z — y|| < €}, kde z € R", € > 0 nazyvame okolim bodu z o
poloméru e.

MnozZinu tvaru UZ(z) = U.(z)\{z} nazyvame redukované okoli bodu z.

Poznamka: Nékdy se mnoziné U, (z) tikd téZ oteviend koule a okolim se pak mini jakdkoliv mnoZzina
obsahujici néjakou otevienou kouli jako podmnozinu.
Upfesnéme jesté, co se mini pod pojmem oteviend, resp. uzaviend mnozina. Tedy:

Definice 22: Oteviena mnoZina, uzaviena mnozina
Mnozina M se nazyva oteviend, pokud z € M = 3U(z) : U(xz) C M.
Mnozina M je uzaviend ve V., M C V', pokud doplnék M do V je oteviend mnozina.

Poznamka: Nejlépe si lze toto predstavit na otevienych a uzavienych intervalech. Nezapomenme, Ze
interval z jedné strany otevieny a z druhé uzavieny neni ani oteviend ani uzaviend mnozina.

Definice 23: Limita funkce vice proménnych
Necht F : R" — R™, 20 € R" a 30 U} (x) C Dp. Cislo A € R" nazveme limitou funkce F v bodé o,
pravé kdyz

YU(A) FU*(xg) Ve eU'(xg) F(x)e U(A).

Takto zavedeny pojem limity je pfimocarym zobecnénim pojmu limity funkce jedné proménné. Jak ale
uvidime na nésledujici sérii prikladt, vypocet limit se prechodem do vys$ich dimenzi velmi komplikuje.
Rozmysleme si jesté predem drobné tvrzeni. Necht existuje limita zobrazeni f v bodé xg a necht je rovna
A. Zvolime-li libovolnou spojitou kiivku ¢ prochézejici bodem xq, musi v xg existovat i limita zobrazeni
f na mnoziné Dy N ¢ rovnd A. Nazorné receno: limita musi vyjit A, at se k bodu z¢ blizime po jakékoliv
kiivce. )

Piiklad: Hledejme limitu funkce f(z1,zs) = ;%f;g v bodé (0,0). Nejprve si uvédomme, Ze tato limita
nemuze byt riznd od nuly. Sledujeme-li chovéani funkce f na mnoziné (z,0), x # 0 (prvni souradné osa
bez pocatku), sezndme, Ze je na této mnoziné nulova, a tudiz limita f z(iZené na tuto mnozinu je nula.

Pak ale lim f(z1,22) bud neexistuje, nebo je nulovi.
(whw?)_)(o’ )

Chceme nyni dokézat, Ze limita je nula. Rozepisme tento pozadavek podle definice:

Ve>0 36>0 Vo= (z1,32) 0<|lzl| < [[f(@)ll=I[f(z)]<e
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Pro kazdé dvé z;,7o € R plati jednoduché nerovnost |2z;2s| < 2% + z2. PouZijeme-li tento odhad ve

vyjadreni funkce f, dostavame
ol _ lsl
- 2

2219 x
- 2

z? + 23
Ke kazdému e staci tedy zvolit § = 2¢.

Véta 54: O limité sloZeného zobrazeni
Nechf F : R" - R™, G : R™ — R¥, 2y € R™. Necht
1. existuje lim F(z) =y € R™
r—xo

2. existuje lim G(y) = zo € R

Y—Yo
3. U*(xg) Ve eU*(xg) F(zx)+#yo
Pak 1i_>m G(F(x)) = 2.

Dukaz: Provadi se naprosto stejné jako pro funkce jedné proménné.

Priklad: Zkoumejme, zda existuje limita funkce f(z1,z2) = x—“”g1+—“”;5 opét v bodé (0,0). Budeme sledovat
1 2

chovani této funkce na primkach prochéazejicich poc¢atkem s rtiznou smérnici k. To je totéz, jako uvazovat
slozenou funkei f o gy, kde vnitini funkce gy, jsou zobrazeni R — R? definovand predpisem gy, (z) = (z, kx).
Vsechny funkce gy maji limitu (0,0) a pro z # 0 je gp(z) # 0. MiZzeme tedy pouzit piredchozi vétu:
llg}) flx kx) = # To je oviem konstanta zavisla na k, ¢ili na zptsobu pfiblizovani se k nule, limita
ﬁeexistuje.

Poznamka: Pozor, pokud by limita po vSech pfimkach byla stejné, neimplikuje to existenci limity celé
funkce.

Pi#iklad: Limita funkce f(z1,z5) = zﬁisz v nule. Je-li (21, 22) tvaru (x,0) nebo (0, z), pak f(z1,z2) =

0, v opatném piipadé existuje k # 0 takové, Ze (z1,z2) je tvaru (z,kz). Potom lin}) flx, kx) =
Tr—>

lin}) zg(;“+ikz) = 0. Na vsSech primkach prochazejicich pocatkem je tedy limita nulova. Tak zkusime tieba
xr—r

parabolu (z1,22) = (z,2?). Hodnota funkce f(x,z?) = ?1% je stale jedna polovina, limita podél pa-
raboly je tudiz také %, z Cehoz plyne, ze limita celé funkce nemutze existovat. Je mozné si to predstavit
také tak, ze piimky (x, kz) protnou tuto parabolu kazda jen jednou, a i kdyZ v misté priseciku je funkéni
hodnota jedna polovina, jednd se jen o jediny bod, ktery limitni proces podél piimky neovlivni.

Poznamka: 7 predchoziho prikladu je patrné, Ze pri dikazu existence limity se nemohu omezit na
néjakou specialni t¥idu ktivek jako pfimky nebo kvadriky. Ke kazdému specidlnimu zptisobu priblizovani
lze vymyslet funkci, kde selze. Jediné, co v tomto ohledu opravdu plati, je stard zndméa Heinova véta:

Véta 55: Heine
Necht F : R™ — R", pak lim = A € R" pravé kdyz Va,, # zo, £n — 2o = F(z,) — A.

T—T0o

Dikaz: Je opét pfimou analogii dikazu pro funkce jedné proménné.

Véta 56: Bolzano-Cauchyova podminka
Necht F: R™ — R"™.

lim F(z) existuje & Ve >0 3U"(z9) Vz,y € U'(xo) |lz—yl <e

T—>T0

Poznamka: K zavedeni pojmi limity a spojitosti a k platnosti uvedenych vét neni t¥eba tak silnych po-
zadavku, jako jsou vlastnosti Euklidovského prostoru. Existuje teorie takzvanych topologickiych prostori,
ktera k tomuto problému pristupuje obecné. Specidlné si zde mizeme uvést definici metrického prostoru,
kde tyto zakonitosti plati také. Pod metrickym prostorem rozumime dvojici mnozina M a zobrazeni
p: M x M+ R{, které spliiuje tyto axiomy:
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1. plz,y) =0<=z=y
2. Vz,ye M p(z,y) = p(y, )
3. Va,y,z€ M p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2)

Toto zobrazeni se nazyvé metrika (vzdélenost, distance). Okoli v metrickém prostoru je mnozina {y €

Mlp(y,z) < e}.
Véta 57: Limitni pfechod po sloZzkach

Nechf f: R™ — R, 2y € R"™. Necht f = (f1, far---, fr), kde f; : R" — R.
Pak nh_)rrgof(w) =y=(,y2,---,uk) © Vi€ {l,..., k} nleoofz(x) =y,

Dukaz: Pro jednoduchost zkoumejme funkci g(x) = f(z) — y se slozkami g;(z) = f;(x) — y;. Pro kazdy
bod m-rozmérného prostoru plati nerovnosti

lzil < ll2ll <zl < mmax |z

Odtud snadno plynou oba sméry implikace. Pokud lim g(z) = 0, pak ke kazdému e najdeme 0, Ze ||z|| <
§ = |lg(z)|| < e. Podle prvni ¢4sti nerovnosti plati, Ze potom pro tato z také |g;(z)| < e. Naopak,
pokud pro kazdé i lim g;(z) = 0, pak ke kazdému ¢ najdeme 61, da, ... 0k, Ze ||z]| < §; = |g:(x)| < e. Pro
[|z]] < mind; pak podle druhé ¢4sti nerovnosti plati [|g(z)|| < ke.

Definice 24: Spojitost zobrazeni
Necht f: R™ — R¥, a € R™. Rekneme, Ze f je spojité v a, pokud

VU(f(a)) 3U(a) VzeUla) f(x)€U(f(a)).

Véta 58: Zachovani spojitosti pfi operacich se spojitymi zobrazenimi, limita spojitého zob-
razeni
Necht f : R® — R¥ g : R¥ — R! zobrazeni, f spojité v zo € R", g spojité v f(zo) € R*. Pak
go f:R"— R je spojité v zo.
Necht f,g: R™ — R* zobrazeni spojit4 v a, pak

1. (f + g)(x) spojité v a,

2. (fg)(x) spojité v a,
3. g(a) #0 = (5)(:5) spojité v a.

f je spojité v a & 1ll_r)r}7 f(z) = f(a).

Dukaz: Je opét zcela stejny jako pro funkce jedné promeénné.

Poznamka: Posledni dvé véty nam davaji prostiedky pro konstrukci pomérné velké t¥idy spojitych funkci
vice proménnych. Vime napiiklad, Ze polynomy jedné redlné proménné jsou spojité funkce. Tedy budou
spojité i polynomy vice proménnych, protoze ty jsou v kazdé své slozce polynomem jedné proménné.
Spojité jsou tedy i raciondlni funkce, jejich logaritmy, exponenciely ...

§1. Parcidlni derivace

Definice 25: Derivace ve sméru
Necht f: R™ — R¥, a € R, 1 vektor z R" 2! Derivaci ve sméru 1 v bodé a rozumime

A f(a) = lim —f(a +1) - fla)

t—0 t

21 Algebraik by asi presnéji rozliil, Ze a je element afinniho prostoru (prostoru bodi), zatimco 1 nalezi jeho zaméreni,
tedy prisluSnému vektorovému prostoru nad timto afinnim prostorem. Pro nasSe Gcely je rozdil nepodstatny.
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Specidlné derivace ve sméru bazovych vektorti znacime %(a).

Poznamka: Analogicky se definuji vyssi derivace.

f = (flana"'afn) = alf(a) = (alflaalf%"'aalfn)'

Véta 59: Zaménnost poradi parcialnich derivaci

Necht f: R" — R, a € R, necht existuji df/0x;, df 0z ; v néjakém U(a), necht existuje 0° f(x)/(0x;0x;)
spojita v a.

Pak existuje 8% f(a)/(0x;0x;) a rovna se 8° f(a)/(0z;0x;).

Dtikaz: Ctenéf jej nalezne napiiklad v klasické ucebnici Vojtécha Jarnika. ..

. citi-li se v8ak oSizen, necht zkusi dokazat rovnost obou parcidlnich derivaci alespon pro redlné analytickou
funkci (zapsanou pomoci nekonec¢né fady).
Umluva: Pro funkce spojité diferencovatelné do ¥adu k budeme pouzivat oznaceni
glelf

0% x,10%x, ... 0%,

D(oq,ag,...an)f —

kde |a] = Z a; < k.
i=1

Priiklad: Pro vétsinu ,rozumnych® funkci lze zdménu parcidlnich derivaci provést bez nebezpeci. Neni
ale slozité vymyslet funkci, pro niz se smisené derivace nebudou rovnat. Ctenaf sim ovéii, ze pro funkci
dvou proménnych, definovanou

0, || <ly|
zy, |z >yl

flay) = {

8x8y £(0,0) rovna 1, zatimco 8y8x £(0,0) = 0.

§2. Parcialni derivace a spojitost

Poznamka: Pokud existuje 9, f(a), pak ¥ = f(a + tl) je spojitd v ¢ = 0. Toto tvrzenicko je jednoduchy
vysledek z teorie funkci jedné proménné.

Véta 60: Souvislost parcialnich derivaci a spojitosti
Necht f : R" — R, a € R" necht existuje okoli bodu a, takové, Ze ve viech bodech tohoto okoli existuji
vSechny parcidlni derivace Bf a jsou tam omezené. Pak f je spojita v a.

Lemma o stfedni hodnoté pro funkce vice proménnych: Necht existuji 0f/0z;, i =1,2,...,nv

I = H (a; —e,a; +¢€). Pak Vo € I 3¢ ... ¢ ¢ [ takové, ze
i=1
f Z awl - a’i)‘

Dukaz lemmatu: Abychom se vyvarovali chaosu ve znaceni, provedeme pro n = 2, i pfi tomto zjedno-
duSeni bude jasné patrné, jak postup zobecnit ve vysSich dimenzich.

f(x) = f(a) = f(x1,22) — fla1,a2) = f(@1,22) — f(w1,02) + f(21,02) — f(a1,a2) =
681{2 (1, 5(2 )(x2 —az) + 5—1{2(5(1)7(12)(561 —ay)

Posledni Gprava je aplikace Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté na funkci ¢(z) = f(z1, ) resp. f(x,as),
coz uz je funkce jedné proménné.

Dukaz véty: Do kazdého okoli mohu vepsat obdélni¢ek (soucin neprézdnych intervali) z lemmatu.
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Podle lemmatu a trojihelnikové nerovnosti

5@ - F@ < Y |22 €)1 -

Predpoklady véty rikaji, ze 0%% jsou v obdélnicku omezené néjakou konstantou C', proto

@) - f@)| <CS < Cnllz—al

i=1
odkud uz piimo plyne spojitost f v a.

63. Totalni diferencial

Definice 26: Totalni diferencial
Necht f : R™ — R¥, a € R”. Rekneme, 7e f méa v a totaln{ diferencial L, pokud existuje linedrni zobrazeni
L:R™ — RF a existuji okoli U(0) a zobrazeni n : U(0) — R* takova, ze

1. Vhe U(0) f(a+h)= f(a)+ L(k) +n(h)

soon(h)
2. lim G =0

Poznamka: Zobrazeni h — f(a)+ L(h) (Casté&ji se L zna¢i df(a), jeho hodnota df(a)(h)) je nejlepsi
linedrn{ aproximace funkce f v bodé a (ve stejném smyslu jako jsou Taylorovy polynomy nejlep$imi poly-
nomialnimi aproximacemi funkei jedné proménné). Je reprezentovano matici a;; tvaru n x k. Koeficienty
této matice nejsou jen tak ledajaka ¢isla, jak brzy uvidime.

Véta 61: Totalni diferencial zobrazeni
Necht f:R™ = R*, f = (f1, fay..., fx). Pak
1. 3df(a) & Vi=(1,...,k) 3Tdfi(a)

2. df(a) = (dfi(a), dfz(a),..., dfi(a))
Dikaz: Véta plyne primo z véty o limitnim pfechodu po slozkdch a definice totalniho diferencidlu.

Véta 62: Souvislost totalniho diferencialu a spojitosti
Necht f : R™ — R a necht existuje totalni diferencidl v a. Potom
1. f je spojitd v a

2 df(@(h) = X (a)h

Diikaz: Ad 1. Podle definice f(a + h) — f(a) = df(a)(h) + n(h) = >_ a;h; +n(h). Jde-li h k nule, jdou
oba €leny vpravo k nule a tudiz f(a + h) — f(a).
Ad 2. Napisme druhou podminku z definice

i 10+ 1) = [(@) = dr(@)(B)

h—0 (1Al

a interpretujme ji specidlné na h; = te(922 tedy ve sméru bazovych vektort:

0 — pim @t h) = fl@) —di@(h)| _ |t te) ~ fla)
t—0 [|R]| t—0 t

Absolutni hodnoty, které ptibyly oproti podmince, samoziejmé limitni proces v nule neovliviuji. V prvnim
¢lenu uvniti posledni absolutni hodnoty poznivame definici derivace ve sméru vektoru e neboli parcidlni

226() = (0,...,0,1,0,...,0)
N——
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derivaci podle z;, tedy df/0x; = «;.

P¥iklad: Spoc¢téme totalni diferencidl f(z,y) = 22 +y* v bodé a = (z9, yo) a ovéime, zda plati vlastnosti
z definice.
Totéalni diferencial uréime podle piedchozi véty df (a)(h) = 2xohy + 2yohs. Plati

2 > o o _ A
m n(h) lim (xo + h1)® + (yo + h2)® — x5 — yg — 2201 — 2yoh2 ~ lim /hf—kh%:O,

lim -~ = .
lnl=o [[R]|  [n[=0 Vb + h3 |h|—0

presné jak jsme ocekavali.

Priiklad: Lze samoziejmé vymyslet fadu piiklada funkci, které v néjakém bodé totalni diferencidl ne-
maji, ackoliv maji spojité parcidlni derivace podle vSech proménnych?®. Napiiklad funkce f definovana
predpisem
z, x>0ANy>0Ay>x
fly) =49 vy, >0Ay>0Ay<z
0, jinde

je véude kromé prvniho kvadrantu nulova a v prvnim kvadrantu vytvaii symetrickou stifsku. Ctenar
snadno ovéri, ze jediny kandidat na totdlni diferencidl v (0,0) - linedrni forma s koeficienty rovnymi
parcidlnim derivacim, mé zbytek n(z) roven funkci samotné. Tento zbytek ale evidentné nespliiuje druhou

podminku z definice, protoze napiiklad na kladné ¢asti primky z = y je lim Llhisha) L zatimco

hi,ha—0 4/ h%'f‘hg 2

na zaporné Casti téze primky je stejnd limita rovna nule.

Véta 63: Postacujici podminka pro existenci totalniho diferencialu

Necht f : R" — R, a € R, necht v n&jakém okoli U(a) existuji vSechny prvni parcidlni derivace a jsou
spojité v a.

Pak existuje totalni diferencial df(a).

Dukaz: Mame dokazat, ze za predpokladd véty plati

fa+h) ~ fa) = 3 2 (@),
lim =1

2
=0
h—0 [|A]

Podle véty o stfedni hodnoté pro funkce vice proménnych, kterd byla dokdzana jako lemma, existuji
. . n .
takova €0, ||€D || < ||hl], ze f(a+ h) — fla) = 3 2L(£9)h;. Absolutni hodnotu vyrazu uvnitt limity
. 1 k3

i=
mutzeme tedy s pomoci tohoto a trojihelnikové nerovnosti odhadnout

fla+h) - f@) - 3 E@hi| .,
= o af Gy OF | |kl
T <2 |50 @+ €~ 5 @y =
" | af (i) _ af
<3| e+ - g

Posledni vyraz jde diky spojitosti derivaci k nule a véta je tim dokazana.

84. Totalni diferencial slozeného zobrazeni

Véta 64: Totalni diferencial sloZeného zobrazeni
Necht f: R¥ 5 R, g : R — R* Nechf v bodé a € R" existuje dg(a) a necht v bodé b = g(a) € R*

23Pozorny &tenaf se jist& nenechal oklamat a ptéa se, zda stadi existence derivaci ve vSech smérech. Ne: berme nap#. funkci
vSude nulovou, jen na (z,0) definovanou jako f(z,y) = z.
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existuje df(g(a)).
Pak existuje d(f o g)(a) = df(g(a)) o dg(a) a navic

Lemma : Necht I : R” — R" je linedrni zobrazeni, L;(h) = 3 ayjh;. Pak L je spojité a IC € R Vh €
i=1
R LA < Cllall

Dukaz lemmatu: Spojitost L je zcela ziejmé, druhé tvrzeni dokazeme pomoci jednoduchych odhadu:

k k n k n
ILWII < DL =D D aighs| <33 laggllhll = ClIA].
i=1 i=1 |j=1

i=1 j=1

Poznamka: Tvrzeni o spojitosti linedrnich zobrazeni plati pouze v koneéné dimenzi.
Dikaz véty: Nejprve napiSeme, co znamend fakt, Ze funkce ma diferenciél:
3 dg(a) = 3o : R" — R* spojitd, ©(0) =0 g(a+h)—g(h) = dg(a)(h) + @(h)||h]|

3 df(g(a)) = 3 : R* = Rspojitd, ©(0) =0 f(g(a)+1) = f(9(a) = df(g(a))) + @)l

Chceme dokézat obdobnou vlastnost pro diferencial slozené funkce, tedy dospét k

i (e + 1) = f(g(a)) — df(g(a)] dlg(a)(h)]]

Hirny ] =0

Rozepisme tedy rozdil slozené funkce pomoci funkce v (x):

flgla+h)) = fg(a)) = df(g(a))lgla+h) = g(a)] + ¥ (g(a + ) = g(a))llg(a + h) = g(a)]|

Ulohu I zde hraje vyraz g(a + h) — g(a) Podobné miizeme rozepsat i tento vyraz pomoci funkce ¢(h):

df(g(a)[ dg(a)(h) + @ (W)I[R[l] + ¥ [( dg(a)(R) + @ (A)I[R[]] - Idg(a)(h) + p(R)][A]l]

Totélni diferencial je linearni forma, tudiZ tento vyraz lze upravit na

df(g(a))[ dg(a)(R)] + [|h]| df(g(a))le(h)] + ¢ [( dg(a)(h) + (R)[[R[] - || dg(a)(h) + ©(R)||All]
Ted uz staci, aby

iy WU df (g(@)lp(m] + [ ( dg(a)(h) + o(h) [|Al]) - (Il dg(a) B[] + [l R [)]

P Al =0

Prvni vyraz ve jmenovateli ma i po vydéleni ||h]| limitu nulovou, protoze ¢(0) = 0 a také df(g(a))(0) = 0.
Druhy s¢itanec je tvoren dvéma €initeli. Prvni ma limitu nula, druhy je opét tvoren sou¢tem dvou séitancii
[| dg(a)(M)|| a ||e(R)||||h]]. Prvni vyraz je podle lemmatu omezen C||h||, druhy jde do nuly i po vydéleni
[|h]]. Cely soucin jde tedy také do nuly i po vydéleni ||h|| a limita celého zlomku je skute¢né rovna nule.
Druhé ¢ast véty je uZ jen prepisem totalnich diferenciali pomoci parcidlnich derivaci:

. k 8f n 3gj
Flo@)®) =3 5 (gaDly,  dgla)(h) = 3 52 @hs =
j=1 i=1 "t
k n
> i) Q@) =33 5L S .
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Poznamka: Skladani diferencidlt (jakozto specidlnich linedrnich zobrazeni) mohu formalné chapat jako
nésobeni tzv. Jacobiho matic?4, jejichZ ¢leny jsou jednotlivé slozky prvnich parcidlnich derivaci. Zobrazeni
df je reprezentovano matici (9f;/0y;), zobrazeni dg matici (0g;/0%m).

Véta 65: Souvislost derivace ve sméru a parcialnich derivaci
Necht f: R" — R m4 v a totdlni diferencidl. Necht v € R" je vektor jednotkové velikosti. Pak

"9
0.70) =Y 2 apu
i=1 v

Dutkaz: Podle definice totalniho diferencidlu plati, ze

(a)hi

Q
S

‘f(a+ B - fa) - 3,
lim

(3
=0
h—0 [|A]

Omezime-li se na h tvaru tv, toto tvrzeni bude i naddle pravdivé, a pomoci symbolu o(x) ho miizeme
prepsat na

fla+h)—

t|vl]

f(a) 1 & of
= E —(a)tv; +o(t||v
tHVH — 83’]1( ) T ( ” ”)
Limitnim prechodem odtud dostaneme tvrzeni véty.

Definice 27: Gradient funkce

Vektor of of of
(3—% ")’a—xz(a)"-"@(a))

se nazyvé gradient funkce f v bodé a a znadi se V f(a). Tento zapis lze chépat tak, Ze skalar f(a) ndsobime

formdalnim vektorem
v-(2 9
T\ Oz By )

K ¢emu je dobry gradient, ukazi nasledujici dvé poznamky:

Poznamka: Jak plyne z predchozi véty, derivaci ve sméru v lze psat pomoci skalarniho soucinu s
gradientem jako |V f(a)]| - |v]| - cos(¢). Tento vyraz bude maximélni pro ¢ = 0, tedy tehdy, je-li gradient
rovnobézny s v. Gradient tudiz udava smér maximalniho ristu funkce v daném bodé a.

Poznamka: Je-li f funkce, u niz lze zavést vrstevnice (kiivky, podél nichz plati f(z1,x2,...,2,) =C )
a parametrizovat je diferencovatelnymi funkcemi xy = x1(¢), 2o = x2(t), ..., z, = x,(t), pak je gradient
na tyto vrstevnice kolmy. To nejlépe ukdzeme zderivovdnim rovnice f(x1(t),z2(t),...,z,(t)) = C podle
parametru t. Jsou-li splnény predpoklady véty o derivovani slozené funkce, dostavame

of of of

T+ T2+ ...+ z, = 0.

(91131 ! (9562 2 8£Un "
Vektor (%1, @, ..., Ty) je tetny k vrstevnici v kazdém jejim bodé, ziskand podminka k4, ze tento vektor

je kolmy ke gradientu.

§5. Diferencidly vyssich radi

Definice 28: Existence totalniho diferencidlu
Rekneme, 7e funkce f : R” — R mé v bodé a € R™ totalni diferencial k-tého fadu, jestlize viechny k-té

248 témito maticemi se je§t& vbrzku setkdme.
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(i smiSené) derivace maji v a diferencidl prvniho fadu. Znacime jej d® f(a)(h',h2,...h").

Véta 66: Existence totalniho diferencialu k-tého fadu, postacujici podminka
Necht f: R"™ — R md na okoli U(a) € R" spojité vSechny k-té derivace. Pak f mé v a diferencial k-tého
radu.

Dukaz: Provedeme pro k = 2. Ozna¢me g;(x) = 0f/0i(x), pak Vj jsou 0g;/0z; spojité v a, a tudiz
vSechny ¢g; maji v a diferencidl prvniho radu.

Definice 29: Totalni diferencial
Totalnim diferencidlem funkce f : R® — R ¥adu k v bodé a € R" rozumime k-linedrni formu danou
predpisem

(k) g2 ny = S SR WL Y
d®) f(a)(h', %, 1) ZZ...Z%16%maxikhhhw...h%.

i1=1 =1 =1

Poznamka: Pozor. Vyssi diferencidly jsou multilinedrni formy, tedy jednotlivé vektory h', h2, ..., A" jsou
vzajemné nezivislé. V dalsim paragrafu o Taylorové rozvoji budeme pokladat h = h! = h?2 = ... = ",
takZze tam uz pijde o formu kvadratickou, kubickou apod.

Poznamka: Pro matici
a2f 2f ... ol
Bw%?xl Bw%?xz Ox10xy
o f o°f

Oxs0x1 Ox10xo

52 f

Oxndx1 Y 9z, 0ma

vycislenou v bodé a se nékdy uZivd ndzvu hessidn a oznacuje se H f(a).

Poznamka: Ctenai si mozn4 v&iml logického skoku mezi definici existence totalniho diferenciilu a definici
totalniho diferencidlu samotného. Bylo by korektni néjak ovéfit, zda tyto dvé definice nejsou v rozporu.
My toto ovéreni provadét nebudeme, lze ho nalézt v Jarnikové Diferencidlnim poctu II. Podobné diskusi,
kdy lze zaménovat potradi parcidlniho derivovani podle riznych proménnych, ponechdme zdjemctim k
nastudovani z jinych zdroju.

66. Taylorovy rady

Definice 30: Konvexni mnoZina

Konvexni kombinac{ dvou vektort z a y rozumime vektor Az + (1 — A)y pro A € (0,1) 25. Konvexni
mnozina je pak takova mnozina, kterd s kazdymi svymi dvéma body obsahuje i vSechny jejich konvexni
kombinace.

Véta 67: O stfedni hodnoté funkce vice proménnych, jinak
Necht B je oteviend?® konvexni podmnozina R"™ a necht f : B — R m4 na B spojité prvn{ derivace. Pak
n

Va,be B 3te (0,1) f(a)— f(b) = ; 0f/0zi(a+ t(b—a))(b; — a;).

Dukaz: Definujme funkci F(t) = f(a + ¢(b — a)). Z pravidel o derivovani sloZené funkce plyne, Ze
pokud mé f spojité derivace na B, méd F spojitou derivaci na (0, 1). Muzeme tedy aplikovat Lagrangeovu
vétu o stiedni hodnoté, podle niz existuje to, ze F(1) — F(0) = F'(to). Dosadime-li sem za F(t) zpatky
fla+t(b— a)) a aplikujeme-li vétu o derivaci slozené funkce, ziskdvame

0 -f@ =Y 5

Q‘Zf‘ (a + t(b — a))(bl - ai).

25 Jedna se o body na usetce spojujici = a y
26p¥ipomefime, #e oteviend mnoZina je takovd mnoZina, kterd s kazdym svym bodem obsahuje i néjaké jeho okoli.
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Poznamka: Ma-li f na oteviené konvexni B nulové parciilni derivace, je na B konstantni.

Véta 68: Tayloruv rozvoj
Necht f: R™ — R md spojité parcilni derivace fddu k + 1 v néjaké oteviené mnoziné G. Necht a, h € R"
takovd, ze Vt € (0,1) a+th € G. Pak existuje 7 € (0,1) takové, ze

fla+h) = Z ) £(a) B+ ﬁd(k“)f(a+Th)(h,h,...,h).

Dtikaz: Zavedme opét funkci F(t) podobné jako v predchozi vété (a + h = b). Z existence (k + 1).
derivaci funkce f plyne existence (k + 1). derivace funkce F'. Podle véty o Taylorové rozvoji funkce jedné
proménné plati

FOF@©)  F+D ()
1):; HRTES]

Nyni sem postupné dosadme:

Tim je dikaz proveden.

§7. Potencial vektorového pole

Definice 31: Potencial
Necht T' = (T1,Ts,...T,) : R" — R" je vektorovéa funkce (pole) a nechf B C R" je mnoZzina. Existuje-li
funkce U : R™ — R s vlastnosti

oUu

nazveme ji potencidlem vektorového pole T'.

VeeB Vi=1,...,n

Poznamka: Je-li B oteviend a konvexni mnozina, pak je k T potencial urcen az na konstantu. Uvazujme
dva potencidly U; a Us a jejich rozdil G = Uy — U,. Pak pro vSechna ¢ plati g—g = 0 a podle Lagrangeovy
véty je tedy G konstantni na B.

Poznamka: Pro¢ zavadime potencial? Casto se v praxi setkdvame s diferencidlnimi rovnicemi tvaru
Ti(z,y)z + To(xz,y)y = 0. Pokud bychom znali potencidl U funkce T = (T1,7T3) nebo dokézali rovnici
prenasobit néjakou funkci u tak, aby funkce pT méla potencidl, méli bychom vyhrano, nebot

ou ., oU. dU
£x+a—yy — & Ulz,y) =C.

0=T(z,y)& + To(z,y)y = o

Poznamka: Ve fyzice se obvykle pro proménné v totalnim diferencidlu nepouzivé znadeni k', h2,... A",
béznéjsi je dx, dy apod., napriklad
ou ou ou

AU = 5 dot+ 5o dy+ 5o dz

65



Véta 69: Nutnia podminka existence potencialu
Necht je U je potencidl k T na n&jaké mnoziné B C R", spojité diferencovatelny do druhého fadu. Pak
plati 6Tz/8x, = 6T7‘/6.'13i27.

Dukaz: Plyne ihned z véty o zaméné smiSenych derivaci:

ou U _ 0T o1, T,

el T = e ® omdw, — Omyom . Ow,  Om

Poznamka: Takto vyslovend ,nutnd podminka® pro existenci potencidlu U je pomérné slaba, nebot
pozaduje existenci druhych derivaci U, tj. prvnich derivaci T. Ve fyzice se ovSem casto setkavame s
piipady, kdy tyto derivace neexistuji (napi. elektrické pole homogenné nabité koule). Vektorova pole®®,
jejichz potencial nemd druhé derivace, tedy nejsou nijak ,,neobvykld“, a tedy pokud neni splnéna uvedena
L,hutnd“ podminka, mnoho jsme ve skutecnosti nezjistili.

Lemma : Necht’ f je spojitd v J = (a, 3) x (A, B), kde meze A, B jsou kone¢né.
Pak F(x ff x,y) dy je spojitd v (a, B).

B
Dikaz: F(zo +h) — F(xo) = [[f(zo + h,y) — f(z0,y)] dy.

A

Zvolime hg > |h| kladné takové, ze (zo — ho,xo + ho) C (a, 8) Na intervalu (z¢ — ho,xo + ho) X (4, B)
je funkce f spojita a stejnomérné spojitd, protoze se jedna o uzavieny interval. Integrand tedy mutzeme
odhadnout né&jakym univerzalnim e a cely integral je mensi nez (B — A), odtud F je spojita.

Véta 70: Postacujici podminka pro existenci potencialu

Necht T = (T1,T3,...,T,) je pole a necht vSechny slozky maji spojité parcidlni derivace v otevieném
intervalu J C R", které spliwji podminku 07T;/0z; = 0T;/0z; pro viechna ¢, j. Pak T m4 potencial.
Duikaz: Provedeme pro n = 2 a bude trochu trikovy. Nechf a,b € J C R®. Definujme

T

Umm=/n@w%+/nwmm

a b

Dokézeme o U, Ze je potencidlem (T7,T»). Podle pravidla o derivovdni podle proménné v integracni mezi
dostavame

Yy
ou, ou, T,
@(x,y)—TQ(:r,y) %(x,y)—Tl(:mbH o ——(z,n) dn

Integral upravime v souladu s podminkou 0T} /0y = 9T»/0x:
/ Ty
o)+ [ S dn =) + Tien) = Ti@,) = Tioy)
b

Tedy U je potencidlem T'.

Definice 32: Integrac¢ni faktor
Funkci g : R™ — R nazveme integra¢nim faktorem funkce T, jestlize T = pT mé potenciél.

27Ve tiech rozmérech to znamend, Ze rotace vektorového pole T' (V x T') je nulova.
28Pojmem skalarni, resp. vektorové pole rozuméjme zobrazeni R® R, resp. R® & R®.
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68. Véta o implicitnich funkcich

Poznamka: Existuje mnoho zptsobiu jak zadat funkci:

Nejpriméjsi cesta je tabulka hodnot, Cili vycet. K obtizim ovSsem dojde hned, jakmile je defini¢ni obor
funkce nekonecéna mnozina.

Jind moznost je zadat predpis, jak k danému z spocist f(x). Tento zptsob je velmi pohodlny, oviem ne
vzdy lze zadanou funkci takto vyjad¥it pomoci b&znych funkei (logaritmus, goniometrické atd.).
MiZzeme ale také ¥ici, ze funkce f je mnozina vSech uspotfddanych dvojic (z,y) = (z, f(z)), které spliuji
napiiklad rovnost F'(z,y) = 0. Je-li F'(z,y) funkce dvou proménnych, zdaleka z toho oviem jesté neplyne,
7e f je funkce. Nejprve se tedy budeme zajimat o to, jaké pozadavky je nutno klast na F', aby f funkce
byla, pfinejmensim lokalné, tj. v okoli zadaného bodu .

Pi#iklad: Polozme F(z,y) = 22 +y> — 1. Vime, 7e mnozina K = {(z,y) € R?; F(z,y) = 0} je kruznice se
stfedem v pocatku a polomérem 1, tedy globalné to funkce neni. Z rovnice F(z,y) = 0 mizeme oviem y
Lvypolitat“: y(x) = £v/1 — 22. Pokud zvolime libovolny bod (xg, yo) mnoziny K rizny od (£1,0), bude
tento predpis pro y(x) (kdyz zvolime sprdvné znaménko, podle znaménka yo) skuteéné udavat funkei,
ktera se bude shodovat s K alesponi na malém okoli bodu (xg,yo). V bodech (%1, 0) zfejmé takova funkce
y(z) neexistuje na zaddném jejich (oboustranném) okoli. Zde ale mtZeme vyjadrit funkci z(y).

Celkové tedy vidime, Zze v piipadé této funkce F'(x,y) mizeme v kazdém bodé K lokdlné vyjadfit jednu
proménnou pomoci druhé.

Piiklad: Berme F(z,y) = 2? —y2. Grafem G této mnoziny je sjednoceni piimek y = x a y = —z. Snadno
zjistime, Ze ve vSech bodech G kromé (0, 0) 1ze lokédlné vyjadiit y = y(z) i * = x(y) (préavé pomoci rovnic
y =z, resp. y = —x). V bodé (0,0) neuspé&jeme ani v jednom piipadé.

Nasim cilem bude nyni vyslovit kritérium pro funkce postacujici k tomu, aby bylo mozno z mnoziny
F(x1,...,2,,y) = 0 vyjadiit y jako funkci zbylych proménnych zq, ..., z,.
Lemma : Necht F(zy,...,2,,y) je funkce n + 1 redlnych proménnych spojitd na okoli bodu (z°,y") =
(9,...,2%,4°) € R"™!. Bud F(z°,y°) = 0 a predpokladejme, ze 3U (z°,4°) = U(2°) x U(y°) takové, ze
vz € U(z°) je funkce F(Z,y) ryze monoténni funkei y na U(y°). Potom
1. U (2°,9°) = U'(2°) x U'(y°) takové, ze Vo € U'(z°)3ly € U'(y°) : F(x,y) = 0; na U'(2°,4°) je
tedy podminkou F(z,y) = 0 definovdna funkce y : R"” - R,y : . — y, F(z,y) =0 a

2. funkce y(x) je spojitd na U'(zg).

Pozndamka: Ndzornou piedstavu si lze udélat pro n = 1, tj. funkci F(z,y). Protoze funkce f(y) =
F(z°,y) mé pro y = 4° hodnotu nula a je napf. rostouci na n&jakém U (y°), musi byt ,,kousek pod“ bodem
(2°,9°) (napi. v (z°,94° — ¢),e > 0) zéporna a ,kousek nad“ nim kladna (v (z°,4° + €)). Ze spojitosti
F usoudime, ze F(z,y° + €) musi byt kladna nejen v x = z, ale i na néjakém okoli U’(z"), podobné
pro zdporné hodnoty. VSechny funkce f.(y) = F(z,y),z € U'(2°) jsou tedy rostouci a f,(y° —¢) <
0, fo(y° +¢) > 0. Z toho oviem plyne, 7e pro kazda tato funkce mé pravé jeden nulovy bod (Darbouxova
véta). Formélni dikaz prvniho tvrzeni je nyni jiz jednoduchy.

Dtikaz: Bud F(2°,y) napiiklad rostouci. Potom 3¢ > 0 : F(2°,y +¢) > 0, F(z°,y — &) < 0 (volime ¢
dostate¢né malé tak, aby oba tyto body lezely v U(z°,4°)). Dale protoze F je spojita na U(z°,4°), tak
U (2°) c U(2°);Ve € U'(2°) : F(a,y +¢) > 0,F(z,y —¢) < 0. Funkce f,(y) = F(z,y),x € U'(2°)
definované na U'(y°) = (y — &,y + ) jsou dle pfedpokladu monoténni, a tudiz dle pravé ukizaného
rostouci. Protoze jsou vechny spojité, maji na svém definiénim oboru (U’(y°)) dle Darbouxovy véty
pravé jeden nulovy bod. Tvrzeni 1 tedy plati na U'(2%) x U'(y°).

Pro dukaz spojitosti y(x) v T zopakujeme naznaceny postup jesté jednou:

Ve >0: F(z,y(Z)+e) >0, F(Z,y(T)—e) < 0= 35 > 0;Vx € Us(Z) : F(x,y(Z)+e) >0, F(z,y(T)—e) <O.

Z toho ovSem plyne, ze Vx € Us(Z) lezi y(z), pro néz F(x,y(x)) = 0, v intervalu U.(y(Z)), coz bylo
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dokazat.

Ovérovat samotnou monotonii muze byt pomérné pracné, proto vyslovime ponékud méné obecnou, le¢
velmi praktickou vétu.
Véta 71: O implicitné zadané funkci (postacujici podminka)
Necht F : R"™ — C je spojité na okoli (z°,4°) € R"™!. Necht plati
1. F(z°,4°) =0,

2. existuje spojita % na okoli bodu (z°,1°) a

3. %(azo,yo) # 0.
Potom existuje okoli U’(z%,4°), na némz podminka F(z,y) = 0 urcuje spojitou funkci y : R” - R: 2z
y(@).
Dukaz: Dokazované tvrzeni je shodné s tvrzenim lemmatu, staci tedy ukéazat, ze z predpokladd véty
plynou ptedpoklady lemmatu. To je viak snadné: je-li derivace OF/dy nenulova v (z°,4°), plyne z jeji
spojitosti, ze je nenulova i na urcitém okoli tohoto bodu U". Pokud je napiiklad stale kladnéd (pro¢ ne-

mize byt nékde kladna a nékde zdpornd?), znamend to, ze pro konstantni x je funkce F'(x,y) rostouci
(dbame-li, aby (z,y) € U").

Piiklad: U funkce z? + 3% — 1 (resp. 22 — y?) se snadno piesvédéime, ze predpoklady pravé dokdzané
véty jsou splnény ve v8ech bodech (resp. jsou splnény vSude mimo (0,0)).

Véta 72: Derivace implicitni funkce

Necht F(z,y) splimje v (z°,5°) € R"™! piedpoklady piedchozi véty a nechf ma navic spojité viechny
parciélni derivace (i smiené) az do faddu k na U(z°,y°). Potom i funkce y = y(x) m4 na svém defini¢nim
oboru spojité vSechny parcidlni derivace az do fadu k.

Dukaz: Budeme samoziejmé postupovat indukci podle k. Kli¢ovy bude dukaz pro prvni derivaci. Vez-
méme ziejmou rovnost F(z,y(z)) = 0 a derivujme ji podle z;. Piedpokladdme-1i??, Ze v (z°,4°) existuje
derivace 9y /0x;, mizeme pouzit vétu o derivaci slozeného zobrazeni:

OF OF By Ay 2L (2,y)

() + (@) s (1) = 0= 22 () = — P
oz; Jy oz; oz, % @9

Stejnym zpiisobem bychom dostali i vztahy pro libovolné vy$si derivace (necht ¢tenai vyzkousi sdm).

Poznamka (nepovinnd): Existenci derivace je oviem ti¥eba dokéazat. Vime, Ze na uréitém okoli (2°,y°)
plati F(z,y(z)) = 0, coz mizeme také zapsat jako

0= F(z° +tel, y(a® + te')) — F(z°,y(z°)), e’ = (0,...,0,1,0,...), tj. ej. = d;;,t € U(0).
—
Piedpoklady zarucuji existenci totalniho diferencidlu F' na okoli (2°,y°), tedy tento fakt mfizeme také
zapsat

0=3" a—F,(:L'O, y(@))dijt + g—j(xo,yo) (y(a® +te') — y(2%)) + &(2° + te', y(a® + te')),

kde ¢ je zbytek velikosti o(¢)?°. Nyni jiz uréime vztah pro dy/0x;:

-1 (8F 0 (@) — (@0 +tel, y(a® + tei))) _ y(a® + te') — y(a°) + £(a° + te!, y(a® + te?))

o | o @y ,
07 (40, 0) \ 9 t t

sta¢i zkoumat limitu této rovnosti pro ¢ — 0.
Tuto ivahu bychom mohli provést nejen v bodé (2°,y(z?)), ale i v libovolném bodé U(z°,y°) — dle

29Viz poznamka. ,
30Ptesndji fe¢eno o(||n||), kde 7 = (0,...,t,...,0,y(z0 + te?) — y(z0)).
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predpokladt véty bychom pak zjistili, Ze na tomto okoli existuji vSude parcidlni derivace. Potom bychom
stejnym zptsobem ukdzali, Ze na U(x°,y°) existuji i vSechny druhé parcidlni derivace, z ¢ehoz plyne
spojitost prvnich derivaci. Tim padem existuje totalni diferencial funkce y v 20 (véta (63)) a lze pouzit
vétu o derivaci slozeného zobrazeni (64).

Cvicéeni: Ovérte, Ze pro

F(z,y) =ln/22 4+ y? — arctg%
je predpisem F(z,y) = 0 v bodé (1,0) urcend funkce y = y(x).

Priklad: Spoctéme derivaci ¥’ v = 1 u funkce z piedchoziho cviceni.
Ve cvideni jsme zjistili, ze 0F/0y(1,0) = —1, tedy
28(1,0)

y'(1) = =22 = 9F/dx(1,0) = 1.

9r(1,0)

Poznamka: Explicitni predpis pro funkci y bychom hledali tézko. Pokud by vas presto zajimal graf
mnoziny F'(z,y), zkuste piejit do polarnich soufadnic. Tak také snadno ovéfite pFinejmensim spravnost
znaménka vypoctené derivace.

Pro zobecnéni véty o implicitni funkci budeme potfebovat zavést nasledujici pojem: Definice 33:
Jacobiho determinant
Necht funkce F = (Fy,...,Fy,) : R™ + m — R"™ mé vechny parcidlni derivace v bodé z € R"™™. Potom
definujeme Jacobiho determinant (jakobidn)

BF1($) 3Fn($)
5 . 5
o, ..., ) _ det <3Fi(m)>" = ?1 - ?:/1
3(1/1, cee ayn) 6yj i,j=1 8F1'(w) ' BF,;(w)
Oyn T Oyn

Véta 73: O implicitnim zobrazeni (postacujici podminka)
Necht funkce F = (Fy,...,F,) : R™™ — R” m4 spojité parcidlni derivace na okoli bodu (z°,4°) =
(L1, s Tny Y1, - - -, Yp) € R™P. Nechf dale F(z°,y°) = 0. Necht

a(Fi,...,F))

0o ,0
B(yla"'ayp) (x Y )750

Pak
1. existuji okoli U(z%), V (y°) tak, ze Vx € U(2°)3ly € V(y°) : F(z,y) = 0, tedy podminka F(z,y) = 0
na U x V definuje funkci y : R" — RP 2 — y(x),

2. tato funkce y(z) mé na U spojité parcidlni derivace a
3. pokud navic F' ma spojité parcidlni derivace az do radu k, plati totéz i pro y.

Dukaz: Se provadi indukci dle p. Pro p = 1 je tvrzeni véty zaruceno jiz dokdzanymi vétami (o implicitni
funkci). Indukéni krok ponechdme bez ditkkazu s odvoldnim na Jarniktv Diferencidlni pocet.

Poznamka: Pouziti determinantu lze vysvétlit zhruba takto: pro malé vektory Az zhruba plati
dF(a®)(Aa) = F(a® + Aa) — F(a®), Aa,a® € R"*P.

Bereme-li Aa = (0,...,0,Ayy,...,Ay,), pledstavuje tato rovnost p rovnic (nebot F méa p slozek) o
p nezndmych Ay;. Tyto nezndmé chceme ze soustavy vypocéitat — ziskdme tim uréity vztah pro y;.
Jednoznacéné feSeni (a o to nam jde — cheme, aby y; byly funkce) v8ak existuje pouze pokud jsou tyto
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rovnice nezavislé, coz zaru¢i nenulovy jakobidn v a® (jelikoZ je jakobidn spojity v a®, musi byt nenulovy
také v urcitém okoli a®).

Poznamka: Samoziejmé neni nutné, aby proménné, jimz odpovidajici jakobian je nenulovy, byly sefa-

zeny ,na konci“. Pokud pro F(z1,...,2ntp) = (F1,..., Fp) existuji indexy 41,...,4p, pro néz je
o(Fy,..., F,
D T () 0,
6(.%‘1, N ,.'Itip)
lze vyjadiit z;;,j = 1,...,p jako funkce ostatnich proménnych, aniz by to nezbytné musely byt zrovna
Tn+ly---5Tntp-

§9. Véta o inverznim zobrazeni

Poznamka: U funkci jedné redlné proménné jsme zjistili, Ze pro existenci inverzni funkce k f (tedy aby
f bylo prosté) na n&jakém okoli bodu zg staci, aby f'(xq) # 0. Neptekvapi nas proto nésledujici tvrzeni
pro funkce n redlnych proménnych.

Véta 74: O inverznim zobrazeni
Necht F = (Fy,...,F,) : R" = R" je spojité diferencovatelné v x®'. Necht

O(Fy,...,Fp) 20
8(m1,...,xn)( ) #0.

Potom
1. 3U'(2°) takové, 7e F je prosté na U'(x?),

2. F(U'(z%)) je oteviena mnozina
3. oznadime-li G = F~! na F(U'(2°)), pak G m4 spojité parcidlni derivace na F'(U’(z?)),

4. na U'(29) plati
8(F17'°'7Fn)

O(x1,- .., n)

X a(G177Gn)
6(y13"'7yn)

(z) F(z)) =1,

5. Méa-li F spojité derivace az do radu k, plati totéz pro G.

Poznamka: Jiadrem dikazu bude obecnéjsi véta o implicitnim zobrazeni, nepirehledné tvahy o rtznych

vvvvvv

Dukaz: Definujme zobrazeni ® : R*™ — R", (z,y) — ®(z,y) = y— F(z). Je ziejmé, ze ®(z, F(x)) = 0. Z
této podminky bychom chtéli odvodit vztahy pro x,...,x,. Budeme se snazit pouzit vétu o implicitnim
zobrazeni. Provéfme, zda jsou splnény jeji predpoklady.

® (2%, F(2°)) = 0 je splnéno trivialné. Parcidlni derivace ®(z,y) podle z; jsou rovny 0F/0x; a ziejmé
OF/dy; = 1, tedy vSechny jsou spojité na néjakém okoli (z°, F(z°)). Kone¢né plati

A(®y,...,3,) A(F,, ..., Fy)

o) ) T By 7O

tedy vétu skuteéné mizeme pouZit. Znamena to, Ze existuje funkce s patfiénym poctem spojitych parci-
alnich derivaci (jak pozadujeme v bodech 3 a 5), ktera zobrazuje okoli V bodu F(z°) do R™ a je inverzni
k F.

Toto bohuzel jesté neurcuje, zda je F' na n&jakém okoli x¢ prosté (viz priklad za dikazem). Musime jestd
pouzit predpoklad spojitosti F: vime, ze G (jednozna¢né) zobrazuje okoli V (F(z")) do okoli bodu z°
(nebot G je spojitd); jisté existuje okoli W (z?) takové, ze F(W (z%)) C V(F(2°)). Pfedpokladejme, ze

31Tim méme na mysli existenci a spojitost vech parcidlnich derivaci na n&jakém okoli 20, z &eho# plyne existence totélntho
diferencialu.
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dva prvky z', 22 € W(2°) budou mit stejné obrazy F(z') = F(z?) € V(F(2°)). Na tomto okoli je viak
F~! funkce, a tedy ! = 22. Uvédomme si také, ze F zobrazuje kazdé okoli W (z") na mnoZzinu obsahujici
néjaké okoli F(x°) (podobny postup — kazdy prvek V (F(z°)) se v G zobrazi do né&jakého okoli X (x°)32;
potom ale F(X (z°)) obsahuje okoli V' bodu F(x°)).

Nyni k tvrzeni 2. Budiz y € F(W (2°)), tedy G(y) € W (z°). V W (2°) existuje okoli Y (G(y)), nebot W
je oteviend mnozina. Potom ale Z = F(Y (G(y))) je podmnozinou F(W (z°)). Z pfitom ziejmé obsahuje
bod y a obsahuje né&jaké okoli tohoto bodu (posledni véta predchazejiciho odstavce).

Posledni zatim neprobrany bod je 4. UkidZeme dokonce, jak vypocist derivace G. Na W (2°) plati pro
kazdé x rovnost G;(F(x)) = x;; tu mizeme derivovat podle z; (za vyuziti véty o derivaci slozeného
zobrazeni):

~ 0G;(F(x)) OFy(z) _
X" on om0

k=1

Stadi si pouze uvédomit, Ze tento zapis odpovida souc¢inu matic

f26re) } foric) } .

Y ik=1 Ox; k=1

¢ili sadé n soustav m rovnic o n nezndmych, z nich% lze vypocitat n? parcidlnich derivaci 8G;/dy;.
Aplikujeme-li na obé strany této maticové rovnosti determinant a pouZijeme-li zndme rovnosti det AB =
det A det B, ziskdme tvrzeni 4.

Priiklad: Meéjme funkci f : R — R definovanou predpisem

1+z, x€(—00,—1)

po={y zEGEN

14z, z€(1,00)

Zvolime-li okoli bodu f(0) nap¥. s polomérem 1/2, najdeme snadno funkci, kterd kazdému f(z) €
(—=1/2,1/2) jednozna¢né priradi xz. PF¥itom f neni prostd na zadném okoli nuly. Vidime, Ze byl sku-
tecné zapotiebi predpoklad spojitosti f.

Poznamka(dulezitd): v dikazu minulé véty byl naznacen zpiisob, jak pocitat derivace inverzniho zob-
razeni. Zkusme najit obecny vztah pro poéitani derivaci implicitné zadaného zobrazeni.
Budiz tedy F = (Fy,...,F,) : R"™ — R?,

A(Fy,....F,), ,
—— 2 (") £0.
81, —y) )
Tentokrat pouZijeme rovnosti Fj(z,y(x)) = 0 platné pro i = 1,...,p a kazdé = z ur¢itého okoli z°.

Derivovanim téchto p rovnic podle Zddaného x; ziskdme soustavu p linedrnich rovnic o p nezndmych

OF1 + ZP OF Oy __

dx; k=1 8y O0xz; —
OF, P OF, Oy _ 0
Ox; k=1 Oy Oz; ~

Vidime, Ze determinant této soustavy je pravé jakobidn, tedy derivace jsou urceny jednoznacné.

Pokud bychom chtéli poc¢itat druhou derivaci, postupovali bychom stejné. Ziskali bychom opét soustavu
p X p, v niz by se oviem vyskytovaly i kromé 8%yy,/(0z;0x;) i prvni derivace yi. Za ty bychom dosadili
hodnoty (funkce) spoctené z piedchozi soustavy.

Definice 34: Regularni zobrazeni
Budiz F : R" — R" zobrazeni, jehoZ defini¢ni obor je oteviend mnozina. Rekneme, ze F je reguldrni na

32Velikost X (2°) si mizeme libovolné volit diky spojitosti G.
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Q, pokud mé F' na této mnoziné spojité parcidlni derivace a jeho jakobian je v8ude na  nenulovy.
Poznamka: Jiz jsme ukézali, ze regularni zobrazeni je lokalné prosté. Globalné byt prosté nemusi.

Piiklad: Vyznamnou ¢ast regularnich zobrazeni tvori transformace souradnic. Zde je pozadavek na
lokalni prostotu pochopitelny.
Vezméme napiiklad souradnice polarni v R?. Transformaén{ vztahy jsou z = rsin g, y = r cos ¢, jakobidn

O(x,y) | cosz —rsinz |

a(r, ) sinz rcosx

je nenulovy pro r # 0. To odpovid4 nasim zkuSenostem — v8echny soutradnice (0, ) skuteéné popisuji
jediny bod. Také vime, Ze body o soufadnicich (r,p), (r,¢ + 2kx),k € Z jsou totozné, a tedy polarni
soufadnice nejsou globalné jednoznacné (prosté).

Poznamenejme jesté, Ze mluvime o kiivoc¢arych soufadnicich, pokud kiivky (z1,v), (x,y1),21,y1 = konst.
nejsou piimky a o soufadnicich pravouhlych (ortogonélnich), resp. kosothlych, pokud se tyto kiivky
protinaji, resp. neprotinaji pod pravymi thly.
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Matematicka analyza II.

Vladimir Soucek a kol.
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