9 Variacni pocet

§1. HISTORICKY UVOD

Varia¢ni pocet muzeme rozdélit, byt je vznikla hranice neostra, jak z obsahového, tak z historického
hlediska na dvé ¢asti: klasicky a abstraktni.

Svym vznikem sahd klasicky varia¢ni pocet az do 17. stoleti. Mezi témi, ktefi se vyznamné podileli
na jeho rozpracovéni, jmenujme alespon Leonharda Eulera (1707-1783), Josepha Louise de Lagrangea
(1736-1813); zrovna tak je ale mozné jmenovat Isaaca Newtona ¢i bratry Bernoulliovy, ptisobici bezméla
o sto let drive.

Zakladni tloha klasického varia¢niho poctu je analogicka problému, ktery jsme feSili pfi hledani ex-
trému funkci vice proménnych. Ve varia¢nim poc¢tu vSak nehledame extrém funkce na néjaké oteviené
podmnoziné R", ale extrém funkciondlu, zobrazujiciho podmnoZinu (ne nutné koneénédimenzionélniho)
vektorového prostoru (prevazné realnych funkci) do mnoziny realnych éisel. ReSenim tohoto problému je
pak funkce, na které nabyva funkcional svého extrému.

Metody této partie variacniho poctu jsou cetné uzivany analytickou mechanikou. Jeden ze zakoni
analytické mechaniky lze zapsat S = 0: dé&j, ktery se uskutecni, je charakterizovan extremalni hodnotou
akce S. Definice funkcionélu je S = fttol Ldt, kde L je tzv. lagrangeidn, definovany

L(e,,2,2'(0), 4/, #(0),1) = gm(z(0) + () + 2(0)) ~ Uz, 2,0),

kde U je potencidlni energie v daném bodé a case [z,y,z,t]. Jinym piikladem je klasickd tloha o
brachistochroné!, ktera v této kapitole bude probrana. Podminka 65 = 0 napadné piipomind podmin-
ku pro extrém funkce vice redlnych proménnych na oteviené mnoziné. Kli¢ovy je znak §, ktery bude
predmétem naseho dalsiho Setieni.

Abstraktni variaéni pocet souvisi se jmény Banacha a Hilberta, ktefi odhlédli od praktického uZziti
klasického varia¢niho po¢tu a vhodnym zobecnénim problémi se zaslouzili o rozvoj funkcionalni analyzy,
jejiz je variacni pocet v jistém smyslu soucasti.

§2. PROSTORY FUNKCI: SKALARNI SOUGIN. NORMA. EKVIVALENCE NOREM. CAUCHYOVSKOST
A KONVERGENCE. UPLNOST. HILBERTOVY A BANACHOVY PROSTORY.

Definice 1: Skalarni soudin

Bud V vektorovy prostor nad télesem redlnych (resp. komplexnich) ¢isel. Funkei f nazveme skaldrnim
soufinem, pokud f je pozitivné definitni bilinedrni (resp. sesquilinearni) forma na V' nad télesem realnych
(resp. komplexnich) ¢isel.

Poznamka: Provedme podrobné reformulaci definice (1) pro vektorové prostory nad télesem komplex-
nich ¢isel. Pozadujeme, aby soucasné

1. f byla funkce s defini¢nim oborem D(f) =V x V a oborem hodnot R(f) C C,

2. (Vz,y,2 € V)(Va, B € C)(f(az + By, z) = af(z,2) + Bf(y,2z)) — linedrnost v 1. slozce,

w

. (Vz,y V) (f(a:,y) = f(y,a:)) — antilinedrnost ve 2. slozce,

4. Yz € V)(z #0= f(z,2) > 0) — pozitivn{ definitnost.

1Mezi dvéma body A, B pevnymi v prostoru mame natdhnout dratek tak, aby kordlek vypustény z bodu A voln& po
dratku klouzajici dorazil do bodu B za nejkratsi mozny Cas. Pfredpoklddame, Ze na koralek pusobi kromé vazbovych sil jen
jeho vlastni tiha.



Obr. 1: Okoli bodu (0,0) o poloméru 1 indukovand normami ||.]|e, ||-l2, ||-|]1-

Podminky 2. a 3. se nékdy souhrnné nazyvaji sesquilinearnost.

Umluva: Ve fyzikdlnich aplikacich byva zvykem, Ze funkéni hodnota skalarniho soudinu v bodé [z, ],
tj. f(z,y), je oznacovana strucné (z,y) (v kvantové fyzice pak braketovym zépisem) (z|y)). Zde budeme
skalarni sou¢in oznacdovat (x,y), popt. (z,y).

Definice 2: Norma
Bud X vektorovy prostor nad télesem komplexnich ¢isel. Funkci ||.|| : X — R nazveme normou na X,
pokud plati zaroven

1. (Vo € X)((l=[l > 0) A (|lz]| = 0 = = = 0)),
2. (VA€ C)(Va € X)(||Az]| = [Alll]) a
3. ,trojihelnikova nerovnost* (Vz,y € X)(||z + y|| < |||l + |lyl]).

Priklad: Casto se pouzivaji tyto normy (zavislé na volbé béze v X):

df 1 ‘
Vl‘ € X7 = (1‘1,. wann)v ”33”17 = (Z?:l |x7f|p) /p pro da’ne p € R*v p Z 1

df
p=1: |lzlh = XL, |z, (1
df
p=2: |zl = /XL, 77, (2)
d
p=00:flalloc & max i, 3)
i=1,...,n

ceey

Ukol 1: Dokazte z definice, 7e tato zobrazeni X — C jsou normy.

Ukol 2: Dokaite, ze f(x,y) = ||z —y|| je metrika (definice byla probrana v minulém semestru) pro kazdou
normu ||.||.

Definice 3: Vektorovy normovany prostor
Usporadanou dvojici (A, v) nazveme vektorovy normovany prostor, pokud A je vektorovy prostor a v je
norma na A. Obdobné definujeme vektorovy prostor se skaldrnim soucinem.

Poznamka: Pripomenme si, ze v normovanych prostorech mame pro kladné ¢ a a € X pojem okoli
definovany takto: U.(a) = {z € X| ||z — a]| < €}. Tato okoli vypadaji oviem pro rtizné normy riizné. Na
obrazcich jsou zndzornéna okoli bodu (0,0) v Es s polomérem 1.

Poznamka: Jak je nam znamo z minulého ro¢niku, pomoci okoli je definovana téz limita, spojitost
i konvergence. Zopakujme napf. definici limity. Bud (X,v) vektorovy normovany prostor nad C. Bud
Y e€X,y €X,®:X — X anecht (3U*(yo) C D(®)). Rekneme, 7e limita ® v bodé o je Y, pokud
(Ve > 0)(35 > 0) (Vy € U; (40)) ((y) € U (V).

Pozndmka: Eukleidovsky prostor E, nad R resp. C je s spolu se skaldrnim soudinem (z,y) =
doi o1 ijTiyj, kde {a”}ﬁ;l;‘ je pozitivné definitni matice, sklddajici se z prvka télesa R resp. C,



vektorovym prostorem se skaldrnim soucinem. Skaldrni souéin (z,y) generuje normu ||z|| = v/(z,z), a
proto (E,,||.]|) tvoii normovany vektorovy prostor.

Ukol 3: Dokazte, ze plati nasledujici tvrzeni (o konvergenci po slozkach): Necht pro kazdé i € N je
z; = (z},...,z7) € R™ vidi libovolné bézi B v R™, pak plati: (Vj € {1,...,m}) (3limz?) & (Ilimz;).
Piipomenuti: zopakujte si bod 3. v definici normy (2).

Ukazte, ze navic plati: pokud je splnéna existence alespon na jedné stané, pak je

lim(z;) = (lim},...,limz!")

Tuto rovnost uvazujeme op&t vidéi bazi B v R™.
Takovou vétu zname jiz z minulého roc¢niku.

Poznamka: Pripomenme, Ze ve tvrzeni o konvergenci po slozkach je podstatnd konecna dimenze X,
ovSem pouze v jednom sméru — ve kterém?

Definice 4: Ekvivalence norem
Bud X vektorovy prostor, ||.|[1, ||.|l2 normy na X. Rekneme, zZe ||.||; je ekvivalentni ||.||2, pokud (Jec;, ¢y €
RF)(Va € X)(erl|zlli < [|2lls < e2l|2]l1). Tuto skutecnost zapiSeme |[.[l1 ~ ||.[[2-

Poznéamka: Pokud X je vektorovy prostor, pak relace R = {(v1,v2)|v1, vs jsou normy na X a vy ~ vo}
je relace ekvivalence, nebot:

1. pro reflexivnost stac¢i v definici vysSe polozit ¢; = c3 = 1,

2. pro symetrii uvazit, ze pokud ||.||1 ~ ||.||2, pak existuji p¥islugnd kladné ¢y, ¢z, aby pro kazdé x € X
platilo: ¢1]|z||1 < ||z|l2 < e2l|z||1. Z téchto nerovnosti plyne: (1/¢2)l|z]l2 < ||z]l1 < (1/e1)|z||2, coz
bylo dokazat.

3. Tranzitivnost odvodime struénéji: a ~ b = cra(z) < b(z) < coa(z) a b ~ ¢ = dib(z) < ¢(z) <
dob(z), proto cidia(z) < e(x) < dacsa(x), coz znadi a ~ c.

Véta 1: Ekvivalence norem na koneénédimenzionalnich prostorech
Bud X vektorovy prostor nad télesem T', bud n € N a dimp X = n, pak plati: Je-li @ norma na X a b
norma na X, pak a ~ b.

Dtikaz: Na prednasce nebyl proveden. Sporem. Necht pro kazdé ¢ > 0 existuje x € X, ze a(z) > cb(x)
(zbyly piipad je analogicky). Z toho plyne, ze pro kazdé m € N existuje z,, € X, Ze a(zm) > mb(zy,).

Pro kazdé m € N a piisluina z,, polozme y,, = - Plati, Ze a(ym) = a (25 ) = ma(xm) =1,
coz dle vyseuvedeného znadi, ze
1 1 1 Zm 1 Zm
ma(a@m) > mmb(a@m) = a(wm)mb(a(wm)a(a@m)) = mma(acm)b(m) = mb(ym),

tedy 1 > mb(ym).
Takto odhadneme b(y,,) < =, a proto lim b(y,,) = 0. Jelikoz dim X = n, existuje {e1,...e,} C X béze

n
X, a proto existuji pro kazdé m € N akazdéi € {1,...,n} ¢isla f* € T, 7e y = 5. fe;. Z fedeni tkolu?
i=1

1=
(3) je ziejmé, Ze lim f™ = 0 pro kazdé ¢ € {1,...,n}. Z toho (opét pomoci tvrzeni tikolu (3), pouzitého
tentokrat v opa¢ném sméru a pro jinou normu) plyne, Ze lim a(y,,) = 0, coZ je spor s tim, ze a(y,,) = 1
pro kazdé m € N.

Poznamka: Dobfe si vSimnéme, kdy jsme v dikazu véty 1 potiebovali, aby prostor X byl kone¢né
dimenze. Ukazuje se, ze klicovou vlastnosti kone¢nédimenzionalnich prostori, ktera zarucuje platnost
véty 1, je v tomto diikazu tvrzeni o konvergenci po slozkdch (viz tkol (3)), které pro tyto prostory plati.

Ukol 4: Dokaite, ze plati nasledujici tvrzeni. Pokud v, i jsou ekvivalentni normy na vektorovém prostoru
X a plati-li, ze f — a na (X, u), pak f — a na (X,v). Navod: prepiste definici konvergence a ukazte, Ze

2Norma, s niZ jsme v tomto tkolu pocitali byla zcela obecna.



z definice ekvivalence norem plyne, Ze okoli, zadana témito riznymi ekvivalentimi normami, lze do sebe
,vpisovat®.

Poznamka: Dusledkem véty (1) a obsahu tikolu (1) je skuteénost, ze dokdzeme-li konvergenci zobrazeni
na konec¢nédimenzionalnim prostoru V nad télesem 1" vic¢i normé d, pak mtZeme prohlasit platnost této
konvergence na prostoru V viéi libovolné normé definované na tomto prostoru, nebot tyto normy jsou
ekvivalentni.

Pozndmka: Vyhradme tyto symboly:

R = {{z:}32, | {=:}32, C R},

l = {{xi}?il | (i lz:|* < +00) A ({zi}2, € ROO)}

Pokud zjistujeme, zda je £> vektorovy prostor, potFebujeme prozkoumat predné uzavienost vzhledem ke
séitani (u R* je toto trividlni). Pouzijeme nésledujici tvahu:

1 — 1 — 1 —
(5<|wi| ~lwil)?* > 0) = (Z laallgil < 5 > _lail®+ 5> |yi|2> :
=1 i=1 =1

tedy na ¢5 lze definovat také néasledujici skalarni souéin, ktery indukuje pfislusnou normu:

oc

(et fwid) £ Jaillgl- (4)

i=1

Ukol 5: Provedte diikaz, ze ¢ je uzavieny na séitani (z definice normy indukované timto skalarnim
soucinem).

Definice 5: Cauchyovska posloupnost
Bud (X, v) vektorovy normovany prostor. Posloupnost {z;}52;, jejiz obor hodnot je podmnozinou X,
nazveme cauchyovskou vii¢i v, pokud plati: (Ve € RT)(Img € N)(Ym,n > mo) (v(zn, — 1) < €)).

Lemma (konvergence implikuje cauchyovskost):
Bud (X,v) vektorovy normovany prostor nad C, {z,,}5°_, bud posloupnost prvka z X. Pokud z,
konverguje na (X, v), pak je {z,,}°_, cauchyovska viéi v.

Diikaz lemmatu: Limitu z,, oznatme A. Vime, Ze A € X. Bud ¢ > 0; z definice konvergence mame

€ €
(v§ > o) (Fmo € N)(Ym > mo) (u(xm _A) < 5) : (5)
Bud n > mg, pak opét z konvergence méme:
€
(Vn > myg) (v(xn —A)< 5) . (6)
Pro kazdé m,n plati, ze
V(Tm — ) =V(@m — A —2p+ A) <v(zg — A) +v(z, — A), (7)

jak plyne z vlastnosti normy (ov&fte, které véechny vlastnosti byly nutné). Pro m,n > mg pak dosadime
do vyrazu (7) vyrazy (5,6). Dostaneme: v(x,, — z,) < £/2 +¢/2 = ¢, ¢imZ je cauchyovskost dokdzana.

Poznamka: Tvrzeni obriacené k tvrzeni lemmatu tedy neplati — na X existuje vic¢i v cauchyovska
posloupnost, kterd neni konvergentni na (X, v). Sestrojme ji. Uvazme konvergenci na X = QQ (mnoZina
v8ech raciondlnich ¢isel) viic¢i normé posloupnosti definované takto: v(z) = |z| pro kazdé z € Q. Definujme
posloupnost z, = [v/2.107]/107, kde [z] znaéi tzv. celou éast z (&islo & zaokrouhlené dolit). Obor hodnot
takto definované posoupnosti je jisté podmnozinou mnoziny vSech raciondlnich éisel. Lehce ukazete, Ze



{x,} je cauchyovska. Spoctete-li viak jeji limitu, zjistite, Ze je rovna v/2 ¢ Q. (Pamatujete si jesté dikaz
7 gymnazia?)

Definice 6: Uplny, Banachav a Hilbertav prostor

Bud (X, 1) metricky prostor. Rekneme, ze (X, i) je tplny, pokud kazda posloupnost na X, kterd je vaci
u cauchyovskd, je konvergentni v (X, u) (tj. konverguje k né&jakému a € X).

Je-li (X,v) vektorovy normovany prostor, ktery je navic iplny, pak jej nazveme Banachtiv.

Vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (X, f), ktery je uplny, nazveme Hilbertiiv.

Umluva: Pro Q CR", X = {f : Q = R| f spojitd a omezena na D(f)} ozna¢me ||f|| = sup |f(z)|.
z€Q

Pokud X = {f : @ = R| (f € C*(@)) A (Vi € {1,.... k(" je omezend na )}, polozime ||fx =
Y jaj=k SuP D f()], kde |a| = k znadi, Ze sc¢itame pies viechny o = (ai,..., @) € Ng, pro které jest
Sy ai = k, piitemz

a dlolf ()
Do () = Ozt ... Oz
Napriklad
_ . |9%f(2) 0% f(z) 0% f (=) (=)
17112 = s‘ip‘ ox? ‘ + % | 02102, + P 03 ‘ * P ‘6.%28% '

Pozndmka: (b, (z,y) = Y o, ziy:) je Hilbertv prostor. Diikaz byl proveden na cvi¢enich. Pomoci
nerovnosti

> n m)N2 1/2 n m
e > o™} - o] = (" = (™)) " > Jaf” - 2™
i=1

dokazeme konvergenci cauchyovské posloupnosti {#(¥)} po slozkéch (kazdé =(*) je posloupnost): vybere-
me libovolné pevné i a {xij ) }jozl je pak cauchyovska posloupnost ¢isel. Tuto limitu po slozkach oznacime
{Xi}. Pak uzivame limitni prechody v nerovnostech; ty mtzeme ovSem pouzivat pouze pro posloup-
nosti ¢isel a nikoliv posloupnosti. Provedeme tedy néasledujici obrat: pro libovolnou posloupnost {z;}$2,

oznat¢ime {Z;} N

._, »zkrécenou” posloupnost (¢leny ; pro i > N dodefinujeme napi. nulami).
(Vn € N)(Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n > ng)
e 2 [{z™} = {a™} | > {7} - {Fm}] 2T {0} - (X
e > [{F™) - {X}] V26> [{o™) - {x}.

Oba dva limitni pfechody jsme tedy provadéli s ¢isly (norma je pro { T } jen koneény soucet) a nikoliv
limitami (nekoneénymi soucty).

Poznamka: Zvazme prostory analogické k £ obsahujici funkce na intervalu I misto posloupnosti:
X = {f : I — R|(f spojitd na R) A (/f(a:)2 dz < +oo)},
T
_ . 2
Xy = {f.I—)]R|</Rf(z) do < +oo)}
se skalarnim sou¢inem Vf,g € X (f,g) g /f(x)g(x) dz. (8)
I

Pokud v téchto definicich pouZijeme Riemanniv integral, ukdZe se, Ze ani jeden z takto zavedenych
prostort neni Gplny. To nds povede k zavedeni nového integralu (Lebesgueova), ktery bude indukovat
prostory aplné.

Priklad: Tvrzeni v poznamce dokadzeme snadno protiprikladem. O limitach posloupnosti spojitych funkci
vime, ze jsou spojité, pokud posloupnost konverguje stejnomérné. Tedy musime hledat mezi nestejnomérné
konvergujicimi posloupnostmi, napft. g,(z) 4y /(1 4+ n%2?) na intervalu (—1,1) nebo f,(z) definovanou
pro € = 1/n na obréazku.
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Obr. 2: Spojité funkce f,,(x) a jejich nespojita limita

Pokud se zajimédme o prostor X, staéi sefadit raciondlni ¢isla na intervalu (0,1) do posloupnosti a,.
Funkce f,(x) je pak rovna 1 ve v8ech bodech ay,as,...,a, arovna 0 ve vSech ostatnich bodech. Limita
posloupnosti f,, tedy Dirichletova funkce, jak zndmo integrabilni neni.

Pozndmka: Zamyslete se nad tim, v jakém smyslu mohou byt normy (1,2,3) analogické normam v
prostorech nespocetné dimenze.

§3. ABSTRAKTN{ VARIACNf POCET: GATEAUXUV DIFERENCIAL. VARIACE FUNKCIONALU.
EULEROVA A LAGRANGEOVA NUTNA PODMINKA.

Definice 7: Gateauxuv diferencial, druhy Gateauxuv diferencial

Budte (X, ||.|]) vektorovy normovany prostor h € X, a € X a funkciondl ® : X — R. Gateauxovym
diferencidlem funkciondlu ® v bodé a ve sméru h nazveme redlné ¢islo G, pokud existuje derivace
d

L[®(a+th)li—o a je rovna G. Pro dany funkciondl ®, dané a,h zna¢ime toto G vyrazem 6®(a,h)

nebo ®,(a). Zobrazeni §®(a) : X — R, h — 6®(a,h) nazveme variaci funkciondlu ® v a. Druhym

Gateauxovym diferencidlem minime &slo 62®(a; h, h) ! %[@(a + th)]i=o.

Poznamka: Je-li X = R", pak §®(a,h) = d®(a, h) a §®(a,e;) = 0P(a)/dx;.

Véta 2: Eulerova nutna podminka pro extrém variovatelného funkcionalu

Pro kazdy normovany vektorovy prostor (X, ||.|]), pro kazdy funkciondl ® : X — C a kazdé a € X plati
néasledujici tvrzeni. Pokud existuje variace §®(a) na X a pokud ® m4 v a lokalni extrém, pak §®(a) = 0,
tj. (Vh € X)(6®(a, h) = 0).

Dukaz: Pro kazdé h € X definujme funkci jedné redlné proménné ¢y, (t) = ®(a + th). Jelikoz a je bod
extrému ® (berme napiiklad minimum), existuje okoli U (a) takové, ze pro vSechna d € U, (a), tj. pro d
spliwjici ||d — al| < €, je

®(a) < ®(d).

Pro toto € a libovolné h € X potom existuje okoli V,.(0) C R o poloméru r = ¢/||h||, v némz plati
(vt € V;(0))(||th|| < €). Vektory d & o+ th pak spliwji ||d—al| = ||th]| < &, jsou od a vzdaleny méné ne
0 ¢“, a tim padem pro né plati nerovnost: ®(a) < ®(d) = ®(a + th). PfepiSeme-li tuto nerovnost pomoci
definice ¢, dostaneme ¢, (t) > ¢4 (0), pro V¢t € V,.(0) a Vh € X, ¢, nabyvd minima v ¢ = 0 pro kazdé
h € X. Z ptredpokladu existence variace ® v a plyne existence derivace funkce ¢ v bodé nula, ¢/ (0).
V minulém ro¢niku byla vyslovena véta, ktera pravi, ze pokud funkce jedné redlné proménné nabyva v
nékterém bodé oboru hodnot extrému a v odpovidajicim bodé defini¢niho oboru existuje jeji derivace,
pak je tato derivace nulova. Proto pro kazdé h € X plati ¢} (0) = 0. Z definice Gateauxova diferencidlu
a funkce @y, plyne zavér tvrzeni vty (2) pro funkcional ®.

Poznamka: Dikaz této véty byl proveden diikladné, abychom se dikazy vét analogickych nemuseli
prilis podrobné zabyvat a prenechali praci ¢tenaii. Ditkaz kopiruje ideu ditkazu analogické véty® z teorie
funkci vice proménnych: opét se provadi restrikce na ,,pfimku“, a problém se tak prevadi na vétu o funkci
jedné realné proménné. Doposud jsme se v8ak zajimali pouze o primky ve smérech bazovych vektorii.

3Probrané v minulém semestru.



PotiZe nastanou, pokud budeme chtit extrém nalézt a X nebude kone¢né dimenze. Axiom vybéru sice
zarucuje existenci baze i v nekone¢nédimenzionalnim prostoru, ale rozepsani nekoneéné mnoha (pro kazdy
prvek baze jedné) podminek ¢} (t) = 0 nebo snad jejich FeSeni obecné neni technicky v nasich moznostech.
Proto zde pozadujeme, aby derivace byla nulovad v kazdém sméru.

Nasledujici vétu formulujme jiz strucnéji.
Véta 3: Lagrangeova
Necht funkcional ® nabyva lokalnitho minima v a € X a necht pro kazdé h € X existuje §2®(a, h, h).
Potom pro kazdé h € X je §°®(a, h,h) > 0.

Dukaz: je analogicky dikazu véty predchozi, proto jej prenechavame ctenari.

Ukol 6: Obdobn4 véta plati i pro maximum. DokaZte pfesné, jak analogie pro maximum plyne z Lagran-
geovy véty (3). Uvédomte si, ze pokud funkce f nabyvé v néjakém bodé minima, pak funkce —f nabyva
v témzZe bodé maxima.

§4. KLASICKY VARIACNI POCET: VYPOCET VARIACE TYPICKEHO FUNKCIONALU. EULEROVY—
LAGRANGEOVY ROVNICE A JEJICH PRVNf INTEGRALY.

Typicky problém varia¢niho po¢tu lze formulovat takto: Necht f € C'({a,b) x R?), X = C"'((a,b)),
d(y) g f(ff(a;,y(a;),y’(a;))dw, kde y € X, tj. D(®) = X. Hleddme extrém (resp. maximum nebo
minimum) funkciondlu ® na X. Nékdy byvd X modifikovidn dodateénymi okrajovymi podminkami:
X = {y € C'({a, )| (y(a) = A)&(y(b) = B)}, pro n&jaks A, B € C. Tehdy viak X neni* vektoro-
vym prostorem pravé tehdy, kdyz A # 0 nebo B # 0.

Umluva: Nazev ,typicky problém® podrzime i nize. Pro funkciondl v typickém problému rezervujme
nazev ,typicky funkciondl® a zna¢me jej pro danou f symbolem ®;. Jelikoz velmi ¢ato budeme uzivat
prostoru X nad (a,b) pro A = B = 0, rezervujme pro néj znak C'((a,b)).

Véta 4: Vypocet Gateauxova diferencialu typického funkcionalu
Budte f € C*({a,b) xR?) : (z,y,2) = f(z,y,2), ® ; odpovidajici typicky funkciondl a z € (a,b), yo,h €
C'({a,b)). Pak

b
5070m,0) = [ (L 100,06 @) 1) + 5 2 0(0), 65 0) ) ) Q

a

Dukaz: Podstatné bude uziti tvrzeni ,,0 zdméné integralu a derivace“, o némz se jiz mluvilo v pfedchozim
semestru (pro funkce dvou proménnych), a které radné dokdzeme v kapitole o Lebesgueové integralu.
Piedpoklad véty (existence spojitych parcidlnich derivaci podle v8ech proménnych) je splnén. Dalsi vétou,
kterou uzijeme, bude véta o derivaci slozené funkce, ¢ chcete-li (v algebraické verzi), o skladani totalnich
diferencidlt. Uzitim téchto dvou tvrzeni pfi zvéZzeni Ox/0t = 0 dostaneme pro Gateauxtiv diferencial
dosazenim do definice:

4Pak se jednd o afinni prostor.



b
5% (yo, h) = d—dt[q’f(yo +th)],_, = d—dt[/ f (@, y0(@) + th(z), v (@) + ' (x)) da] =

brd
= /a <a [f(a:,yo(a:) + th(z), yo () + th'(x))]t:0> dr =

- /ab (g_i [£ (@, 90(x) + th(z), yo () + th' (2))] - [g_ﬂtzo "

+% [f (z,yo(2) + th(z),yp (x) + th'(2))],_, - [% (yo(z) + th(x))] i

+g+:}; [f(x,yo(x) N th(:v),yé(x) i thl(w))]t:O . [%(yé(m) + th’(x))]t:0> dz =

b
:/a <g_£($ay0($)ay6(x))h($) + %(w,yo(x)’yé(w))h/(x)> da.

Umluva: Derivace funkce f podle prvni, resp. druhé, resp. tieti proménné znaéme: f,, resp. fy, resp. f..
Casto nebudeme uvadét argument funkce — tehdy minime argument (z,yo (), yh(z)).

Poznamka: Cilem naSeho snaZeni bude uvést podminku, kterou musi spliovat funkce, pokud v ni
nabyva klasicky funkciondl extrému. Podminka je ve tvaru obycejné diferencidlni rovnice druhého radu
pro tuto funkci. Nalezneme-li jeji feSeni, neznamend to ovSem, Ze na ném typicky funkcional nabyva
extrému, je to pouze jeden z podezielych bodi (nékdy téz nazyvany kriticky ¢i stacionarni bod), tedy
bod, kde je variace typického funkciondlu nulovou funkci. VyuZijeme samoziejmé vétu (2).

Poznémka: Poudeni Eulerovou podminkou vime, ze pokud yo € C*({(a,b)) je bod extrému variova-
telného funkciondlu @, pak (Vh € C'({(a,b)))(6®;(yo,h) = 0). Pro typicky funkcional lze tento vztah
prepsat v rovnost:

b
/ (fyh+ 1) = 0. (10)

Pouzijeme-li integraci per partes, dostaneme podminku:

[zt = [ (rn) = [ (sn-gtrn) =

:/ab [(fy—difz> h] — 0, Vh e C'((a, b)) (11)

T

Kdybychom se pohybovali na prostorech kone¢né dimenze (nikoliv na prostoru spojitych funkei C’l) a
integral nahradili skaldrnim soudinem na tomto prostoru (napf. soufinem generovanym eukleidovskou
metrikou), pak by z rovnosti (11) jiz plynulo, ze: f, — df./dz = 0. Jedna zndm4 véta z linedrni algebry
totiz tvrdi, ze pro kone¢né dimenzionalni prostory se skaldrnim soucinem existuje pravé jeden vektor,
ktery je kolmy ke kazdému vektoru — nulovy vektor.

Dalgi problém ovSem je, zda viibec lze f, derivovat podle z. K dikazu, Ze tomu tak je, pouzijeme dvou
nasledujicich lemmat.

Priiklad: Nepovinné. Stejnym ,trikem s metodou per partes® bychom mohli dokazat podminku posta-
Cujici pro to, aby nalezeny kriticky bod byl minimem (& maximem). Pokud uZijeme Lagrangeovu vétu
(3), mizeme ukézat, Ze minimum nastava, pokud plati

62
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Vypoéteme nejprve druhy Gateauxtv diferencidl. Do vysledku véty (4) znovu dosadime yo — yo + th a
derivujeme podle ¢t v bodé t = 0:



b
62q>f(y0,h,h) = d_C}f[/ <g—£(m,y0(m) + th(z), yi(z) + th'(a:))h(a:) +
+g—£(x,y0(w) + th(z),y4(x) + th'(w))h’(w)) dx] =

’ 2 ! ! N2 ’ 2 2d N2
:/a (Fyyh® + fyuhh' + foyh'h + fou(B) )dx:/a <fyyh — Wy o+ faa(R) )dx:

b b a2
- / (h?a%(fy - %fz) + fzz(h')2> do= | ‘;7’;(11')2 dz.
fyz znadi samoziejmé druhou parcidlni derivaci f nejprve podle y a pak podle z (predpoklddame ovSem
zdmeénnost). Ve zmiziv§im €lenu ¢tendr zajisté poznal vyraz, ktery jsme v minulé poznadmce prohlasili za
nulovy v kritickych bodech yy funkcionédlu ®;.

Lemma 1:

Bud 3 € C({a,b)). Pokud (Yh € C'({a, b)))(f(f B(z)h' (x) dz = 0), pak (3¢ € R)(Vz € (a,b))(B(z) = ¢).

Diikaz: Ukézeme, 7e staci volit konstantu ¢ jako stiedni hodnotu 8 na (a,b), tj. ¢ & L [* 8(x) da.

b—a Ja
Definujme H(z) £ [r

a

B(€) d§ — e(x — a); B(x) je spojitd, a tedy integrél existuje.

1. Ukazme, 7¢ H € C'({(a,b)): lehce zjistime, ze H(a) = H(b) = 0. Spoctéme jesté derivaci H:
H'(x) = B(x) — c. Z predpokladu o funkci 3 plyne, ze 8 je spojitd, a proto H(z) nélezi do t¥idy
spojité diferencovatelnych funkci.

2. Uzijeme-li pfedpoklad lemmatu pro funkci H(z) (to, ze H spliuje vlastnosti pozadované v lemmatu
bylo ukdzano v prvnim bodé dikazu), dostaneme, ze f[f B(x)H'(z) dx = 0. Dosadime-li za h = H(z),
obdrzime rovnost

b
/ B(x)(B(x) — ) da = 0. (12)

Uvédomme si ale také, ze plati

/abc(ﬂ—c)da:=c(/abﬂ(a:)dx—/abcdx) =c(/abﬂ(:n)dw—(b—a)-bia/abﬂ(a:)dw) —0. (13)

Odecteme-li vyrazy (12) a (13) od sebe, ziskdme nulovy vyraz, a navic bude platit:

a b
= —C)—C — C Tr = _C2 X
0= [ (B-a-cp-a)a= [ (3-ra (14)

ProtoZe 8 — ¢ je spojitd, znaéi vyraz (14) na zakladé zndmého tvrzeni z teorie Riemannova integrélu,
7e (Vx € {a,b))(B(z) = ¢), coZ bylo dokazati.

Lemma 2:

Jsou-li a, 8 € C((a,b)) a pokud (Vh € C*({a, b)) ( [, [a(x)h(z) + B(x)H (z)] dz = 0), pak
1. B C'((a,b)),
2. (Vz € (a,b))(alz) = B'(x)).
Drikaz: Bud A(z) jedna z primitvnich funkef k a(z) na (a,b), tj. 4'(z) = () na (a, b). Uzitim metody

integrace per partes a faktu, ze h(a) = h(b) = 0 dostaneme, ze:

O:/ab(ah+ﬂh'):/ab(A'h+ﬁh’) - [Ah]g—/abAh’+/abﬁh’:/ab(ﬁ—A)h’ (15)

Zjistili jsme, ze pro kazdé h € c! plati (15). Tim jsme ové&Fili platnost predpokladd lemmatu 1. Jeho
zaver ¥ika, Ze existuje ¢ € R, ze (Vz € (a,b))(c = B(z) — A(z)). Jelikoz A je spojité diferencovateln



(nebot jeji derivace a je spojita dle predpokladu), tak i § je spojité diferencovatelnd na (a,b). Snadno
téz spocteme, ze B'(x) = A'(x) = a(z) na (a, b).

Nyni budeme formulovat vétu se zdsadnim vyznamem pro tuto kapitolu. Poskytne ndm prakticky
prostiedek, jak hledat stacionarni body typického funkcionélu.
Véta 5: Eulerova—Lagrangeova rovnice
Necht f : R®* = R je prvek C'({a,b) x R?), ®; je typicky funkciondl na C({(a,b) x R?). Jestlize pro
yo € C'({a,b) x R?) plati (Yh € C*((a,b))) (6% (yo, k) = 0), pak

1. existuje derivace

d [Of
2 (Lt st (16)
2. a pro yg plati tzv. Eulerova-Lagrangeova rovnice:
d
fy_afz—o- (17)
Dutkaz: Sta¢i uzit lemmatu 2 pro funkce:
0
o(e) £ 9 1 (2 yo(2) ) (18)
Y
0
82 £ (20 @). (). (19)

Poznamka: Uvazme dva specidlni p¥ipady funkce f, Gzce souvisejici s fyzikalni problematikou. Véty
nebudou formulovany zcela precizné. Pokud si ¢tendf nebude jist jejich vyznamem, doporucujeme mu,
aby si tvrzeni preformuloval pfesnéji — viz poznamku za nésledujicimi dvéma vétami.

Véta 6: 1. integral Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro f = f(z,2)
Eulerova—Lagrangeova rovnice pro funkci f(z, z) je tvaru:

O (@, wol), (x) = onst. (20)

Dukaz: Staci dosadit f(z, z) do Eulerovy-Lagrangeovy rovnice a uvazit, ze f, = 0.

Véta T: 1. integral Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro f = f(y, z)
Eulerova-Lagrangeova rovnice pro funkci f(y, z) je tvaru:

f —y'f. = konst. (21)

Dukaz: Zkoumejme derivaci rovnosti (21) pro y = yo s ohledem na 9f/dz = 0.

LRPELY /W) SPEL
8z o Byo 5270 09, ~Nazras

_ g (0 d0FN _

— Yo oy dxoz)

jak plyne z obecné véty (5).

Poznamka: Uvédomte si, Ze véty tvrdi toto: Splhuje-li funkce yo Eulerovu—Lagrangeovu rovnici, pak
spliije rovnici jejiho prvniho integralu. Obracené tvrzeni vSak obecné neplati.

Na zavér tohoto paragrafu ukazeme, jak s pomoci Eulerovy-Lagrangeovy rovnice fesit klasicky pro-
blém brachistochrony. Zopakujme zadani:
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Priklad: Mezi dvéma body A, B v riizné vysce (A je vySe) je nataZen dratek, po némz miize volné
klouzat hmotny koralek. Jaky ma mit dratek tvar, aby koralek pouze ptsobenim tihy sklouzl z A do B
za nejkratsi mozny ¢as?

Tvar dratku popiSeme funkci y(z) na (0,b), pficemz y(0) = 0 a y(a) = b. Skutecnost, ze tvar lze
popsat funkei (dratek nevytvafi smycku, ale ani neni v Zadném tseku rovnobézny s osou y) vezmeme
jako ,prijatelny predpoklad“ — viz obrazek. Nejprve potfebujeme ziskat funkcional T', ktery udava cas,
za ktery koralek sklouzne, ma-li dratek tvar podle y(x). Abychom nemuseli vychézet pfimo z pohybovych
rovnic pro kordlek, pokusime se pii vypoctu vyuzit zdkon zachovani energie. Oznacime-li m hmotnost
koréalku, v(x) jeho rychlost v bodé [z,y(z)] a g tihové zrychleni, pak plati mv?(z)/2 = —mgy(z). Déle
pouzijeme nékolik tprav, které se disledny ¢tenal mize pokusit precizovat, my se vSak spokojime s
naznakem myslenky. Ozna¢me t(z) ¢as, za néjz dosdhne koralek bodu [z,y(z)], s(z) drdhu od pocatku
do [z, y(z)], tedy délku prislusné ¢asti kiivky y.

[ dt(x) dt  dsdt ds(z) (ds(z) _1_ ds(z) _
T(y)_/o i Y G T dds T ds <dt> =5 v @)

Pro délku kiivky plati vztah

= [Viswere S \ivpe),
1+ [y
/ 2gy

Vidime, ze T(y) neni explicitné zavisly na z, tedy pro nalezeni kritickych bodu lze pouzit véty (7).
Jednodussi tvar diferencidlni rovnice ovSem poskytuje véta (6), pro jejiz pouziti 1ze T'(y) upravit zdménou
zavislé a nezdvislé proménné. Budiz tedy dale y nezavisld proménné a © = x(y) — bereme-li toto jako
substituci, dostavame

o [V BT, e

2gx

a tim padem

Podle véty (6) (nenechte se zmést zménou pismen — z je v této vété nezdvisld proménné, podle niz se
integruje) nyni mame najit feSeni rovnice (k je konstanta):
_of z
0z 292 (1 + 22)

"o x ) x 1
x 1—-—)=—, ¢c=——.
(=) ( 2¢ 2¢’ 4k3g
Dosazenim se milzeme piesvédcit (provedte), Ze FeSeni této rovnice prochdzejici bodem [0, 0] v paramet-
rickém tvaru je

tj. k*2gz(1 + (2)%) = (¢')?, po Gpravé

(1) = ¢(r —sinT), y(1)=1c(1 —cosT).

Konstantu ¢ (potazmo k) nastavime tak, aby feSeni prochazelo koncovym bodem B (je ovSem jesté tieba
nalézt takové T € (0,7), ze x(7) = a,y(7) = b.

Celkem vzato, cely postup takto neni proveden prili§ peclivé, ale doufame, Ze o to nazornéji; nalezli
jsme naptiklad pouze kriticky bod, o némz jesté nevime, zda je extrémem, natoz pak minimem.

85. APLIKACE VARIACNIHO POCTU: ANALYTICKA MECHANIKA

Velice uzitecnym principem analytické mechaniky je Hamiltontv princip nejmensi akce. Tento princip
(plynouci z d’Alembertova principu, ktery je diisledkem Newtonovych zékonti pohybu) je velmi obecny a
ma zna¢ny rozsah uziti. Umoznuje takiikajic mechanicky resit velmi raznorodé fyzikalni problémy. Zname-
li potencialni U a kinetickou energii 7' hmotného bodu, vyjadifenou v danych zobecnénych souradnicich,
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zobecnénych rychlostech® a ¢ase qi, ..., qn, G1,- - -, Gn, t, definujeme tzv. lagrangeian L = T—U. Ndm bude
stacit védet, ze obvykle L € C*(R"). Hamiltontv princip ¥ka, ze funkciondl S (zvany akce), definovany
S(q) = ff L(t,q;(t),q;(t)) dt a prifazujici kazdé trajektorii q(t) redlné &slo, je pro realizovany pohyb
stacionarni. Realizovana je jen ta trajektorie, jez odpovida staciondrni hodnoté akce. Tuto podminku
lze pomoci naseho formalizmu zapsat: §S = 0. Jelikoz S je typicky funkciondl pro funkci L, plyne z
podminky stacionarnosti, ze lagrangeian L spliuje tzv. Lagrangeovu rovnici 2. druhu, v niZz poznavame

Euler-Lagrangeovu rovnici:
d /OL oL
— =) === 22
dt <Bql> 0q* 0 (22)

Pomoci lagrangeidnu lze definovat znamé pojmy Newtonovy mechaniky:
1. p; = OL/0q' se nazyva kovektor hybnosti (zobecnéna hybnost),
2. f; = OL/0q' se nazyva kovektor sily (zobecnén4 sila),
3. E(t,q,4) = Y. i—, 4'pi — L se nazyva zobecnéna energie.
Necht nac!’éle index znadi prislusnou parcidlni derivaci.
Bud h € C*({(a,b)) a ¢; = he; (tedy g; = hd;;). Ve fyzice byvé zvykem psét nésledujici Fetézec vztaht:

351(0) = [ Lta 0]y, dt = [ (Lo Latyar= [ Lot [ Lo =

d d
= /LQih + [Ltiih]z - / @Ldih = /(qu‘ - @Lq}')h =0.

Polozime-li integrand rovny nule, dostaneme Eulerovy-Lagrangeovy rovnice pro akci ¢i, chcete-li, Lag-
rangeovy rovnice druhého druhu (i probihd hodnoty 1,...,n).

Zminme jesté zakony zachovani a prvni integraly Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro jednoduchost pii
n = 1.

1. Necht lagrangeian nezdvisi na Case, tj. L = L(q, ¢). Prvni integrdl Eulerovy-Lagrangeovy rovnice
dle véty (7) je: L(q,q4) — 4L4(q,q4) = konst. Dosadime-li do této rovnice, obdrzime po derivaci levé
strany podle t: d (L — ¢.p)/dt = 0. Dle definice energie E dostdvdme: F = konst., tedy zdkon
zachovani energie.

2. Pokud lagrangeidn nezavisi na zobecnéné soutadnici ¢, pak dle véty (6) ziskdme nésledujici rovnici:
dL;/ dt = 0. Tato rovnost podle predchozich definic znaé¢i: dp/ dt = 0, tedy p = konst. Ziskali jsme
zakon zachovani hybnosti.

54(t) £ dg(t)/ dt
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Obr. 3: Interval v Ry a jeho déleni

Obr. 4: Elementarni funkce nad intervalem v R

10 Lebesgueliv integral

V minulém semestru jsme rozvinuli teorii funkci vice proménnych. Definovali jsme u nich pojmy vice
¢i méné analogické pojmim vztahujicim se k funkcim jedné proménné — okoli, limitu, derivaci, naudili
jsme se pocitat parcidlni derivace, gradient, rozvijet tyto funkce v Taylorovy fady. Integrovat je zatim
korektné neumime. Mohli bychom tedy roz$ifit nase definice z kapitoly o Riemannové integralu do vice
dimenzi. Byla by to ale prace zcela formélni a ni¢im nova a prinesla by také jen maly uzitek. Mnozina
riemannovsky integrovatelnych funkci je totiz relativné malé, a co je podstatné, netvoii Uplny metricky
prostor — tuto vlastnost budou zanedlouho po integralu pozadovat fyzikové. Proto vybudujeme integral
novy — tzv. Lebesguetv.

Definice 8: Interval v R" a jeho é&asti

Intervalem I v R™ nazveme mnoZinu (ay, b1) X (az, bs) X. .. X (@, by); a; < b;. Sténou intervalu I nazveme
mnozinu (ag,b1) X (az,b2) X ... x {b;} x ... X (an,by), pfitemz jednobodovd mnozina se v kartézském
soucinu vyskytuje pravé jednou. Objem intervalu definujeme V' = [T, (b; —a;). Déleni intervalu I je takovy
systém disjunktnich intervali, jejichz sjednocenim je cely I a mnoziny jejich krajnich boda v i-té slozce
tvori déleni intervalu (a;, b;) ve smyslu definice déleni pro jednorozmérny Riemanntv integral. Zjemnénim
déleni intervalu rozumime déleni, jehoZz v8echna slozkova déleni zjemnuji slozkova déleni ptivodniho déleni.
Déleni intervalu J D I je rozsifenim déleni intervalu I, maji-li obé déleni stejné krajni body.

Piiklad: V R? je interval obdélnik a déleni intervalu ,&tvercové sit“, viz obrazek.

§1. PROSTOR SCHODOVITYCH FUNKC{: ELEMENTARNI FUNKCE A JEJICH VLASTNOSTI

Definice 9: Schodovita funkce
Funkce f : R — R se nazyvé schodovit4 (té% element4rni nebo jednoduchd)®, pokud existuji interval I,

6Ctenal se miize setkat i s jinou definici jednoduché funkce, at uz v ramci jiné metody budovéni Lebesgueova integralu,
nebo pfi vystavbé jinych integrili.
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jeho déleni I a ¢isla f; € R,j =1,..., N takova, Ze

N
F=> fixu-
i=1

Zde xj; oznacuje charakteristickou funkci intervalu I;. Tato funkce je rovna jedné na tomto intervalu a
nule vSude jinde. Mnozinu v8ech schodovitych funkci ozna¢ime H. Integral ze schodovité funkce definujeme
pfirozenym vztahem

N
/If =3 5V,

Pozndmka: Rozsifime-li déleni z intervalu I na vétsi interval J, integral se nezméni, protoze funkce
je na mnoziné J \ I nulova (jsou zde nulové charakteristické funkce x%). Ani pfi zjemnéni se integral
nezméni, jak kazdy hned vidi. Integral tedy nezévisi na volbé déleni — pro dvé rizna déleni staci uvazovat
jejich spole¢né zjemnéni.

Véta 8: O strukture mnoZiny H

1. Mnozina H je vektorovy prostor.

2. Jestlize f € H, pak |f| € H.

- (VhgeH)([(af+Bg)=aff+0[g)

L € H) (V) (f() > 0)7 = ([ £ > 0)).

5. Bud {f;}{° posloupnost funkei z H, (Vz)(fr(z) \, 0)%, pak [ fi — 0.

Dukaz: Prvni étyfi tvrzeni této véty jsou natolik jednoduchd, Ze je ¢tendr po konfrontaci s definici
jisté prohlési za ziejma. Paté tvrzeni je naproti tomu netrividlni a jeho dtkaz bude vyZadovat trochu
opatrnéjsi uvazovani.

Oznacme [ interval, mimo néjz je f; = 0. Z monotonie konvergence plyne, ze zadna z funkci fi, nemtize
mimo tento interval nabyvat nenulovych hodnot. Déle ozna¢me I 7’“ déleni intervalu I takova, Ze na kazdém
podintervalu I Jk je fr konstantni (jednd se o déleni uzité v definici schodovité funkce). Kazdému takovému
déleni piislui kone¢nd mnozina stén S* (zafadme tam i vnéjsi stény intervalu I). Sjednoceni viech S*
pro k € N ozna¢ime Z. Mnozina Z je zjevné spocetna (obsahuje spodetné mnoho stén).

Nejprve uvazme, ze libovolnou sténu je mozné pro libovolné malé ¢ pokryt intervalem K, jehoz objem
bude mensi® nez e. KdyZ potom sefadime prvky spo¢etné mnoziny Z do posloupnosti indexované pfiro-
zenymi ¢isly pocinaje jednickou a i-ty ¢len pokryjeme intervalem o objemu V(K;) < &, podaii se ndm
tak pokryt celé Z systémem intervali o celkovém objemu mengim neZ libovolné kladné e = 3, ¢/2%.

Nyni obratme nasi pozornost k zatim nepokrytému zbytku. Necht ¢ je pevné, K; je spoCetny systém
intervalii pokryvajicich dohromady stény, pro n&jz plati V(| K;) < €. Kazd4 z mnozin I\ S* je otevien4
(I \ Z obecné neni) a f; je na ni spojitd. Pro kazdé = € I\ Z existuje ko(z) takové, ze fi,(z) < e
(nerovnost samoziejmé diky monotonii plati i pro kazdé k > ko(x)). Diky spojitosti existuje takova
oteviend mnozina J, C I\ S*o(z), na niZ je funkce f, konstantni, tedy mensi nez e. Intervaly J, a K;
tvoii oteviené (ne nutné spocetné) pokryti kompaktni mnoziny I. Z tohoto pokryti lze vybrat spocetné
10°a ze spodetného na zékladé Borelovy véty konené {J,,, ..., J,, ., Ki,, ..., K; }. Mnozindm J,, az J,,,
prislusi ¢isla ko(x1) az ko(xm, ), jejichZz maximum oznaéime N. Pro kazdé z € I'\ Z je hy(x) < €, mizeme
tedy integral z h,, pro n > N omezit nerovnosti

/hn(x) < /hN(:L') <eV(I)+eM,

7V dal$im textu budeme pouzivat zkraceného zapisu f > 0

8Monoténni konvergence: (lim fi = 0) A ((Vk)(fk_,_l < fk))

98ténu (a1,b1) X ... x {c;} X ... X (an,by) vlozime do kvadru (a1,b1) X ... X (an,bn), v némi ¢; € (a;,b;) a b; —a; <
/(b1 —a1)...(bi—1 — aj—1)(bi+1 — aj41) ... (bn — an).

10To jsme zatim nedokazali. Nepovinné: tvrzeni souvisi s existenci spo¢etné husté podmnoziny R™, coz miize byt nap¥iklad
Q™, pomoci niZ miZeme sestrojit spocetnou tzv. bazi otevienych mnozin. To je systém, z néhoZ lze pomoci operace sjednoceni
vygenerovat libovolnou otevienou mnozinu. Nejsnazsi je konstrukce takové baze jakoZto mnoZiny vSech otevienych kouli s
raciondlnim polomérem a stfedem v oné spocetné husté podmnoziné. Mame-li pak néjaké oteviené pokryti, mizeme kazdou
z mnozin rozvinout podle této béaze a obdrzet tak celé pokryti zapsané jako sjednoceni néjaké podmnoziny béaze, ktera je
spocetna.

=
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kde M je maximum funkce fi.

Poznamka: V dalsich dikazech budeme vyuzivat pouze vysledkl této véty a vlastnosti integralu z
jednoduché funkce jakozto zobrazeni H — R. Tim dosdhneme urcité nezavislosti naSeho integralu na
volbé konkrétni definice jednoduché funkce. Ctena¥ zajimajici se o danou problematiku pak bude moci
vybudovanou teorii snadno uzit i ke studiu jinych integrali.

§2. MNOZINY MIRY NULA: VLASTNOSTI PLATNE SKORO VSUDE

Integral na konci predchoziho dikazu je omezen souc¢tem dvou ¢lent. Prvni z nich pochézi z vySetio-
vani chovani funkce na mnoziné jen nepatrné se lisici od celého intervalu I, zatimco pfi ur¢ovani druhého
jsme s funkci vitbec nepracovali. MnoZina stén je v néjakém smyslu mald, k chovani funkce zde je moz-
né neprihlizet, aniz bychom tim zménili hodnotu integralu. Pojem ,mala“ bychom chtéli matematicky
zpresnit. Jak vidno z predchoziho dikazu, mnoziny s dimenzi mensi nez n malé jsou, dokonce i spocet-
né sjednoceni takovych mnozin je malé. To znamend, %e vezmeme-li za body déleni ve vSech slozkach
raciondlni ¢isla, dostaneme také malou mnozinu, a to i presto, Zze bude tato mnoZina hustd (v I\ Z
nezbyde zadné okoli) a bude mit ,stejnou mohutnost* jako cely prostor. Budeme tedy muset najit néjaky
rafinovany postup, jak se vyporadat i s takovymito zdkernostmi.

Ve zminovaném ditkazu jsme pokryvali mnozinu Z intervaly K;, které mohly mit libovolné maly
objem. Objem intervalu muzeme zapsat pomoci jeho charakteristické funkce, ktera je zjevné schodovité,
jako [ x%i. Objem sjednoceni miZeme omezit souc¢tem objemi, chceme-li tedy, aby byl objem sjednoceni
men3i & roven libovolnému kladnému e, stadi, aby (Vk € N)( 325 [ xx, < €). Funkce hy = 325 X% jsou
schodovité, tvoii neklesajici posloupnost a jejich limita pro k — oo (kterd je zdroven i jejich supremem)
je v kazdém bodé Z vétsi nebo rovna jedné, protoze v kazdém bodé je alespon jedna y&i = 1.

Tyto tvahy nyni zobecnime formou definice.

Definice 10: MnoZina miry nula
Rekneme, Ze Z je mnoZina miry nula, pravé kdyz (Ve > 0) (3{hs}{° € H) spliwjici:

1. 0<hi <hy<...<hpg<...
2. (VEeN)([hy <e)
3. (Vz € Z)(sup hy(z) > 1)
keN
Véta 9: Spocéetné sjednoceni mnozin miry nula
Sjednoceni spocetné mnoha mnozin miry nula je mnozina miry nula.

Diikaz: Sefadme mnoziny M; miry nula do posloupnosti a sestrojme ke kazdé M; funkce h;;
splijici pozadavky definice, konkrétné pro pevné i budeme pozadovat (Vj € N)([hy; < ).
e B> o
e By > X
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§a, z:ékléd !l% zéaéenéh% schéMatu volme funkee H; jakozto ma-

xima z funkci uzavienych v plné vyznacenych obdélnicich, tedy H; = max hij. Zaroven jsou to maxima
1<i<j

pres ¢arkované ¢tverce (vyznacili jsme jen jeden). Integral z maxima k nezdpornych funkci je mensi nebo
roven integralu z jejich sou¢tu (rozmyslete) tedy [ H; < e. JelikoZ posloupnost {H;}$° je neklesajici
a plati i supH; > suph;; > 1 (pokud = € M;, pak h;j(z) — F;(z) > 1), splije tato posloupnost
pozadavky v definici mnoziny miry nula.

Definice 11: Platnost skoro vSude
Rekneme, ze urcita vlastnost plati skoro viude (s.v.), plati-li na R" \ Z, kde Z je mnoZina miry nula.

Oznaédeni: Ozna¢me kladnou &4st funkce a symbolem a™ = max{«,0}, zadpornou &ast a~ =
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max{—a,0}. Zjevné jsou to nezdporné funkce a « lze psit jako at —a~.

Véta 10: Vlastnosti schodovitych funkci
Necht h, k,{h;}° € H. Pak

1. max{h,k}, min{h,k} € H

2. h<k= [h< [k

3. | [l < [ 1|

4. hi \Os.v.=lim [h; =0

5. h=ksv.=> [h= [k

6. h<ksv.=> [h< [k

Dukaz:

1. Rozepiseme max{h,k} = +[|h — k| + h + k] a pouzijeme vétu (8), min{h, k} = — max{—h, —k}.

2. Plati k — h > 0, tedy podle véty (8) [(k—h) > 0 a opét dle véty (8) [k > [h.

3. Plyne z (—h < |h]) A (h < |h]) a pfedchoziho bodu.

4. Necht je nejprve h; > 0 nerostouci vSude, tedy lim [ h; > 0 a dale lim h; = 0 skoro véude. Ozna¢me
Z inkriminovanou mnoZinu miry nula. Déle ozna¢me M = maxh;. Dle definice 3{k;}{* € H
nezépornd neklesajici, ze (Vi) ( [ ki < /M), (Vo € Z)(sup ki(z) > 1). Tedy funkce h; — Mk; tvoii
nerostouci posloupnost. O této posloupnosti tvrdime, ze lim(h; — Mk;) < 0. To je jisté pravda,
nebot pro body z R"™ \ Z jde h; do nuly a Mk; > 0 a pro body ze Z je pro vSechna i od urc¢itého
indexu vys$e Mk; > M, tedy vétsi nebo rovno nez jakakoliv z funkci h; kdekoliv. Pomoci posledniho
bodu véty (8) miizeme usoudit, ze

lim (h; — Mk;))T =0= lim [ (h; — Mk;)" =0= lim [ (h; — Mk;) <0,

1—00 1—00 12— 00
odkud roztrzenim integralu na dva ¢leny plyne lim [ h; < M+ =e.
K dikazu obecnéjsi verze budeme potiebovat tvrzeni nasledujicich bodt, proto napred dokiZeme
je.

5. Definujme konstantni posloupnost funkci {|k — h|}$°. Je to posloupnost nerostouci a nezdpornd a
dle predpokladu |k — h| = 0 s.v. MtZeme na ni tedy pouzit slabsi verzi pfedchoziho bodu, kterou
jsme jiz dokézali, podle niz [ |k — h| = 0. Podle bodu 3 této véty | [(k —h)| < [|k — h| =0, ¢ili
[k=[h

6. Podle predpokladi |k — h| = k — h s.v., zdroven dle véty (8) |k — h| > 0 = [ |k — h| > 0. Uzitim
pfedchoziho bodu pak 0 < [ |k —h| = [(k—h)= [k— [h.

7. Nyni se vratime k obecné verzi bodu 4. Necht existuje mnoZina Z miry nula takovd, ze (Vx €

R™ \ Z)(h; \ 0). Definujme novou posloupnost {h;}° vztahy hy = hi, h; = min{h’i\:l,hj} Pro
tuto posloupnost plati Efedpoklady slabgi verze bodu 4, nebot je nerostouci a ma nulovou limitu
skoro viude, tedy lim [ h; = 0. Navic oviem h; = h; s.v., coz podle bodu 5 znamend, ze lim [ h; = 0.

§3. SYSTEM LEBESGUEOVSKY INTEGROVATELNYCH NEZAPORNYCH FUNKCI: vETY O
LIMITN{CH PRECHODECH

Definice 12: Systém LT

Rekneme, 7e f : R™ — R* nalezi do Lt (systém lebesgueovsky integrovatelnych nezdpornych funkci),
pravé kdyz existuje posloupnost nezépornych schodovitych h; & f s.v. a (3K € R)([h; < K). Pro
takovou funkci definujeme horni Lebesguetv integral

@ [ =t [0
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Poznédmka: Systém LT je podmnoZinou systému M™* méfitelnych nezdpornych funkei, ktery ma
obdobnou definici, ale chybi v ni pozadavek omezenosti.

Véta 11: Vlastnosti funkei z LT
Necht f,g € LT. Pak
f<g=[f<[yg
f=g=[f=[yg
. [ f nezavisi na volb& posloupnosti {h;}{°.
. f je konecna s.v.
a,BER = af+pge Lt
min{f, g}, max{f,g} € L*

Poznamka: V bodé 5 jsou a, 8 > 0! LT proto neni vektorovy prostor.

Dukaz: Oznafme {h;}{°, {k;}{° posloupnosti schodovitych funkei, h; » f s.v., k; 2 gsv., (3K €
R)(Vi € N)(([ hi < K)A ([ ki < K)).

1. Necht 4,j € N, polozme i pevné, potom h; — k; N\, h; — g < 0 s.v. Podle véty (10) (h; — k;)T N\,
0s.v. = lim [(hi —k;)™ =0, ¢li lim [(h; — k;j) < 0. Protoze lim [ k; existuje (rozmyslete),
j—oo j—o0

miZeme tento vyraz roztrhnout na [ h; <lim [ k; a pomoci véty o limitnim pfechodu v nerovnosti
a definic [ f, [ g snadno dokon¢it dikaz.

2 (f=gsv.e ((f<gsv)n(g<fsv)= (([F<SanJg<[N) = Ff=[9)

3. Formalné muzeme f definované pomoci dvou riznych posloupnosti povazovat za dvé funkce, které
se sobé rovnaji, a pouzit tvrzeni predchoziho bodu.

4. Oznatme Z; = {z € R"| Neplati h,(z) / f(z)} a budiz [h; < K pro vSechna i. Mnozina Z;
je miry nula, na niz mize mit f jakékoliv hodnoty, tedy i nekonetné. Déale oznaéme Z, = {x €
R™\ Z;| f(x) = oo} a definujme posloupnost funkci H; = £ h;, pro kterou na zékladé vlastnosti h;
plati:

(a) H; je neklesajici a nezdporna.

(b) [Hi=%[hi<e
(c) (Vx € Zy)(sup H; =lim #h; = 00 > 1)

Tedy Z3 je miry nula a podle véty (9) Z; U Z, je miry nula.
5. Z definice.
6. max{h;, k;} S max{f,g}, [ max{h; k;} <2K.

Véta 12: Limitni prechod v Lt
Necht {f;}{° je posloupnost funkei z LT, f, & fsv., (3K € R)(Vi € N)([ f, < K). Pak f € LT a

Dikaz:  Oznafme {h;;}$° posloupnosti schodovitych funkei z definice (12) (ki 2 fi, [hij < K).

Podle schématu analogického schématu v dikazu véty (9) definujme funkce H; = Juax hij. Ozna¢me
ANV

dale f* =1lim H;. Podle véty o limitnim pfechodu v nerovnosti miizeme pro ¢ < j psat
hij < Hj < fj

\ 1 L j—=o00

fi < fFr < f
{ { i
f < f < f
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Konvergence jsou samoziejmé minény s.v. Plati tedy H; ,* f s.v. Funkce H; jsou schodovité a
[ H; < fj < K, spliwnji tedy podminky z definice (12). Nyni sta¢i jen provést dalsf dva limitni prechody:

Jhy <[Hj< [
{ { A= o0
JH< Jf < lim[f;
{ { d— o0
lim[f< [f < lm [ f;

IN

IN

$4. LEBESGUEUV INTEGRAL

Definice 13: Lebesgueovsky integrovatelné funkce
Rekneme, ze f : R" — R* je lebesgueovsky integrovateln4, paklize (3f;, f» € LT)(f = f1 — fo s.v.). Pak
definujeme [ f = [ fi — [ f2 a ozna¢ime L mnozinu vSech lebesgueovsky integrovatelnych funkei.

Véta 13: Vlastnosti funkci z L
Necht f,g € L. Pak plati:

1. Hodnota [ f nezdvisi na rozkladu f = f; — fs.
2. (f20sv)= (Ve>0)3f1,foe LN ((f=fi—f)AN([fa<e)).
3. Nechf o, B € R. Pak af + Bg€ L a [(af +Bg)=a [f+8[g.
4 f2gsv.= [f>[g f=gsv.= [f=[g
5. 11, £+, f~, max{f,g}, min{f,g} € L
6. Funkce f je konecna s.v.
Drikaz:
1. Uvazujme dva rozklady f1 — fo = f = ]71~— foo i fo fr, o € LY. Pak (fi+ fo=fi + o € L) =

6.

Jh+[h=[h+[fR)=FH-[F=[f—-[F) coije de definice [ f.

- Bffo e LY = i — fo) = BK € R)[(3fui € H)(fri 7 frsv)([ fui < K)) A (Bfa €

H)(f2i /& fosv.)([ foi < K))]. Pro dané € > 0 lze zvolit m € N, aby [ fo — [ fam < &. Potom
ovSem nové definované funkce fi1 = fi — fom, fo = fo — ]izm splnuji kritéria hledaného rozkladu:
fi = fam € L, nebot (3po)(Vp > po)(fip — fom > 0), a [ fa <e.

Uvazujme rozklady f = fi — f2, g = g1 — g2 z definice. Pak rozklad f + g muzeme psat jako

(fitg)=(f2+g)a [(f+9)=[(fitg)-[(f2+a)=[fi—[fo+[g—[goProa>0je
moznym rozkladem f = (af1) — (af2), proa < 0jeto f = (—af:) — (—af1).

. Podle pfedchoziho bodu mutzeme definovat funkci ¢ = f — g € L, kterd ma rozklad ¢ = 1 — @2,

01,2 € LT, a p > 0s.v. Podle véty (11) (o1 > @2 s.v.) = ([ 1 > [ ¢2), coz ndm po Gpravé dava
prvni tvrzeni tohoto bodu. Druhé tvrzeni je uz jen trividlni duasledek.

Pro f zapsané rozkladem f; — fo je rozklad | f| mozné psat ve tvaru max{ fi, fo} —min{fi, fo} (podle
véty (11) jsou ob& z LT). Zbyl4 tvrzen{ postupné odvodime pomoci tohoto a bodu 3: f+ = L(f+|f]),

f7 =51 = f), max{f, g} = f + (9 — )", min{f, g} = — max{~f, —g}.

Funkce f1 a fo z rozkladu jsou podle véty (11) koneéné s.v., tedy i f je koneéné s.v.

Poznamka: V dikazu posledniho bodu jsme nezminili pripad, kdy budou obé funkce f; i fo nekonecné
a jejich rozdil nebude definovan. Tehdy ovSsem muZeme (diky tomu, ze takové body tvoi{ mnozinu miry
nula) funkci f nadefinovat libovolnym ¢islem — podle definice totiz chceme aby f = fi — fo jen skoro
vsude.

Poznamka: Bod 5 fikd velmi dilezitou véc — Lebesguetv integral je absolutné konvergentni, ¢imz se

sin(z)

vyrazné odliduje od integralu Newtonova. Newtoniv integral napiiklad zintegruje funkci = = v mezich od
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0 do oo, ale fooo w = 00.!! Naproti tomu Lebesguetiv integral nekonverguje pro zidnou z téchto funkei.
Je to riznymi metodami séitani. Newtontv integral postupuje podél osy a pri¢ita piirtstky primitivni
funkce. V pripadé prvniho integralu mu diky oscilacim nad a pod osu nakonec vyjde konecné ¢islo. Naproti
tomu Lebesgue nejprve seéte vechno nad osou a odecéte od toho soucet véeho pod osou, jelikoz jsou to
obé nekoneéna'? , neni integral z celé funkce definovan.

Zklamaného ¢tenare, ktery mé pocit, ze budoval novy integral jen proto, aby s nim zintegroval méné
funkci nez se starym, muzeme utégit Dirichletovou funkci, kterd je reprezentantem bohaté t¥idy funkci,
jez jsme doposud integrovat neuméli, a to ani Riemannovym integralem. Jako demonstraci nadvlady nasi
nové Lebesgueovy teorie nad starou Riemannovou uvedme bez dikazu jesté jeden teoreticky vysledek,
tzv. Lebesgueovu vétu'®: funkce je Riemannovsky integrovatelnd, pravé kdyz je spojitd az na mnozinu
nulové miry!'4.

85. VETY O LIMITNIfM PRECHODU

Véta 14: Beppo—Levi
m

Necht {f;}5° je posloupnost nezédpornych funkci z L, (3K € R)(Vm € N) ( Y fi<K > Pak existuje
1

soucet fady F = fisv.a [F =5 [ fi.
T 1

Dtikaz: Definujme F,, = f:fz Podle predpokladd a véty (13) vime, ze F,,, € L, F,, /* F s.v. a
(Ym)([ F, < K). Déle vime, %e (3gihi € LYY ((fi = gi —hi s.v.) A (R > 0) A ([ hi < 5)).

Déle definujme H,, = S h; ~ H. Podle vity (12) (H € L) A (JH = 3 [hi < 1). Posledn
nerovnost plyne ze zptisobu 1zawedeni funkci h;. Protoze g; = f; + h; > 0 s.v., mﬁ%eme do tretice zavést

Gm =Y. 9; /' G. Na zdkladé predpokladi a definice funkci h; plati nerovnost
1

/szi/gi=i/fi+i/hi<f(+l

a podle véty (12) G € LT a [G = Y [ g;. Defini¢ni rozklad funkce F tedy muize byt G — H, ¢imz je
1

definovan i integral
/FZ/G—/HZH_I}l (Z%—ZM)zli_I}l /Z(gi—hi):Z/fi
1 1 1 1

Véta 15: Monotdnni limita funkei z L
Uvazujme posloupnost {f;}{° funkei z L, f; / fsv., (3K € R)(Vi € N)([f; < K). Pak f € L a
[f=1lim[f;

k oc

Dukaz: Pro k € R definujme funkce pr = fro1 — fr > 0s.v., Gli fr— f1 = > ¢;. Nafadu Y p; mizeme
1 1

pouzit Beppo-Leviho vétu (ovéite piedpoklady) a obdrzime tak

/(f_fl)z/(limfk_fl)=/i@i=i/¢i=hm(/fk_/fl>7

110Obé tato tvrzeni jsme ovéfovali v minulém ro¢niku.

12Neni-li vdm to zi¥ejmé, dokaZte si to. Zvolte k f+ vhodnou minorantu, napiiklad vepisujte do obloukt sinusovky
rovnoramenné trojthelniky, prevedte problém na soucet fady a ukaZte, Ze tato fada diverguje.

13Po Lebesgueovi, podobné& jako napiiklad po Cauchym nebo Eulerovi, je pojmenovano nékolik vét, proto nebudte zmateni,
budeme-li o kus dal rikat Lebesgueova véta néfemu docela jinému.

14Pozor! To neznamend, 7e se 1isi od néjaké spojité funkce na mno#iné nulové miry! Viz Dirichletova funkce.
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Obr. 5: P¥iklad fo, = f, [ fu 2 [ f-

odkud odectenim konstanty lim [ f; dostdvdme tvrzeni véty.
Poznamka: Podle véty (13) vime, ze f = 0 s.v. implikuje [ f = 0. Jde tato implikace obrétit?

Véta 16:
Necht f € L, f >0, [ f=0.Pak f =0s.v.

Dtikaz: Definujme posloupnost Fj, = kf. Tato posloupnost spliiuje piedpoklady véty (15) (je neklesajici,
Fr € L, [F, = k[ f = 0), podle véty (13) je tedy jeji limita F' skoro vude konecna. Jelikoz ale
F(z) = lim Fj,(x) = oo, je-li f(z) > 0, je mnozina {z|f(z) > 0} miry nula, tudiz f =0 s.v.

Véta 17: Fatouovo lemma

1. Necht fr >0, fr € L, 3K € R)(Vk € N)(ffk <K), fr > fsv.Pak fe L, ff <K.
2. Necht fy € L, 3K € R)(Vk e N)([ | f| < K), frx = fsv..Pak |f| € L, [|f| < K.

Lemma:
Necht fi,gx € L, fo,90 € L, (Vk € N)((fx > fo) A (gr < 90)) - Pak F = inf{f1, fo,...} € L, G =
sup{g1,92,...} € L.

Dukaz: Definujme posloupnost Gy = max{gi, g, ..., gx } Podle véty (13) Gy, € L, dale ziejmé G, * G.
Protoze (Vk)(gr < go), je i Gk < go, coz podle véty (13) znamend [ Gy < [ go. Posloupnost Gy, splituje
pozadavky véty (15), tedy G € L. Symetrické tvrzeni se dokdze obdobné.

Dukaz véty:

1. Definujme posloupnost Fy = inf{fy, fx+1,...}. Podle lemmatu Fy, € L, zfejmé Fy,  fs.v. a
[ Fy, < [ fr < K. To jsou opét predpoklady véty (15), tudiz f € L, [ f =lim [ F}, < K.
2. Staéi pouzit bod 1 pro posloupnost {|fx|}5°.

Priklad: Pro pouziti Fatouova lemmatu staci, aby posloupnost f; pouze konvergovala (nikoliv tedy
monoténné konvergovala). Za to oviem dokdzeme [ f pouze omezit a nikoliv spoéitat jeho hodnotu.
Piikladem budiz posloupnost f, = nsinnz s tim, ze f, je nenulové pouze na intervalu (0,7/n) (viz
obrézek). Jak brzy ukdzeme, lze Lebesgueliv integral poéitat pomoci Riemannova integralu. Vidime, Ze
fn = 0, ale zatimco [ f =0, neplati 2= [ f, £ 0.

Véta 18: Lebesgue
Necht {fz}5° je posloupnost funkei z L, fy — f, se spole¢nou integrovatelnou majorantou g € L,
(VE)(|fx] < g). Pak f € L a [ f =lim [ fj.

Dukaz: Oznalme Fy, = inf{fy, fi+1,-.-} 2 [ s.v., Gy, = sup{fx, fe+1,---} N\ f s.v.. Podle pfedpokladi
—g < Fy, < fi, < Gy, < g, piejdeme-li k integralim, pak — [¢g < [ Fj, < [ fi < [Gi < [g. Podle véty
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Obr. 6: Funkce max { min{f, g}, —g}.

(15) lim [ Fy, =lim [ Gy = [ f a podle véty o dvou straznicich pak lim [ f, = [ f.

Véta 19:
Necht f; € L, fi — f s.v.

1. Necht (3g,h € L)(Vi € N)(g < f; <h). Pak f € L, [ f =lim [ fi.
2. Necht (3g € L)(|f| < g). Pak f € L.
Diikaz:

1. Disledek Lebesgueovy véty.

2. Definujme F; = max{min{f;, g}, —g}. Geometricky to znamend, ze z f; ,,ofizneme* tiseky vybocujici
z pasu od —g do g a funkéni hodnoty tam nahradime funkénimi hodnotami g resp. —g (viz obrézek).
Sporem se snadno ukéze, ze F; — f s.v. Posloupnost {f;}$° spliiuje pfedpoklady Lebesgueovy véty,
z niz plyne kyzené tvrzeni.

86. PROSTOR S NORMOU DEFINOVANOU POMOC! LEBESGUEOVA INTEGRALU

Definice 14: Prostor L;(R")

Necht L je prostor lebesgueovsky integrovatelnych funkei na R™. Na tomto prostoru zavedeme relaci
ekvivalence!® f ~ g & f = ¢ s.v.. Tato relace definuje jednoznaény rozklad na tiidy ekvivalence. Prostor
L1 (R™) = L/ ~ definujeme jako prostor t¥id ekvivalence, na némz definujeme algebraické operace pomoci
reprezentanti.' Podobné definujeme |f|, f+, f~, max{f, g},sup{fi;} pro spocetnou mnozinu {f;}. Na
L, (R") definujeme normu prvku f vztahem ||f|l; = [|f| € R.

Poznamka: Striktné vzato bychom méli ovérit korektnost definice, ale ¢tenar jisté chape, ze by to byla
jen zdlouhavd formélni prace. Ovéfime pouze, ze ||.||; je skuteéné norma:

LAlIfllt 20, [Ifll. =0« f =0 plyne z vét (13) a (16).

2. Linearita [|af|l1 = a||f||1 plyne z véty (13).

3. Trojuhelnikovou nerovnost obdrzime také z véty (13): ||[f +glli = [|f + 9] < [Ifl + [lg| =
171l + llgllx

Umluva: Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme index u normy vynechévat a psat jen ||.||.

Véta 20: Riesz—Fischer
Prostor L;(R"™) je uplny normovany vektorovy prostor (Banachidv prostor).

Dukaz: DokaZeme pouze vlastnost Gplnosti, zbytek je trividlni. Chceme ovérit, zda vSechny cauchyovské
posloupnosti konverguji k néjakému prvku z prostoru.

15T, relaci, kterd je reflexivni, symetrick4 a tranzitivni.
16Soucet tiid je tiida prislugna soudtu libovolnych dvou funkci ze séitanct apod.
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Uvazujme cauchyovskou posloupnost {f;}$° funkci z L1 (R"™), ¢ili (Ve > 0)(Fip € N)(Vi, 5 > i0) (|| fi —
fill < e). Nejprve sestrojime kandidata na jeji limitu. Jisté existuje rostouci posloupnost indext {iy}5°,
T

spliwjici (Vi > i) (|| fi — fi ]l < 2%), specidlné || fi, ., — fi.ll < QL,C Definujme posloupnost F,. = kz [ finsr —
=1

i | To je rostouci posloupnost z Li (R"™), respektive z L, chapeme-li symboly f; jako reprezeﬁ‘u_anty a ne
k

jako tridy. Navic
r r
/FT’ = Z/Ifik+1 = fil = Z ||fik+1 - fzk” <1,
k=1 k=1

coz podle Beppo-Leviho véty znamend, ze F' = lim F,. € L. Podle trojihelnikové nerovnosti a véty o
limitnim prechodu v nerovnosti

oo oo
Z(fik+l - .flk) < Z |fi1c+1 - flk| =FelL,
k=1 k=1
Funkce vlevo je s.v. rovna |lim f;, ., — fi,| a je z L, coz podle véty (13) znamena, ze je s.v. konecna. Tedy
existuje lim f;, ., s.v. Tuto limitu nazveme f a ukdzeme o ni, Ze je z Li(R").

Zvolme p pevné. Posloupnost { f; — fi, }?° konverguje k {f;, — f} s.v. Pro k > p mtzeme jeji ¢leny v
absolutni hodnoté omezit nerovnostmi

k-1
|fi, = fir] < Z | fim = fimea| < F.
m=p

Funkce F je integrovatelnd, posloupnost tedy spliiuje pfedpoklady Lebesgueovy véty, z niZ plyne f; — f €
L neboli f € L. Funkee f;, jsme si zavedli tak, aby ||f;, — fi,|| < & . Lebesguetiv integral je podle véty
(13) absolutné konvergentni, diky ¢emuz mZeme pouZit Lebesgueovu vétu i na posloupnost absolutnich

hodnot:
Jin 1, =l = i [ 15, = 5] = |

V zévéru jsme ucinili limitni pfechod v nerovnosti.

Kone¢né ukazme, ze f je limitou celé posloupnosti. Ta je cauchyovskd — (Ve > 0)(Fip € N)(Vi,j >
io)([|.fi — fill < §). Zaroven jsme ukézali, ze (Ve > 0)(3ko € N)(Vk > ko)(||fi, — fll < 5)- Z trojihelnikové
nerovnosti potom plyne Vi > iy > ig, k > ko

i = FIL< N\ fi = fiuy | + | finy — f]| <&

1
N -1l <

Fin = kll)nc:o fa

§7. JAK SE LEBESGUEUV INTEGRAL POCITA

Poznamka: Dosud jsme se zabyvali zejména otdzkou, za jakych prepdokladi je funkce lebesgueovsky
integrovatelna. Jediny zptsob vypoctu Lebesgueova integralu, ktery zatim zname, je vypocet pfimo z
definice. Nésledujici véta 1ika, Ze lebesgueovsky integrovatelné funkce jsou nadmnozinou funkci rieman-
novsky integrovatelnych (zde méme na mysli vlastni Riemanntv integral) a hodnoty obou integrala jsou
stejné.

Véta 21: Souvislost Riemannova a Lebesgueova integralu
Necht jsou a,b € R a funkce f : (a,b) — R je omezend. Necht dale existuje Riemanntv integral funkce

b
f na {(a,b) (zna¢me (R) [ f). Definujme funkci F' na intervalu (a,b) rovnu funkei f a jinde rovnu nule.

b b
Potom je F € L aplati (L) [F=(R) [ f.

Dtikaz: Oznac¢me D,, posloupnost déleni intervalu {a, b) z definice Riemannova integralu, bez Gjmy na
obecnosti predpokladejme, ze nésledujici déleni je vzdy zjemnénim predchoziho. Norma déleni v (D,,) jde
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Obr. 7: Jednoduché funkce m;, M; v Ry.

(monoténné) k nule. Definujme jednoduché funkce h,, a H, nasledujicim pfedpisem (viz obrézek):

hn = MiX(z;ya)  mi= inf f(@)  Dp=(zo,...,7Tk,)

(Ti—1,2:)
H, = Z MiX(wi_hzi) M; = < sup )f(:l?) D, = (3307 cee 7xkn>
Tio1,T;

7 definice integralu jednoduchych funkci ihned plynou rovnosti:

[=str0) [ H=5(5.0,)

Posloupnost funkci h,, € L (resp. Hy, € L) jde monoténné (D, jsou postupnd zjemnéni) k funkci Fy (resp.
F), nebot hy, < Hy (Hy, > hg). Lebesguetv integral z téchto funkei je omezen (napiiklad Riemannovym
integralem funkce f), tedy funkce Fy € L (resp. F» € L) a navic plati (L) [ Fy = lim (L) Jha=@R)[f
(resp. (L) [ F» = nll)n;O(L) [ H, = (R)[f) dle Beppo-Leviho véty.

Vzhledem k tomu, ze h,, < F < H,,, musi platit pro limity posloupnosti funkci h,, a H, platit: F; < F <
F». Funkce F» — F je nezéporné lebesgueovsky integrovatelnd funkce, jejiz integral je roven nule (hornf
a dolni Riemanniiv integral si jsou rovny). Potom ale musi dle véty (16) platit F» — F; = 0 s.v. a tedy
Fy = F5 = F s.v. Potom ale uz F je lebesgueovsky integrovatelnd funkce a jeji integral je roven integralu
funkce Fi, ktery je roven Riemannovu integralu funkce f.

Véta 22: Fubiniho

Necht jsou n, k,p € N, ze plati n = k + p. Zapisem z = (z',2"), kde z € Ry, 2’ € Ry, 2" € R, budeme
rozumét, ze prvnich k slozek z je rovno slozkdm z' a zbylé jsou rovny z'’. Necht je dale f(z) : R, — R*,
lebesgueovsky integrovatelna. Potom plati:

1. Pro kazdé 2" € R, pevné, je funkce ¢(z') = f(z',2") lebesgueovsky integrovatelnd na Ry,.

2. Oznacim-li F(2") = [ ¢(a',2") dz’, potom je F jako funkce 2" lebesgueovsky integrovatelnd na R,,.
R,

3. Pro integrél pavodni funkce plati:
/ f(z)dz = /F(:U”) dz" = / [ /w(m',x”) dx'] dz".
R.. R, R, R,
Idea dikazu: Vétu dokdzeme nejprve pro elementarni funkce (jddrem bude rovnost V(I) = V(I') - V/(I")
pro I = I' x I'"), pak pouzijeme limitni pfechod. Formélni diikkaz provadét nebudeme.

Priklad: Uvazme Dirichletovu funkei, kterd je definovana na intervalu (0, 1) predpisem f(z) = 1,z €
R\Qa f(z) =0,z € Q. Vzhledem k tomu, ze mnozina, kde je funkce nulové na intervalu (0, 1) je spoetna,
je miry nula. Potom ale je integral Dirichletovy funkce roven integralu funkce, ktera je na tomto intervalu
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rovna jedné, a integral Dirichletovy funkce se dle véty o souvislosti Riemannova a Lebesguova integralu
rovnd 1.

Véta 23: Postacéujici podminka pro integrovatelnost

Necht f > 0, necht existuji h,, € H, které h, — f s.v. . Necht je ddle [ [ f(2',2")dz’dz" kone¢ny.
R, R,

Potom je f Lebesguovsky integrovatelnd na Ry p.

Idea dikazu: Pii integraci v R,, jsme Casto odkazani pouze na Fubiniho vétu a pocitani Riemannovych
integrali v R. Pritom ovSem nevime, zda puvodni funkce v R,, byla integrovatelna, coz je predpoklad
Fubiniho véty. Proto je uzitecnd véta (23). Zkonstruujeme nejprve posloupnost funkci f,, — f, o které
ukazeme, 7e f, € L. MuZeme pak pouzit jednak Fubiniho vétu a dale vétu Lebesgueovu.

Dikaz: Oznalme H, = max{hy,...,h,} € L. Déle ozna¢me ¢, = min{f, H,} € L (podle Lebesgueovy
véty), nebot |¢,| < H,, (pficemz H, A/ f* > f) a ¢, = lim min{h,,, Hy}. Nyni si poviimnéme, ze
m— 00

©n 2 f. Abychom dokézali platnost f € L stac¢i dle Beppo—Leviho véty ovérit omezenost integralu z ¢,
coz ukazeme za pouziti Fubiniho véty nasledovné:

/gon(x’,x”)dx: / /gon(x',x")dx'dx" < / /f(x',x”)dx'dx" €R.

§8. MIRA: MERITELNE FUNKCE, MERITELNE MNOZINY, M{RA, 0-ALGEBRY

Poznadmka: Zabyvejme se nyni nasledujici otdzkou: je-li f funkce lebesgueovsky integrovatelna na
Ry, za jakych podminek bude platit, Ze pro mnozinu M C R, je funkce F' definovana predpisem F'(z) =
f(@)xnm(x) integrovatelna? Funkce F je definovand na mnoziné M hodnotami funkce f a vné této mnoziny
je rovna nule. Mnozina M nemiize byt libovolnd — protiptiklad jiz brzy zkonstruujeme.

Definice 15: Mé&fFitelna funkce
Funkci f : R, — R" nazveme mé&fitelnou, pokud existuje takova posloupnost jednoduchych funkci
h, € H, Ze plati h,, — f. Mnozinu vSech méritelnych funkci budeme znacit M.

Poznamka k vété (19): Je-li f méFitelnd a existuje-li jeji integrovatelnd majoranta, je f i lebesgueovsky
integrovatelné.

Poznamka o mnoziné M: M je linedrni vektorovy prostor, jak jisté ¢tenar sam snadno z definice oveéri.
L je podmnozinou M.

Véta 24: Zakladni vlastnosti méritelnych funkei
L fneM, fp—f= feM,

2. f,9,{hn} € M = |f|, max{f, g}, min{f, g}, sup{h,},inf{h,},liminf h,,limsup h,, f + g, fg € M

Necht F(zy,...,2,) je spojitd na Ry, fi,..., fn € M(R,) s.v. konetné, potom funkce

F(fi(y),.--, faly)) € M(R,).
3.

4. Je-li funkce spojita je i méfitelna.

v/ vz

Pozndmka: Dikaz této véty je vynechan. Z vétsi ¢asti je tvoren pouze mechanickym uzivanim definic
a jednoduchych vlastnosti zkoumanych funkci. Tomuto konstatovani se v8ak vymyka tieti ¢ast véty, jejiz
dikaz mize ¢tenar nalézt v prislusné literatufe.

Poznamka o sklddani méritelnych funkci: Kazdou funkci lze vyjadrit jako slozeni dvou méfitelnych
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funkci. Ne kazdé slozeni méfitelnych funkci je tedy méfitelna funkce.

Pozndmka o integrovatelnosti posunuté funkce: Je-li funkce f integrovatelna (na Ry,) je i funkce f,(z) =
f(x + a) integrovatelna a hodnoty integralii jsou si rovny.

Piiklad: Sestrojme nyni neméritelnou funkci:

Uvazujme interval (0, 1). Uvazme systém podmnozin M tohoto intervalu takovy, ze plati [(VN € M)(z €
N,y € N)| <= (z —y € Q). Ctendf jisté snadno ovéii, ze prvky tohoto systému podmnozin jsou vesmés
disjunktni. Z kazdé takové mnoziny vyberu jeden prvek a mnozinu téchto prvki oznac¢im A. Déle oznacim
A, ={x+qlx € A} pro ¢ € QN (—1,1). Vzhledem ke spoCetnosti Q je systém mnozin A, spocetny. Pro
jeho (spocetné) sjednoceni B = U, A, tedy plati:

(0,1) c BC (—1,2)

Ovéite levou inkluzi. Zajimé nas nyni hodnota integralu funkce xp (pfedpokladejme, ze B je méfitelnd;
pak xp je integrovatelnd). Je-li hodnota integralu x 4 nulové, je A mnozina miry nula, potom ale spocetné
sjednoceni A, je také miry nula, coz je spor, nebot interval (0, 1), ktery urcité neni miry nula, je jeho
(nevlastni) podmnozinou.

Necht naopak je hodnota tohoto integralu nenulovd — oznacme ji K. Potom integral funkce yxp neni
koneény, nebot je vétsi nez nK, pro libovolné prirozené n. Coz je spor, nebot tento integral 1ze odhadnout
shora integralem z funkce x(_ 2y, ktery je roven tfem.

Definice 16: Méritelna mnoZina, mira

Rekneme, 7e mnozina M C R, je méfitelnd, pokud je funkce x s méfitelnd. Miru (méfitelné) mnoziny pak
definujeme nésledovné: u(M) = [ xm, pokud je xap € L, jinak u(M) = +oo. Systém viech méFitelnych
mnozin oznatme A(R,,). Dale ozna¢me L(M) lebesgueovsky integrovatelné funkce na M.

Poznamka: Je-li M € A a f € L, potom je i xpf € L, dle Lebesgueovy véty (f je integrovatelna
majoranta).

Poznémka: Mira mnoZiny p je funkce z jistého systému podmnoZin R,, do R*.

Definice 17: Systémy podmnoZin a funkce na nich
Necht X je dani mnozina, ¥ systém jejich podmnozin. Rekneme, 7e ¥ je o-okruh, pokud plati:

1. ABeY= A\B,AUB €Y,

2. A,eX = |J €.

n=1
Pokud navic X € ¥, pak je ¥ o-algebrou. Rekneme, e mnozinové funkce ¢ : X — R* je

1. nezdporné, pokud ¢(M) > 0,YM € X,
oo oo

2. o-aditivni, pokud ¢ < U Ai> =Y ¢(4;) pro A; € X po dvou disjunktni,
i=1 =1

3. mira, pokud je nezidporna a o-aditivni,

4. plnd mira, pokud plati (A C B € £) A (¢(B) =0) = (A € ).

Pozndmka o Kolmogorové modelu pravdépodobnosti: Je-li (X, X, ) o-algebra a p Gplnd mira na %,
kde X je mnozina vSech mo’nych elementdrnich jevi, ¥ mnozina podmnozin X (napiiklad potencéni
mnozina), pak pravdépodobnost, ze nastane dany jev M € X, lze definovat jako u(M).

Poznamka o alternativni definici Lebesgueova integralu: Alternativné lze nejprve vybudovat pojem
miry v R, tj. vytvorit trojici (X, %, u) = (Rp, A, p), ndsledné definovat méFitelné funkce a poté i funkce
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jednoduché — ty vSak nabyvaji jednu hodnotu nikoliv na intervalu, ale na méfitelné mnoziné. Ty vyuziji
k definici Lebesgueova integralu.

Poznédmka o mnozinach miry nula: Jiz dfive jsme definovali vyznam vyroku ,mnoZina je miry nula“.
Nyni mame funkci, kterou oznac¢ujeme jako mira. Ovéime, Ze pouze pro mnoziny miry nula nabyva mira
nulové hodnoty:

,u(M)=0<=)/XM=0<=>XM:OS.V.<=>Mjemirynula

Umluva: Je-li funkce f definovana s.v. na mnoziné M, poté ji automaticky dodefinujeme nulou vné
mnoziny M a pripadné i v bodech mnoziny M, kde neni definovina. Hodnota integralu takto nové
definované funkce pres R, bude stejna jako hodnota integralu puvodni funkce f pres mnozinu M.

Pozndmka o integralu komplexnich funkci: Integralem komplexni funkce f : R, — C bude soucet
nasledujicich dvou integral, pokud mé prava strana rovnosti smysl:

/f:/Re(f)Jri/Imf.

8.1 Vlastnosti miry a méfitelnych mnozin

Véta 25:
Mnozina vSech méfitelnych mnoZin A je o-algebra a p je mira na A.

v

Dtikaz: Necht provede ¢tenai sdm tim, ze oveéri platnost jednotlivych podminek v definici (17).
Dtsledek:
1. VM,NeA: M CN = pu(M) < u(N)

2. VM,N € A: u(MUN) + pu(MNN) = p(M) + u(N)

3. VM, €A : M, CMuy11 = ( U Mn> = li_)m w(M,)
n=1 n—=0o0

oo
4. VM, e A : My CM,, = u ( N Mn> = lim p(M,)
n=1 n—oo

Tyto disledky si mohou zajemci zkusit dokazat jako cviceni. Rovnosti zkuste dokazovat jako dvé neostré
nerovnosti.

Pozndmka: Plati, Ze R,, € A, ale neplyne to z konstrukce Lebesgueova integralu. K tomu, aby funkce
f(x) = 1 byla méfitelnd, je postacujici nasledujici podminka:

1. Vhe H :min{h,1} € H

2. 3h, > 0,hy, € H, [ hy > 0;Vz : sup hy(z) > 0

Poznédmka o borelovskych mnozinach: Je-li mnozina M oteviend nebo uzaviend, je métitelna. Vzhle-
dem k tomu, Ze A je o-algebra, je i spocetné sjednoceni nebo prunik téchto mnozin méfitelny. Necht
tedy O, jsou oteviené mnoZziny, mnozinu v8ech spocetnych praniki otevienych mnozin oznatme G5 —
G se obvykle oznacuje oteviend mnozina, § v indexu reprezentuje prinik'?. Mnozinu vSech spocetnych
sjednoceni prvki G5 oznaéme G5 — o reprezentuje sjednoceni®. Takto miiZzeme postupovat dale a tvo-
Fit mnoziny Gses ... MnoZinu vSech mnozin, které vzniknou koneénym poctem sjednoceni nebo prunikia

177 ném. Durchschnitt.
180pét z ném. Summe.
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spocetné otevienych mnozin ozna¢me B a tyto mnoziny nazvéme borelovské mnoziny. Viechny borelovské
mnoziny jsou méfitelné, nebot A je og-okruh. Misto otevienych mnozin lze uvazit i mnoziny uzaviené a
ziskdme stejnou mnozinu mnozin. Mnozina B je nejmensi vzhledem k inkluzi o-algebra obsahujici v8echny
oteviené mnoziny. Stejné tak je nejmensi o-algebra obashujici vSechny uzaviené mnoziny.

Poznadmka o méfitelnosti mnozin miry nula: Kazda podmnoZina mnoziny miry nula je méfitelnd a
ma miru nula. Navic vSak lze dokazat, ze kdyby nékterd podmnozina M mnoziny miry nula nebyla
méritelnd, 1ze ji do daného o-okruhu pridat, tj. nahradit uvazovany o-okruh nejmensim o-okruhem, ktery
jej obsahuje a navic obsahuje mnozinu M, a definovat miru vSech mnozin NN, které neobsahoval ptuvodni
o-okruh jako miru mnoZiny N \ M.

Poznamka o mnozindch miry nula: Je-li F': Q — R,,, Q@ C Ry, k < n, F spojité diferencovatelné,
potom plati, ze u(F(2)) = 0.

Poznédmka (Sardova véta): Necht F : R, — Ry, k < n, F € C'(R,). Potom mnozina M = {z €
Ry | h[Jac(F(x))] < k}, tj. mnozina obrazii kritickych bodi!® zobrazeni ', ma miru nula, tj. p(M) = 0.
Predchozi poznamka je disledkem této véty.

Poznamka o hranicich mnozin: Ozna¢me hranici mnoziny M jako OM. Casto je M hladka, tzn. je
lokalné grafem funkce f : R,—1 = Ry, vétsinou mé i nulovou miru (ne vzdy). Plati, Ze je-li u(O0M) =0a
M je oteviend, potom libovolnd mnozina N takova, ze M C N C M, je méfitelna.

Poznamka- varovani: Existuje spojité zobrazeni z (0, 1) do (0, 1) x (0, 1). Toto zobrazeni neni bijektivni
a nesplituje podminky jedné z predchozich poznamek, nebot neni spojité diferencovatelné.

§9. ZAVISLOST INTEGRALU NA INTEGRACNIM OBORU

Véta 26:

1. (a) fe€L(M),MeA, M= |J M;, M; € A po dvou disjunktni, potom plati: [ f=5 [ f
i=1 M =110

(b) f méfitelnd, M = |J M;, M; € A po dvou disjunktni, f >0, Y. [ f konefnd, potom plati, ze
i=1 i=1 M;
feLrL

2. f méFitelnd, M miry nula, potom [ f =0
Y

3. fe L(M), M = U M;, M; € A, M; C M;14, potom plati f f= lim f f
; M i—00 yp.

i=1

4. fe L(M), M = m M;, M; € A, M;+1 C M;, potom plati f f= lim f f
i=1 M i—00
5. f méfitelnd, M € A, u(M) koneéna a existuje K € R, 7ze Vo € M : |f(z)| < K, potom plati, ze
feLM)al [ fl < Ku(M).
M

6. f € L(M), f>0, M méfitelnd, N C M méfitelna, potom [ f < [ f.
N M

Dikaz:

1. (a) Integraly [ f existuji dle Lebesgueovy véty, nebot funkce |f| je pro né integrovatelnou majo-
rantou. Tvrzeni o rovnosti [ f =Y [ f, plyne z téze véty, nebot > xar f = xm f-

M =1 M; =1

19 Jacobian ma hodnost mensi nez k.
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(b) Dﬁkaz se provede analogicky jako v predchozi ¢asti pouzitim Beppo-Leviho véty, nebot

Z xum: [ xmf a omezenost je zarucena predpokladem konecnosti sumy Z [ f
i=1 i=1M;

2. Trividlni z definice.

3. Dikaz se provede prechodem k mnozindm J\Z =M;\M;_; a ]\71 = M; a uzitim jiz dokazané prvni
Gasti véty.
4. Plyne pfimo z prvni a treti ¢asti véty.

5. Existence integralu je zarucena dle Lebesgueovy véty. Na mnoziné M plati, ze |f(z)| < K, a tedy

[ = [1n1<x [ < xuon.

6. Plyne p¥imo z nezapornosti f a nasledujici rovnosti:

!fs}jﬂ/f:ﬂlf.

M\N

§10. VYPOCET LEBESGUEOVA INTEGRALU: VETA O SUBSTITUCI

Poznéadmka o substituovani: Nejprve si pfipomenme substituovani pfi integrovani funkci jedné promén-

né:
[ 1w)ay= [ 1(6@)¢ @)z

za jistych predpokladi. Lze tedy ocekavat, Ze pri integrovani funkci vice proménnych bude platit analo-

gicky vztah:
[1wa= [ 16
M

¢=1(M)
Predpokladejme nyni, Ze bychom integrovali funkc1 rovnou jedné po objemu rovnobéznosténu A. Tento
rovnobé&znostén bychom popsali funkci ¢ z (0,1)". Poté by substituovany integral vypadal nésledovné

(|A| znad¢i objem rovnobéznosténu).
|A| = /1dy: / 14| de.

A (0,1)

O vypoctu objemu rovnobéznosténu hovori nasledujici poznamka.

Poznamka o objemu rovnobéznosténu: Uvazme rovnobéznostén, parametricky popsany jako z =
ﬁ: c; A, kde 0 < ¢; <1, 2, 4; € R,. Oznaéme A matici se sloupci A;. Grammovou matici odpovidajici
;rzlz;tici A budeme rozumét matici skaldrnich souéint jednotlivych sloupct matice A, tj. matici:
(A1, A1) ... (A, Ay
G = : : =AT4A
(A1, AR ... {(An,AR)
Pro objem V(A) rovnobéznosténu poté plati V(A4) = v/det G = | det A[, jak zndmo z linearni algebry.

Véta 27: o substituci
Necht ¢ : R,, — R, je prosté regularni zobrazeni z O C R,, na = ¢(0) C R,,, O a Q oteviené. Necht
M je méfitelnd mnozina funkce f je méfitelnd na 2, potom plati:

/ fly dy—/f )| det Jac ¢(z)|dz.
d(M)
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Obr. 8: Ctyfstén a fez kolmo na osu x

Poznamka: Vétu dokazovat nebudeme, dikaz je pomérné slozity.

k vypoctu Lebesgueova inetgralu Uvazujme funkci f € L(R; x R,) a mé&me za kol spocitat

[ fz,y)dedy = [ < J f(z,y) dx) dy. Necht je funkce f nenulovd pouze na méfitelné mnozing M
R R,
— je ovSemZe mozné, ze M = R x R, = Ry,,. Potom plati [ f = [ f. Ozna¢me dale P(M) prt-
R.. M
mét mnoziny M do R, tj. M = {y € R,| 3z € Ry;(z,y) € M}, potom je plivodni integrdl roven

Ik < J f(z,y)dz | dy. Dale ozna¢me M,, fez mnoziny M (nad)rovinou o rovnici y = yo, tj. mnoziny

P(M) \ R,

M, = {z € Ry| (z,y) € M}. Integral je potom roven i [ ( J fz,y) d:L') dy, ¢imZ jsme vyrazné
P(M)

zmenéili mnoiinu, pfes kterou integrujeme

pravouhly trojihelnik o odvésnéach delky 1a1/2. Jeho vyska je 1 a hrana VychazeJ1c1 z vrcholu podstavy

naproti pfeponé je kolmé k roving podstavy (viz obrézek). Tento ¢tyistén je uréen tedy rovnicemi:

x>0 y>0 z>0 r+2y+2<1

Integral ptes cely prostor lze pak upravovat (fez kolmo na z viz téz na obrazku):

/ wd»’”dde—// / wdzdydw—//w—w —2wydydw—/[a¢y—x y—xy]lfdx_

1 1 1

o1l—x (1-x)2 1 1
= — 72 — = — — — 2 = — 2 3 = —
_/(x z°) 5 5 dz 4/(2x z)(1 -2z +2°)de /x 22" + 2° do 5

0 0 0

Vv

==

§11. INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU: ZAMENA INTEGRALU A LIMITY ¢I DERIVACE

Poznamka o integralu zavislém na parametru: Uvaiujme méfitelné mnoziny M, A, M C R, a A CR,.
Necht funkce f € L(M x A), potom definujme funkci p(a f f(z,a)dz. Funkce p(a) je hodnota

integralu funkce f, pricemz se funkce f, a tedy i hodnota 1ntegralu z ni se muze meénit v zavislosti na
parametru a.

Véta 28: Zameéna limity a integralu
Necht
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1. A=U*(w) CR,,M CR,,M € A
2. Va € A: f(x,a) je méfitelnd na M

3. Existuje lim f(z,a) s.v., jeji hodnotu oznacéme f(z)
a—rQaQ

4. Jg(z) € L(M);VA : |f(z,a) < g(z)| s.v.na M

a—raQ

Potom plati f(z) € L(M) a navic [ f = lim [ f(z,«a)dz.
M

Ddukaz: Pro libovolnou posloupnost a,, — «ag jsou splnény predpoklady Lebesgueovy véty. Zejména

f(x)o € L(M), fo(z) jako limita je dle Heineho véty stejnéd pro libovolnou posloupnost o, — ag, a déle

plati [ f = lim [ f(x, &) dz. Nyni ovSem z Heineho véty, chdpeme-li hodnotu integralu jako funkci a,
n— oo M

plyne i druhd ¢ast tvrzeni véty.

Poznamka o spojité funkci zavislé na parametru: Necht funkce f(z,«) je spojita pro kazdé o € A a
existuje funkce g(x) € L(M), ze |f(z,a)| < |g(x)|. Potom jsou jiz splnény predpoklady piedchozi véty a
o(a) = [ fdz je spojita v ag.

Véta 29: Zaména limity a integralu jinak
Necht

1. g e RU{+o0}, A=U* (), M CR,,M € A
2. Va: f(z,a) € L(M)
3. Va,feA,a<f: f(z,a) < f(x,8) s.v.na M
4. IK e RVa € A: [ f(z,a)dz < K
Potom existuje ali}rgﬂ f(z,a) s.v. na M, oznaéme ji f(z) a déle plati f(z) € L(M) a navic [f =

li dz.
aggoéf(w,a) T

Ddtkaz: Pro libovolnou neklesajici posloupnost «,, — ag jsou splnény predpoklady Beppo-Leviho véty.
Zejména f(x) € L(M), f(x) jako limita je dle Heineho véty stejné pro libovolnou posloupnost a,, — ay,
a protoze je lebesgueovsky integrovatelnd, je i kone¢nd s.v. na M. Dale plati [ f = lim [ f(z,a,)dz.
n— oo
M

Nyni ovSemZe z Heineho véty, chapeme-li hodnotu integralu jako funkci o plyne i druhd ¢ast tvrzeni véty.

Poznadmka o piechozi vété: Ctendf si jisté snadno sam zformuluje zbylé tii analogie pfedchozi véty,
kdy posloupnost funkci je klesajici, resp. se pocita limita parametru zprava.

Véta 30: O derivaci podle parametru
Necht

1. I C R je netrividlni interval, M C R,, je mé¥itelnd
2. Ya € I je f(z,a) méFitelnd
3.INCM, u(N)=0,Ve € M\ N :90f/0a(zx,a) je konetnd Ya € I
4. dulezité: 3g € L(M);Vx € M\ N :Ya € I : |0f/0a(z,a)| < g(x)
5. a je$té mavic: Jag € I; f(x,a0) € L(M)

Potom plati:
1. VaeI: f(z,a) € L(M)

2. p(a) = [ f(z,a)dz, funkee p(a) je diferencovatelnd na I
M
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3. ¢(a) = é % (2, a)dz

Dukaz: Nejprve ukazme prvni bod tvrzeni. Dle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté plati:

flz,a) = f(z,00) _ Of

g(x,a) = o — ao = a_a(xaf)a §€ (a07a)
Odtud v8ak okam?zité plyne odhad pro absolutni hodnotu funkce f(z, @), pro a pevné:
0
|f(£L',O£)| S ‘f(l',()&o) + %(1’76(0‘)) IOé - Oéol‘ S If(xvao) + |g(£l7)||0[ - Oéol,

¢imz jsme nalezli integrovatelnou majorantu pro f(x, «), opirajice se ovSem o 5. piedpoklad. Nyn{ jiz mi-

zeme predpokladat, ze Va € M : f(x,a) € L(M). K dikazu vty staci ukizat, Ze existuje derivace funkce

p(a) v ap. Dle definice derivace plati: ¢'(ap) = lim g(z, ). Ale funkce g(z, ) spliuje pfedpoklady véty
a—rQaQ

o limité vzhledem k parametru a tim je predchozi véta dokdzana.

Poznamka o vySetfovani konvergence Lebesgueova integralu: VySettit konvergenci Lebesgueova integ-
ralu znamend zjistit, zda existuje Lebesguetv integral z dané funkce, pripadné ukazat, Ze neexistuje. Ve
vEt8iné piipadd se integracni obor nejprve rozlozi na nékolik (konefné) podmnozin. Na téchto jednotli-
vych podmnoZinich se vySetiuje konvergence integralu zvlast — nejcastéji se pouZiva véta o existenci
Lebesgueova integralu funkce na omezeném intervalu, existuje-li zde integral Riemanniv. Na okrajich
podmnozin, na nichz lezi obvykle singularity funkce, zejména pokud zde limita funkce neni konec¢né, se
vySetii porovnanim funkce s funkcemi, o nichz je znamo, zda konverguji nebo nekonverguji.

1
Priklad: Vysetfime nyni konvergenciintegralu [ 1/z® dz pro a € R pevné. Je-li a < 1 existuje zobecnény
0

1

Riemanniv integral funkce, tedy specidlné je lim+ J w%, kone¢na. Proe > 0 je tedy funkce f.(x) definovand
e—=0T 2

na (g,1) jako x%, vné nulou, lebesgueovsky integrovatelnd (spojitd funkce) a dle Beppo-Leviho véty pro

posloupnost funkei f; /,, i vySetfovand funkce lebesgueovsky integrovatelnd.
1 1
Je-li nyn{ naopak a > 1, potom lim [ -L diverguje k +oc. Jestlize by funkce [ -L byla lebesgueovsky

e—0t

integrovatelnd, oznacme jeji hodnotusK . Potom pro € > 0 dostate¢né malé 3')e hodnota integralu f.
vétsi nez K, coz je ovSemze ve sporu s monotonii Lebesgueova integralu. Tedy vySetfovana funkce neni
lebesgueovsky integrovatelnd pro o > 1.

o0
Cviceni: Vysetrete konvergenci integralu | T%, dx.

1
Poznamka o vySetfovani konvergence Lebesgueova integralu: Nyni mtzeme dale zptesnit ndvod k vy-
Setfovani konvergence Lebesgueova integralu. Urcity interval, kde je vySetfovand funkce spojitd, si rozdéli-
me na tii ¢asti. Prostfedni ¢ast bude tvorit uzavieny interval, kde je funkce lebesgueovsky integrovatelna.
Na krajich intervalu, se vySetfovana funkce porovnava s ndsobky funkei tvaru f(z) = z%; je-li funkce
men$i nez nasobek integrovatelné funkce f, ziskdme po tvahach obdobnych ivaham v predchozim pri-
kladu, vysledek, ze integral funkce konverguje. Je-li vSak vétsi nez nasobek neintegrovatelna funkce f,
potom integral funkce nekonverguje.

Pozndamka o souvislosti zobecnéného Riemannova integralu a Lebesgueova integralu: V minulém pii-

kladu jsme vidéli, ze Lebesguetiv integrdl existoval pravé tehdy, kdyZz existoval zobecnény Riemanniv

integral. V obecném piipadé vSak tato implikace neplati, jak jiz bylo ukdzano v nékteré z predchozich
b

poznamek. Plati ale nasledujici tvrzeni: necht existuje (zobecnény) Riemanntyv integrél [ f(z)dz a f > 0,
a
b

potom existuje Lebesguetv integral [ f(z)dz a rovnaji se. Ctendf jisté snadno toto tvrzeni dokaze jako
a

dusledek Beppo-Leviho véty.

Pozndmka o vySetfovdni konvergence Lebesgueova integralu: VySetiujme konvergenci [ f, spojité
M
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mimo konefné mnoha bodi — singularit. Necht |J M; = M a funkce je na kazdé mnoziné M; spojita.
iel
Dle véty o zdvislosti integralu na integra¢nim oboru plati [ f = > [ f. Singularity budou obvykle body,
M i€l M;
kde funkce neméd vlastni limitu — v opa¢ném piipadé ji zde spojité dodefinuji. Necht b je vySetfovana

singularita. Necht plati:
lim M eRa<l

r—b— z_o‘

Potom je nésobek funkce z%, integrovatelnou majorantou funkce f na levém okoli bodu b a dle Beppo—
Leviho véty zde integral funkce konverguje. Necht naopak plati:

lim 1)

r—b~ L
xr

>0,a>1

a

Potom by na levém okoli bodu b byla funkce f integrovatelnou majorantou nasobku funkce =+ TC, , a tedy by
dle Lebesgueovy véty integral funkce z—a na levém okoli bodu b konvergoval, coz je ovsem spor. Integral
funkce f tedy na levém okoli b nekonverguje.

Priklad: Vypoctéme
+o0o
I(b) = / e~z cosh(bz)dz, a,beR.
Uréete I'(b), je-li a > 0. Nejprve provedme nésledujici vypodet:
00 +oo
8 _ 2 _ 2,
/ 75C " cosh(bz) dz = / xe”* sinh(bz) dz =

“+oo

+ — / —as® cosh(bz)dr = — / —aa”® cosh(bz) dz

e—az2
5 sinh(bx)

Nyni ovéime predpoklady véty o derivaci podle parametru:
1. %f(x, b) existuje pro v8echny z,b € R
2. Funkce f(z,b) je pro b pevné spojité, a tedy méfitelnd.

3. Potfebujeme nalézt integrovatelnou majorantu funkce & f(z,b) = 2= sinh(bz). Tu se nim ne-
podafi nalézt pro vSechny b najednou, ale dle véty o derivaci podle parametru, se pro libovolné b
sta¢i omezit na netrividlni interval obsahujici b — napiiklad (— B, B). Majorantou je pak naptiklad

sup |a:e_‘mz sinh(bx)| = |a:e_‘mz sinh(Bz)|, kterd je spojita, a tudiz integrovatelnd.
be(—B,B)

+oo
4. Ovéreni posledniho piedpokladu o konvergenci integrdlu [ e—az” cosh(bx) dz pro alesponi jedno
—0oC

b € (—B, B) je snadné, naptiklad pro b = 0.

Dle véty o derivaci funkce podle parametru tedy plati:

+oo
b

— 00

I'(b) e~ cosh(bz) dz

Zkusme je$té urcit hodnotu integrélu nebo jeho derivace. PfedevSim si povSimnéme, ze plati I'(b) =
(b/2a)I(b), potom ale nutné plati I(b) = Ke*’/4, K € R. Velikost K uréime z hodnoty integralu pro

+o0
b=0, kterd je [ e~ dy = V=, Zjistili jsme tedy, Ze:
—oc

() = \/geﬁ
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§12. HILBERTUV PROSTOR Ly(M)

Poznamka o konstrukci Lo(M): Nyni zkonstruujeme Hilberttiv prostor nad prostorem M. Budeme
postupovat analogicky konstrukci Banachova prostoru Ly (M).

Definice 18: Prostor Ly (M)

Necht M € A, potom oznacme Ly = {f € M (M);|f|*> € L(M)}. Zavedme na této mnoziné rovnost dvou
funkci, jestlize se tyto funkce rovnaji skoro viude. Ozna¢me Lo (M) mnozinu t¥id funkci z Lo (M), které
se rovnaji dle zavedené rovnosti.

Poznédmka o prostoru Lo(M): Prostor Ly(M) je linedrni vektorovy prostor — linearitu lze dokézat
napiiklad za pouziti KA-nerovnosti?°.

Definice 19: Skaldrni soucin na Ly(M)

Definujme skaldrni souéin funkei f a g z Lo(M) jako (flg) = [ f7.
M

Poznamka o skaldrnim sou¢inu na Ly(M): Ctenaf jisté snadno ovéid, Ze skaldrni soucin, ktery jsme
definovali mé vlastnosti skaldrniho soucinu:

L {afi + Bf2lg) = a{filg) + B{fl9)

2. {flg) = (gl
3.(If) =0 f=0

Daéle je samoziejmé potieba ovérit, ze skalarni soucin na tomto prostoru je dobre definovan — tj. je
kone¢ny. Plyne to piimo z KG-nerovnosti?!:

1 1
131 < 1P+ S gl

Pozndmka o normé prostoru Ly (M): Dle poznatkl z linedrni algebry je tedy ||f|| = /(f|f) normou
prostoru Lo (M).

Véta 31: o Gplnosti Ly (M)
Prostor Ly (M) je Hilbertv prostor.

Poznamka k dikazu véty: Doporucujeme, aby ¢tenar porovnal dikaz této véty s dikazem Riesz-
Fischerovy véty. Ctenaf se téz mize zamyslet, zda ma smysl konstruovat prostory L,(M), kde p > 1.

Dtikaz: Necht f, je libovolna cauchyovskd posloupnost funkci z Lo(M), tj. plati (Ve > 0)(3Ing €
N)(Vm,n > no) (|| fn — fmll <e).

1. Sestrojme rostouci posloupnost pfirozenych ny takovych, ze plati ||fn,,, — faull < 55 (Ize diky

n
cauchyovskosti posloupnosti funkci). Definujme funkci F, = Y | fn, 0 — ol
k=1

Plati:

o\ 1/2 n
(J1E) " =Bl < Y s = Foall < 1.
k=1
Daéle oznaéme

F=lim o= o = ful

k=1

[
(=]
8
M
vl
L\J
Y

8
N
-+
=3
N
v
8
2k
=

21

»
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Ziejmé plati lim |F,|? = |F|?, pfitemz oviem |F,|*> 7 |F|*> a [|F,*> < 1, a dle Beppo-Leviho
n—oo

véty tedy plati |F|? € L(M). |F|* je potom kone¢na s.v., a tim paddem i |F| je s.v. kone¢na.

o0 o0

> | fuwss — fni| proto konverguje, a tedy konverguje i fada > (fn,,, — fn,). Potom ale existuje
k=1

. - df
lim f,, = gfw —f) + o S T
2. Nyni ukazme, Ze je f € Lo(M). Plati: |f — fu,|* = le |fn, — fni|?. Pro kazdou z funkei nélezt
pP—00

|fn, = fuel? € L(M) a dle Lebesgueovy véty i pro jejich limitu plati |f — f,,|> € L(M). Tedy
f = fa. € La(M) a f,, € L2(M). Potom ale f € Ly(M), nebot Lo(M) je linedrni vektorovy
prostor.

3. Posledni krok je ukazat platnost lim f, = f. OvSemze plati:
n—o0

fn = FIN < M fne = Full + 11 = fII-

Oba, ¢leny na pravé strané jsou vSak pro n a ny dostatecné mensi nez libovolné € > 0; odhad prvniho
plyne z cauchyovskosti posloupnosti a odhad druhého plyne zejména z tivah v prvnim bodé dikazu.

12.1 Obecné konstrukce Lebesgueova integralu

Véta 32:
Necht X je libovolnd mnozina. Necht A je libovolny systém mnozZin z X, pro ktery plati:

1. (VB,C € A)(BUC)= (BNC € A)
2. (VB,CeA)BcCC)=(C\BeA)

3. (VBnGA,neN)< U Bn:X>
n=1

Necht g : A — R je mnoZinova funkce s nasledujicimi vlastnostmi:

1. VBe A: u(B) >0

oo oo oo
2. VB,, € A, B,, disjunktni, B,eA: ,u( U Bn> =Y u(Bn)
=1 n=1 n=1

n

1 je elementarni mira na A.

Ozna¢me H linearni vektorovy prostor tvofeni funkcemi tvaru h(z) = ) ajxa,, kde J je konecna
JjeJ
mnozina a A; € A. Integrél této funkce definujme jako [h = > a;ju(A;). Prostor H s takto definovanym
JjeJ

integrédlem m4 vlastnosti 1 az 5 z véty (8). Zopakujeme-li konstrukci Lebesgueova integralu zistanou v
platnosti limitni véty a véty o zavislosti na integra¢nim oboru.

Poznamka o Fubiniho vété a vété o substituci: Fubiniho véta platit nebude, nebot obsahuje jisté po-
zadavky na tvar mnozin, pres které se integruje — vyzaduje, aby se daly zapsat jako kartézsky soucin
jinych mnoZzin. Véta o substituci je typickd pro R", a tedy platit také obecné nebude.

Poznamka o pravdépodobnosti a integralu: Pravdépodobnost, jak jiz bylo fec¢eno v predeslych poznam-
kéch, lze vyjadiit jako trojici (X, A, u), kde X je mnozina jevi, A systém jejich podmnozin a p funkce,
ktera jim prifazuje pravdépodobnosti. Lze ovéfit, ze tato mnozina ma vlastnosti Lebesgueova integralu.

Poznamka o Stieltjesové mife a integralu: Necht F' je neklesajici zprava spojitd funkce. Definujme
1((a, B)) = F(B)— F(a). Takto zavedenou miru lze vyuzit ke konstrukci Lebesgue-Stieltjesova integrélu.

Specidlng, je-li F' = g spojit, potom [ fdF & | fgdx — funkce g tedy vyjadiuje ,hustotu®.
M M
Je-li F(z) =0prox <ca F(x) =1 pro z < ¢, potom plati u(M) =1 <= ¢ € M, jinak je u(M) = 0.
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11 Krivkovy a plosny integral

1. Uvobp

V této kapitole se budeme zabyvat integraci v R, po mnozinich ,dimenze“ mensi nez n — nazev
napovidé, co je tim mysleno. Pro funkci definovanou napriklad na ploSe nemd smysl pouzit metody z
predchozi kapitoly, totiz dodefinovat ji vSude mimo plochu nulou. Integral by byl samoziejmé roven nule
(zopakujte vétu (26)). Pokud by plocha ,dimenze“?? k byla podmnozinou né&jakého Ry (tedy byla ,rov-
na*), védéli bychom si rady. V opatném piipadé tusime, ze vhodnou (nelinedrni) transformaci soutradnic,
by bylo v nékterych pripadech mozné plochu ,narovnat“. Oc¢ekdvame proto obdobu véty o substituci,
ktera nam umozni dat takovym integralim smysl.

Druhym vyznamnym poznatkem bude souvislost mezi integrédlem pies oblast M a integralem pies
hranici této oblasti, tj. M. S prislusnymi vzorci jiz ¢tendr umi zachizet, proto se nejprve pokusime
systematizovat nase védomosti v této oblasti a vyslovit obecné tvrzeni, které pozdéji dokazeme.
Poznamka: Ctenafi jsou jisté zndmy terminy ,skaldrni pole“, ,,vektorové pole“. ,Polem“ mame obecné
na mysli zobrazeni F' : R, — R,,, pri¢emz pres R,, zamyslime pole néjakym zpusobem integrovat a m
byvalo ¢asto rovno 1 nebo n (coz odpovidd dvéma vySeuvedenym piikladiim polf).

Poznamka o kiivkovych integralech: Za kiivku v R,, povazujme mnozinu C' C R,,, pro niz existuje
spojité diferencovatelné zobrazeni ¢ : {(a,b) C R — R, takové, ze ¢({(a,b)) = C. Pomoci ¢ je kiivka
parametrizovana, kazdému ,¢asu” t € {(a,b) je piifazena poloha na kiivce ¢(t). Ctenaf patrné pouzival

kiivkovy integral ze skaldrniho, resp. vektorového pole f, resp. F, které pocital podle vzorct?3:

Jo Fds=[) ) Vo, &) dt, (23)
JoFrds= [} S0, Fi(() @h(t) dt. (24)

Znaky ds a ds znacily element drédhy po kiivce (jeho délku nebo jeho vektor). Vyraz na pravé strané
(23) ptipominé vzorec pro délku kiivky v R,, pouzity na ,k¥ivku“ ds. Z formélniho hlediska zde mtZeme
vidét analogii s vétou o substituci v Newtonové integralu: ds — ||¢'|| dt, ds = ¢’ dt (tedy vyjddieni ds,
ds pomoci parametriza¢ni funkce ¢ a dt).

Pokud v pripadé vektorového pole F nezavisel integral na prubéhu samotné kiivky, ale jen na jejich
krajnich bodech, bylo skrze néj mozné jednozna¢éné (az na konstantu) definovat potencial U tohoto pole:

Yo,y € R, : /y Fds L U(z) — U(y) (25)

Vzpomenme si na Newtontv vzorec v R;: f(f f'(z)dz = f(b) — f(a). Integral z derivace f pfes kiivku
v Ry (Gsecku) souvisi s hodnotami f v krajnich bodech. Oéekévame proto, ze F by mohlo byt také v
jistém smyslu ,derivace* U. Tuto derivaci oznatujeme symbolem VU a po dosazeni do (25) je mozné
(25) povazovat za definici operdtoru V.

Pozndmka: Integraly (23), (24) se nazyvaji kiivkové integraly prvniho a druhého druhu.

Cvicéeni: Zkuste si rozmyslet, jak z této definice ukazete, ze v kartézskych souradnicich ma V skutecné

tvar 5 9 o

Poznamka o plosnych integralech: Plochu v R,, definujme opét pomoci spojité diferencovatelného zob-
razeni ® : Ry, D O — R,,, tentokrat pro otevrenou mnozinu O. Samotné plocha S bude potom mnozina

22Preciznéji fe¢eno, ma-li mno#ina P (plocha) v R; nenulovou miru.
23Pokud integrujeme po ,rovné“ oblasti, ¢emu¥ lze samoziejmé& napomoci vhodnou volbou soufadnic, derivace ¢ vymizi
(budou identicky rovny konstantd, ¢asto jednidce).
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®(0). Pro n = 3 bude mit ® tvar & = (@1, Py, P3) = ®(u,v), u,v € R. I v tomto pripadé lze uvazovat
plosné integraly prvniho, resp. druhého druhu pres skalarni, resp. vektorova pole. Je tieba ovSem vy-
myslet, jak vyjad¥it element plochy dS pomoci @ (¢tenar doposud pravdépodobné pouzival ortogonalni
parametrizace?*, kde platilo ,dS = |du| - |dv|“, ,délka® du, dv mohla piipadné zaviset na u,v — viz
priklad). Pro obecné soufadnice u, v je p¥irozené brat

od oP do — ( od 09

dS = —du x — x — ) dud 27

au ' Bw ou 81)) we 27)
nebot, jak jsme vidéli u k¥ivkového integralu druhého druhu, vektor 0 (ug, vg)/Ou du mé vyznam vektoru
elementu drahy po kfivce v = vy = konst. v bodé ug. Plogné integrdly (v R3) je pak pfijatelné pocitat
pomoci vzorctu

Jsfas =, 1|52 x 52| dudv, (28)
JsF-ds=[,F- (52 x 22) dudv. (29)

Cvideni: Analogie s vétou o substituci (tentokrat jiz spiSe s vétou probranou v kapitole o Lebes-
gueové integrdlu) vysvitne, pokud vektorovy soudin v (28) rozepieme do slozek. Piedpoklddejte, ze
b = (&, Py, P3) je zapsdno ve vhodné bazi: ortonormélni, aby bylo mozno vektorovy souéin pocitat
zndmym jednoduchym vzorcem, a takové, ze % /du i 0P /v jsou kolmé na (0,0, 1). Vysledkem by mél
byt determinant Jacobiho matice.

Priklad: Ve fyzice se Casto pouzivaji cylindrické a sférické souradnice. Zvolme v obou piipadech plochy
p = konst., resp. » = konst. a vzpomenme si na vyjadieni plo§nych elementti na téchto plochach (tyto
elementy byly oznacovény dS,, resp. dS,).

T = 0COS T =rcosfcosp
y = osing »dS, = pdpdz’  y=rcosfsing »dS, =r?sinfdfdy.
z=2 z=rsind

Poznadmka: Zopakujme jesté véty, které hovorily o plosnych a objemovych integralech v Rs. Gaussova
véta o divergenci tvrdila, Ze pro ,rozumnou® oblast @ C Rs (objem), jeji hranici 9Q a ,rozumné“
vektorové pole T jsou si rovny integraly

/V~TdV:/ T-dS. (30)
Q Ere
Stokesova véta naopak ukazovala souvislost mezi rotaci T na ploge S a T na hranici S této plochy:
/(VxT)-dS: T-ds. (31)
s as

Obé tyto véty spoleéné s (25) maji jednotny tvar, totiz

/M ar = /8 o (32)

Integral z vektorového pole pres hranici oblasti M je roven integralu ,néjaké derivace“ pole pres vnitiek
M, to vSe v prostoru R,. Tuto (zatim) myslenku nazveme pozdéji obecnou Stokesovou vétou.
Jak jsme jiz naznacili v iivodu, stoji pred ndmi tedy dva tkoly:

1. Najit zptsob, jak ,rozumné“ integrovat pres oblast Q C Ry v R,,.

2. Zjistit, jak mé byt definovdna ,néjakéa derivace” v (32).

24K¥ivky u = konst. a v = konst. na S jsou na sebe vidy kolmé.
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Cvicéeni: Preformulujte Gaussovu a Stokesovu vétu pro Rs.

Pozndmka: Vratme se jesté k plosnému integralu druhého druhu. Pokud integrujeme vektorové pole
T = (T1,T5,T3) a polozime dS = (dzy ds, dzs dzy, dzy dos), nabude ziejmé integral tvaru

/ (Tl dzo dxs + Todes dzy + T3 de; CL’UQ) .
S

(33)

Pii prechodu od z1,%2,%3 k u,v pouzijeme (podle véty o substituci a pozndmky vySe) determinant

Jacobiho matice

8xl~
ou
al'i
Ov

dz;dz; = det

a:L'j
Du
B:rj
v

du dv. (34)

Pozorny ¢tendf moznd namitne, Ze ve vété o substituci byl determinant v absolutni hodnoté. Tam byl
ale na ® : (u,v) — (x1,22,23) kladen pozadavek regularity. V jednorozmérném piipadé (f(z)dz
f(e(t))¢'(t) dt) tento pozadavek® nebyl, a jacobian (tj. ¢'(t)) zde potom neni v absolutn{ hodnoté. Pod-
minka ¢'(t) # 0 by zajistila, aby paramtrizace ¢ nemohla kiivku (Gsecku v R;), pfes kterou integrujeme,
probéhnout vicekrat (aby se nemohla ,vracet).

V pripadé plosného integralu ma také smysl hovotit o orientaci plochy, tj. sméru normaly dS kvuli
tomu, ze T-dS # T-(—dS). Odpovid4 to tomu, ze pii vypoétu dS pomoci (27) zalezi na poradi souradnic
u,v, coz se v (34) projevi zménou znaménka pii vyméné fadkil v determinantu. Stejného efektu ovSem
docilime pfi vyméné sloupci, tedy zjistujeme, ze dz; da; = — dz; do;. Prichdzime tak k mySlence zavést
mezi elementy dz; novy druh nasobeni. Kromé vyseuvedené antikomutativity by ovSem mélo mit vSechny
vlastnosti oby¢ejného nasobeni.

Nové nasobeni (brzy jej nazveme vné&jsi soudin) bude mit zajimavou vlastnost:

Vi,je{l,...,n}: dz; Adz; = —dz; Adx;

=> Vie{l,...,n}:dz; Adx; =0. (35)

Piiklad: UkaZzeme, jak naopak jen z této definice ,nasobeni diferencidli“ vyplyne vztah pro prechod
mezi z;,x; a u,v. Bereme-li z; = z;(u,v), x; = x;(u,v), miZeme psat

i 6.%2 6.%2 _ 6.’1?j 6.’1?j
dz; = 9 du + e dv, dz; = 5, du + o dv.
Nyni dosadme
_ 6.% 8:171 6.'Ej 6.'Ej _
dz; Adz; = (Edu—i- 5 dv) A (Wdu—i— de) =
_ 81’2 81’]' Bwl Bwj awl 81’]' 81’2 81’]' _
—6u%dU,/\dU,+ auEdU/\d’U‘i‘aU%dv/\du-'— 61)%(1’0/\(:1’[}—
8xl~ 6.’17]‘
Ox; Oz Oz; Ox; _ ou Ou
90 Do du A dv 90 D du A dv = det o, % du A dw.
ov Ov

Shriime nyni naSe poznatky o zptisobech, jak integrovat skaldrni ¢i vektorova pole (f ¢i T) po plochach,

a pokusme se je rozsifit i na plochy v Ry.

25Regularita, tj. nenulovost jacobidnu zde znamena trividlné ¢’ (t) # 0.
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Dimenze

Prostor plochy Integrovany vyraz
0 f, misto integralu bereme jen funkéni hodnotu v bodé
Vv ]RQ: 1 T1 d.’I?l + T2 d.’I?Q,
2 f dz, A d$226
0 I
V Ra: 1 Ty dxy + T dxs + T35 dxs,
3 2 Ty dao Adxs + T das Adzy + T3 dxy A das,
3 fd.'l?l /\d:L'Q /\d.’l?g
0 Ty,
1 Ty dxy + Todxs + T3 das + Ty day,
V Ry: 2 Tiodaxy Adas + Tizsdxy Ades + ...,
3 Tio3dxy Adws Adas + Tizadey Adxs Adxg + ...,
4 T1234 diL'l A d.’L‘2 N diL'g N d.’L‘4.

V pripadé Ry jsme jiz presli k vyhodnéj$imu znaceni slozek pole T. Vidime, Ze pokud integrujeme pies
»k-rozmérnou“ plochu v R,,, sestavujeme integrand jako linedrni kombinaci soucini typu dz;, A...Adz;,,
pfi¢emz mnozinu indext I vybirdme z {1,...,n}. Nezdvislé souciny budou ty, které se lisf alespon jednim
indexem. Pokud se dva souéiny lisi pouze pofadim indexi (nap¥. adzs A das + bdxs A dzs), mizeme je
snadno s vyuzitim (35) secist. Koeficienty této linedrni kombinace jsou pak slozky integrovaného pole, a
je tedy logické je oznacovat vSemi indexy prislusného soucinu. To, zda za slozku pole budeme povazovat
napi. Ti23 nebo Th13, které se lisi znaménkem, je jen otazka konvence. Zapsino formalné jsme se tedy
rozhodli definovat

0: Ry D0 =Ry, / d:/ ZTm Lindzg Aoday,, IT={i,.., 0 C{L,...,n}. (36)
#(0)

Vyraz, jehoz strukturu jsme pravé ,uhadli“, se nazyva diferencialni forma.

Ve druhém kroku se pokusime urcit, co se skryva za pojmem ,néjaka derivace“. Inspirovani Newto-
novym vzorcem, potazmo formalnim zdpisem (32), zkusime vzit dT' jako totalni diferencidl T'.
Priklad: Ve Stokesové vété o rotaci je T = Ty dxy + To das + T3 dos. Bereme-li d(dz;) = 0 (dx; nezévisi
na zadné ze soufadnic z;), mizeme dT' zapsat néasledovné:

dT = d(T1 dry + To dxy + T3 d.’l?g) =dTy Ndey +dTs Adas +dT3 Adas =

T T T T T T
:(bdx1+a L da 2+de3>/\dx1+<a 2 da 1+(9 2 da 2+de3>/\dx2+

0z 0> 0 Oxy Oz 0
0T3 0T3 oT;
+<ald1+82dx2+83dx3>/\dx3-

Pouzijeme-li definici nasobeni diferencialt (35), po roznasobeni zavorek se nékteré ¢leny anuluji a jiné
bude mozZno se¢ist za cenu zmény znaménka. Dospé&jeme k vyrazu

oT, 0T oT; 0T o1y  0T;
(a—xl - 6.’132> dz; Adas + <8.’172 6.’173) dzs Adxs + <6.’173 - 6.’131) dzs A dxy,

ktery ma spravny tvar pro integraci pies dvoudimenziondlni plochu v R3. Integrované pole lze chapat

jako vektorové pole se slozkami vektoru V x T.

Pochopili jsme jiz vyznam vnéjsiho nasobeni ,A“, pokusime se proto nyni vybudovat prislusnou teorii
precizné. Pred tim ale jesté uc¢inime malou odbocku jako ukazku uziti Gaussovy véty ve varia¢nim poctu.
Zopakujme, co fiki Gaussova véta. Pro vektorové pole f = (fi,..., f,) hladké na Q C R,, plati®”

/V-fdx:/ f-ndS,
Q a0

270 znadl uzavér mnoziny Q (tj. Q sjednocena s 99).
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kde n = (ny,...,n,) znaéi norméalovy vektor elementu plochy dS. Toto tvrzeni je snadnym diisledkem

Greenovy véty, podle niz dokonce plati pro kazdé ¢ = 1,...,n a hladkou funkci g na Q
g /
dxi = n; ds. 37
o 0z; a0 g (87)

Tuto vétu nyni dokadZeme v Ry pro specidlni volbu € za predpokladu g = 0 na 09. Ctenaf se jiz pravdé-
podobné s timto dikazem diive seznamil, a nasledujici odstavec slouzi tedy spise jako opakovani. Pozdéji
dokéazeme obecnou Stokesovu vétu, jejimZz specidlnim pripadem je i Gaussova véta.

Pozndmka: Vidime opét analogii mezi Greenovou vétou a Newtonovym vzorcem f[f f'(x)dx = f(b) —

f(a).

Greenovu vétu budeme dokazovat nap¥. pro i = 2. Piedpokladejme, 7e lze hranici @ C R? rozdélit
na dvé 4sti, které jsou grafy urcitych funkci ay(z1), az(x2) na {(a,b) a ze ai(a) = a1(b) = P. Oblast
rozdélime pifmkou zs = P na ,horni“ a ,dolni“ ¢ast Q1,s. Pro vypocet integrélu na levé strané (37)
pouzijeme Fubiniho véty

8 b al(wl)a , b b
[ oolar= [ [T ) gy any = [ [glonsan() — glen, P der = = [ g, P)dn
Q, 02 a JP 8.’172 a a

Analogicky vypocteme integral pies {5, celkem ziskame

99 o [ 29 99 _/” . _
/Q&L'Qdas—/Q1 6x2dx+/92 6x2dx_ j (= glxr, P) + g(x1, P)) day = 0,

coz je samoziejmé rovno integralu z g po 91, kde je g identicky nulova.
Pro dvé funkce hladké funkce g, h dava tato véta spoleéné s vétou o integraci per partes jednoduché
tvrzeni:

) _ dg _ Oh e oh
Ve € 0N : h(z) =0 = /anihd:c— /anxidw—l—/anhnldS— /anxid:c. (38)

Proberme jes§té pojem funkcionalu pro funkce vice proménnych. P¥edné uvazujme ,kulturni“?® mno-
ziny Q. Budiz f = f(x1,...,%n,¥,21,--.,2,) hladkd funkce na  x R,41. Funkci hladkou na uzaviené
mnoziné 2 mame na mysli funkci hladkou na néjaké oteviené nadmnoziné €:

(@) = {y 0o R|(3050) (3: 0 = B (§ € C°(Q))&(y = § na ﬁ)}.

Stejné jako v kapitole o variaénim poctu definujeme jesté é’oo(ﬁ) jako funkce hladké na Q s nulovymi
hodnotami na 9. Klasicky funkcional nad vySeuvedenym prostorem mé pak tvar

— 0 0
VyECOO(Q): q’(y):/f(X,y,Vy)dX:/f(wl,..,,x,“y,—y,...,—y)dx.
Q Q 8x1 8:L'n
Spoéitejme nyni Gateauxiv diferencial ®(y) a pokusme se sestavit prislusné Euler-Lagrangeovy rovnice.
Postup bude téméi shodny jako v kapitole o variaénim poc¢tu. Pro prvni krok (derivace ve sméru h,
h € C*()) pouzijeme definici:

0P (y + th)

ot dz =

t=0

d®n(y) =

0
—og Ot

brod "\ 9h 9
= /a (h%f(x,y, Vy) + ; 6.’171 6_2’1"]0()(7 Y, 215+, Zn)l(zl,...,zn):Vy) dz.

/bf dw—/b gf(x +th i( + th) i( + th)
o Ja h - . ot Y 76.’131 Yy 7"'7axny

28Kompaktni a souvislé.
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Cvicéeni: Prozkoumejte, zda byly splnény predpoklady pro pouziti véty o zameény integralu a derivace.
Pokud nékteré chybi, zamyslete se, zda je ,rozumné“ je skuteéné pozadovat.

Nyni pouZijeme ,metodu per partes”, presnéji kazdou slozku v sumeé zv1ast upravime pomoci (38) —
zde tedy prichéazi k uziti Greenova véta. Dostaneme opét sumu

5@h(y)=/a (h Fy, Vy) — Z

[ y,zl,...,zn)|(zl7m,zn)zvy]> dz. (39)

Lemma:
Necht f € C®(0) je pevné funkce a nechf pro kazdé g € C(Q) plati

/Qfgda:=0

Dukaz: provedeme pro Q jednorozmérné (rovné (a, b)), ¢tenai necht myslenku sam rozsiti na dvouroz-
mérné ,kulturni® mnoziny €.

Budeme postupovat sporem. Necht existuje xo € Q takové, ze napt. f(xg) = A > 0. Pak ze spojitosti f
plyne, ze existuje okoli Ug () C 2, na némz je viude f(x) > A/2. Nyni uz jen sta¢i najit vhodnou funkci
g (naptiklad nezdpornou), kterd bude nabyvat nenulovych hodnot pouze na U, (zg) a jejiz integral B pies
Q bude kladny. Pak bude ziejmé [gf > [gA/2 = AB/2 > 0, coz je spor. Je zfejmé, Ze jediny problém
je pozadavek hladkosti (jinak by stacilo brat funkci identicky rovnou nule mimo U (o) a identicky rovnu
B/2¢ uvniti). Ke konstrukci vyuzijeme funkci exp (—1/22). Piesny postup v konkrétnim p¥ipadé ukézeme
na nésledujicim prikladu.

Potom f = 0 na .

Priklad: Sestrojme hladkou funkci na I = (—2,2), kterd nabyva nenulovych hodnot pouze na (—1,1),
a jejiz integral pres I je vétsi nez dve.

Nasim cilem bude funkce, kterd ma na (—1/2,1/2) hodnoty vét$i nez dvé a mimo (—1, 1) je identicky
rovna nule. Pokud bude nezapornd, bude jeji integral tim padem vétsi nez 2. Stac¢i uz jen najit ,hladké
propojeni“ mezi body —1,—1/2 a 1/2,1. Jiz vime, 7e funkce exp(—1/z?) dodefinovana v = 0 nulou je
v tomto bodé spojita a viechny jeji derivace jsou zde nulové??. Tim padem je ale i hladka na R. Podobné
bude hladké i funkce .

flz) = {e 1-=Zpro |z| < 1
0 pro |z| > 1.
Protoze je tato funkce sudd a na (—1,0) rostouci, mtizeme z f(—1/2) > 1/e? usoudit, ze funkce 2¢? f(x)
je uréité na (—1/2,1/2) vétsi nez dvé. Tato funkce proto spliiuje v8echny nase pozadavky.

Nyni jiz vidime, ze pro kriticky bod y funkcionalu ® (tj. 6®(y) = 0 pro kazdé h) musi na Q platit

_f X Z/,VZJ hz oz, [ X y Yy 21, - azn)l(zl,m7zn):Vy] =0. (40)

Toto je Eulerova-Lagrangeova rovnice pro funkcional nad prostorem funkci n-proménnych. Jednd se
ovSem o parcialni diferencialni rovnici druhého fadu, a jeji feSeni v obecném piipadé je tim padem velmi
obtizné.

Piiklad: Bud funkce f klasického funkciondlu déna f(x;,y, z) = |z|*> = Z z;. Hleddme tedy minimum

=1
/ VyP? da.
Q

7 Eulerovych—Lagrangeovych rovnic ziskdme podminku
of 0 Jy
=2z = — (2

i %= (95!77 (9113,

290pakovani z prvniho semestru: misto jednostranné derivace v nule vy$etfujeme limitu oboustrannych derivaci do nuly,
pouzivame I’Hoéspitalova pravidla.

funkcionalu

) =0, to jest VZy = 0.
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Toto je znaméa Laplaceova rovnice vyjadiujici napriklad pribéh elektrostatického potencidlu v prostoru
bez ndboji. Jeji feseni se nazyvaji harmonicka a mohou napiiklad zaviset pouze na radidlni souradnici

= y(r)) a byt pak ve tvaru ln |r| pro n = 2 a |r|>~" pro ostatni n.
(y =y(r)) a byt p p p

Priklad: Na M C R, (¢asoprostoru) definujme klasicky funkcional pomoci f(z;,y,2;) = 28 — 23 — 23 —

22 —my?,i=0,...,3. Definice skaladrniho sou¢inu na M je jina, nez jsme doposud pouzivali:

3
(a0, a1, a2, a3) - (bo, b1, bz, bs) = agbo — » _ asb.

i=1

Funkcional a Eulerovy-Lagrangeovy rovnice pak maji tvar

B(y) = / (1913 — my?) da,

8%y 0%y 0%y 0%y 02
—2my — 25 + 2+ + 2= + 25 = 0, definujeme-li 0 = — — A = V3,,
my 922 + 922 + 922 + 922 0, definujeme-li 922 Vi
(O —=m)y=0.

V poslednim radku je uvedena tak zvana Klein—Gordonova vinova rovnice.

Pi#iklad: Na R, budiz f(z;,y,2:) = /1 + |z|?. Piislusny funkciondl pak dava obsah plochy y = y(z;)
v R;,4+1. Eulerovy-Lagrangeovy rovnice pak vedou k uréeni extreméalni plochy (takto lze zjistit napiiklad
plochu s minimélnim obsahem).

A [ S
= Oxi \ 0z /14 [Vy?

Cviceni: Zkuste sestavit Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro funkciondly definované funkcemi f:

f(wi7y72i) = f(wiaywzi) - 2ky7 k = konst.

kam za f dosazujeme funkci z nékterého ze tii predchozich prikladi. Takto ,zapocitame® do nasich tloh
potencialni energii v gravitaénim poli (k = mg/2).

§2. VNEJSI ALGEBRY VEKTOROVEHO PROSTORU

Oznaceni: Je-li I kone¢nad mnozina, oznacime |I| pocet jejich prvki (potenci mnoziny I).

PiSeme-li pro dvé mnoziny A ~ B, mame tim na mysli, Ze mezi A a B existuje bijekce (vzdjemné jedno-
znaéné zobrazen{). Mnoziny si tedy navzdjem urcitym zptsobem ,odpovidaji“, napiiklad jako prostor a
jeho duélni prostor.

Poznamka: Algebrou nazyvame (nepriazdnou) mnozinu A nad télesem T s dvéma vhodné definova-
nymi operacemi mezi prvky z A: séitdnim (+) a ndsobenim (-). Na v8echny operace klademe pozadavek
uzavienosti a dale pridavame asociativitu, distributivitu, pfipadné i komutativitu.

Priklad: Algebra polynomi nebo racionalnich lomenych funkci. Rozmyslete si, jak je to s neutralnimi
a inverznimi prvky s¢itani a nasobeni u téchto algeber.

Poznédmka: Mame-li dany vektorovy prostor V, je ziejmé, ze jedind pirekéazka, kterd brani vytvoreni
algebry z V', je operace nasobeni mezi prvky V. Uvazujme ve V bazi {es}acrr- Prostor V pak lze zapsat

V= {a: Z Ga€alan € ]R} ~ RIMI
aeEM
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Pokud pozadujeme, aby hledané nasobeni mélo ,rozumné vlastnosti“ (bylo napf. distributivni vici
séitani), prfevedeme problém, ¢emu je roven soudin a - b pro libovolnd a,b, na otdzku jak definovat
e;-ej, Vi,j € M.

Piiklad: V R, s kanonickou bazi e;, es uvazujme antikomutativni nasobeni A. Jednou z moZnosti je
roz§irit prostor Ry o prvek eqs o e1 A es a déle o jednotkovy prvek nasobeni 1 & eg. Novy prostor pak
bude linedrni obal

A*(R2) = L({eg,e1,€e2,€e12}).

Naésobeni v tomto prostoru bude dano tabulkou, kterou jiz snadno odvodime z asociativity a antikomu-
tativity

A €g (1 €2 €12
€p €y €1 €2 €12
€1 €1 0 €12
€2 €2 —€12 0
€12 €12 0 0

Napfikla,d eia N\ 61 = (61 AN 62) /\ e = —62 /\ (61 A 61) =0.

s e vow

rozlozit podle poc¢tu prvkia téchto podmnozin:

0-vektory (¢isla): A°(Ro) = {a-1=aep| a € R} ~R C A*(Ry),
1-vektory: A'(Ro) = {ae1 + bes| a,b € R} ~ Ry C A*(Ry),
2-vektory: A%(Rs) = {aei2| a € R} ~ R C A*(Ry),
A=A Ao A2

Piiklad: Provedme analogicky postup v Rs.

0-vektory (¢isla): A°(R3) = {a-1=aey| a € R} ~R C A*(R3),
1-vektory: A'(Rs) = {ae1 + bes + ces| a,b,c € R} ~ Ry C A*(Rs),
2-vektory: A%(R3) = {aelz + beag + ces1| a,b,c € ]R} R3 C A*(R3),
3-vektory: A°(R3) = {(16123| a€ R} ~ R C A*(R3).
A=A DA P A2 @ A3,
Pro nasobeni bazovych vektorti nepouzijeme jiz tabulku, ale zapiSeme obecné pravidlo:
INJT#D = erNe;=0

InNJ=0 = 61/\€J:€1UJ'Sgn(IIL’JJJ>

VI,JC{1,2,3}: { (41)

Uc¢inme tmluvu, ze indexy v I u vektoru e; budou usporadany vzestupné. Pri nasobeni e A ey ziejmé
oba Cinitele rozepiseme do soucint bazovych 1-vektorti a postupnymi zadménami poradi se budeme snazit
docilit spravného poradi indexi. Pokud se pfitom v celém soucinu vyskytuji dva stejni ¢initelé, témito
zdménami je ,dostaneme k sob&“, ¢imz cely souéin vynulujeme. Znaménko sgn(-) tedy porovndva mnoziny
I a J zapsané za sebou (I, J) a sjednocené, a tudiZ jiz spravné sefazené. Nabyva hodnoty +1, pokud je

pri prechodu I,J — I U J tieba provést sudy pocet vymeén sousednich prvki, a je rovno —1 pokud je
tento pocet lichy.

Ukol 7: Rozmyslete si, proc je dim A*(R,,) = 2" a dim A*(R,,) = (}).

Definice 20: Vnéjsi algebra R,
Necht ey, ..., e, je kanonickd baze R,,. Pro libovolnou I = {iy,...,ix} C {1,...,n} ozna¢me

er=¢ei. i, =ey N...ey, eg=1€R, jelidg <... <. (42)
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Prostor s bazi {e;}r C {1,...,n} oznac¢ime A*(R,):

A%Kﬂz{a: 3 awﬂazeR}:Rr.
Ic{1,...,n}
Nésobeni prvki z A*(R,) je ddno piedpisem (41).
Definujeme podprostory A*(R,) C A*(R,,) a jejich prvky nazveme k-vektory:

Ak(Rn) = {a = Z CL[€[| ay € ]R}.

|I|=F

Poznamka:

1. Pro libovolné I je ey A ey = e = ey A eg. Odpovida to predstave, ze 0-vektory jsou ,cisla“ (tj.
A ~ RR).

2. V R3 ,vypadaji“ vektory a 2-vektory podobné&; obecné je A"~ *(R,) ~ A'(R,) ~ R,,. Bereme-li
napi. a,b € A'(R3) a x,y € Rz ~ A'(R3), pozorujeme podobnost mezi 2-vektorem a A b a vektorem
x x y. AF(R,) je ve skutecnosti dudlni prostor (kovektori) k prostoru vektort ]R(;:).

Véta 33: Vlastnosti vnéjsi algebry A*(R,,)

1. dimA*(R,) = (}), dim A*(R,) = 2".

2. Operace A je asociativni.

3. we AFRy), T € ARy) = wAT=(—DFrAw.

4. Je-li v1,...,v, € AX(R,,), pak vy A ... A vy, det(v])er. n.

Poznamka:
1. Teprve diky druhému bodu véty muiZeme psat e;; A...Ae;, =ej pro I = {iy,...,ix} bez zavorek.

2. Jsou-li vy, ...,vp € A'(Ry,) zapsény v bazi jako v; = Y v'e;, pak plati
i

ViAL A=Y erdet T,

|I|=k
kde pro I = {i1,...,ix} je {Vi}ier minor matice {U;},j =1,...,k, i =1,...,n (ponechavidme
pouze sloupce s indexy z I).
3. Pozor, podle bodu 3. vidime, Ze obecné neplati dzy A dxy = —dxzy A dxy, a tudiz nisobeni A na

E*(92) neni ani komutativn{ ani antikomutativn{! Nicméné, antikomutativita je splnéna napiiklad
pro 1-formy (1-vektory).

K vlastnimu rozmysleni predkladame ¢tenari nasledujici tvrzeni:
Lemma:
Pro kazdé t¥i mnoziny I,J, K C {1,...,n} (po dvou disjunktni) plati

Sn(I,J,K>Sn(IuJ,K):Sn( I,J K ) aan<I,J):SH<I,J,K>
S\rua k) \rugur) ¥ \\rugur/) A o) T Uk
Dtikaz:

1. bylo jiz zadano jako tkol (7).

2. ZapiSeme-li libovolné dva prvky z A*(R,,) pomoci bazovych vektort, je patrné, ze diky distributivité
A vidi séitani sta¢i pouze dokdzat asociativitu pravé pouze u bazovych vektord. Necht I, J, K C
{1,...,n} jsou po dvou disjuktn{ (pokud by tomu tak nebylo, sou¢in by vy3el samoziejmé nulovy).
S pomoci lemmatu pak odvodime

1,J
(er Nej)Nek = ejug A ek sgn =
IuJ

<I,J> (IUJ,K) < I,JJ K )
= €JuJUK Sgn sgn = €JuUJUK Sgn .
IuJ ITUJUK ITUJUK

Ke stejnému vyrazu dosp&jeme i pro ey A (e A ex) (zkuste).
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3. Opét staci uvazovat pouze bazové vektory. Zkoumejme soudiny ey, ey, |I| =k, [J| =1, INJ = 0.

I I I,J I,J
er Nej = eruysgn (ILJJJ) = ejur sgn (JJLJ I) sgn <J I> =ej Aersgn (J I> . (43)

Zbyva se presvédéit, ze signum v poslednim vyrazu je rovno (—1)*. Ctenai vsak snadno nahlédne,
7e na ,prohazeni“ k-prvkové mnoziny ,skrz“ [-prvkovou mnozinu je tfeba pravé k - [ prohozeni.
4. Piimym vypoctem a preusporadanim eg:

n n
(Zvileil) ARENA ( Z Ufznein> Z Ufl ...vf;‘eil N...Ne;, =

i1=1 in=1 i1 eenrin

i in 115...510p
€l1..n E Uy ... U, 88N 1 .
. 5.

.,n

Znaménko v poslednim vyrazu je definovano stejné jako dosud s tim, Ze pokud se néktery z indext
i, opakuje, je znaménko 0. Vysledna suma pak ovSem piesné odpovidd definici determinantu matice

{v]}.

Tvrzeni v poznamce (pro souéin k vektort) se odvodi stejnym zptisobem.

¢3. DIFERENCIALNf FORMY NA R,

Definice 21: Vnéjsi algebra diferencialnich forem

Ozna¢me T*(R,,) vektorovy prostor s bazi {dxy,...,dz,}, tj. T*(R,) = {a = >, a;dxila; € R} ~ R,.
Definujeme vnéjsi algebru A*(T*(R,)). Diferencidlni formou na otevfené mnoziné Q C R, nazveme
libovolné hladké zobrazeni w : @ — A*(T*(R,)), ve slozkéch:

Ve e Q: w(z) = Z wr(z)dzr, wr € C*(Q). (44)
Ic{1,...,n}

MnoZinu v$ech diferencidlnich forem na  oznaéime E*(Q2), mnoZinu diferencidlnich forem k-tého fadu
na 2 definujeme a znacime takto:

ERQ) = { 3 wi) daglwr € COO(Q)}. (45)
=k

Poznamka o hladkosti: V dalsim budeme pozadovat, aby rtizné zobrazeni byla hladka, tedy nekone¢né
diferencovatelnd. Vétsinou staci slab$i podminka (spojitéa diferencovatelnost), vzhledem k praktickému
pouziti budeme ovSem pouzivat tento silnéjsi predpoklad, ¢imz se také dukazy vét ponékud zpiehledni.

Priklad: Co jsou diferencidlni formy w € E*¥(Q2), Q C R,,?

1. k=0. E°(Q) ~ C*(92) = {f}, tedy mnozina vech hladkych funkci Q@ — R, nebot dxy = 1.

2. k=1 E(Q) = {w= filx)dzy + ... + fa(z)dz,|fi € C*(Q)} ~ [COO(Q)]n. E'(Q) Ize chépat
jako pole kovektorii k [C>(Q2)]"3°: je to prostor viech linearnich forem nad [C*°(Q)]". Libovolné
funkei (vektoru) f(x) je jednoznaéné piifazena linearni forma w(f) : @ — R. Pro f € [C®(Q)]" a
vektor & = (%1,...,2,) € Q si miZeme pod zdpisem (44) predstavit napiiklad takto: w(f)(Z) =
fl-'fl +.+ fn:fn

Pokud ovSem v tomto zépisu bereme Jf/0x; misto f;, nabude w  tvaru totélniho diferencidlu“ a
¢islo w(f(x))(xX) pak znamen4 linedrni aproximaci hodnoty funkce f(x +X) — f(x) pomoci hodnot a
parcidlnich derivaci v bodé x.

30Tedy prostoru viech hladkych vektorovych poli na Q.
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3. k=n-1. E"1(Q) = {w = fi(z)des A ...dzy — folx)doey Adag Adzg AL+ } = {w =
2 file) (=) day ALz A dz; Adzipy A... Ade,} pro fi € C(Q). Oznaceni dz; znamens,

27é ¢len dz; v soucinu chybi. Co se tyce stiidani znamének, jedna se pouze o konvenci v oznacovani
soufadnic prvkd E*~!. Tato volba m4 vyznam pozdé&ji, kdyz budeme chtit tyto soufadnice ztotoznit
(v tomto p¥ipadé) s rotaci vektorového pole.
4. k=n. E"(Q) = {w = f(z)da1 A ...dz,|f € C®} ~ C>(Q). Prostor E" je samoziejmé ,,podob-
ny“3! prostoru viech hladkych skaldrnich poli, proto tyto diferencidlni formy nazyvame pseudoska-
lary.

Pozndmka: Zabyvali jsme se zatim pouze otdzkou definice diferencidlnich forem, nemluvili jsme jesté
viibec o tom, jak tyto objekty integrovat. Je-li plocha S parametrizoviana funkci @, to jest ® : Ry D
O — R, O oteviena, ®(0) = S ~ k-dimenzionalni plocha, pak o¢ekdvame, ze integral z f pfes S je
rozumné definovat pomoci preneseni do prostoru parametri nad O. Budou-li oviem ® a &' dvé rzné
parametrizace téZe plochy, musi pak nutné platit rovnost integrala?

/Sfif/ofo@; Olfoqﬂ,

Tusime, Ze se jedna o urcitou substituci, a tedy by nezavislost mohl za uréitych predpokladd ,zajistit
néjaky jacobian.

§4. PRENASENI DIFERENCIALNICH FOREM

Poznamka: Uvazujeme-li formu w = f(z)dz; € E*(Q),0 C Q a parametrizaci ® : O — R,,
z=®u) = (®1(u),...,Pn(u)), kde z = (z1,...,2,) € S,u = (u1,...,u;) € O, ziskdme ,formalnim
dosazenim® formu na O:

k
f(®(w) d®;(u) = f((u)) Z a‘g;(u) dz;.
i=1 J

Ocekavame, Ze obé formy by mély byt ,stejné“ — tedy alesponn po integraci pies S, resp. O dat stejny
vysledek. ProtoZe zatim nevime, jak pocitat integral formy pres plochu, navrhneme toto jako jeho definici
a bude nas samoziejmé zajimat, zda takto definovany integral zavisi na volbé ®.

Definice 22: Diferencial funkce
Budiz f € C*(Q), Q C R,z = (1,...,2,) € . Diferencidlem df funkce f nazveme nasledujici prvek
EY(Q):

~ O0f(x)
df = = da;. 4
f ; o (46)
Diferenciél je tedy zobrazeni E°(Q) — E'(Q).
Priklad: Pro soufadnicovou funkci ¢; : R, = R, ¢;(z) = z; je zfejmé dy; = dz;.

Definice 23: PrenasSeni diferencidlnich forem

Budiz ® hladké zobrazeni oteviené mnoziny O C Ry do Q@ C R,,. Necht w = > wr(z)dz; € EP(Q).
[|=p
Pak definujme zobrazeni ®* : EP(Q) = EP(O), ®(uq,...,ux) = (®1(u),..., ®,(u)) nisledovns:

*(w) = Y w(®(w)d®;, A...Ad®;,, pokud I = {ir,...,ip}, i1 <...<ip. (47)
MES

Priklad: Tento postup jsme jiz intuitivné pouzivali v ivodu (viz posledni piiklad Gvodniho paragrafu
— tam jsme se pouze pienaSeli R3 do R3). Nyni jsme jej pouze formélné definovali a nasledné o ném
dokazeme nékteré véty.

31Rozuméj dudlni.

45



Pro zopakovani zkusme ptevést néasledujici formu z E?(R3) do prostoru parametrii u, v:

w=axydz Ady — zzdz Adz, ®(u,v) = (u*,v — u,2v)
®* (w) = u?(v — u) d2v) A dlv — u) — u?2v du?) A d(20) = 2u* (v — u) dv A (dv — du) — 2u?v - dudu A dv =
= —2u*(v —u)dv A du — 8uPvdu A dv = (2u® (v — u) — 8u’v) du A dv.

Poznamka: Vime, Ze pro libovolnou hladkou funkci f je df € E*(£2). Déle pro libovolnou w € E'(Q)
plati w A w = 0, jak plyne napiiklad z bodu 3. véty (33). Ctenaf si miize zkusit jako cvideni rozepsat
nasobeni 1-vektoru sebou samym zapsanym pomoci baze.

Cviceni: Formy w; = zdz +ydy + 2dz a wy = 22 da + y? dy + 22 dz preneste do prostoru parametri
o, T, pokud plati
T =CoS0oCOST, Y =cososinT, 2z =sino.

Véta 34: Vlastnosti zobrazeni ¢*
Necht ® : R, D O — Q C R, je hladké a w, 7 € E¥(Q). Potom
1. ®*(w+71) = ®*(w) + *(7),
2. (WA T) =P (w) A B*(7),
3. pro libovolné ¥ : R; D U — O C Ry hladké je
(@0 T)(w) =T*(®*(w)), tedy (® o ¥)* = &% 0 T*,

4. jellik=naw= f(z)dey A... Ndz, € E"(Q), pak

Oz;

®*(w) = f(®(u)) det (6 ) dug A ... duy,.

Uj

Oznacdeni: Determinant jacobidnu zobrazeni ® : R, — R,, zapisujeme také takto:

0x;\ ar O(w1,...,2Ty,
3u]~) - (48)

deth>=det( Sy

Poznédmka: Bod 4. lze samoziejmé zobecnit i pro k¥ < n. Pokud w = f(z)dxz;, A ... A dz;,, pak
analogicky jako pro k = n odvodime

0%y, ..., Ty
T DT Qg AL A dug.
6u1,...,uk

" (w) = f(2(w))

Diikaz:
1. Dosazenim do definice.

2. Diky predchozimu bodu sta¢i tvrzeni dokéazat pro formy w = frdz;, 7 = gydzy. Budiz I =
{ih"'?ip}"]: {jla"'ajq}:

P (WAT) :<I>*(f1dx1 /\ngarJ) :‘P*(f;da:il A...dxg, Adxj, /\.../\da:jq) =
= (flo‘l))(g'jo(i‘)dq)il /\.../\q)l'p AN®j /\.../\‘I’jq =<I'*(w)/\¢'*(7').

Striktné vzato jsme nebyli zcela presni: poté, co jsme spolu vyndasobili formy w a 7, méli jsme
preusporadat dz; a dz; podle rostoucich indext. Definice (23) je napsana pouze pro formy v tomto
tvaru. Po preneseni ovSem musime ¢initele d®;, d®; preuspoiddat zase zpét, abychom mohli soucin
,rozdélit*, pricemz obé provedend preusporadani jsou ,stejnd®, tedy pripadnd zména znaménka po
prvnim z nich se vykompenzuje. Skutecnost, ze formy f; a gy volné ,proplouvaji“ celym soucinem,
odrazi fakt, ze fr,g9; € E°(Q), a tedy komutuji se viemi formami.
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3. Pouzijeme-li body 1. a 2., vidime, Ze staci uvazovat formy w = f € E°(Q) a7 = da; € E'(Q). V
prvnim pripadé je
(o) f=fo(PoW)=(fod)oW =T"(2"(f)).

Ve druhém piipadé budeme upravovat obé strany rovnosti:

l k
(Phi o )" (dz;) = d®; 0 ¥) :Za io%) dujzzz(aq”'oqx)a‘l’f du;

= o Qg Ou;
* * & b aéz 3\Ifs
(o) <w (3 50 >=z;(<aw>z;aujduf)‘
= §= 1=

Oba vyrazy jsou si ziejmé rovny. To, Ze v derivaci slozené funkce zbyl misto parcialnich derivaci
vyraz (0®;/dvs)o¥, znamend pouze, ze po provedeni derivace budeme do vysledné funkce dosazovat
v proménnych u; a nikoliv v;.

4. Polozime z; = ®;(u1,...,u,) a podle bodu 2. se sta¢i zajimat pouze o 7 = dxy A ... A dx,.
Uvedené tvrzeni jsme potom dokézali ve vété (33), bodu 4. Nyni ji pouze pouzivame pro vektory
d:L'i = Zj Bxi/Buj duj.

§5. INTEGRACE DIFERENCIALNICH FOREM

Pozndmka: Zatim jsme téméF vyhradné definovali pojmy (,forma“ a ,parametrizace®*) a ukazovali,
jak se s novymi objekty pracuje. Nyni se presvédc¢ime, zda tyto definice davaji smysluplné vysledky.

Definice 24: Integrace pfes parametrickou plochu

1. Necht  C R, je oteviend mnozina a w = f(z)dzy A ... Adz, € E™(Q). Potom definujeme

/wd:f(L)/fdxl dzs ... dzy, (49)
Q Q

pokud je vyraz na pravé strané definovan.

2. Pokud je ® : R, D O — Q C R, hladké a w € E*(Q), definujeme

L wd /O B* (). (50)

Poznamka: Rozdil mezi obéma definicemi je zfejmy: prva ¢ast fika, jak vibec integrovat objekt w a
ztotoznuje bazovy vektor dz; se stejnym znakem v Lebesgueové integralu. Druhd ¢ast dava navod jak
pocitat integral po k-dimenziondlni ,rozumné“ ploSe v n-dimenziondlnim prostoru tak, aby nevysel nula.

Poznédmka: Zatim jsme na parametrizaci ® nekladli zddné pozadavky kromé hladkosti. ¢ takto napfi-
klad nemusi byt regularni nebo miize plochu Q ,probéhnout nékolikrat“, ¢imz se samoziejmé vysledné
hodnota integralu nasobi. Chceme-li, aby integral na parametrizaci nezavisel, musime tedy volbu para-
metrizace ponékud omezit.

Priklad: Ovéime, zda podle definice vychazeji ndm znamé vztahy pro kiivkovy a plodny integrél (srov-
nejte s ivodnim paragrafem). Pro w = fydzy + ... + f,dz, € E'(Q) a parametrizaci ¢ : (a,b) = R,
¢ =(p1,...,n) je

/f _ /ab o () = /ab [f1 (1(5) @i () + ...+ fr (wn(t))w%(t)] dt.
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Pro dvoudimenzionélni plochu S C Q C Rj, parametrizaci ¢ : Ry D O = Q, ¢ = (p1,92,93), @i =
i(u1,us), ©(0) = S a napiiklad formu w = w; dass € E2(Q) je

/ww = /O [wi (@(W)M] duy dus.

6(U1,U2

Poznamka: Na predchozim prikladu je vidét, jak lze jednoduchou zménou parametrizace docilit zmény
hodnoty integralu. Pokud pro (uz,u1) € O bereme @(ui,u2) = @(uz2,u1), zméni determinant jacobidnu
znaménko, a bude tudiz [w=— [ w.

Zjistili jsme tedy dva ,problémové body*. Posledni obtiZz miZeme ziejmé odstranit, pokud budeme
zadat, aby determinant jacobidnu mél na O neménné znaménko. Otazku vicenasobného probéhnuti oblasti
Q1 potom resi pozadavek na prostotu parametrizace. Zda se tedy Gcelné zavést néasledujici dvé definice.

Definice 25: Difeomorfizmus
Zobrazeni a : Ry, D O — O' C Ry, nazveme difeomorfizmus, praveé kdyZ je bijekce (tedy prosté a zobrazuje
O na O), hladké a o' je rovnéz hladké.

Definice 26: Parametrizace, orientace parametrizaci

Parametrizaci plochy S C Ry v R,, nazveme kazdé hladké zobrazeni ® : Ry D O — R,, takové, Ze
®(0) = S. Parametrizace ®(uy,...,u;) = (®1,...,P,) je reguldrni, pokud hodnost p¥islusné Jacobiho
matice {0®;/0u;} je k viude na O.

Dv¢ parametrizace ¢ : R, D O = Q C Ry, ¢ : Ry D O — Q C R, nazveme souhlasné orientované
(p ~ ¢'), pokud existuje difeomorfizmus a : O' = O, det J, > 0 na O' takovy, Ze ¢' = p o a.

Pokud tento difeomorfizmus spliiuje na O’ podminku det.J, < 0, nazveme parametrizace nesouhlasné
orientované (p « ¢').

Pozndmka: Reguldrni parametrizace ¢ : O — R, je ,difeomorfizmem* mezi O a ¢(O).

Véta 35: Nezavislost integralu na parametrizaci aZz na znaménko
Budte o : R, D0 = Q C Ry, ¢ : R D O — Q C R, souhlasné, resp. nesouhlasné orientované hladké
parametrizace téze plochy S a w € E¥(Q). Pak plati

/wz/w, resp./wz—/w.
@’ ® @’ ®

Lemma o znaménku difeomorfizmu:
Necht a : O' — O je difeomorfizmus. Pak sgn(det J,) je konstantni na O'.

Diikaz lemmatu: Protoze je o hladké zobrazeni, je det J, spojity. Protoze je o' hladké, je spojity
i det J,-1. Z rovnosti det J, (2)J,-1 (a(z)) = 1 na O' (,soulin determinantli je stile 1“) pak plyne, ze
det J, je na O' nenulové. Ze spojita funkce nenabyvajici nikde nulové hodnoty nemdtiZe ménit znaménka,
je jiz ziejmé.

Lemma vyuzijeme na konci dikazu véty.

Dukaz véty: Vime, Ze v obou piipadech existuje difeomorfizmus a : O' — O, ¢’ = p o a. Z definice
(24) a véty (34) pak miZeme psat

/wwz/, (“’,)*(w)=/O(90°0‘)*(w)=/oa*(w*(w))‘

Daéle jiz jen piendsime formy; opét diky vété (34) stadi bez Gjmy na obecnosti uvazovat napiiklad
w= f(z)dzy A...dzy.
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6.731,...,:1,‘k

CP*(W) = f(CP(U)) du; A ... Adug

ouy, ..., ug
/,a*(go*(w)) = /O/f[(gooa(u))]Hdal(u')...dak(u’);
* _ Bxl,...,xk
/Oap (w)—/Of(ap(u))mdul/\.../\duk.

Nyni dokonéime piendseni druhého fadku z O do O’ (provedeme naznacdené diferencovani «; a upravime
dle pozndmky za vétou (34)) a déle pouzijeme na tteti fddek vétu o substituci v Lebesgueové integralu
(pfejdeme z O do O').

/,a*(SO*(w)) Z/O/f[(sooa(u))]axl’”"xk Bul,...,u:c duf ... duy,

Our,...,up Ouy, ..., uj
/ *(w):/ f[( Oa)(u)]awl,...,mk Ouy, ..., ug du - du
Ow o' ¢ 8U1,...,Uk aull,,u;‘, Lo ke

Podle lemmatu vime, ze det .J, neméni znaménko, a tedy mizeme zapsat
ou,...,ug
a* (¢ (w)) = sgn (7) / ¢*(w),
/ ’ ( ) 6u'1, ey U;“ Ie)

coz pri srovnani s definici souhlasné, resp. nesouhlasné orientace dava tvrzeni véty.

Poznamka (odjinud): V&imnéte si, ze misto véty o substituci jsme (alespon formélné a az na znaménko,
tj. absolutni hodnotu) mohli pouzit tvrzeni det AB = det A det B. Miizeme to chapat jako naznak, ze
pouziti determinantu ve vété o substituci mélo sviij vyznam.

Poznamka: V dalsim budeme blize zkoumat plochy v R,,. Definujeme nejprve pojem kiivkové souvis-
losti plochy, ktery patii do pozadavka na ,kulturnost“ plochy.

Definice 27: Souvislda mnoZina
Rekneme, 7e oteviend mnozina O C R,, je souvisla, pokud pro libovolné dva jeji body z, y existuje spojité
zobrazeni @ : {a,b) — O takové, ze p(a) = z,o(b) = y.

Oznaceni: Mnozinu ) C R, nazveme oblast, pokud je oteviend a souvisla.
Cviceni: Dokazte tvrzeni, Ze spojity obraz souvislé mnoziny je souvisla mnozina.

Definice 28: Regularni plocha dimenze k

Mnozinu S C R, nazveme plochou dimenze nejvySe k, pokud existuje oblast O C R, a zobrazeni
v : O = R, hladké takové, ze p(O) = S.
Rekneme, ze S C R,, je reguldrni plocha dimenze k v R,, pokud existuje interval I C R; a zobrazeni
¢ : I = R, prosté a hladké®? takové, ze S = ¢(I°) a hodnost J, je na®® I° rovna k.

Poznamka: Pokud se omezime na reguldrni plochy, nabizi se samoziejmé otazka, kolik existuje trid
(rozdélenych podle ekvivalence ~) parametrizaci dané plochy. Odpovéd déva nasledujici véta.

Véta 36: Tr¥idy parametrizaci regularni plochy
Existuji pravé dvé tridy ekvivalence regularnich parametrizaci libovolné regularni plochy dimenze k v
Ry.

Lemma o difeomorfizmu mezi regularnimi parametrizacemi:
Jsou-li p : I = Ry, ¢" : I' & R, reguldrni parametrizace téze reguldrni plochy dimenze k v R,, pak
existuje difeomorfizmus a : I' — I° takovy, ze ¢’ = poa.

Diikaz lemmatu: Ziejmé staci brat o = o~ ! o'. Je oviem tieba jesté ovéfit, zda takové o je skutecné

difeomorfizmus. Nejprve provéime hladkost: ziejmé staci, aby ¢! bylo hladké. Je-li vak ¢ regularni,

327opakujme: ¢ je hladké na neoteviené mnozing M, pokud existuje oteviend mnozina O O M, na ni? je nékteré rozireni
¢ hladké.
3310 znagi vnit¥ek mnoziny I.
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znamend to podle definice, Ze hodnost piislusné Jacobiho matice je rovna k na I°. V kazdém bodé z € I°
proto existuji indexy {i1,...,ix} takové, ze

aSOila--'aSOik
_ 0.
ouy, ..., ug (z) #

Podle véty o inverznim zobrazeni z minulého semestru to postacuje pro existenci hladkého zobrazeni ;! :
R, D U — I° na ur¢itém okoli U bodu ¢(z). Takova zobrazeni existuji v kazdém bodé ¢(O) a z jejich
jednoznacnosti a ze souvislosti I° plyne, e je miZeme na sebe navazat a vytvorit tak jediné zobrazeni
@t (1% — I°. Skute¢nost, ze vybér indext iy,...,i; mohl zaviset na x nds nemusi znepokojovat.
Diky vybéru bychom byli dokonce schopni sestrojit zobrazeni ¢, 'Ry — Ry, ale ndm staci zobrazovat z
R, s tim, Ze zobrazeni si jednou ,bude v§imat*“ nékterych k souradnic z; a jindy zase jinych.

Stejné bychom ovéfili, ze i ¢'~! je hladké, a tim padem i zobrazeni ¢'~! o ¢ = a~! je hladké (¢imz
jsme ov8em také ukédzali jeho existenci). Pak je ale a i prosté. a je také surjekce (zobrazeni na), nebot ¢
i ¢' parametrizuji celou plochu S. Navrzené a je tedy difeomorfizmus.

Diikaz véty: Dle lemmatu o ,,znaménku difeomorfizmu“ nyni vime, Ze kazdé dvé parametrizace jsou bud
souhlasné, nebo nesouhlasné orientovany. Protoze ~ je ekvivalence®*, sta¢i vybrat libovolnou reguldrni
parametrizaci ¢ a jednu, resp. druhou tfidu vytvofit z parametrizaci orientovanych souhlasné, resp.
nesouhlasné s .

Definice 29: Orientace plochy
Necht S je regularni plocha dimenze k v R,. Orientovat S znamend vybrat jednu ze dvou tiid ekvi-

valence jejich parametrizaci. Jakoukoliv reguldrni parametrizaci z této vybrané tridy oznaéim za kladné
orientovanou parametrizaci.

Plochu S nazveme orientovand plocha.

Je-li S orientované plocha, pak —S oznad¢ime tutéz mnozinu s opacnou orientaci.

Pokud je S reguldrni plocha dimenze k v R,, S C S, pak orientaci S rozumime vybér stejné t¥idy
parametrizaci jako u S pouze navic zzenych na S.

Priklad: k = 1: kiivka parametrizovana ¢ : (a,b) — R,,. Opa¢nou orientaci mé napiiklad @ : (—b, —a) —

df .
R, —p(t) = @(t) = o(-1).
k = 2: ploSe parametrizované pomoci ® = ®(u,v) lze zménit orientaci napiiklad zdménou soufadnic

(napiste si determinant). —® g ®(u,v) = (v, u).

Poznémka: Pojem orientace plochy zejmé souvisi s orientaci vektorového prostoru V. Cemu odpovida
nase definice? Uvazujme mnozinu B v8ech bazi V. Dva prvky z B nazveme ekvivalentni, pokud mati-
ce prechodu mezi nimi mé kladny determinant. Mnozinu B lze podle této ekvivalence rozlozit na dvé
disjunktni tfidy. Jednu z nich pak oznac¢ime +, druhou —.

Priklad: Jak zjistit orientaci bez pouziti determinantu?

dim V' = 1. Kladné orientace mize byt naptiklad zleva doprava.

dim V' = 2. Za kladné orientovanou oznac¢ime napiiklad dvojici vi,v2, u niz je orientovany thel od v; k
v9 proti sméru hodinovych ruéi¢ek mensi nez 7.

dim V' = 3. Zde pomahaji riizné ,pravidla pravé ruky“ — za kladnou bereme pravotocivou bazi.

Priiklad: Pokud je zaddna norméla n k prostoru W dimenze n ve V dimenze n + 1, miZeme za kladné

orientovanou povazovat takovou bézi {wy,...,w,} ve W, pro niz je {wy,...,w,,n} kladné orientovand
ve V.

Poznamka: Jak prejdeme od orientace vektorového prostoru dimenze k zpét k orientaci obecné plochy
téze dimenze? Pro parametrizaci ® = ®(uq,...,uy) staéi zjistit orientaci te¢ného prostoru vytvoreného
jako linedrni obal vektord 0®/0u;, j = 1,...,k. Z lemmatu o znaménku difeomorfizmu pak plyne, Ze

34Pamatujete si jestd definici ekvivalence? Zkuste ~ proveFit.
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orientace v8ech téchto teénych prostori je stejné.

Poznédmka: Orientovat vektorovy prostor V' dimenze n lze bud vybérem n lineadrné nezavislych vektort
v1,...,0, z V nebo také vybérem nenulového prvku z A”(V) ~ R. Pokud bychom v A™(V') zvolili bazi
{dz;}, odpovidal by tento prvek O-vektoru v, ktery spliiuje vi A ... Av, = vdxy A ... A dz, (zopakujte
vétu (33)).

Definice 30: Integral diferencidlni formy nezavisly na volbé parametrizace
Necht S je orientovana plocha dimenze k v R,, S C Q C R,, w € E¥(Q). Pak pro libovolnou kladné
orientovanou parametrizaci ¢ plochy S poloZime

/Swd:wa. (51)

Véta 37: Nezavislost integralu na parametrizaci
[ w nezavisi na volbé parametrizace ®.

Dukaz: Neni téméi co dokazovat, préci jsme si odbyli ve vété (35). Stadi si uvédomit, ze difeomorfizmus
«, ktery mezi dvéma kladné (a tedy shodné) orientovanymi parametrizacemi existuje, m4 kladny jacobién.

Poznédmka: Pro zaporné orientovanou parametrizaci ® bude samoziejmé [, w = — [y w.

Cel4 teorie vypadd nyni uspokojivé. BohuZel mnoZina vSech regularnich ploch nezahrnuje nékteré
uziteéné exemplare.
Priklad: Kvadr, tedy plocha ohranic¢ujici interval v R,, neni hladky. Pokud z néj ale vyjmeme vSechny
hrany, zbude soubor kone¢ného poctu hladkych regulérnich ploch.
Sféra neni regularni plocha, nebot je kompaktni; prosté zobrazeni nemtiize otevienou mnozinu zobrazit na
kompaktni mnozinu. Je mozné ji ale naptiklad rozdélit na dvé poloviny a z nich vyjmout ,plochy fezu“
(v R3 je to kruznice).
Rysuje se tedy feSeni: z plochy S vyjmeme ,problémovou“ mnozinu M, ktera je dostatecné ,mald®, a
formu zintegrujeme pies S \ M. Klasifikace ,,dostatecné mald“ v predchozim odpovidala tomu, ze v M
byl koneény pocet ploch dimenze mensi nez dim S. Pojem regularni plochy tedy zobecnime.

Definice 31: Zobecnéna plocha, orientace zobecnéné plochy, integral pres zobecnénou plochu
Necht M C R, a dale necht existuji regularni plochy M, ..., My C R,, dimenze k a mnozina N C R,
takové, ze

1. M = NuUlJM; amnoziny My, ..., Ms, N jsou po dvou disjunktni,

2. existuji plochy Nq,..., N; dimenze nejvyse k — 1 takové, ze N C U N;.

j
Kazdy takovy rozklad {M;, N} mnoziny M nazveme p¥ipustny rozklad M. Plochu M nazveme zobecnénou
plochou dimenze k, pokud existuje alespon jeden jeji pripustny rozklad.
Orientovat M znamend orientovat kazdou z ¢asti M;. Dva rozklady {M;, N}, {M}, N'} mnoziny M
oznacime jako souhlasné orientované, pokud jsou obé orientace M; N M J' plynouci z orientace M; a M J'
stejné pro kazdé i,j. Za kladné orientovany rozklad oznac¢im kazdy rozklad souhlasné orientovany s
rozkladem, jehoz v8echny ¢asti M; jsou orientovany kladné.
Budiz M C R, orientované zobecnéné plocha, Q C R,, M C Q otevien4d mnozina a w € E*(Q2). Potom
pro libovolny p¥ipustny kladné orientovany rozklad {M;, N} poloZime
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Poznédmka: Pocet vSech moznych orientaci pro dany rozklad M, ..., Mg, N je roven 2°.

Véta 38: Nezavislost integralu na volbé rozkladu

/ w nezavisi na volbé rozkladu zobecnéné plochy M.
M

Dukaz: Budiz dimenze M rovna k. Uvazujme dva kladné orientované rozklady {M;, N},i =1,...,s
a{M;,N'},j =1,...,s mnoziny M. Pro kazdé i,j jsou tedy dény kladné orientované parametrizace
M;, M} aintervaly I, I;

goi:RkCI?—)Rn, @;RkCI;)—)Rn

Mnozinu M;, resp. M ]' pro libovolné i zapiSeme ve tvaru

Mi:(MinM{)U...U(MiﬁM;,)U(MiﬁN'),
M= (M;{NM)U...U(MNM;)U(M;NN)

a provedeme integraci

s s s’
o= [ =3[ sw+d [ 1)
;/M /I? ' 1221 67 (M;NN") ' 7:21 o7 (M;NM]) '

Bez diikazu ponechdme tvrzeni, Ze mnozinu M; N M. 7’ lze regularné parametrizovat pomoci zobrazeni ;.

Integraly pies oblasti M; N N’ nebo M, N N jsou ziejmé rovny nule, nebot mnoziny ¢~!(N N X) pro
libovolné X méfitelné maji v prostoru parametri (v Rg) miru nula. Celkem jsme tedy integrél pres M
vyd¢islili takto:

Ke stejnému vyrazu oviem dojdeme, paklize pouzijeme druhého rozkladu {M}, N'}, a véta je tim doké-
zana.

Piiklad: Prozkoumejme, jak se pravé naznaceny postup aplikuje pii parametrizaci jiz zminéné sféry v
R3. Budiz tedy plocha S a parametrizace ¢ nasledujici:

S = {[z1,x2,23]| 22 + 22 + 22 =1}, ©(0,7) = (cosf cos T, cosfsinT,sinh),
3
0,7) € (—f,f) x (0,27) = I, resp. (6,7) € (=, 2T ) x (0,2r) = I2.
2°2 2" 2
Z rozkladu M = @(I?) U p(I9) U N, kde N je kruznice § = /2, vidime, Ze sféra je zobecnéna plocha.

Poznidmka: Dalsim zobechovanim pojmu plochy bychom dospéli k varietdm??. ,,Zmirnit naroky“ lze
napiiklad povolenim i nedisjunktnich rozkladt {M;, N'}. Ve fyzice se variety uplatiuji napiiklad v obecné
teorii relativity jako model prostorocasu.

35 Angl. manifold.
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