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=/ Definice, charakterizace a vlastnosti uzaviené baze topologického prostoru se snadno ziskaji
pfechodem k doplikim mnozin.
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DEFINICE (Definice baze a subbaze uzavienych mnozin)

m Soustava F uzavienych mnoZzin v prostoru X se nazyva baze uzavienych mnozin, je-li kazda uzaviena
mnozina v X prinikem mnozin z F.
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m Soustava S podmnozin X se nazyva subbédze uzavienych mnozin prostoru X, jestlize kazda uzaviena
mnozina v X se dd vytvofit pruniky a kone¢nymi sjednocenimi mnozin z S.
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Uzavrené baze

Soustava F podmnozin X je uzavienou bazi néjaké topologie na X pravé kdyz ma nasledujici

vlastnosti
Je-li Fi, F> € B,x ¢ F1 U R, pak existuje F € F takové, ze
X % F> F UF.
NF = 0.
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Kazda soustava podmnozin X je subbazi néjaké (jediné) topologie na X.
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Je-li S uzaviena subbaze topologie na X, jsou konecna sjednoceni mnozin z S uzavienou bazi této
topologie.
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Béze nebo subbdze uzavienych mnoZin se pouzivaji méné nez baze a subbaze otevienych
mnozin.
Hruby T -prostor ma za uzavienou bazi vSechny své jednobodové podmnoziny.
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otevrené baze a baze okol

Je-li B oteviena baze topologie G, je pro kazdé x € X soustava {b € B; x € B} béze okoli v x.
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1 Obriceng, je-li pro kazdé x € X soustava Ux bazi okoli bodu x sloZenou z otevienych mnoZin, je
Uxex Ux otevienou bazi topologie G.
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El Necht B je oteviend baze v prostoru X. Pro kazdé B € B, B # () zvolte bod xg € B. Pak mnoZina
vSech téchto bodl xg je hustd v X.
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Oteviené intervaly v linedrné uspofddané mnoziné bez nejmensiho a nejvétsiho prvku tvori
otevienou bazi topologie usporddaného prostoru. Pro lokdlni bazi v bodé€ x staci brét intervaly
‘ s koncovymi body v mnozinich A, B, kde A C (+,x), B C (x,—), pro které je x =
- inf B = sup A.

Oteviené koule v pseudometrizovatelném prostoru tvoii otevienou bazi. Pro lokdlni bazi v
bodé x staci brat koule se stfedem v x a poloméry z néjaké posloupnosti kladnych Cisel
konvergujici k 0.
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Jako priklady oteviené subbaze mohou slouzit nevlastni intervaly v uspofadaném prostoru.
V roviné tvori vSechny oteviené pasy rovnobézné s osami souradnic otevienou subbdzi (jsou
to mnoziny tvaru {(x,y);a < x < b} a {(x,y);a < y < b} pro vechna, nebo jen
raciondlni, ¢isla a < b).
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) Prostory, které maji otevienou bdzi sloZzenou z obojetnych mnozin se nazyvaji 0-
dimenziondlni. Obojetné mnoZiny maji na jedné strané méné vlastnosti nez uzaviené nebo
oteviené mnoziny, na druhé strané vSak majf tyto vlastnosti v jistém smyslu hlubsi.
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Soustava obojetnych mnozin prostoru X je uzaviend na kone¢né pruniky a kone¢na sjednoceni.
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Podmnozina A prostoru X je obojetnd prave kdyz existuje spojité zobrazeni X do dvoubodového
diskrétniho prostoru tak, Ze A je vzor jednoho bodu.
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Je-li soustava obojetnych mnoZin prostoru X je uzaviend na libovolné priniky a libovolnd sjednocent,
existuje spojité zobrazeni X do diskrétniho prostoru tak, ze vzory bodi jsou nejmensi neprazdné
oteviené mnoziny v X. Tyto vzory tvoii otevienou bazi topologie v X.
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@) V textu o vytvéfeni topologie konvergenci chybi odpovéd na dvé otdzky. Jednak nenf jasné,
zda ona nejjemnéjsi topologie k danému systému /C vzdy existuje a jednak neni jasny popis
této topologie.
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Topologie urcena ergenci

Necht X je mnoZina a pro kazdé x € X nechi Kx je néjakd tif{da usmérnénych soubort v X. Oznaéme
K = |J{Kx; x € X}. Pak existuje nejjemné&jsi topologie na X takovd, Ze kazdy usmérnény soubor z
KCx konverguje v této topologii k x.
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Topologie z prfedchoziho bodu 1ze popsat nasledovné:

m Mnozina F C X je uzavfena, jestlize pro S € ICy leziciv F je x € F.

m Mnozina G C X je otevfend, jestlize pro S € K a x € G lezi skoro cely v
G.

m Mnozina U C X je okolim bodu x € X, jestlize kazdy S € K, leZi skoro
cely soubor S v U.
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Vsechny konvergentni soubory v daném topologickém prostoru tvori vlastni tfidu. Vzdy lze
vSak najit mnozinu konvergentnich soubor, které vytvareji danou topologii.
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dna konvergence

Necht By, x € X, jsou bdze okoli x v prostoru X. Pak konvergentn{ soubory v X na usmérnénych
souborech By, x € X, vytvareji topologii X.
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Ma-li topologicky prostor v kazdém bodé spocetnou bazi svych okoli (napf. je-li metrizovatelny),
urcuji konvergentni posloupnosti jeho topologii.

=
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Je ziejmé, Ze topologické prostory urené konvergenci posloupnosti jsou dulezité. Tyto pro-
story se nazyvaji sekvencni. Neznamena to, ze kazdy bod z uzavéru mnoziny P je limitou
posloupnosti lezici v P (viz piiklady) Pokud ma prostor tuto siln€jsi vlastnost, nazyva se
FU-prostor (Fréchet—Urysonav prostor).
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Z predchoziho tvrzeni vyplyva, Ze prostor je sekvencni pravé kdyz pro kazdou jeho neu-
zavienou mnozinu A existuje posloupnost v A konvergujici k bodu mimo A.
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Ztejmé je kazdy prostor, majici spocetné baze okoli, FU-prostor. Véjit je FU-prostor, ktery
nemd spocetnou bdzi okoli v kazdém bodg. Prostor N¢ nenf sekvencni.

=/ Je jasné, ze kazdy FU-prostor je sekvencni. Prostory Kj,,2 < n < w, jsou sekvencni a nejsou
FU.

V FU-prostoru ziskdme uzavér mnoziny A pfidanim limit posloupnosti lezicich v A. V sek-
venénim prostoru je nutné v tomto procesu pokracovat.
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Topologicky prostor md jediny neizolovany bod prave kdyz je jeho topologie urcend filtrem.
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PodmnoZina A prostoru X je fidka pravé kdyZ je mnozina X \ A hustd v X.
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Podmnozina A prostoru X je fidka pravé kdyz kazda neprazdna oteviend podmnozina X obsahuje
neprazdnou otevienou mnozinu disjunktni s A.
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Kazdy prostor se spocetnou bazi otevienych mnozin je separabilni. Opak plati v metrizovatelnych a
usporddatelnych prostorech. Sestrojte spocetny prostor, ktery nema spocetnou otevienou bazi.
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Sestrojte na pfimce mnozinu A takovou, Ze kombinacemi uzavéru, vnitiku a dopliiku dostanete 14
riznych mnozin. UkaZte, Ze v topologickém prostoru neni mozné timto zptisobem dostat vice nez 14
riznych mnozin.
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Vlas

Necht X je topologicky prostor, A, B jsou jeho podmnoziny. Plati
m X°=X;

A° C A

(AN B)° = A° N B;

(A%)° = A°.
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Nechi X je mnoZina a kazdé jeho podmnoZing A je pfifazena podmnoZina A° spliiujici predchozi 4
vlastnosti. Pak na X existuje jedind topologie tak, ze A° je vnitiek mnoziny A v prostoru X.
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DEFINICE (Hranice mnoziny)

V topologickém prostoru se hranice jeho podmnoZin A definuje jako AN X \ A.
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Ziejmé je hranice A uzaviena mnozina bodu jejichz kazdé okoli protind jak A tak jeji doplnék.
Ukazte, ze uzavér mnoziny A se ziska pfidanim k A hranice této mnoziny (podobny popis:
uzavér mnoziny A se ziskd pridanim k A vSech hromadnych bodu této mnoziny).

Lze sepsat zakladni vlastnosti, které hranice v daném prostoru charakterizuji a charakterizuji
i prostor, podobné jako uzavér nebo vnitek.

A
D

\
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Uzavér i hranice mnozin raciondlnich nebo iracionalnich ¢isel v R je celé R. jejich vnitiek je
prazdny.
Kdy se hranice mnoziny A rovna A?
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DEFINICE (Metricky prostor)

Pro metricky prostor (X, d) se definuje podmnoZzina G C X jako oteviend, jestlize pro kazdy bod x € G
existuje kladné &islo r tak, Ze oteviend koule By » = {y € X; d(x, y) < r} je &asti G.
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, Uvedena topologie se nazyva topologie ur¢ena metrikou d. Topologie, kterd je ur¢end néjakou
=/ metrikou, se nazyva metrizovatelnd.

Pokud nemiZe dojit k nedorozuméni, znali dvojice (X, d) nejen metricky prostor ale i jim
urceny topologicky prostor.
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Uvedend definice oteviené mnoziny v (X, d) je ekvivalentni poZadavku d(x, X \ G) > 0
pro kazdé x € G.
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Pro uvedenou definici sta¢i pozadovat, aby d byla pseudometrikou. Pseudometrizovatelny
prostor je metrizovatelny praveé kdyz kazda jeho jednobodova podmnoZina je uzaviena.
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Nékteré vlastnosti metrizovatel prostordl

Nechi X je metrizovatelny prostor.
X ma v kazdém bodé spocetnou bazi okoli a je tedy FU-prostor..
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Homeomorfismy

X ma spocetnou otevienou bazi pravé kdyz je separabilni (podprostor separabilniho metrizovatelného
prostoru je tedy separabilni).
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Homeomorfismy

Je-li X spocetny, je O-dimenziondlni. Najdéte piiklad nespocetného 0-dimenzionalniho
metrizovatelného prostoru.
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Homeomorfismy

A Je-li X spocetny, je usporddatelny.
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Homeomorfismy

Je-li X metrizovatelny tiplnou metrikou, je prostorem 2.kategorie. (Existuji podprostory R?
2 kategorie, které nejsou metrizovatelné iplnou metrikou.)
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Homeomorfismy

I[@ Je-li X metrizovatelny tiplnou metrikou a nemd izolované body, m4 mohutnost aspoii kontinuum.
Prostor Q tedy neni metrizovatelny dplnou metrikou. (Prostor R \ Q je metrizovatelny tiplnou
metrikou.)
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Homeomorfismy

d KaZd4 uzaviend podmnoZina R bez izolovanych bodéi ma mohutnost kontinuum.
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Homeomorfismy

El Metrizovatelny spodetny prostor bez izolovanych bodd je homeomorfni s Q.
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DEFINICE (Usporadany prosto
Pro linedrné uspofddany prostor (X, <) se definuje podmnoZina G jako oteviend, jestlize pro kazdy bod
x € G existuje otevieny interval /| C G obsahujici x.
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Uvedena topologie se nazyva topologie urcend usporadanim. Topologie, kterd je urcena
@ néjakym uspordddnim, se nazyva usporadatelna.

o Pokud nemutiZe dojit k nedorozuméni, znadi dvojice (X, <) nejen uspofddany prostor ale i
jim urceny topologicky prostor.

Z anglictiny pochdzi pro tyto prostory zkratka LOTS, tj. linearly ordered topological space.
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Vyznaénymi piiklady uspofddanych topologickych prostort jsou rizné podmnoziny redlnych
&isel (kromé R i Q a iraciondlni &isla R \ Q) a prostory ordindlnich ¢isel, zv1asté prostor wi
vsech spocetnych ordindlnich ¢isel nebo wy + 1 vSech spocetnych ordindlnich cisel spolu s
prvnim nespocetnym.
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Nechi X je uspotddatelny prostor, vytvofena linedrnim uspofddénim <.

X je separabilni pravé kdyZ ma spocetnou otevienou bazi.
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Bod x € X ma spocetnou bazi okoli pravé kdyz existuji nejvyse spocetné mnoziny
A C (a,—), B C (+, a) s vlastnosti x = inf A = sup B.
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Je-li X spocetny a usporddani < je husté (tj. pro a S b je interval (a, b) # 0, je X homeomorfni s Q (i
usporddané isomorfni).



Metrizovatelny prostor
Usporadany prostor
Topologie urcena filtrem
0-dimenzionalni prostory

Obecnéjsi vlastnosti topo!
Specialni prostory

Homeomorfismy

A Je-li X spocetny, je metrizovatelny.
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E Je-li X spocetny, je 0-dimensiondlni.
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DEFINICE (Topologie urcena filtrem)
Necht X je nekoneénd mnoZina, xo € X al{ je filtr na mnozin€ X \ {xo }. Oteviené mnoZiny jsou prvky
exp (X \ {x0}) amnoziny {xo} U U, U € U.

—d
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Oteviené mnoZziny jsou tedy libovolné podmnoziny X, které neobsahuji bod xp a ty
podmnoziny X, které s bodem xgp obsahuji i mnozinu daného filtru.
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Uvedena topologie se nazyva topologie urcena filtrem ¢/ v bodé xg.
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9 Vyzna¢nymi piiklady jsou prostory urcené ultrafiltry, zvldSté na spocetnych mnoZinich.
i Oznat¢ime X = N U {¢}, kde £ je volny ultrafiltr na N a xp z predchozi definice je pravé
pfidany bod . Tento prostor se Casto znaci symbolem N .
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Homeomorfismy

=/ Zajimavé tiidy prostori dostaneme, pozadujeme-li, aby mély specidlni baze. Nasledujici
priklad je velmi dilezity. Divod pro uvedeny termin pozname v kapitole o dimenzich.
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Ekvivalentné: kazdy bod ma bazi okoli slozenou z obojetnych mnozin.
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Kazdy diskrétni prostor je 0-dimenziondlni.
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Kazdy indiskrétni prostor je O-dimenzionalni.
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Prostory raciondlnich &isel a iraciondlnich &isel jsou 0-dimenzionalni.



Metrizovatelny prostor
Usporadany prostor
Topologie urcena filtrem
0-dimenzionalni prostory

Obecnéjsi vlastn
Specialni prostory

Homeomorfismy

A Kazdy spocetny metrizovatelny prostor je 0-dimenzionalni.
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Prostory ordindlnich ¢isel jsou O-dimenzionalni.
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@ Vit i jezek jsou O=dimenziondlni.



Metrizovatelny prostor
Usporadany prostor
Topologie urcena filtrem
0-dimenzionalni prostory

Obecnéjsi vlastnosti topolo
Specialni prostory

Homeomorfismy

Kazdy prostor s nejvyse jednim neizolovanym bodem je 0-dimenziondlni.
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El Euklidovské prostory nejsou 0-dimenzionalni.



Homeomorfismy

Bijekce f : X — Y topologickych prostorii je homeomorpfismem pravé kdyZ f(A) = £(A) pro kazdé
ACX.
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Homeomorfismy

Bijekce f : X — Y topologickych prostort je homeomorpfismem pravé kdyz plati: usmérnény soubor
{xa} konverguje k x € X pravé kdyz soubor {f(xa)} konverguje k f(x) € Y.
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Identické zobrazeni topologického prostoru je homeomorfismus.
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A SloZeni dvou homeomorfismd je homeomorfismus.
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