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12. Poznamky



Kvazimetriky
Semimetriky
Dalsi zobecnéni

Jak bylo zminéno v tivodnich kapitoldch tohoto textu, axiémy metrik (nebo pseudometrik) se Casto oslabuji,
aby bylo mozné popsat dalsi piipady. Jednou z moznosti je vynechat axiém symetrie — dostane se tzv
kvazimetrika. Tato moZznost se v praxi asto vyskytuje, napf. pfi méfeni minimdlniho Casu jizdy mezi riznymi
misty.

Zobecnéné metriky

Riizné poznamky
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Kvazimetriky
Semimetriky
Dalsi zobecnéni

Zobecnéné metriky

Riizné poznamky

Kvazimetriky uréuji topologie stejnym zptisobem jako metriky jak pomoci uzévéru (x € A < d(x, A) = 0)
tak pomoci okoli (koule B, (x) = {y; d(x, y) < r} tvoii bazi okoli bodu x). Pfi konvergenci je nutné brét
zietel na pofadi. Napf. x, — x znamend d(x, x,) — 0, nikoli d(xn, x) — 0.
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Zobecnéné metriky

Riizné poznamky

Kvazimetriky uréuji topologie stejnym zptisobem jako metriky jak pomoci uzévéru (x € A < d(x, A) = 0)
tak pomoci okoli (koule B, (x) = {y; d(x, y) < r} tvoii bazi okoli bodu x). Pfi konvergenci je nutné brét
zietel na pofadi. Napf. x, — x znamend d(x, x,) — 0, nikoli d(xn, x) — 0.

Kazda kvazimetrika d uruje jednoduse metriku e(x, y) = (d(x, y) + d(y, x))/2, ale ta nemusi uréovat
stejnou topologii jako kvazimetrika d — najdéte priklad. V jakém vztahu jsou topologie uréené pomoci d, resp.
e?

Topologie urcend kvazimetrikou ma v kazdém bode€ spocetnou bazi okoli, nemusi v§ak byt Hausdorffova,
vzdy je Ty.
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Zobecnéné metriky

Riizné poznamky .
F ’ Dalsi zobecnéni

Kvazimetriky uréuji topologie stejnym zptisobem jako metriky jak pomoci uzévéru (x € A < d(x, A) = 0)
tak pomoci okoli (koule B, (x) = {y; d(x, y) < r} tvoii bazi okoli bodu x). Pfi konvergenci je nutné brét
zietel na pofadi. Napf. x, — x znamend d(x, x,) — 0, nikoli d(xn, x) — 0.

Kvazimetrizovat se daji napf. Sorgenfreyova piimka nebo Michaelova pfimka (najdéte piislusné
kvazimetriky).
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Riizné poznamky

Kvazimetriky uréuji topologie stejnym zptisobem jako metriky jak pomoci uzévéru (x € A < d(x, A) = 0)
tak pomoci okoli (koule B, (x) = {y; d(x, y) < r} tvoii bazi okoli bodu x). Pfi konvergenci je nutné brét
zietel na pofadi. Napf. x, — x znamend d(x, x,) — 0, nikoli d(xn, x) — 0.

Kvazimetrizovatelné prostory sdileji nékteré vlastnosti metrizovatelnych prostord, napft. perfektni obraz
kvazimetrizovatelného prostoru je kvazimetrizovatelny.

Kazdy Tj-prostor se o-bodové konecnou bazi je kvazimetrizovatelny (dokonce nearchimedovskou
kvazimetrikou, ktera spliiuje siln&jsi trojihelnikovou nerovnost: d(x, y) < max{d(x, z), d(z,y)}).
Tedy kazdy T1-prostor se spocetnou bdzi je kvazimetrizovatelny.

Regulérni spocetné kompaktni kvazimetrizovatelny prostor je metrizovatelny.
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Kvazimetriky
Semimetriky
Dalsi zobecnéni

Dalsi moznosti zobecnéni metrik je vynechat trojihelnikovou nerovnost — dostane se tzv. semimetrika. Tento

piipad nastoluje slozit€jsi situaci nez kvazimetriky, ackoliv by se mohlo zdat, Ze to bude naopak.
Semimetriky se v nékteré literatufe nazyvaji symmetriky.

Zobecnéné metriky

Riizné poznamky
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Kvazimetriky
Semimetriky
Dalsi zobecnéni

Zobecnéné metriky

Riizné poznamky

Oteviené mnoziny se definuji stejné jako u metrického prostoru: mnozina je oteviend, jestlize obsahuje s
kazdym svym bodem i néjakou kouli okolo ného.

Tyto koule v§ak nemusi byt okolim svého stfedu. Dokonce indukovana topologie nemusi mit spocetné baze
okoli. Zatim neni jasné, zda kazdy bod semimetrizovatelného prostoru je G5 — je vSak znamo, Ze existuje
semimetrizovatelny prostor obsahujici uzavienou mnozinu, kterd neni G5-mnoZzinou.

Také se nedé definovat uzévér rovnosti A = {x; d(x, A) = 0}. Takto definovany uzavér nemusf byt
uzavienou mnoZzinou — dostdvd se tzv. zobecnény uzaveér (Cechiiv uzavér) a uzavér indukované topologie
vznikne az iterakci tohoto uzavéru.
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Zobecnéné metriky

Riizné poznamky

Semimetrizovatelny prostor je sekvenéni T7-prostor, nemusi byt Hausdorffiv. (TakZe existuji spocetné
parakompaktni prostory, které nejsou semimetrizovatelné.)

Semimetrizovatelny prostor ma spocetné baze okoli prave kdyz je FU-prostor.

Semimetrizovatelny spocetné kompaktni Hausdorffav prostor je metrizovatelny. (TakZe wy neni
semimetrizovatelny.)

Semimetrizovatelny uspotfadatelny prostor je metrizovatelny.

Kvocient metrizovatelného prostoru s kompaktnimi vzory bodu je semimetrizovatelny.
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Zobecnéné metriky

Riizné poznamky

Existuji rizné podminky, slabsi nez trojuhelnikova nerovnost (napi. na konvergenci, nebo na semimetriku
samou), které zaruci, Ze semimetrizovatelny prostor je metrizovatelny.
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Zobecnéné metriky

R&zné poznamky

Dalsi zobecnéni

Mezi zobecnéni metrizovatelnych prostort lze pocitat i tfidy prostort popsanych pomoci
podminek obsahujicich néjaka spocetnd omezeni a platnd v metrizovatelnych prostorech.
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Zobecnéné metriky
R&zné poznamky

% Setkali jsme se s prostory majici development nebo jiné spocetné soustavy otevienych pokryti
néjak urcujicimi danou topologii.
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Zobecnéné metriky

Dalsi zobecnéni

Jinym piikladem jsou prostory majici bdzi nebo zobecnénou bdzi otevienych mnoZin spliiujici néjakou
spocetnou podminku. Jednou z mozZnosti je tzv. ,network” topologického prostoru X (¢esky termin nebyl
urcen). Je to soustava podmnozin X takova, Ze kazda oteviend mnozina obsahuje s kazdym svym bodem
prvek networku obsahujici onen bod. Prostory majici spocetny network jsou separabilni a maji fadu péknych
vlastnosti.
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Dalsi zobecnéni

Jinym piikladem jsou prostory majici bazi nebo zobecnénou bdzi otevienych mnozin spliiujici néjakou

Zobecnéné metriky

spocetnou podminku. Jednou z moznosti je tzv. ,network’ topologického prostoru X (Cesky termin nebyl
urcen). Je to soustava podmnoZzin X takovd, zZe kazda oteviena mnozina obsahuje s kazdym svym bodem
prvek networku obsahujici onen bod. Prostory majici spocetny network jsou separabilni a maji fadu péknych
vlastnosti.

Jinym zobecnénim je vzit vlastnosti soustav okoli metrizovatelnych prostorti. Napf. tzv. stratifikovatelné
prostory jsou topologické prostory, kde pro kazdou otevienou mnoZinu G existuje posloupnost { G} jejich
otevienych podmnoZin s vlastnostmi: G, C G,|J Gn = G, G, C Hp jestlize G C H. Na tyto prostory se
daji prenést nektera tvrzeni platna pro metrizovatelné prostory nebo nahradi metrizovatelnost tam, kde
neexistuje.

Je-li X dplny separabilni metricky prostor, je prostor C(X) s kompaktné-otevienou topologif stratifikovatelny.
Nadprostory nékterych metrickych prostorti nejsou metrizovatelné, ale jsou stratifikovatelné.

Ttida stratifikovatelnych prostorti je dédi¢nd, uzaviena na spocetné souciny a libovolné disjunktni soucty,
navic i na uzaviené spojité obrazy.

=
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Hausdorffova metrika
Univerzalni prostory
Gromovova metrika

Hausdorffova metrika

V metrickém prostoru (X, d) se definuje Hausdorffova vzdalenost dvou uzavienych mnoZin

Zobecnéné metriky

Razné poznémkg/

dy(F1, F2) = max{sup{d(x, F2); x € F1},sup{d(x, F1);x € F2}},
4., dy(F1, F2) < rpravé kdyz F1 C Br(F2), F2 C Br(F1). Funkce dy je metrika, pokud pfipustime, Ze

muze nabyvat nekone¢nych hodnot. Jsou-li F1, F> kompaktni (staéi omezené), je jejich vzdalenost kone¢nd —
tento prostor oznaéme pro tuto &ast jako Comp(X).
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Hausdorffova metrika

V metrickém prostoru (X, d) se definuje Hausdorffova vzdélenost dvou uzavienych mnoZin

Rizné poznamky

dy(F1, F2) = max{sup{d(x, F2); x € F1},sup{d(x, F1);x € F2}},

tj., dy(F1, F2) < rpravé kdyz F1 C B,(F2), F2 C Br(F1). Funkce dy je metrika, pokud pfipustime, Ze
muze nabyvat nekonecnych hodnot. Jsou-li F1, F> kompaktni (staci omezené), je jejich vzdalenost konecna —
tento prostor oznaéme pro tuto ¢ast jako Comp(X).

Prostor X je uzavienym podprostorem prostoru Comp(.X) (isometricky vnofeny).

Prostor Comp(X) je totdln€ omezeny nebo tplny pravé kdyZ ma X stejnou vlastnost (takZe se zachovava
kompaktnost). Separabilita se nezachovava.

Prostor Comp(X) Ize isometricky vnofit do C* (X)) se supremovou metrikou.
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usdorffova metrika

V metrickém prostoru (X, d) se definuje Hausdorffova vzdalenost dvou uzavienych mnozin

Rizné poznamky

dy(F1, F2) = max{sup{d(x, F2); x € F1},sup{d(x, F1);x € F2}},

tj., dy(F1, F2) < rpravé kdyz F1 C B,(F2), F2 C Br(F1). Funkce dy je metrika, pokud pfipustime, Ze
muze nabyvat nekonecnych hodnot. Jsou-li F1, F> kompaktni (staci omezené), je jejich vzdalenost konecna —
tento prostor oznaéme pro tuto ¢ast jako Comp(X).

Prostor X je uzavienym podprostorem prostoru Comp(X) (isometricky vnofeny).

Prostor Comp(X) je totdlné omezeny nebo tplny pravé kdyz ma X stejnou vlastnost (takZe se zachovava
kompaktnost). Separabilita se nezachovava.

Prostor Comp(.X) Ize isometricky vnorit do C*(X) se supremovou metrikou.

Hausdorffova metrika ma Siroké pouZiti, napf. se pouziva pii zkoumani kiivek, funkci (branych jako
podmnoZiny soudinu), v teorii fraktdlii na existenci samopodobnych mnoZin (v Comp(R") plati Banachova
véta o pevném bodé€), v informatice, logice, topologické dynamice,...

=
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Hausdorffova metrika
2 2 Univerzalni prostory
Razn znamk: A
uzne poznamky Gromovova metrika

Univerzalni prostory

To, 7e kazdy separabilni metricky prostor 1ze izometricky vnofit do £ (prostor C*(N) se supremovou
metrikou), védél uz Fréchet pred 100 lety. Také védel, Ze £ neni separabilni a polozil otazku, zda lze takovy
univerzalni prostor, obsahujici izometricky kazdy separabilni metricky prostor, sestrojit separabilni.
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Hausdorffova metrika
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Rizné poznamk ;
P Y Gromovova metrika

Univerzalni prost

To, Ze kazdy separabilni metricky prostor lze izometricky vnofit do £oo (prostor C*(N) se supremovou
metrikou), védél uz Fréchet pred 100 lety. Také veédél, Ze £~ neni separabilni a polozil otazku, zda Ize takovy
univerzdlni prostor, obsahujici izometricky kazdy separabilni metricky prostor, sestrojit separabilni.

Otazku zodpovédél kladné Uryson v r. 1924, nékolik dni pred tragickou smrti. Sestrojil separabilni metricky
prostor U obsahujici izometrické kopie vSech separabilnich metrickych prostort a majici navic nasledujici
vlastnost (jistd homogenita):

isometrie mezi kone¢nymi podmnoZinami v U lze rozsiFit na izometrii U na U.

Takovy prostor U je urcen jednoznacné az na izometrii.
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Rizné poznamk ;
P Y Gromovova metrika

iverzalni prostory

To, Ze kazdy separabilni metricky prostor lze izometricky vnofit do £oo (prostor C*(N) se supremovou
metrikou), védél uz Fréchet pred 100 lety. Také veédél, Ze £~ neni separabilni a polozil otazku, zda Ize takovy
i izometricky kazdy separabilni metricky prostor, sestrojit separabilni.

univerzalni prostor, obsahuji
Otazku zodpovédél kladné Uryson v r. 1924, nékolik dni pred tragickou smrti. Sestrojil separabilni metricky
prostor U obsahujici izometrické kopie vSech separabilnich metrickych prostord a majici navic nasledujici

vlastnost (jistd homogenita):

ymi podmnozinami v U Ize rozsiFit na izometrii U na U.

isometrie mezi konec
Takovy prostor U je urCen jednoznacné az na izometrii.
Katétov v r. 1986 rozsifil (pouzitim jiné metody) Urysonuv vysledek na neseparabilni prostory.

=
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Gromovova metrika

Gromov definoval metriku na mnoziné v§ech kompaktnich metrickych prostorti (ekvivalence az na izometrii)
v 1. 1980 pro tcel zkoumdani grup. Od té doby se tato metrika ukdzala byt uzitend v riemannovské geometrii,

pocitacové geometrii, algebraické topologii,...

Rizné poznamky
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ovova metrika

Gromov definoval metriku na mnoziné vSech kompaktnich metrickych prostort (ekvivalence az na izometrii)
v 1. 1980 pro tcel zkoumdni grup. Od té doby se tato metrika ukdzala byt uZitend v riemannovské geometrii,

Rizné poznamky

pocitacové geometrii, algebraické topologii,...

Jsou-li X, Y dva kompaktni metrické prostory, definuje se dg (X, Y) jako infimum vzddlenosti
du(f(X), g(Y)). kde f, g jsou libovolné izometrie X, resp. Y, do libovolného metrického prostoru Z.
Ziejmé je mozné za Z vzit univerzalni metricky prostor pro separabilni metrické prostory, napt. £ nebo
Urysonuv univerzalni prostor.

V piipadé, ze X, Y jsou podprostory R", 1ze za Z vzit opét R".

=
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