ALGEBRA 1

JAN TRLIFAJ

Tento text pokryva latku probiranou na prednésce Algebra I (NALGO026) pro druhy roénik
bakalaiského studia obecné matematiky.

Hlavnim tématem je teorie grup. Kromé zakladnich vlastnosti grup se vénujeme jejich
pusobeni na mnozindch a pomoci nich dokazujeme dvé klasické strukturni véty pro konecné
grupy. Druhym tématem jsou okruhy a moduly. Po probrani jejich zakladnich vlastnosti
prezentujeme na pifkladé komutativnich okruht dilezitou obecnou metodu lokalizace. Cést
o modulech zase slouzi jako maly dvod do kategoridlnich metod v algebte.

Text zachycuje podrobné zékladni pojmy, tvrzeni a jejich dukazy. Nékteré partie — zejména
priklady — jsou zdmérné prezentovany strucnéji, doplnéni podrobnosti je ponechdno ¢tenéii
jako cviceni. Nékteré pozndmky presahuji ramec prednasky a slouzi k ndhledu do obecnéjsich
souvislosti probiraného tématu.

Date: 18. f{jna 2011.
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1. GRUPY A JEJICH REPREZENTACE

Tato kapitola je vénovéana zékladnim pojmum a vysledkim teorie grup a uvodu do teorie
reprezentaci grup. Hlavnimi vysledky jsou véta o struktuie grup fadu p?, kde p je prvoéislo
(Véta 1.62), a Frobenius-Stickelbergerova véta o struktufe koneénych komutativnich grup
(Véta 1.66). Pojitkem vykladu jsou varianty Cayleyho véty o vnoritelnosti do transformacnich
monoidu resp. symetrickych grup.

Nejprve zavedeme méné strukturované objekty: pologrupy a monoidy.

1.1. Pologrupy a monoidy.

Definice 1.1. Usporadana dvojice G = (G, ®), kde G je neprazdnd mnozina a @ je bindrnf
operace na (G, se nazyva grupoid. Je-li operace ® asociativni na G, pak se G nazyva pologrupa.
Mnozina G je nosicem grupoidu (pologrupy) G.

Pokud nebude hrozit nedorozumeéni, nebudeme v dalsim striktné rozliSovat mezi grupoidem
a jeho nosicem, tj. budeme predpokladat, ze G je jiz vybavena strukturou grupoidu ziejmou z
daného kontextu. (Podobné zjednoduseni provedeme pozdéji i pro grupy, okruhy a moduly).

Priklad 1.2. Piikladem grupoidu je (Z,—) (= mnozina vSech celych ¢isel s operaci odeciténi).
Piiklady pologrup jsou (N,+) a (Z,+) (= mnozina vSech piirozenych resp. celych ¢isel s
operaci s¢itani).

Pojem grupoidu je piili§ malo strukturovan na to, aby bylo mozné vytvorit hlubsi obecnou
teorii. Obvykle se proto zkoumaji grupoidy s dalsimi vlastnostmi - my se zde zaméfime na
pologrupy a monoidy, a pak pfedevsim na grupy.

Koneéné grupoidy casto zaddavame pomoci tabulky operace ®, tzv. Cayleyho tabulky.
Vsimnéme si, Zze mé-li mnozina G mohutnost | G |= n, mame n™ riznych moznosti jak
Cayleyho tabulku definovat. Uz pro n = 4 je to 232 ~ 4.10° moznosti.

Definice 1.3. Necht G = (G, ®) je grupoid. Prvek e € G se nazyva levd resp. pravd jednotka
v G pokud e ® g = g resp. ¢ ® e = g pro kazdé g € G. Levé i prava jednotka v G se nazyva
(oboustrannd) jednotka v G.

Pokud v grupoidu G existuje aspon jedna leva jednotka e € GG a aspon jedna prava jednotka
f € G, pak jsou vSechny levé i pravé jednotky totozné, nebof e = e ® f = f.

Pokud v G zadna leva jednotka neexistuje, neni obecné pocet pravych jednotek v G nijak
omezen: na libovolné neprazdné mnoziné A muzeme definovat bindrni operaci ® vztahem
a ® b = a. Pak je kazdy prvek A pravou jednotkou, a (A, ®) je pologrupa.

Definice 1.4. Usporadand trojice G = (G, ®, e), kde (G, ®) je pologrupa a e je (oboustranna)
jednotka v G, se nazyva monoid. Je-li operace ® komutativni, je G komutativni monoid.

Napiiklad (N,+,0) a (Z,+,0) jsou komutativni monoidy. V dalsim budeme potiFebovat
komutativni monoid (N &,0) tvofeny vSemi uspoiddanymi m-ticemi piirozenych éisel se
s¢itanim po slozkédch a s 0 = (0,...,0) € N™.

Dulezitym piikladem nekomutativniho monoidu je tzv. transforma¢ni monoid:

Definice 1.5. Necht X je neprazdnd mnozina a T'(X) je mnozina vsech transformaci X (=
zobrazeni z X do X). Monoid 7 (X) = (T(X), 0,idx), kde o je operace sklddani zobrazeni a
idx je identicka transformace na X, se nazyva transformacni monoid na X.

(Konvence: zobrazeni budeme sklddat zprava doleva, tedy (fog)(z) = f(g(z)) prox € X)
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M4&-1i mnozina X n prvka, ma transformacéni monoid 7'(X) n" prvku. Nasim nejblizsim
cilem bude dokéazat, Ze transformacni monoidy jsou bohaté i po strukturni strance: kazdy
monoid je izomorfni podmonoidu vhodného transformaé¢niho monoidu. K tomu budeme potiebovat
nékolik dalsich zdkladnich pojmu:

Definice 1.6. Necht § = (G,®) je grupoid a g € G. Zobrazeni Ly : G — G definované
vztahem Lgy(h) = g © h se nazyva levou translaci uréenou prvkem g. Zobrazeni Py: G — G
definované vztahem Py(h) = h ® g se nazyva pravou translaci urcenou prvkem g.

Definice 1.7. Necht G = (G,®,¢) a H = (H,@’,€') jsou monoidy. Pak H je podmonoidem
v G (znaceni: H < G nebo H < G) pokud H C G, @' je restrikei ® na H a ¢’ =e.

Nosi¢e podmonoidi G jsou tedy pravé podmnoziny G uzaviené na bindrni operaci ® a
obsahujici e. VSechny podmonoidy v G tvoii ¢astecné usporadanou mnozinu, jejimz nejmensim
prvkem je monoid s nosicem {e}, a nejvétsim G.

Definice 1.8. Necht G = (G,®,¢) a G’ = (G', @, ¢') jsou monoidy a ¢: G — G’ je zobrazeni.
Pak ¢ je monoidovy homomorfismus pokud ¢(g ® h) = p(g9) @ ¢(h) pro kazdd g,h € G a
ple) =¢.

Je-li navic ¢ bijekce, nazyva se ¢ monoidovym izomorfismem. Monoidy G a G’ se pak
nazyvaji izomorfni (oznaceni: G ~ G’ nebo G ~ G’)

Je-li H < G, pak inkluze H — G je zfejmé prostym monoidovym homomorfismem.

Existence izomorfismu mezi dvéma monoidy fika, Ze tyto monoidy maji tytéz algebraické
vlastnosti, tj. jsou nerozliSitelné algebraickymi prostredky. Klasifikace az na izomorfismus je
(obvykle velmi obtizné dosazitelnym) cilem rady algebraickych teorii.

S kazdym homomorfismem je spojen pojem jddra a obrazu. VSimnéme si nejprve vlastnosti
obrazu. Shrneme je v nésledujicim lemmatu, jehoz dikaz plyne bezprostiedné z 1.7 a 1.8:

Lemma 1.9. Necht G = (G,0,¢) a G' = (G', &, €') jsou monoidy a p: G — G’ je monoidovy
homomorfismus. Pak Im ¢ = {¢g' € G' | 3g € G : ¢(9) = ¢'} je nosiéem podmonoidu v G'.
Je-li ¢ prosté zobrazent, je zobrazeni v: G — Im ¢ definované pomoci ¥ (g) = v(g) pro kazdé
g € G monoidovym izomorfismem.

Véta 1.10 (Cayleyho pro monoidy). Kazdy monoid je izomorfni podmonoidu vhodného trans-
formacniho monoidu.

Diikaz. Necht G = (G, ®, e) je monoid. Polozme X = G a definujme zobrazeni ¢: G — T'(X)
vztahem ¢(g) = Lg. Protoze Ly(e) = g pro kazdé g € G, je ¢ prosté. Z asociativity operace
® plyne Lyop = Ly o Ly, pro kazdé g,h € G. Protoze e € G je jednotkovy prvek, je L. =
idg, tedy ¢ je prosty monoidovy homomorfismus. Podle Lemmatu 1.9 je Im ¢ < T(X) a
G ~Im o. 0

Reprezentace monoidu G v dikazu 1.10 zdaleka neni optimalni: je-li G = 7 (X) jiz trans-
formaénim monoidem, je G reprezentovano jako podmonoid v 7 (T'(X)). Dulezitou vlastnosti
reprezentace v dukazu Véty 1.10 je ale fakt, Ze koneéné monoidy jsou reprezentovany jako
podmonoidy koneénych transformac¢nich monoidu.

Definice 1.11. Necht G = (G,®,e) je monoid a g € G. Pak g je zleva invertibilni pokud
existuje hy € G tak, ze hy ® g = e. Pak h;y se nazyva levy inverzni prvek ke g.

Podobné g je zprava invertibilnd pokud existuje hy € G tak, ze g ® ho = e, a hy se nazyva
pravy inverzni prvek ke g.
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Je-li g zleva i zprava invertibilni, nazyvéa se g (oboustranné) invertibilni. 7 asociativity
operace ® pak plyne, ze prvek hy = h1 ©e=h1 © (g ® hy) = (h1 ©® g) ® ho = e ® hy = hy je
jednoznaéné uréen g; budeme jej znacit g—'.

Napiiklad v transforma¢nim monoidu 7 (X) jsou zleva invertibilni préavé vSechna prostd
zobrazeni X do sebe, zprava invertibilni pravé vSechna zobrazeni na, a invertibilni praveé
vS8echny bijekce X na sebe. Je-li X kone¢na, pak tyto pojmy splyvaji. Podle Véty 1.10 tedy
pojmy zleva (resp. zprava, oboustranné) invertibilniho prvku splyvaji i v kazdém konecném
monoidu G.

1.2. Grupy. Jednim z klicovych pojmu moderni algebry je pojem grupy.

Definice 1.12. Necht (G, ®,e) je monoid na némz existuje unarni operace ~! takovd, ze pro
kazdé g € G je g~! oboustranné inverznim prvkem ke g.

Pak G = (G,®,7 !, e) se nazyva grupa. Je-li navic operace ® komutativni, pak G je komu-
tativni (= Abelova) grupa.

Aditivni i multiplikativni grupy vSech celych, raciondlnich, redlnych a komplexnich ¢isel,
tj. (Z7 +, _70)7 (Q, +, 0)7 (R7 +, _70)7 (Cv +, _70)7 (Q \ {0}7 '7_1 ) 1)7 (R \ {0}7 '7_1 ’ 1) a
(C\ {0},.,71,1) jsou komutativni. Aditivni grupa kvaternionit (H,+,—,0) je komutativni,
ale jejich multiplikativn{ grupa (H \ {0},.,7!,1) neni komutativni (Kvaternionem rozumime
2 X 2-matici (f;j;l ), kde z1, zo jsou komplexni ¢isla, a z zna¢i ¢islo komplexné sdruzené s
¢islem z € C. Kvaterniony se s¢itaji a nésobi jako komplexni matice typu 2 x 2).

Zakladnim piikladem konecné grupy je, pro kazdé n > 1, aditivni grupa Z,, = ({0,...,n —
1}, 45, —n, 0p) vSech zbytkovych tiid celych ¢isel modulo n: operace 4+, je s¢itdni modulo n,
—n je opacény prvek modulo n, jednotkou je 0, = 0. Tato grupa je zfejmé komutativni.

Zakladnim prikladem nekomutativni grupy je symetrickd grupa:

Definice 1.13. Necht X je neprdzdnd mnozina a S(X) je mnozina vsech bijekci X na sebe.
Pak (S(X), o,idx ) je podmonoidem v transforma¢nim monoidu 7 (X). Pro f € S(X) ozna¢me
f~1 inverzni bijekci k f. Pak S(X) = (S(X),0,7 ! ,idx) je grupa, tzv. symetrickd grupa na
mnoziné X.

V pojmu grupy se setkdva asociativita s moznosti déleni a kraceni:

Definice 1.14. Necht G = (G, ®) je grupoid. Pak G je s levym krdcenim (resp. délenim),
pokud pro kazdé g € G je leva translace L, prosta (resp. na). Pravé kraceni resp. déleni je
definovédno analogicky pomoci pravé translace P,.

Je-li G s levym i pravym krécenim a s levym i pravym délenim, pak se G nazyva kvazigrupa.
Kvazigrupa s jednotkovym prvkem se nazyva lupa.

Napiiklad v pologrupé G = (G,®) definované vztahem g ® h = h pro kazdé ¢g,h € G je
L, identita na G, zatimco P, je konstantni pro kazdé g € G. Tedy mé-li G' asponi dva prvky,
je G s levym kracenim i délenim, ale neni s pravym krdacenim ani délenim. Naopak, grupoid
(Z,—) je kvazigrupou, ale neni pologrupou.

Véta 1.15. Necht (G,®) je grupoid. Potom ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) (G,®) je pologrupa a kvazigrupa.
(ii) Na G lze definovat undrni operaci ~' a (nuldrni operaci) e € G tak, 2e G = (G,®,7! Je)
je grupa.
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Diikaz. (i) = (ii). Necht g € G. Protoze (G, ®) je kvazigrupa, existuji prvky g1, g2 € G tak,
76 g© g1 =g = g2©®g. Dokdzeme, ze e = g1 = go je jednotkovym prvkem grupoidu (G, ®).
Podle predpokladu existuji pro libovolné h € G prvky hi,ho € G tak, z2e g© hy =h=hs ®g.

Pak h© g1 = (ha©g9) ©g1 = ha © (9 ® g1) = ha © g = h, a podobné go © h = h. Tedy
e = g1 = g2 je jednotkovym prvkem grupoidu (G, ®).

Protoze (G, ®) je kvazigrupa, existuji pro kazdé g € G prvky ki, ke € G tak, ze ¢ © k1 =
e = ky ® g. Z asociativity ® plyne, Ze k1 = ko = ¢~ je inverzni prvek ke g.

(ii) = (i). Zfejme je (G,®) pologrupou. Protoze Ly o Ly-1 = L. = idg = Lg-10 Ly a
Pyo Py = P, =1idg = Py-1 0 Py pro kazdé g € G, je (G, ®) kvazigrupa. O

Nyni budeme smérovat k diikazu verze Cayleyho véty 1.10 pro grupy. K tomu potfebujeme
rozsitit pojmy podmonoidu a monoidového homomorfismu na grupy:

Definice 1.16. Nechf G = (G,®,7!,e) a H = (H,@',”"" | ¢) jsou grupy. Pak H je podgrupou
v G (oznaceni: H < G nebo H < G; H se nazyva nosi¢em podgrupy H) pokud H C G, @’
resp. -v je restrike! © resp. "' na H a € =e.

Podgrupy G tedy odpovidaji podmonoidum v (G,®,e), jejichz nosice jsou uzaviené na
unarni operaci ~!. Podgrupy G tvoii ¢dsteéné uspofddanou mnozinu, jejimz nejmensim prvkem
je grupa s nosicem {e} a nejvétsim G (tzv. trividlni podgrupy v G).

Definice 1.17. Nechf 1 < n < w. Pak symbolem S,, zna¢ime symetrickou grupu na mnoziné
{1,...,n}. Nosi¢em této grupy jsou vSechny permutace na {1,...,n} (viz. téz 1.13). Vybérem
vSech sudych permutaci dostavame tzv. alternujici grupu A,,, ktera je zfejmé podgrupou .S,,.
Jinou podgrupu, F,, v S, muzeme ziskat naptiklad tak, ze uvazujeme pouze permutace fixujici
posledni slozku, F,, = {f € S, | f(n) =n}.

Definice 1.18. Nechf G = (G,®,7',e) a G’ = (G',@',7V ,¢') jsou grupy a ¢ : G — G’ je
zobrazeni. Pak ¢ je grupovy homomorfismus pokud ¢ je monoidovy homomorfismus (G, ®, €)
do (G, @',¢'), a pro kazdé g € G je p(g7") = ((g)~"".

Je-li navic ¢ bijekce, nazyva se grupovym izomorfismem. Grupy G a G’ se pak nazyvaji
izomorfni (znaceni: G ~ G’ nebo G ~ G')

Priklad 1.19. Je-li H < G, pak vnoreni ¢p: H — G je zfejmé prostym grupovym homomorfis-
mem. Zobrazeni f +— f [ {1,...,n— 1} grupy F,, z 1.17 do symetrické grupy S,,_1 je zfejmé
grupovym izomorfismem.

Skutecnost, ze néjaké zobrazeni ¢: G — G’ je grupovym homomorfismem lze ovérit velmi
jednoduse:

Lemma 1.20. Nechf G = (G,0,7 ,e) a ¢’ = (G, &', 7V ¢) jsou grupy a p: G — G’ je
zobrazeni. Pak ¢ je grupovy homomorfismus prdvé kdyz ¢(g ©® h) = ¢(g) @ @(h) pro kazdé
g,h €G.

Diikaz. Predpokladejme, ze (g ® h) = ¢(g) @ ¢(h) pro kazdé g, h € G. Protoze jednotkovy
prvek grupy je jejim jedinym idempotentnim prvkem (tj. prvkem s vlastnosti ¢ ® g = g), je
nutné ¢(e) = €’. Podobné, inverzni prvek ¢! je jedinym prvkem h takovym, 7e h©g=g®Oh
je jednotkovym prvkem. Tedy nutné p(g~ ') = (¢(g)) " O

Vlastnosti jadra a obrazu grupového homomorfismu shrneme v nasledujicim lemmatu, jehoz
dikaz plyne bezprostiedné z Definic 1.16 a 1.18:
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Lemma 1.21. Necht G = (G,0,7 ,e) a ¢’ = (G, 0,7V €) jsou grupy a ¢ : G — G je
grupovy homomorfismus. Pak Ker o = {g € G | v(g) = €'} je nosicem podgrupy v G a Im ¢
je nosicem podgrupy v G'. Je-li @ prosté zobrazend, je zobrazeni ¢ : G — Im ¢ definované
pomoci ¥(g) = (g) pro kazdé g € G grupovym izomorfismem.

Véta 1.22 (Cayleyho pro grupy). KaZdd grupa je izomorfni podgrupé vhodné symetrické
grupy.

Diikaz. Necht G = (G, ®,7 !, e) je grupa. Polozme X = G a definujme zobrazenf p: G — S(X)
vztahem ¢(g) = Ly. Tato definice je korektni, nebot (G,®) je kvazigrupa.

Podle 1.10 uréuje ¢ prosty monoidovy homomorfismus (G,®,~!,e) do 7(X). Podle 1.20
je ¢ grupovym homomorfismem. Podle 1.21 je Im ¢ podgrupou v S(X) izomorfni s G. O

Reprezentaci grupy G z 1.22 pouzijeme v nasledujici sekci ke konstrukci tzv. regularni
reprezentace grupy G.

Definice 1.23. Necht G = (G,®,7!,e) je grupa, H < G a g € G. Mnozina gH = {g ® h |
h € H} se nazyva levou rozkladovou tridou grupy G podle podgrupy H urcenou prvkem g.
Ziejmé gH = Lq(H). Analogicky definujeme pravou rozkladovou tridu, Hg = Py(H).

Priklad 1.24. 1. Necht G = S,, a H = A,. Pokud g € A, pak gA, = A,g = A, (Obecné
ziejmé plati, ze gH = H pravé kdyz Hg = H pravé kdyz g € H). Pokud g € A,, pak
gA, = Sy \ Ayn. Analogicky A,g = S, \ A,. Tedy levd a prava rozkladova tiida libovolného
prvku g € S, podle A, splyvaji.

2. Necht G =S, aH =F, =S, 1 (viz 1.17). Pak pro g € S,, je gF,, = {f € Sp | f(n) =
g(n)}, zatimco F,g = {f € S,, | f~'(n) = g~ '(n)}. Tyto rozkladové tiidy obecné nesplyvaji.

Obecné je tedy nutné rozliSovat mezi levymi a pravymi rozkladovymi tiidami. Jak ale
uvidime za chvili, pocet levych a pravych rozkladovych t¥id je vzdy stejny.

Lemma 1.25. Necht G = (G,®,7 ! e) je grupa, 9,9 € G a H < G. Potom bud gH = ¢'H
nebo gHN g H =0 (a gH = g'H prdvé kdyz ¢ > © g € H).

Diikaz. Necht gHNg'H #0ax € gHNGgH. Pakz = goh =g OK, atedy ¢ " ©g € H, coz
je ekvivalentni s ¢~ ® ¢’ € H. Protoze g = ¢ ® ¢’ ' ® g, podminka ¢ ' ® g € H implikuje
gH = Ly(H) C Ly(H) = ¢’H, a podobné ¢H C gH. Naopak, gH = ¢g'H ziejmé implikuje
¢d togeH, atedy gHNg'H # 0. O

Dausledek 1.26. Ze souboru {gH | g € G} wvsSech levych rozkladovijch trid G podle H lze
vybrat disjunktni rozklad mmnozZiny G. Tento rozklad se nazyjvd levy rozklad G podle 'H. Jeho
systém reprezentanti se nazyvd leva transverzala grupy G podle H. Analogicky definujeme
pravy rozklad a pravou transverzdlu G podle H.

Vsimnéme si, ze vSechny t¥idy levého (resp. pravého) rozkladu G podle H maji stejnou
mohutnost, protoze pro kazdé g € G je leva translace L4, ziZend na H, bijekci H na gH
(resp. prava translace Py, zizend na H, je bijekci H na Hg). Navic mnozina H = eHd = He
je tfidou levého i pravého rozkladu G podle H.

Priklad 1.27. V piikladu 1.24.1 je {A,, S, \ An} levy i pravy rozklad S, podle A,,.

Lemma 1.28 (o indexu). Necht G = (G,®,7! | e) je grupa, H < G. Potom mohutnost libo-
volné levé a libovolné pravé transverzaly je stejnd. Tato mohutnost se nazyvd indexr H v G a
znaci se [G : HJ.
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Diikaz. Necht L je libovolnd leva transverzala G podle H. Staci dokdzat, ze P = {g~! | g € L}
je pravou transverzalou.

Disjunktnost: Nechf ¢,¢/ € L. Pak Hg~' N Hg' ™' = (). Jinak existuje z € G tvaru
r=hogt=nog¢g ' kdeh h € H Pakalez ' =goh =g oh !, atedy gH = ¢'H,
ve sporu s tim, ze L je leva transverzala.

Pokryvéni: Necht z € G. Pak 27! € G, a tedy 27! € UgeL gH, aexistujig, € Lahe H
tak, ze 7! = g,®h. Pak v = h~'og, ' ax € Hg,!. Tim je dokdzano, ze UgeL Hg'=G. O

Véta 1.29 (Lagrange). Necht G = (G,®,7 !, e) je grupa a H < G. Pak |G| = |H|- |G : H].

Diikaz. Necht L je levéa transverzdla G podle H. Pak G je disjunktnim sjednocenim roz-
kladovych tiid gH (g € L). Jelikoz gH = Ly(H) a Ly je bijekce, je |gH| = |H| a tudiz
|G| = |H|-|L| = |H|- |G : H] podle 1.28. O

Pozndmka 1.30. Necht G = (G, ®,7!,e) je grupa a (H; | i € I) je libovolny systém jejich
podgrup. Pak (;c; H; je ziejmé podgrupou v G.
Necht X je neprazdnd podmnozina G. Pak (X) = (\u<c H se nazyvé podgrupa generovand
XCH

X v G. Ziejmé (X) = X pravé kdyz X < G. Snadno se ovéii, ze

(X)={210290 - Oap|n<w z; € XUX (i <n)},
kde X! = {g7! | g € X}: mnozina M na pravé strané rovnosti je totiz nosi¢em podgrupy
v G obsahujici X, a kazd4 podgrupa H < G obsahujici X musi jisté obsahovat i M.

Definice 1.31. Necht G = (G,®,7 !, e) je grupa, pak mohutnost |G| se nazyva Fddem grupy
G. Pro g € G se (g) nazyva cyklickou grupou generovanou g a |(g)| se nazyva rddem prvku
g v G; znacime jej o(g). Je-li G kone¢na grupa, pak podle Lagrangeovy véty fad libovolného
jejtho prvku déli fad grupy G.

Lagrangeova véta je jednoduchym, ale velmi téinnym ndastrojem pro zkoumaéani struktury
podgrup koneénych grup. Napiiklad je-li G grupou prvociselného radu, méa podle Lagrangeovy
véty G pouze trividlni podgrupy, a G je tedy cyklickd, generovana libovolnym svym prvkem
g #e.

Pozndmka 1.32. Z 1.30 plyne, ze (g) = {¢7 | z € Z}, kde definujeme ¢° =¢, " =gO--- O g
—_—

n
pron>0,a¢"=¢g ' ®---®g¢ ! pron < 0. Pokud je fdd prvku g konecny (tedy |(g)| = m
—
—n
pro néjaké m < w), potom ziejmé (g) = {g* | k € {0,1,...,m — 1}}, kde m je nejmensi

prirozené cislo takové, ze g™ = e.

Véta 1.33 (Poincaré). Necht G = (G, ®,7%,e) je grupa, Hy,...,H, jsou podgrupy v G
koneéného indexu. Potom prunik (), H; je podgrupa konecného indexu, a plati |G : (i H;] <
(G : Hy|---[G: Hy).

Dukaz. Tvrzeni staci dokdzat pro n = 2, pro n > 2 pak snadno plyne indukci.

Nejprve dokézeme, ze pro libovolné g € G plati g(H; N Hy) = gH; N gHy. Inkluze C je
ziejma. Naopak, je-li x € gH1 NgHs, pak x = g ® hy = g ® hg pro néjaka hy € Hy a ho € Hs.
Pak ale hy € H1 N Hy, a tedy = € g(Hy; N Hy).

Nyni definujme zobrazeni ¢ z mnoziny vSech levych rozkladovych tiid podle Hy N Hs do
mnoziny vSech dvojic levych rozkladovych tiid podle H; a levych rozkladovych tiid podle Ho
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nésledovné: p(g(Hy N Hy)) = (gH1, gHs). Toto zobrazeni je korektné definované, nebot pro
libovoln g, ¢’ € G takova, ze g(Hy N Hy) = ¢'(H; N Hy) plati podle 1.25 (¢') "' ©g € Hy N Ho,
a tedy gHy, = ¢'Hy a gHy = ¢'Hs. Protoze g(Hy N Hy) = gHy N gHo, je ¢ prosté, a tedy
[G:(HlﬂHg)] S[GHl][GHQ] O

Priklad 1.34. G = (Z,+,—,0) je grupa celych ¢isel. Pro n € N definujme podgrupu H,, =
(2") ={z-2" | z € Z}. Pak ziejmeé |G : H,] = 2", ¢ili H, je podgrupou kone¢ného indexu v
G. Podgrupa H =, . H, = {0} md nekonecny index [G : H] = |Z|. Vétu 1.33 tedy nelze
obecné rozsitit na nekoneéné pruniky.

Jednim ze zékladnich zpusobu konstrukce novych grup je faktorizace podle podgrup. Fak-
torizace je zobecnénim konstrukce grupy Z, (zbytkovych tiid modulo n) z grupy Z: Z, je
izomorfni faktoru grupy Z podle jeji cyklické podgrupy Zn = {z.n | z € Z}. Jak uvidime déle,
obecné nelze faktorizovat podle kazdé podgrupy, ale jenom podle podgrupy, ktera je normalni,
tj. invariantni na vSechny vnitini automorfismy:

Definice 1.35. Necht G = (G, ®,7!,e) je grupa a g € G. Zobrazeni ()?: G — G takové,
7e h +— g ®h ® g~! se nazyva wvnitini automorfismus G uréeny g. Plati, ze ()971 o()! =
(Vo ()  =idga()(hol)=()h) o () L), tedy () je grupovy izomorfismus. Prvek
(h)9 = g® h® g~! se nazyva konjugovany v G s prvkem h pomoci g.

Definice 1.36. Podgrupa H < G se nazyva normdlni v G pokud H je invariantni na vSechny
vnitinf automorfismy urcéené prvky g € G, tj. pokud pro kazda h € H, g € G plati gohog~! €
H. Skute¢nost, ze podgrupa H je normalni podgrupou v G, zna¢ime H < G resp. H < G.

Priklad 1.37. (1) Trividlni podgrupy jsou ziejmé normalni.

(2) A, < S, nebot znameni permutace se zachovava vnitinimi automorfismy. Podobné
kazdéd podgrupa H grupy G takova, ze |G : H] = 2 je normélni — pak totiz {H,G\ H}
je levym i pravym rozkladem G podle H a normalita plyne z néasledujictho lemmatu
1.39.

(3) F, 4 S, pron > 3, kde F,, = {f € S, | f(n) = n}, nebot F,, neni invariantni na
vnitini automorfismus urcéeny transpozici prvka 1 a n.

(4) Je-li G komutativni, pak zfejmé kazdd podgrupa G je normélni.

Lemma 1.38. Necht G = (G,®, " ,e), ¢’ = (G',@',7V ,¢) jsou grupy a ¢ : G — G’ je
grupovy homomorfismus. Pak pro jddro homomorfismu ¢ plati Ker ¢ < G.

Diikaz. Podle 1.21 je Ker ¢ = {g € G | ¢(g) = ¢’} < G. Navic pro h € Ker ¢ a g € G mame
pgohog™) =wlg) @ ¢(h) & plg!) = p(g) @' ¢ & (p(g)) ™' = ¢, atedy Ker p < G. O
Lemma 1.39. Necht G = (G, ®,7 %, e) je grupa a H < G. Pak H < G prdvé kdyz levy a
pravy rozklad G podle H splyvaji.

Diikaz. Je-li H normélni v G, pak pro kazdé g € G je gH C Hg, a tedy i g7'H C Hg™ !,
Hg C gH,agH = Hg. Tedy leva a prava rozkladova tiida libovolného prvku g € G podle H
splyvaji, a totéz plati i pro levy a pravy rozklad G podle H.

Naopak, pokud rozklady splyvaji a g € G, pak gH = Hg, nebot g € gHNHg,a H < G. O
Definice 1.40. Necht G = (G,®,7!,e) je grupa a H < G. Oznacme G/H mnozinu viech
rozkladovych tifd grupy G podle H. Na G/H definujeme operace ® —1 & pomoci grupovych
operaci na reprezentantech: ¢gH ®¢'H = (9o ¢)H, (¢gH) ' =g 'H a é=eH =H.
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Potom G/H = (G/H,®,” !, &) je grupa, nazyvana faktorovou grupou grupy G podle H.

Vzhledem k tomu, Ze grupové operace na G/H jsou definovany pomoci grupovych operaci
v G na reprezentantech rozkladovych tiid, sta¢i k ovéfeni faktu, ze G/H je grupa, oveérit
nezavislost na volbé reprezentanti. K té sta¢i normalita H v G — napf. pro binarni operaci
méame: g1H = goH a ¢ H = gy H implikuje (g1 © ¢1)H = g1(91H) = q1(95H) = (91 H)gy =
(92H)g3 = g2(92H) = (92 © g) H.

Priklad 1.41. Necht G = (Z,+,—,0), H = Zn = {z - n | 2 € Z} pro libovolné n € N. Pak

H <G a(G/H,+;—,0) je izomorfni grupé Z, vsech zbytkovych t¥id celych ¢isel modulo n.
Lemma 1.42. Necht G = (G, ®,7 !, e) je grupa a H < G. Definujme ng: G — G/H tak, Ze
g — gH. Pak mg je grupovy homomorfismus. Ddle Imnwpg = G/H o Kerng = H.

Dikaz. To, ze wy je grupovy homomorfismus, plyne podle 1.20 z identity 7y (g) ® 7y (g’) =
gHOJdH=(90¢)H =ry(g® ) prokazdd g,¢' € G. Ddle G/H = {gH | g € G} = Im 7y,
aKermy={geG|mylg)=H}={9g€eG|gH=H}=H. O

Definice 1.43. Homomorfismus 7z z lemmatu 1.42 se nazyva kanonickd projekce grupy G
podle podgrupy H.

Kazdé normalni podgrupa je tedy jadrem aspon jednoho homomorfismu (a naopak, jadro
kazdého homomorfismu z G je normalni podgrupou v G podle 1.38). Nésledujici véta ukazuje
dulezitou vlastnost kanonické projekce:

Véta 1.44 (o homomorfismu pro grupy). Nechf G = (G,®,7',e) a ¢’ = (G',&',7V ,¢') jsou
grupy, H < G a p: G — G’ je grupovy homomorfismus takovy, Ze H < Ker p. Pak existuje
jednoznacné urceny grupovy homomorfismus v: G/H — G’ takovy, Ze oy = .

Diikaz. Definujme ¢: G/H — G’ tak, ze gH — ¢(g). Tato definice je korektni, nebot g1 H =
g2H implikuje g, ' © g1 € H C Ker ¢, a tedy ¢(g," © 1) = € a p(g1) = p(g2)-

) je grupovy homomorfismus podle 1.20, nebot ¥(g1 H ® goH) = ¥((g1 ® g2)H) = ¢(g1 ®
92) = ¢(g1) @ (g2) = V(91 H) ©" ¢(g2H). Pro kazdé g € G navic plati (Y7p)(g) = ¢(gH) =
©(9), tj- Yo = .

Koneéng, je-li n: G/H — G’ takovy, ze nomy = ¢, pak pro kazdé g € G je (nmm)(g) =
n(gH) = ¢(g), an=1. O

Pozndmka 1.45. Je-li G grupa a ‘H je jeji normalni podgrupa, pak kanonickd projekce in-
dukuje izomorfismus mnoziny vSech podgrup K grupy G obsahujicich H (¢4stecné usporadané
inkluzi) na mnozinu vSech podgrup faktorové grupy G/H (¢éstecné usporadané inkluzi) po-
moci zobrazeni K +— my(K) = {kH | k € K}. Pfitom K < G praveé kdyz my(K) < G/H.

Nyni dokazeme klasické véty o izomorfismu pochazejici od Emmy Noether:

Véta 1.46 (1. véta o izomorfismu pro grupy). Necht G = (G,0,7 ! e), ' = (G',&',7V ,€)
jsou grupy a ¢: G — G’ je grupovy homomorfismus. Potom G/Ker ¢ ~ Im .

Dukaz. Podle 1.44 existuje grupovy homomorfismus 1 : G/Ker ¢ — G’ definovany vztahem
g(Ker ¢) — ©(g). Ziejmé 1 je prosty a Im 1) = Im ¢, tedy zobrazeni £ : G/Ker ¢ — Im ¢
definované vztahem gKer ¢ — ¢(g) je grupovy izomorfismus. O

Diusledek 1.47. Necht G je grupa. Pak G je cyklickd grupa prdavé kdyz G je izomorfni grupé
Z nebo grupé Z,, pro néjaké n > 1.
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Diikaz. Grupy Z a Z, (n > 1) jsou ziejmé cyklické.

Necht G = (G,®,7 1, e) je cyklicks, tj. existuje g € G takové, ze G = (9) = {¢% | z € Z} (¢*
je definované v 1.32). Definujme ¢: Z — G vztahem z — g¢*. Toto zobrazeni je homomorfismus
grupy Z na grupu G nebof ¢g*17*2 = g*1 © ¢g*2. Pouzitim Véty 1.46 dostdvame Z/Ker ¢ ~
Im ¢ = G. Rozlisime dva pfipady.

(1) Ker ¢ = {0}. Pak G ~ Z, G je nekonecna grupa a kazdy prvek G se d& prévé jednim
zpusobem vyjadrit ve tvaru g=.

(2) Ker ¢ # {0}. Pak existuje nejmensi n > 1 takové, ze g" = eaKer p =Zn={zn |z €
7} < 7Z,takze G ~ 7 /Zn ~ Z,. Tedy G je kone¢nd grupaiadu | G |= o(g) = |(g9)| = n.

0

Véta 1.48 (2. véta o izomorfismu pro grupy). Necht G = (G,®,7!,e) je grupa, H < G,
K <G aK<H. Pak (G/K)/(H/K) ~G/H.

Dukaz. Definujme zobrazeni ¢: G/K — G/H vztahem gK — gH. To je korektni definice,
nebot gK = ¢'K implikuje ¢ ' ©® g € K C H, a tedy gH = ¢'H. Navic ¢ je grupovy homo-
morfismus, nebot p(gK ©¢g'K) = (9 © ¢')K) = (9© ¢')H = gH © g'H = p(9K) © ¢(g'K).
Ziejmé ¢ zobrazuje na G/H. Podle 1.38 a 1.46 mame Ker ¢ < G/K a (G/K)/Ker ¢ ~ Im ¢.
Nicméné Ker ¢ = {gK | ¢gH = H} = {yK | g € H} = H/K, takze (G/K)/(H/K) ~
G/H. O

Dusledek 1.49. Necht G je cyklickd grupa, H < G, ¢: G — G’ je grupovy homomorfismus
na. Pak H i G jsou cyklické grupy.

Dikaz. Podle 1.47 je G homomorfnim obrazem grupy Z, tedy také G’ je homomorfnim
obrazem grupy Z, a proto G’ je cyklické.

Je-li G £ Z, je H izomorfni podgrupé K v Z. Je-li K nenulova podgrupa v Z, pak K je
generovana svym nejmensim prvkem 0 < n € K, a tedy K = Zn = Z je nekone¢nd cyklicka
a totéz plati pro grupu H. Jinak K = {0}, tj. H = {e}.

Je-li G ~ Z,, = Z/Zn pro néjaké n > 1, pak podle 1.45 je H izomorfni grupé K/Zn, kde
K je podgrupa v Z obsahujici Zn. Pak K = Zm, kde m je pfirozené c¢islo délici n, tedy
existuje pfirozené ¢islo p tak, ze n = m.p, a H = Zm/Zn = Z, (posledni izomorfismus je ddn
pritazenim m + Zn — 1 + Zp). O

Pozndmka 1.50. Necht H, K jsou podgrupy grupy G = (G,®,”!,e). Definujeme HK del
{h®k|heH, ke K}. Zitejmé HK obsahuje mnoziny H i K, obecné ale HK nemusi byt
nosicem podgrupy v G. Je tomu tak ale v néasledujici vété, kterd je zakladnim nastrojem pro
zkoumani Fetézcu podgrup v grupédch (tzv. Jordan—-Holderovy teorie):

Véta 1.51 (3. véta o izomorfismu pro grupy). Necht G = (G, ®,7 !, e) je grupa, H < G a
K < G. Pak HK = KH je nosicem nejmensi podgrupy v G obsahujici H i K, ( HNK) <K,
a plati grupovy izomorfismus (HK)/H ~ K/(H N K).

Diikaz. Jelikoz H < G, dostavame podle 1.39, ze pro kazdé g € G je gH = Hyg, a tedy
HK = Upex HE = Upex kH = KH.

Dokézeme, ze HK je podgrupa v G (pak je HK zfejmé nejmensi ze vSech podgrup ob-
sahujicich H i K): mdme e ®e = e € HK, a je-li (h© k) € HK a (b © k') € HK, pak
(hok)o(WokK)=ho(koh)Ok ajelikoz kOh' € HK = KH, existuje h" € H takové, ze
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koW =h' @k, tedy (h@k)o (W oOk) =(hoh) 6 (koK) € HK. Dile, je-li (hok) € HK,
H K
€ S

pak (h® k)" € HK, nebof (h@ k) ' =k 0h'ec KH = HK.

Nyni definujme zobrazeni ¢: K — (HK)/H vztahem k +— kH. ¢ je grupovy homomor-
fismus na HK/H nebot (kO k) = (kO K)H =kHOK H = o(k) ® (k). Jeho jadrem je
Kerop={ke K|kH=H}={ke K|ke H} =KNH. Tedy KNH < K, a uzitim 1.46
dostavédme K/(K NH)~ HK/H. O

1.3. Pusobeni grup na mnozinach. Podle Cayleyho véty 1.22 si lze (az na izomorfis-
mus) kazdou grupu predstavit jako grupu tvorenou permutacemi. Tato prezentace vychdzi
z piifazeni g — Ly, kde L, je leva translace uréend prvkem g. Je jednim z piikladi pojmu
akce grupy na mnoziné:

Definice 1.52. Necht G je grupa a X je nepréazdna mnozina. Grupovy homomorfismus ¢ z
grupy G do symetrické grupy S(X) nazyvame akci (nebo pusobenim) grupy G na mnoziné X.

Jinym prikladem je akce grupy G na sobé pomoci vnitinich automorfismu: ¢ : G — S(G)
je definovéno vztahem g +— ()9. Dalsim dulezitym piikladem je linedrni reprezentace grupy
G (kde G pusobi na vektorovém prostoru pomoci jeho automorfismu - viz. nasledujici sekei).

S akel grupy na mnoziné je pfirozené spojeno nékolik dalsich pojmi:

Definice 1.53. Necht G je grupa, X je neprézdnd mnoZina a ¢ je akce G na X.

Orbitou prvku x € X vzhledem k ¢ rozumime mnozinu O, = {(¢(g))(x) | g € G} C X.
Protoze ¢ je grupovy homomorfismus, muzeme na X zavést ekvivalenci ~ vztahem 1 ~
T £ 5 g € G: xo = ¢(g)(x1). Orbity pak odpovidaji rozkladovym tiiddm ekvivalence ~.

Stabilizatorem prvku x € X vhledem k ¢ rozumime mnozinu C, = {g € G | (¢(g))(x) = x}.
Protoze ¢ je grupovy homomorfismus, je C, nosi¢cem podgrupy v G.

V pripadé akce grupy G na sobé pomoci levych translaci je orbitou libovolného prvku h € G
celd mnozina G a jeho stabilizdtorem je trividlni grupa {e}.

V piipadé akce grupy G na sobé pomoci vnitinich automorfism je situace mnohem zajimavéjsi,
orbity prvka mohou byt ruzné veliké. Tomuto piipadu se budeme podrobnéji vénovat déle.

Nejprve ale dokazeme nésledujici obecnou vétu:

Véta 1.54. Necht G je grupa, X je neprdzdnd mnoZina, ¢ je akce G na X a v € X. Pak
velikost orbity proku x je rovna indexu jeho stabilizatoru, tj. |G : Cy] = |Oy|.

Dukaz. Definujme zobrazeni ¢:

p: 0, — levé rozkladové tiidy podle C,
P(g9)(@) — gCq
Podle 1.28 staci dokazat, ze ¢ je bijekce:
(1) ¢ je korektni. Nechf g, € G jsou takovd, ze ¢(g)(z) = ¢(¢')(z). Pak (¢(¢g' ") o
$(9))(z) =, odkud ¢(¢' " © g)(x) =z, ¢ ©g € Cp, a 9Cs = ¢'Cy.

(2) ¢ je prosté. To plyne obrécenim piedchozi tivahy: z gC,, = ¢’C, naopak plyne (¢(g’ _1)0
d(9))(z) =z, a ¢(g)(z) = ¢(g')(z).
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(3) ¢ je na: probiha-li g celé G, pak gC, ziejmé probihd vsechny levé rozkladové tiidy G
podle C,.
O

Jako aplikaci Véty 1.54 uvedeme tzv. Bursideovo lemma pro pocet orbit akce grupy na
mnozineé:
Diusledek 1.55. Necht G je konecénd grupa, X je neprdzdnd mnoZina a ¢ je akce G na X.
Pro kazdé g € G oznacéme Fy = {x € X | ¢(g)(x) = x}. Pak pak pocet orbit akce ¢ na X je

Troven 1
@l D IR,
geG

Diikaz. Pocet vsech dvojic (g, x) takovych, ze ¢(g)(x) = x, muzeme vyjadiit dvojim zptusobem:
jako >° c [Fy| nebo jako 3y |Cy|. Druhé vyjédrent je podle Vét 1.29 a 1.54 téz rovno

G G
D zex _[G‘:CL] =D rex ﬁ- Tedy

1 1 1 1
o 2Vl =2 o= 2 ot X gy ==k

geG rzeX TR, rERy, kx
kde Ry, ..., Ry jsou orbity akce ¢ na X. O

A7 do konce této sekce se omezime na akce grup na sobé pomoci vnitinich automorfismu, tj.
¢ : G — S(G) bude definovano vztahem g +— ()9. Ziejmé h € G ma v této akci jednoprvkovou
orbitu praveé kdyz pro kazdé g € G je g®h = h® g, tj. h je prvkem centra grupy G ve smyslu
nésledujici definice:

Definice 1.56. Centrem grupy G rozumime mnozinu {h € G |Vg € G: g ®h = h ® g}, tj.
mnozinu vSech prvku G, které komutuji s kazdym prvkem grupy G. Centrum grupy G budeme
znacit Z(Q).

Lemma 1.57. Necht G = (G,®,7! e) je grupa. Pak Z(G) < G.

Diikaz. Ziejmé e € Z(G) a Z(G) je uzaviené na @. Je-lig € Z(G), pak g~ 'oh = (b1 © g)_1 =
(9O h_l)_1 =hog !, takie g7! € Z(G). Tedy Z(G) je podgrupa v G.

Zbyva dokézat, ze Z(G) je normélni podgrupou v G. Necht g € Z(G) a h € G. Pak
hogoht=hohlog=evg=gtj. hOogohtec Z(G), a Z(Q) je invariantni na
vnitini automorfismy grupy G. O

Pozndmka 1.58. Ziejmé grupa G je komutativni pravé kdyz Z; = Z(G) = G. Je-li Z(G)
netrividlni podgrupou v G, muzeme podle 1.57 vytvorit faktorovou grupu G/Z(G) a urcit
jeji centrum: podle 1.45 je tvaru Z3/Z; kde Z3 je normélni podgrupa G obsahujici Z;. Je-li
71 # Zo # (G, muzeme pokracovat analogicky.

Grupy, pro které existuje pfirozené ¢islo n > 0 takové, ze Z, = G se nazyvaji nilpotentns.
Nejmensi takové n se nazyva stupen nilpotence grupy G atada {e} = Zp < Z1 < Zy < --- <
Zn, = G je horni centrdlni fada grupy G.

Komutativni grupy jsou tedy pravé grupami stupné nilpotence 1.

Je-lli G = (G,®,7 !, e) grupa, pak se jeji nosi¢ d4 napsat jako disjunktni sjednoceni nasledujicim

zpusobem G = Z(G) Udisi- Uffg} Oy, kde I je mnozina reprezentantu alespon dvouprvkovych
orbit grupy G. Z 1.54 méame okamzity dusledek:
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Dusledek 1.59. Necht G = (G,®,7 !, e) je koneénd grupa. Pak |G| = |Z(G)|+>,¢/1G : Cl,
kde I je mnozZina reprezentantu alespori dvouprvkovych orbit grupy G.

Kone¢né grupa muze obecné mit trividlni centrum - to je piipad symetrické grupy S, pro
n > 3, a téz kazdé jednoduché konecné nekomutativni grupy (viz dale Priklad 1.70). Naopak,
pro p prvocislo ma kazdd konecnd p-grupa netrivialni centrum, a tedy je nilpotentni:

Disledek 1.60. Necht p je prvoéislo.
(1) (Burnside) Necht G = (G,®,7%,e) je p-grupa (tj. G je rddu |G| = p" pro néjaké
0<neN). Pak |Z(G)| > 1.
(2) Kazda koneénd p-grupa je nilpotentni.

Diikaz. (1) Piedpoklddejme, ze |Z(G)| = 1. Z 1.57 a 1.29 plyne, ze pro libovolné h € G, h # e
plati, ze [G : Cy] | |G| = p™. Pak [G : Cy] = p™ pro néjaké 1 < nj < n. Pak podle 1.59
Pt =1+ G Chl =1+, ;0" To je spor, protoze jak levd strana, tak i suma na
pravé strané, jsou délitelné p, ale p t 1. Tedy |Z(G)| > 1. (2) Plyne z (1) podle Pozndmky
1.58. ]

Definice 1.61. Soucinem koneéné mnoha grup G; = (G, ®;, ' ,e;) (1 < i < m) rozumime
grupu Gi X - -+ X Gy, jejimz nosicem je kartézsky soucin nosict Gy X - -+ X Gy, s grupovymi
operacemi definovanymi po slozkdch: (g1,...,9m) ® (¢1,---,90) = (91 O1 915+ Im Om Ghn),
(91, gm) " = (071 051 @ e = (e1r - m).

Pro kazdé 1 < i < m je grupa G; izomorfn{ podgrupé G; v G s nosicem G tvorenym vsemi
prvky tvaru (eq,...,€i—1, i, €it1,---,€n), kde g; € G;. Tedy také G = G| x---x G . Podgrupy
G; (1 <i <m) spolu komutuji (tj. g; © g; = g; © g; pro kazdé i # j <m, g; € G} a g; € G}),
a kazdy prvek g € G lze jednoznacné vyjadrit jako sou¢in g = ¢f ©® -+ @ g}, kde ¢, € G, pro
1< <m.

Posledné zminéns vlastnost charakterizuje koneéné souciny grup: je-li G = (G,®,7!,e)
grupa a H; (1 < ¢ < n) jsou jeji komutujici podgrupy takové, ze kazdy prvek g € G lze
jednoznaé¢né vyjadrit jako soucin g = h1 ® -+ ® h,, kde h; € H; pro kazdé 1 < ¢ < n, pak

g £ Hi X -+ X Hp, kde izomorfismus ¢ je definovan pfitazenim g +— (hy, ..., hy,).

Ve specidlnim piipadé kdy p je prvocislo a G; = Z, pro 1 < i < m je souc¢in G dokonce
linedrnim prostorem nad télesem Z,, podgrupy G, (1 < i < m) jsou jeho nezavislymi Z,-
linearnimi podprostory a G je souc¢inem téchto svych podprostori ve smyslu linearni algebry.

Predchozi fetézec snadnych tivah nds nyni dovadi ke strukturnim vysledkum, které uz viitbec
nejsou ziejmé na prvni pohled.

Pro prvni z nich pfipomenme, ze vSechny grupy prvociselného fadu jsou cyklické, a tedy
komutativni, viz. Dusledek 1.47.

Véta 1.62. Necht G je grupa fddu p?, kde p je prvocislo. Pak G je komutationd, a bud G ~ Lo
nebo G >~ Zy, X L.

Dukaz. 7 1.60 vime, ze |Z(G)| > 1. Podle Lagrangeovy véty 1.29 k dukazu komutativity staci
vylou¢it moznost, ze |Z(G)| = p.

Pokud ale |Z(G)| = p, je Z(G) cyklickd grupa fadu p, a stejné tak i G/Z(G). Uvazujme
prvky h,z € G takové, ze e # z € Z(G) a h ¢ Z(G). Pak pro kazdé g € G existuje m < p
tak, ze gZ(G) = h"Z(G), a tedy pro kazdé g € G existuji m,n < p tak, ze (hm)_1 ©g=
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2", tj. g = 2" ® h™. Pro libovolnd ¢,¢' € G mdme g = 2" ® ™, ¢ = 2" © k™, odkud
gOgd = "N e (" o) = 2" 0 (W™ e 2V)e ™ = 2 o k' Podobne
g ®g=2z"""" k"™ 4 G je tedy komutativni. To je spor s predpokladem, ze |Z(G)| = p.

Pokud G obsahuje prvek fadu p?, je G ~ Zy2. Pokud maji vSechny prvky e # g € G
rad p, je G linedrnim prostorem dimenze 2 nad télesem Z,. Libovolny rozklad G' na soucin
jednodimenzionalnich podprostort pak indukuje izomorfismus G ~ Z,, x Z,,. O

Pozndmka 1.63. Grupy G #adu p?, kde p je prvoéislo, uz komutativni byt nemuseji. Pro dané
p jich existuje az na izomorfismus pravé pét. Tii z nich jsou komutativni: Z,s, Z,2 x Z; a
Ly X Loy X Loy, & dveé nekomutativni:

Pro p = 2 je to dihedrélni grupa A, (se dvéma generédtory a, b, spliujicimi definujici
relace a* = 1, b> = 1 a bab = a~!') a grupa kvaternionti Qg (se dvéma generdtory a, b,
splitujicimi definujici relace a* = 1, b = a? a b=tab = a~!). Grupa Qg je izomorfni podgrupé
multiplikativni grupy télesa kvaternionu H sestévajici z matic +1, +1i, +j, £k (viz déle Piiklad
2.5(4)).

Pro p > 2 je to grupa se dvéma generatory a, b, splinujicimi definujici relace a?’ = 1,
W =1 a b lab = a'tP, a grupa se tfemi generdtory a, b, ¢, spliujicimi definujici relace
a?=W=cP=1a b lab=caalctac=b"teThe = 1.

Podobné obecné nejsou komutativni ani grupy fadu p.q kde p # ¢ jsou prvocisla - nej-
jednodusim piikladem je grupa Ss.

p

Nésledujici véta o struktufe koneénych komutativnich grup je znama uz od roku 1878, kdy ji
publikovali Frobenius a Stickelberger. Jeji diikaz rozdélime do dvou ¢asti: prvni umozni rozklad
grupy na soucin tzv. p—primarnich komponent, druhd da dplny popis téchto komponent.

Lemma 1.64. Necht G = (G,®,7 !, e) je koneénd komutativni grupa Fddu n = plfl ...phm
kde p; jsou prvocisla a k; > 0 pro kazdé 1 < i < m. Pro1 <1i < m polozme G; = {g € G |
A >0:0(g) = pi} Pak G; je nosicem podgrupy v G (tzv. p;i—primérni komponenty grupy G)
a existuje grupovy izomorfismus G = Gy X -+ X G,

Diikaz. To, ze G; < G je ziejmé z definice faddu prvku v grupé 1.31. Protoze G je komutativni,
zbyva podle 1.61 jen dokézat, ze kazdy prvek g € G lze jednoznaéné vyjadiit ve tvaru g =
g1 O O gmkde g; € G; prol <i<m.

Existence: Podle 1.29 méame o(g) = plll...pfglf kde I; < k; pro 1 < i < m. Polozme
g = pil pifllpiill ...pm. Protoze ¢isla ¢; (1 < i < m) jsou nesoudélnd, existuji celd cisla
zi (1 < i <'m) takovd, ze >y ,c,, 2i¢i = 1. Polozme g; = g*%. Ziejmeé g% € G, takze také
gi € Gy, aplati g1 © -+ © g, = g=1<ism %% = g,

Jednoznac¢nost zfejmé staci dokézat jen pro g = e. Necht e = g1 © g2 ®- - - ® gy, je netrividlni
vyjadieni s minimalnim poctem, r, indexi 1 < i < m takovych, Ze g; # e;. Zejmé r > 2.
Necht napiiklad g1 # ey, tj. o(g) = p} > 1. Bylo-li i # 1 takové, 7e e; # g; € G;, pak také
gf i # e;, a tedy vyjadieni e = e; ©® ggll ©--06 gfrl} je netrividlnim vyjadienim e, ve kterém je
pocet indexu 1 < ¢ < m takovych, ze g; # e;, roven r — 1, ve sporu s minimalitou r. O
Lemma 1.65. Necht p je prvocislo, m > 0 a G = (G,0,7 ! e) je komutationi grupa, jejiz
kazdy prvek md 7dd p' pro néjaké | < m. Necht g € G je mazimdlniho Fddu. Potom existuje
podgrupa H v G takovd, ze G = (g) x H.

Diikaz. Muzeme predpoklddat, ze o(g) = p". Podle Zornova lemmatu existuje podgrupa
H < G takova, ze HN (g) = {e} a H je maximdln{ s touto vlastnosti, tj. H' N (g) # {e} pro
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kazdou podgrupu H C H' < G. Zbyvé dokdzat, ze nejmensi podgrupa G obsahujici g i H je
G, tj. (g) H = G. (Pak lze kazdy prvek ¢’ € G jednoznacné rozlozit na soucin ¢’ = g™ ® h pro
néjaké prirozené n a h € H, a tedy G = (g) x H podle 1.61.)

Predpokladejme, ze existuje g1 € G\ (g) H. Protoze fad g; je mocninou p, muzeme téz
predpokladat, ze (g1)P = g™ © h pro néjaké n pirirozené a h € H (jinak nahradime g; prvkem
gll’]c kde k je nejmensi takové, ze g‘fk ¢ (g) H). Piitom n > 0, jinak by volba H' = (¢1) H
dala H C H' a H' N (g) = {e}, ve sporu s maximalitou H (pokud by totiz ¢f ©® h = ¢" kde p
nedéli k, pak by existovala cela ¢isla a,b takova, ze a.k +b.p =1, a gi"k ® h* = ¢g*", odkud

g1 = g1 € (g) H).

Déle e = (g1)?" = (¢")*" " ® h*"™"", a protoze H N (g) = {e}, také (¢g")P" ' =e = hP
Ale o(g) = p™, takze n = pny pro néjaké prirozené ¢islo ny > 0.

Oznatme gy = ¢g-™ © ¢1. Pak (g2)? = g" ©¢g" ©h = h € H, ale g5 ¢ (g) H protoze
g1 ¢ (g9) H. Polozme H' = (go) H. Pak opét H C H' a H' N (g) = {e}, ve sporu s maximalitou
podgrupy H. Tim je dokazéno, ze G = (g) H. O

m—1 m—1 m—1

Véta 1.66 (Frobenius-Stickelberger). KaZdd koneénd komutativni grupa G # {e} je soucinem
konecéné mnoha cyklickych grup, z nichz kaZdd md vdd, ktery je mocninou néjakého prvocisia.

Duikaz. Podle 1.64 je G izomorfni sou¢inu svych primarnich komponent: G = Gy X -+ X Gp,.
Muzeme tedy predpokladat, ze G = Gy je rovna své p—primarni komponenté. Podle 1.65 mame
G 2 Cx@', kde C je cyklickd podgrupa v G maximéalnfho fadu, p™, kde m > 0. Pokud G’ # {e},
pouziti 1.65 pro G’ dava G’ = C' x G”, kde C’ je cyklickd podgrupa v G’ maximélniho rddu,
p" kde 0 < m’ < m. Protoze G je koneina a rady grup G, G, G”,... tvoii ostie klesajic
posloupnost, dava tento postup po koneéném poctu kroku pozadovany rozklad grupy G na
soucin cyklickych grup. O

Pozndmka 1.67. Z 1.47 a 1.66 plyne, ze pro kazdou netrivialni koneé¢nou komutativni grupu
G existuje izomorfismus
(%) G=Zym x - XZka

kde k > 0, p; jsou (ne nutné ruznd) prvocisla a 0 < n; (ne nutné ruznd) piirozena ¢isla pro
1 <4 < k. Z Krull-Schmidtovy véty pak plyne, ze kazdé vyjadieni grupy G jako soucinu
cyklickych grup faddu mocnin prvocisel ma pravé k ¢lenu, a navic existuje bijekce mnoziny
vSech ¢lenu tohoto vyjadfeni na mnozinu vsech ¢lenu vyjadfeni (x) takovd, ze odpovidajici si
¢leny jsou izomorfnimi grupami.

Lemma 1.65 jsme zformulovali pro obecné nekoneéné komutativni grupy, jejichz vsechny
prvky maji fad tvaru p' (I < m). Analogii Frobenius-Stickelbergerovy véty lze totiz dokézat
i pro nekonetné komutativni grupy, které jsou omezené (tj. vSechny jejich prvky maji fad
<'n pro pevné dané pfirozené ¢islo n, nebo-li jsou to Z,—moduly ve smyslu §2.3). I v tomto
pripadé jsou vSechny rozklady G jednoznacné urcené podobné jako v predchozim paragrafu,
jde tu ovSem o rozklady na nekonecné kosouciny ve smyslu Piikladu 2.70.

1.4. Maticové grupy a linearni reprezentace grup. Dulezitou ¢asti teorie grup je zk-
oumani linedrnich akci grup na vektorovych prostorech kone¢né dimenze. Toto zkoumaéni
prirozené spojuje abstraktni algebru s linearni algebrou a geometrii. Protoze kazdy vektorovy
prostor koneéné dimenze n nad télesem K je izomorfni aritmetickému prostoru K™ vsech
n-tic prvkua télesa K, lze toto zkouméni redukovat na linedrni akce grup na prostoru K",
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tj. na grupové homomorfismy grup do obecné linedrni grupy GL(n, K) ve smyslu nasledujici
definice:

Definice 1.68. Necht 0 < n € N a K je komutativn{ téleso. Oznatme GL(n, K) mnozinu
vsech reguldrnich ¢tvercovych matic stupné n nad K. Na GL(n, K) definujme strukturu grupy
nasledujicim zptsobem

(1) e = E,, (jednotkovd matice stupné n);

(2) A® B = A x B, kde x zna¢i nésobeni matic;

(3) A~! = inverznf matice k A.
Grupu GL(n, K) nazyvame obecnou linedrni grupou stupné n nad K.

Z linedrni algebry vime, ze GL(n, K) je izomorfni grupé vsech automorfismu vektorového
prostoru K", a také zndme pojem determinantu matice. Pro matice z GL(n, K) dostavame
zobrazeni det: GL(n, K) — K*, A+ det A, kde K* je multiplikativni grupa vsech nenulovych
prvku télesa K. Zobrazeni det je grupovym homomorfismem grupy GL(n, K) na K* nebot
det(A x B) = det A - det B.

Definice 1.69. Jadro homomorfismu det, Ker det = {A € GL(n,K) | det A = 1} ael-
SL(n, K) je podle 1.38 normalni podgrupou v GL(n, K). Tuto grupu znac¢imée SL(n, K) a
nazyvame specidlni linedrni grupou stupné n nad K.

Déle definujeme PSL(n, K) =4 SL(n,K)/Z(SL(n,K)), kde Z(SL(n, K)) zna¢i centrum
grupy SL(n, K). Grupu PSL(n, K) nazyvame projektivni specidlni linedrni grupou stupné n
nad K.

Grupa G = (G, ®,7 !, e) se nazyva jednoduchd, pokud trividlni podgrupy G a {e} jsou jeji
jediné normalni podgrupy.

Priklad 1.70. Zakladnim piikladem jednoduché konecné grupy je cyklickd grupa Z,, kde p je
prvocislo (viz. 1.31). Z 1.47 snadno plyne, ze cyklické grupy prvociselného radu jsou jedinymi
komutativnimi jednoduchymi grupami.

Dalsimi priklady jednoduchych koneénych grup jsou alternujici grupa A, pro n > 5 a pro-
jektivni specidlni linedrni grupa PSL(n, K) pro K konecéné téleso an > 1 (s vyjimkou piipadu
PSL(2,7Z9) a PSL(2,Z3)) - tyto dva netrividlni vysledky pochézeji od Galoise resp. Jordana
a Dixona. Jednoduchost alternujici grupy A, pro n > 5 je klicovd pro dukaz neexistence
obecného feseni rovnice patého a vyssiho stupné ,,v radikdlech” (tj. pomoci kone¢ného poctu
béznych algebraickych operaci s koeficienty rovnice).

V roce 1981 bylo Gorensteinem ozndmeno dokoncéeni klasifikace vSech jednoduchych konecnych
grup — kromé vySe zminénych existuje jesté nékolik dalsich nekone¢nych fad téchto grup a
26 jednotlivych (tzv. sporadickych) grup. Publikace tiplného dukazu této klasifikace byla ale
dokoncena teprve neddvno, dvéma monografiemi Aschbachera a Smithe vydanymi AMS roku
2004.

Definice 1.71. Necht G = (G,®,7!,e) je grupa, K je komutativni téleso a 1 < n € N,
Reprezentact grupy G stupné n nad K rozumime grupovy homomorfismus ¢: G — GL(n, K).
¢ je vérnd reprezentace, pokud Ker ¢ = {e}.

Priklad 1.72. Ptikladem reprezentace grupy GL(n, K) stupné 1 nad K je grupovy homomor-
fismus det: GL(n, K) — K* = GL(1, K). Tato reprezentace je ale vérna jen pro n = 1.

Je-li G podgrupou aditivni grupy (K, +, —, 0) néjakého komutativniho télesa K, je prikladem
vérné reprezentace grupy G stupné n > 2 nad K grupovy homomorfismus ¢: G — GL(n, K)
definovany vztahem



ALGEBRA 1 17

10 0

0 1 0
g —

g 0 ... 1

Pozndmka 1.73. Z linedrn{ algebry zndme pojem stopy matice: stopa matice A = (a;;) A€

GL(n, K) se znadi tr (A) a je definovana jako tr (A) = D i< Wii-

Dvé matice A, B z GL(n, K) jsou podle 1.35 konjugované pravé tehdy, kdyz existuje vnitini
automorfismus (urceny nékterym prvkem z GL(n, K)), ktery prevadi jednu matici na druhou.
To nastéva pravé tehdy, kdyz existuje matice C € GL(n,K): A= Cx BxC~!, neboli A ~ B
(tj. matice A je podobnd matici B).

Podle 1.53 orbity prvku (pti akci GL(n, K) na sobé pomoci vnitinich automorfismu) odpovidaji
tfidam ekvivalence ~ (podobnosti matic = konjugovanosti v GL(n, K)). Matice s jedno-
prvkovymi orbitami (tedy matice z centra GL(n,K)) jsou pravé diagondlni matice s 0 #
a;; = ajj pro viechna 7,7 < n. (Je-li K algebraicky uzaviené téleso, obsahuje kazda orbita
pravé jednu matici v Jordanové kanonickém tvaru.)

Z linearni algebry také vime, ze podobné matice maji tutéz stopu: protoze K je komutativni,
plati dokonce tr (AxB) = >, > a;jbji =32, >, bjiaij = tr (BxA), atedy tr (CxAxC~1 =
tr (A) pro kazdou matici C € GL(n, K).

Definice 1.74. Nechf G = (G,®,7!,e) je grupa a ¢ : G — GL(n, K) je jeji reprezentace
stupné n nad K. Zobrazeni x,: G — K definované g — tr (¢(g)) se nazyva charakterem
reprezentace .

Definice 1.75. Necht G = (G,®,7!,e) je grupa, p: G — GL(n,K) a¢': G — GL(n, K) jsou
jeji reprezentace stupné n nad K. Pak ¢ je ekvivalentni s ¢’ pokud existuje C € GL(n, K)
takova, ze pro kazdé g € G je ¢'(9) = C x p(g) x C~1

nxn’

Pozndmka 1.76. Pri geometrickém pohledu, kdy misto GL(n, K) uvazujeme grupu A vsech
automorfismu vektorového prostoru V' dimenze n nad K a ’geometrickou reprezentaci’ defin-
ujeme jako grupovy homomorfismus G do A, odpovidaji ekvivalentni reprezentace ruznym
aritmetizacim (volbam K-béze ve V' indukujicim izomorfismus GL(n, K) na A) téze ’geomet-
rické reprezentace’.

Lemma 1.77. Necht G = (G,®,7 ', e) je grupa, ¢: G — GL(n, K) je reprezentace grupy G
stupné n nad K a g,¢" jsou dva konjugované proky z G. Pak x,(9) = xe(d')-
Diikaz. 7 predpokladii vime, Ze existuje h € G takové, ze ¢’ = h ® g ® h™L. Tedy o(g)
@(h)xp(g) xp(h~1), amatice ¢(g) a p(g') jsou podobné. Z 1.73 a z toho, 7e x,(g) = tr (¢(g
plyne x,(9) = X (9')-

Predchozi lemma se nékdy stru¢né formuluje vétou, ze charakter reprezentace je ,,tridova
funkce” (,,ttidou”se zde rozumi tiida ekvivalence byt konjugovén).

o= |

Lemma 1.78. Necht G = (G,®,7!e) je grupa, o, ¢’ jsou dvé ekvivalentni reprezentace
grupy G stupné n nad K. Pak X, = X,r.

Diikaz. Podle predpokladu existuje C' € GL(n, K) takové, ze pro kazdé g € G je ¢/(g) =
C x ¢(g) x C~1. Tedy pro kazdé g € G jsou ¢(g) a (g’) podobné. Z 1.73 a 1.74 nakonec
plyne, ze pro kazdé g € G je x,(9) = X (9). O
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Pozndmka 1.79. Charakter reprezentace ¢ nahrazuje matici ¢(g) jeji stopou, a tedy ztréaci
mnoho informaci o této matici. Podle 1.78 nerozlisi ekvivalentni reprezentace.

V klasickém pripadé reprezentaci koneénych grup nad télesem, jehoz charakteristika nedéli
rad grupy, lze vSak prekvapivé 1.78 obratit: charakter ireducibilni reprezentace urcuje tuto
reprezentaci az na ekvivalenci. To je divodem, pro¢ maji charaktery reprezentaci v klasické
teorii centralni roli.

Nyni pouzijeme Cayleyho vétu ke konstrukci tzv. reguldrni reprezentace koneéné grupy:

Véta 1.80 (Konstrukee reguldrni reprezentace). Necht G = (G, ®,~ %, e) je koneénd grupa,
|G| = n, K je komutativni téleso. Potom existuje vérnd reprezentace grupy G stupné n nad
K.

Dukaz. 7 véty 1.22 a jejiho dukazu vime, ze @:

0: G — S(G)
g = Lg
je prosty grupovy homomorfismus. Zvolme bijekei (oc¢islovani) b: G — {1,...,n}, pak &:

£b3 S(G) — Sy
f +— bofob!
je grupovy izomorfismus. Zvolme déale zobrazeni 1) :
Y: S, — GL(n,K)
p +— permutacéni matice p
kde permutacni matice p je matice A = (aj;),,,,,,» kterd ma na misté a;; hodnotu 1 pokud
p(j) = 1, jinak a;; = 0. Jelikoz ¥(p o p’) = ¥(p) x ¥(p') pro kazdé dvé permutace p,p’ € S,
je 1 grupovy homomorfismus, jehoz jadrem je Ker ¢ = {p | ¥(p) = E,} = idg,. Tedy ¢ je

prosty grupovy homomorfismus a zobrazeni ¢, = 1) o &, o ¢ je vérnou reprezentaci grupy G
stupné n nad K. O

Definice 1.81. Homomorfismus ¢, : G — GL(n, K) sestrojeny v dukazu 1.80 se nazyva
requldrni reprezentace grupy G stupné n nad K.

Lemma 1.82. Necht b,V/: G — {1,...,n} jsou dvé bijekce z dikazu véty 1.80. Pak reprezen-
tace pp a py jsou ekvivalentni.

Dukaz. Je tieba dokazat, ze existuje C' € GL(n, K) takovd, ze pro kazdé g € G je vy (g) =
C x pp(g) x C~1. Z 1.80 vime, 7e py(g) = (bo Lyob™) a gy (g) = (b o Lyo (')71).
Polozme C = (b o b~!). Pak C € GL(n, K), a pro kazdé g € G je

C x gp(g) x C™L=p(H o b™) x ¢h(bo Lyob) x (W ob~ 1)) ' =

=B obtoboLyob obo () ) =B oLyo (H) ") = wy(g).
d
Pozndmka 1.83. Predchozi lemma v podstaté tika, ze nezalezi na tom, jakou bijekci si v

dukazu véty 1.80 zvolime. Vzdy dostaneme, az na ekvivalenci, tutéz reguldrni reprezentaci
grupy G stupné n nad K.
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Podivejme se nakonec, jak vypadd charakter regularni reprezentace:

Lemma 1.84. Necht G = (G,®,7!,e) je grupa a oy je jeji requldrni reprezentace stupné n
nad K. Pak pro jeji charakter plati

Xsob(g) :{ 0, 9#¢

n, g=e

Drikaz. Piedevsim, pro libovolnou reprezentaci ¢ plati p(e) = E,,, atedy xo,(e) = tr (E,) =n
(n zde znaci n-krat se¢tenou jednotku télesa K).

Pro g # e jsou na hlavni diagondle matice (b o Ly o b~!) vesmés nuly: jinak by totiz
permutace b © Ly © b=! méla alespon jeden pevny bod, a tedy leva translace Ly by méla
alespon jeden pevny bod. Ale Ly(h) = h implikuje g = e, spor. Tim spiSe je stopa matice
Y(bo Lyobt) nulovd, tj. xy,(9) = 0. O

Pozndmka 1.85. Klasickd teorie reprezentaci koneénych grup (nad télesem, jehoz charak-
charakteristiky délici fad grupy (tzv. moduldrni reprezentace) vsak vyzaduji jiny piistup.
V prednéSce Algebra II uvidime, Ze reprezentace grupy lze vzdy ekvivalentné studovat jako
moduly nad jeji grupovou algebrou.

V klasickém piipadé je podle Maschkeho véty grupova algebra totalné rozlozitelnd, a tedy
sta¢i popsat reprezentanty tiid ekvivalence ireducibilnich s¢itanct reguldrni reprezentace.
Téch je konectné mnoho, a kazd4a reprezentace je ekvivalentni direktnimu souctu jejich kopii.
Pocet téchto kopil je pfitom dplnym invariantem (tj. urcuje kazdou reprezentaci az na ekvi-
valenci).
rickou algebrou. Teorie modularnich reprezentaci je tak vlastné ¢asti teorie modula nad sy-
metrickymi kone¢né dimenziondlnimi algebrami ve smyslu nasledujici kapitoly.

2. OKRUHY A MODULY

2.1. Okruhy. Pojem okruhu poskytuje obecny ramec pro nékolik klicovych algebraickych
pojmi: ¢isla, polynomy a matice.
Definice 2.1. R = (R,+,—,0,.,1), kde 0 # 1 se nazyvé okruh (asociativni, s jednotkovym
prvkem), pokud
(1) (R,+,—,0) je komutativni grupa,;
(2) (R,.,1) je monoid;
(3) Operace - je distributivni z obou stran k +, tedy pro vSechna r1,79,7r3 € R plati
(7"1 + 7"2).7’3 = 71.13+T10.T3
r3.(r1 +12) = 131413
Pro kazdé r € R plati, ze .0 + r.0 = r.(0 + 0) = .0, a tedy r.0 = 0, a podobné 0.r = 0.
Casto budeme misto rq.ro psat jen rirs.

Definice 2.2. Necht R = (R, +,—,0,-,1) je okruh. Centrem okruhu R nazyvdme mnozinu
{r € R|Vs € R:rs=sr}. Znaceni: Cen R. Okruh R je komutativn{ pokud Cen R = R.

Dulezitymi piipady okruhu jsou télesa, znaméd z linedrni algebry:
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Definice 2.3. Necht R = (R,+,—,0,-,1) je okruh, pak R je téleso, pokud (R \ {0},.) je
kvazigrupa (tj. (R\ {0},.,71,1) je grupa).

Definice 2.4. Necht K je komutativni téleso a R = (R, +,—,0,.,1) je okruh. Potom R je
K -algebra, pokud plati

(1) R je vektorovym prostorem nad K, jehoz aditivni grupou je (R, +,—,0);
(2) Pro kazda r,s € R a k € K plati (r.s)k = r.(sk) = (rk).s.

Ekvivalentné, K-algebra je okruh R obsahujici ve svém centru kopii télesa K (pfifazenim
k— 1k).

Priklad 2.5. S aditivnimi a multiplikativnimi grupami vétsiny nasledujicich piikladu jsme se
uz setkali (viz. 1.12):

(1) R=(Z,+,-,0,.,1), okruh vsech celyjch ¢isel s obvyklymi operacemi.

(2) R=2Z,=({0,...,n—1},+n, —n,0n, n, 1), okruh vSech zbytkua celych ¢éisel modulo
n s operacemi sc¢itani, nasobeni a vzeti opacného prvku modulo n, s nulou 0, = 0 a
s jednotkou 1,, = 1. . Z,, je (konecnym) télesem pravé kdyz n je prvoéislo. (Existuji i
jiné piiklady konecénych téles. Podle Wedderburnovy véty jsou vSechna koneénd télesa
komutativni; jejich strukturu uplné popiSeme v navazujicim textu Algebra II).

(3) Prikladem komutativnich téles jsou télesa vech racionalnich, redlnych a komplexnich
¢isel s obvyklymi operacemi, znacend po radé Q, R, C. Kazdé z téchto téles je zaroven
algebrou nad kazdym ze svych podtéles, napt. C je R-algebrou dimenze dim Cr = 2.

(4) Mnozina vsech kvaternionu

H = {(_“1_) Z) \u,vec} C M,(C)

s obvyklymi operacemi pro matice je piikladem nekomutativniho télesa. H obsahuje
kopii C jako podtéleso (je tvofena maticemi nulovymi mimo hlavni diagondalu). Jako
R-algebra mé H dimenzi 4, R-bézi H tvoif matice 1 = ({?),i= (%), i= (%) a
k= (%)

Ctenar, ocekavajici nyni pfiklady téles vyssich koneénych dimenzi nad R, bude
zklamén: podle Frobeniovy véty jsou R, C a H az na izomorfismus jedinymi kone¢né
dimenzionalnimi R-algebrami bez netrividlnich déliteli nuly.

(5) Necht K je komutativni téleso, 0 < n € N, pak R = M,,(K) = (M,,(K), +,—,(0),,4,,> X, En)
je okruh vsech ¢tvercovijch matic stupné n nad K. Tento okruh je zaroven K-algebrou
dimenze dim Rx = n?. Pro n > 2 neni M,,(K) komutativni.

(6) Necht K je komutativni téleso, 1 < n € N, pak R = UT,,(K) = (UT,(K),+,—,(0),,5,,» X+ En)
je okruh vsech hornich trojiuhelnikovych matic stupné n nad K. Zde UT, (K) znaci
mnozinu véech matic z M,, (K), které jsou nulové vsude pod hlavni diagonalou. UT,,(K)
je K-algebrou dimenze dimRx = n(n + 1)/2, kterd neni komutativni.

(7) Necht K je komutativni téleso. Pak R = (K|z],+, —,0,.,1) je okruh polynomai jedné
neur¢ité x nad K. Tento okruh je komutativni; je K-algebrou nekoneéné dimenze
dim R = w (K-bazi této algebry je napiiklad mnozina {z" | n € Ny}).

Podobné lze definovat okruh polynomu jedné neurcité nad libovolnym okruhem
S: R =(S[x],+,—,0,.,1). Indukei tak muzeme definovat okruh polynomu konecéné
mnoha komutujicich neuréitych z1,...,x, nad komutativnim télesem K: R =
Klxy,...,z5] = K[z1, ..., zp_1][xs).
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Poznamka 2.6. Okruh polynomu je specidlnim piipadem obecnéjsi konstrukee tzv. monoidového
okruhu, RG, monoidu G a okruhu R (kdy R = K a G — volny komutativni monoid). Jiny
specialni pripad, kdy G je grupa a R = K, ddva dulezity pojem grupové algebry grupy G (viz.
Pozndamku 1.85). Témto pojmum, a zejména okruhum polynomu nad komutativnimi télesy,
se podrobnéji vénuje predndska Algebra II.

Nyni uvedeme priklad K-algebry jiného typu:

Priklad 2.7. Nechf K je komutativni téleso, G je graf s koneénou mnozinou vrcholi V a
mnozinou (orientovanych, nasobnych) hran H. Symbolem (KG) znacime algebru cest grafu
G.

(KG) je vektorovym prostorem nad K s bazi tvorenou vsemi vrcholy (= prvky V') a vSemi
cestami v grafu G (= kone¢nymi posloupnostmi navazujicich orientovanych hran). Zfejmé
(K@) ma konetnou dimenzi pravé kdyz graf G neobsahuje orientované cykly.

Multiplikativni strukturu staci definovat na bézi prostoru (K G) — jeji jednoznacéné (linedrni)
rozsifeni na cely prostor je pak ziejmé. Na bézi je ndsobeni definovéano nasledovné: jsou-li ¢y, co
dvé cesty v grafu G, pak c; - co je cesta vznikla jejich slozenim pokud cy navazuje na cp, a
c1-c3 = 0 jinak. Jsou-li vy, v9 dva vrcholy grafu G, pak vy -vy = vy pokud vy = vy, a vy vy =0
jinak. Je-li ¢ cesta v G a v je vrchol G, pak v - ¢ = ¢ pokud v je pocatecni vrchol cesty ¢, a
v - ¢ = 0 jinak. Podobné ¢ - v = ¢ pokud v je koncovy vrchol cesty ¢, a ¢-v = 0 jinak.

Snadno se ovéri, ze (KG) s pravé definovanymi operacemi tvori K-algebru.

Pozndmka 2.8. Konstrukce algebry cest v 2.7 zahrnuje fadu znamych konstrukei algeber
jako specidlni piipady. Napiiklad K-algebra polynomu K[z] je izomorfni algebie cest grafu
tvoreného pouze jednim vrcholem a jednou orientovanou hranou (smyckou). Podobné K-
algebra UT,,(K) je izomorfni algebfe cest nésledujiciho grafu s n vrcholy a n—1 orientovanymi
hranami: e e — ... — e —e.

(Je-li teéleso K algebraicky uzaviené, lze — az na tzv. Moritovskou ekvivalenci — ziskat
jako algebru cest kazdou dédi¢nou kone¢né dimenziondlni K-algebru; navic kazdd konecné
dimenziondlni K-algebra je Moritovsky ekvivalentni faktor-algebie néjaké algebry cest podle
vhodného idedlu generovaného cestami délky aspor 2).

Definice 2.9. Necht R = (R, +, —,0,-,1) je okruh. Pak S = (S, +/, ', 0/, ", 1) je podokruhem
v R, pokud (S,+',—',0) je podgrupa v (R,+,—,0) a (S,-',1") je podmonoid v (R, -, 1).

Je-li navic K komutativni téleso a R je K-algebra, pak S je podalgebrou v R pokud S je
podokruhem a zaroveni K-podprostorem v R.

Priklad 2.10. (1) Je-li R = (R,+,—,0,-,1) okruh, pak S = R je podokruhem v R.
(2) Je-li R = (R,+,—,0,-,1) okruh, pak S = {1+---+1 | z € Z} (viz. 1.32) je
zZX
podokruhem v R, tzv. prvookruhem R. Prvookruh je nejmensim podokruhem v R;
budeme ho znacit Pg.
(3) Je-li R = (R,+,—,0,+,1) okruh, pak jeho centrum Cen R je podokruhem v R.
(4) K-algebra UT,(K) je podalgebrou K-algebry M, (K).

Definice 2.11. Necht R = (R, +, —,0,-,1) je okruh. I C R se nazyvé levy (resp. pravy) idedl
v R pokud (I,+,—,0) je podgrupav (R,+,—,0) apro kazdd r € Rai € I plati r-i € I (resp.
i-rel). Jeli I C R levy i pravy idedl, pak se I nazyva oboustranny idedl nebo prosté jen
idedl v R. (V komutativnich okruzich samoziejmé pojmy levého, pravého a oboustranného
idedlu splyvaji).
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Priklad 2.12. (1) V kazdém okruhu R jsou I = {0} a I = R oboustrannymi idedly, tzv.
trividlnimi idedly. (Levé, pravé) ideédly v okruhu tvoii ¢dstetné usporadanou mnozinu
(vzhledem k inkluzi), trividlni ideély jsou jejim nejmensim resp. nejvétsim prvkem.

Okruh se nazyva jednoduchy, pokud ma jen trividlni oboustranné idedly (srovnej

s 1.70). Napiiklad okruh M, (K) (n > 1, K téleso) je jednoduchy. Struktura vsech
jednoduchych okruhti nenf obecné zndma. Je vsak znama struktura vSech jednoduchych
okruhu bez nekonecnych ostie klesajicich fetézct pravych idealu: podle Wedderburnovy
véty jsou to az na izomorfismus pravé okruhy vSech ¢tvercovych matic nad télesy.

(2) Necht R je okruh a r € R. Pak I = Rr = {s.r | s € R} je levy idedl, tzv. hlavni levy
idedl generovany r. Podobné definujeme hlavni pravy idedl generovany r.

(3) Necht R = Z, pak idedly splyvaji s podgrupami aditivni grupy Z. Tedy libovolny ideal
je hlavni, tvaru Zn pro né&jaké n € N. Okruhy, v nichz je kazdy ideal hlavni, nazyvame
okruhy hlavnich idedli — budeme se jim podrobnéji vénovat pozdéji.

Nasledujici véta charakterizuje télesa jako okruhy, které maji jen trividlni jednostranné
idedly (a tedy komutativni télesa jako jednoduché komutativni okruhy):

Véta 2.13. Necht R = (R, +,—,0,+,1) je okruh. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni
(i) R je teleso.
(ii) R ma jen trividini levé idedly.
(iii) R md jen trividlni pravé idedly.
Diikaz. Dokézeme pouze ekvivalenci (i) < (ii), ekvivalence (i) < (iii) se dokaze analogicky.
(i) = (ii) Necht I je nenulovy levy idedl v R. Vezméme 0 # = € I. Podle piredpokladu existuje
y € R takové, ze yx = 1. Protoze I je levy idedl, je 1 € I, a tedy pro kazdé r € R
mame r =r.1 € [ odkud I = R.
(ii) = (i) Necht 0 # z € R. Pak hlavni levy idedl Rz = {rz | r € R} je nenulovy, tedy
Rxr = R a existuje 2/ € R takové, ze ’.x = 1. Jinymi slovy, kazdy nenulovy prvek
z R je zleva invertibilni. Pak ale existuje (z') € R takové, ze (2').2’ = 1, odkud
(") = (2')1 = ((«/) . 2')x = z, a tedy .2/ = 1 a kazdy nenulovy prvek z R je
oboustranné invertibilni. Tedy nenulové prvky v R tvoii multiplikativni grupu.
O
Definice 2.14. Necht R = (R, +,—,0,.,1) aR' = (R, +',—',0/, ./, 1") jsou okruhy. Zobrazen{
¢: R — R’ je okruhovy homomorfismus pokud ¢ je grupovy homomorfismus (R, +, —,0) do
(R',+',—',0') a zdroven ¢ je monoidovy homomorfismus (R, .,1) do (R',.",1"). Pojem okruhovy
izomorfismus zna¢i okruhovy homomorfismus, ktery je bijekci.
Pozndmka 2.15. Podle 1.20 je ¢ okruhovy homomorfismus pokud pro kazda r, s € R plati, ze
o(r+s) =p(r) + ¢(s), o(r.s) = o(r). ¢(s) a (1) = 1".
Priklad 2.16. (1) Necht R = (R,+,—,0,.,1) je okruh a § = (S,+,—,0,.,1) je jeho
podokruh. Pak vnoreni ¢: S < R je okruhovy homomorfismus.
(2) Necht R = (R,+,—,0,.,1) je okruh. Pak zobrazeni{ ¢ : Z — R definované z
1+--- 41 je okruhovy homomorfismus, jehoz obrazem je prvookruh okruhu R.
—_——

zZX
Oboustranné idealy hraji v teorii okruhui stejnou roli jako normalni podgrupy v teorii grup:
Lemma 2.17. Necht R = (R,+,—,0,.,1) a S = (S,+',-',0,./,1") jsou okruhy a ¢: R — S
je okruhovy homomorfismus. Pak Ker ¢ = {r € R | ¢(r) = 0'} je oboustranny idedl v R a
Imep={se€S|3reR:p(r)=s} jepodokruh v S.
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Diikaz. Dokazeme pouze tvrzeni o Ker ¢: protoze ¢ je grupovy homomorfismus, je Ker ¢
podgrupa v R. Navic pro libovolné i € Ker p ar € R mdme p(r.4) = ¢o(r). p(i) = ¢(r)./0" =0
a podobné p(i.r) = 0/, z ¢ehoz plyne, ze 1.i € Ker ¢ ai.r € Ker ¢. Tedy Ker ¢ je oboustranny
idedl v R. O

Definice 2.18. Nechf R = (R,+,—,0,-,1) je okruh a Z je jeho oboustranny ideal. Na
faktorové grupé (R/I,+,—,0) definujeme operaci - a prvek 1 ndsledovné
(r+0-~(s+I) = r-s+1

1 = 1417

Potom R/I = (R/I,+,—,0,-,1) je okruh, ktery nazyvdme faktorovyj okruh R podle I. Zo-
brazeni n; : R — R/I definované r — r + I je okruhovy homomorfismus na R/I, tzv.
kanonickd projekce podle I. Plati, ze Ker 7y = I a Im 7y = R/I.

Véta 2.19 (o homomorfismu pro okruhy). Necht R = (R, +,—,0,.,1) a R’ = (R, +',-",0/, ./, 1)
gsou okruhy, I je idedl v R a p: R — R’ je okruhovy homomorfismus takovy, Ze Ker p O I.
Potom existuje prdvé jeden okruhovy homomorfismus ¢ : R/I — R’ takovy, Ze ¢ =1 omy.

Diikaz. Podle 1.44 existuje pravé jeden grupovy homomorfismus aditivnich grup, , pro ktery
plati ¢ =1 o 7wy, a ¥ je definovano vztahem

U+ 1) = ().

Protoze ¢((r + I):(s + 1)) = o(r)./¢(s) a (1 +I) = 1', je ¢ okruhovym homomorfismem
podle 2.15. n

Podobné, tj. ovéfenim, ze izomorfismy aditivnich grup jsou v dané situaci i okruhovymi
izomorfismy, se dokazi nasledujici dvé véty o izomorfismu pro okruhy:

Véta 2.20 (1. véta o izomorfismu pro okruhy). Necht R = (R, +,—,0,.,1) aR' = (R, +',-,0/,/, 1)
jsou okruhy a ¢: R — R’ je okruhovy homomorfismus. Potom zobrazeni 1 : R/Ker p — Im ¢
definované vztahem (r + Ker o) = o(r) je okruhovgm izomorfismem.

Priklad 2.21. Necht R = (R,+,—,0,-,1) je okruh. Definujme okruhovy homomorfismus ¢ :
Z — R vztahem ¢(z) = 1% (viz. 2.16 a 1.32). Podle 2.20 plati, ze Im ¢ ~ Z/Ker ¢. Z 2.16
vime, ze Im ¢ je Pg, prvookruh okruhu R. Pro jadro ¢ plati

_ > _ ) {0} pokud char R =0
Kerp={z|1 _0}—{Zn pokud char R = n (n > 2)

(kde char R je nejmensi n € N takové, ze 1 +--- 4+ 1 = 0; pokud takové n € N neexistuje,
—_—

nx
definujeme char R = 0).
Pro libovolny okruh R je tedy prvookruh Pg izomorfni s okruhem celych ¢&isel ,,;modulo
char R”, tj. s faktorovym okruhem Z podle idedlu generovaného char R.

Véta 2.22 (2. véta o izomorfismu pro okruhy). Nechf R = (R,+,—,0,.,1) je okruh a I C
J C R jsou idedly v R. Potom J/I je idedl ve faktorovém okruhu R/I a plati okruhovy
izomorfismus (R/I)/(J/I) ~ R/J.
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2.2. Podilové okruhy a lokalizace. Zavér této kapitoly vénujeme metodé lokalizace, jejiz
ruzné variace tvori dulezitou souc¢dst moderni algebry, geometrie a topologie. Zde se budeme
zabyvat jen jeji zdkladni formou pro komutativni okruhy: konstrukei podilového okruhu komu-
tativniho okruhu. Idea je jednoducha: rozsitit dany okruh tak, aby v rozsiteni bylo mozné snaze
délit; presnéji, aby bylo mozné invertovat prvky z pfedem dané multiplikativni podmnoziny
okruhu. (V obecnégjsich variantéch této metody jde o invertovani systému matic nad okruhem
R, a jesté obecngji, systému morfismt mezi R-moduly ¢i komplexy R-modult.)
Nejprve zavedeme potiebné pojmy:

Definice 2.23. Necht R = (R, +,—,0,-,1) je komutativni okruh.

(i) Prvek z € R je nilpotentni, pokud existuje n € N, n < w takové, ze 2" =g ---x = 0.

nx

Nejmensi takové n € N se nazyva index nilpotence prvku x. (Napiiklad x = 0 m4
index nilpotence 1).

(ii) Prvek = € R je regularni (nebo téz nedélitel nuly), pokud pro kazdé y € R plati, ze
zy = 0 implikuje y = 0.

(iii) Podmnozina S C R je multiplikativni, pokud 1 € S, 0 € S a s1,s2 € S implikuje
$1.52 € S pro kazda sq,s0 € S.

(iv) R je obor integrity, pokud pro kazda nenulova z,y € R plati, ze x.y # 0 (tj. pokud
S = R\ {0} je multiplikativn{ mnozina v R).

Priklad 2.24. (1) Z2=(Z,+,—,0,.,1) je oborem integrity.

(2) Necht p je prvocislo an > 1. Pak vSechny prvky hlavniho idedlu Zyn.p okruhu Z,» jsou
nilpotentni stupné < n, zatimco vSechny prvky mnoziny Z,» \ Zy».p jsou invertibilni.

(3) Necht R je komutativni okruh. Ozna¢me S,y mnozinu vsech jeho reguldrnich prvku.
Pak S;¢4 je multiplikativni, nebot 1 € Sreg, 0 & Speg apokud 51,82 € Sreg ay.(51.52) =
0, pak (y.s1).s2 =0, odkud y.s1 =0 a y =0, tj. 51.52 € Speg-

(4) Necht R je komutativni okruh a s € R nenf nilpotentni. Pak S = {s" | n € N} je
multiplikativni.

(5) Necht R je komutativni okruh a e € R je idempotent (tj. e-e = e). Je-li e # 0, pak
mnozina S = {1, e} je multiplikativni.

(6) Mnozina vsech invertibilnich prvku komutativniho okruhu R (znacent: S;y, nebo R*)
je multiplikativni.

Nasledujici konstrukce zobecniuje znamou konstrukci télesa Q jako télesa trid ekvivalence
zlomku nad Z:

Definice 2.25 (Podilovy okruh). Necht R = (R, +,—,0,-,1) je komutativni okruh a S C R
je multiplikativni. Na mnoziné R x S zavedeme ekvivalenci ~ nasledovné :

(r,s) ~(r',s) &3z e S: (rs —1's) - 2=0

Ozna¢me (r,s) rozkladovou t¥idu prvku (r,s) € R x S podle ~. Na rozkladovych tfidach
(R x S)/~ definujeme operace :
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(r,s)+(r',s") = (rs'+1's,s8)
—(r,s) (—r,s)
(rys)=(r',s") (rr!, ss’)
0 (0,1)
1 = (1,1)

Véta 2.26. Operace +, —, 0, -, 1 definuji na (RxS)/~ z 2.25 strukturu okruhu, oznac¢ovaného
RS~ a nazyvaného podilovym okruhem okruhu R podle S.

Zobrazeni ¢ : R — RS~ definované vztahem ¢(r) = (r,1) je okruhovyj homomorfismus a
pro kaZdé s € S je ¢(s) invertibilni pruek v RS™. Ddle Ker o = {r €¢ R|3s € S:r-s =0},
a @ je prosté prave kdyZ S C Syeq.

Dukaz. To, ze operace z 2.25 jsou korektné definované na mnoziné (R x S)/. a definujf
na této mnoziné strukturu okruhu, pienechdme ¢tenéii jako snadné, byt zdlouhavé, cviceni.
Dokézeme nyni, Ze ¢ je okruhovy homomorfismus. Podle 2.25 staci ovérit pro kazdd r, 7’ € R

(1) @(r+7) = (r+r,1) = (1) + (", 1) = o(r) + (1)
(2) o(r-r) =(r-r,1) = (r,1)7 (", 1) = p(r) (1)
(3) »(1)=(@1,1) =1
Jeli s € S, pak (s,1)7(1,s) = (1,1), a tedy ¢(s) je invertibiln{ v RS~
Déle Ker p = {re R| (r,1) = (0,1)} ={re R|3Is € S:rs=0}. Tedy Ker ¢ = {0}
pravé kdyz pro kazdé s € S a kazdé nenulové r € R je r.s # 0, tj. pravé kdyz S C Syeq. U

Zobrazeni ¢ z 2.26 m4 nasledujici univerzalni vlastnost (srovnej s 1.44):

Lemma 2.27. Nechf R = (R,+,—,0,.,1) a R' = (R, +/,-",0,./,1) jsou komutativni
okruhy, S C R je multiplikativni a ¢ : R — R’ je okruhovy homomorfismus takovy, Ze
W¥(s) je invertibilni v R’ pro kaZdé s € S. Pak existuje prdvé jeden okruhovy homomorfismus
n: RS~ — R spliujici no o = 1.
Diikaz. Pror € R a s € S definujeme n((r,s)) = 1(r) -/ (1)(s))~"". Snadno se ovéri, Ze n je
(korektné definovany) okruhovy homomorfismus. Navic (n ® ¢)(r) = n((r,1)) = 1(r).

Je-li ' : RS~ — R’ okruhovy homomorfismus spliujici ' ® ¢ = 1, pak pro kazdé r € R
ascSjen((r1) =) an((s1) = d(s), atedy n/((r,s)) = 7' ((r,1)-(L,s) = ¢(r)
7 ((1,9)). Ale 7/ ((1,5)) - 9(s) =/ ((s,)) = V', takze o/ ((r, 5)) = ¢(r) -/ (Y(s)) ™ an=n". O

7 jednoznacnosti zobrazeni n v 2.27 plyne, Ze ¢ je tzv. epimorfismus okruhu, tj. 7 = 7/
kdykolivr : RS™! — R'a7’ : RS~™! — R’ jsou okruhové homomorfismy splitujici Top = 7/o¢.

Specialnim piipadem konstrukce podilového okruhu je konstrukce tzv. klasického podilového
okruhu:

Definice 2.28 (Klasicky podilovy okruh). Necht R = (R, +,—,0,-,1) je komutativni okruh
a S = Syeq. Potom RS~ se nazyva klasicky podilovy okruh a znaci se Qu(R).

Podle 2.26 je v tomto piipadé zobrazeni ¢ prosté, tedy R lze prirozené ztotoznit s podokruhem
v Qu(R). Navic, protoze S C Syeq, je ekvivalence ~ definovana jednoduseji: (r,s) ~ (1, s') <
rs' =1's.
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Priklad 2.29. (1) Pro R=7Z je Qu(R) ~ Q.
(2) Pro R = Zyn, kde p je prvocislo a 2 < n € N je podle 2.24.2 S,.., mnozinou vsech
invertibilnich prvka v R, a tedy Q. (R) ~ R (nebot ¢ je v tomto pripadé i surjektivni).

Véta 2.30. Necht R je obor integrity. Potom Qq(R) je komutativni téleso, tzv. podilové
téleso oboru R.

Diikaz. Staci ukazat, ze pro libovolnd r € R a s € R\ {0} takovd, ze (r,s) # (0,1) je (r,s)
invertibilni v Q«(R). OvSem (r,s) # (0,1) pravé kdyz r # 0 pravé kdyz r € Syeq. Inverznim

prvkem k (r,s) v Qq(R) je tedy ziejmé (s,7r). O

Véta 2.30 tika, ze klasicky podilovy okruh oboru integrity mé nejjednodussi moznou struk-
turu idedlu. I v obecném pifpadé dochédzi ke zjednoduseni, nebot ideély, pro které I NS # 0,
se stanou trividlnimi:

Véta 2.31. Necht R = (R, +,—,0,.,1) je komutativni okruh a S C R je multiplikativni.
Pro kazidyj idedl I v R je IS~ = {(i,s) | i € I,s € S} idedlem v podilovém okruhu RS,
Naopak, je-li J idedlem v podilovém okruhu RS™', pak jeho vzor I = ¢~ (J) v okruhovém
homomorfismu ¢ je idedlem v R.
Kazdy idedl v podilovém okruhu RS~ je tvaru IS~ pro néjaky idedl I v R. Pritom IS~ =
RS~ prave kdyz 1N S # 0.

Diikaz. Prvni dvé tvrzeni plynou piimo z definic.

Je-li J idedlem v podilovém okruhu RS~} pak I = o 1 (J) ={r e R| o(r) € J} = {r €
R|3scS:(rs)eJ}={rcR|VsecS:(rs)cJ} odkud plyne, ze IS~! = J.

Nakonec, IS~! = RS™! pravé kdyz (1,1) € IS~ pravé kdyz I NS # 0. O

Je-li I idedl v R, pak IS5~! se nazyvé extenzi idedlu I do RS~ . Je-li J idedlem v podilovém
okruhu RS~!, pak I = p~1(J) je kontrakes idedlu J do R .

7 dikazu véty 2.31 plyne, ze pro kazdy idedl J podilového okruhu RS~! je extenze jeho
kontrakce totoznd s J (tj. J = ¢~ 1(J)S™1). Naopak, kontrakce extenze idealu I v R pouze
obahuje I, ale je obecné vétsi nez I (napt. v pripadé, ze I # R, ale NS # ().

Dalsim specialnim piipadem konstrukce podilového okruhu je lokalizace komutativniho
okruhu v prvoidedlu.

Definice 2.32. Necht R je komutativni okruh a Z je ideal v R. Potom
(i) Z je mazimdlni, pokud I # R a pokud pro kazdy idedl J takovy, ze I C J C R plati,
ze J =1 nebo J = R.
(ii) I je prvoidedl, pokud I # R a pro libovolnd z,y € R plati implikace z.y € I = (z €
v (yel).

Skutecnost, ze idedl I je prvoidedlem nebo maximélnim idedlem, lze snadno poznat podle
faktorového okruhu R/I:

Lemma 2.33. Nechf R = (R,+,—,0,-,1) je komutativni okruh a I idedl v R takovy, Ze
I # R. Pak
(i) Kanonickd projekce w; : R — R/I indukuje izomorfismus ¢dstecéné uspordadané mnoziny
véech idedlu v okruhu R obsahujicich idedl I na édsteéné usporddanou mnozZinu vsech
idedlu faktorového okruhu R/I.
(ii) I je maximdlni pravé kdyz faktorovy okruh R/I je téleso.
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(iii) I je prvoidedl prdvé kdyz faktorovy okruh R/I je obor integrity.
Tedy kazdy mazimdlni idedl je prvoidedlem.

Diikaz. (i) Snadno se ovéri, ze zobrazeni J — J/I = {m(j) | j € J} je hledanym izomorfis-
mem (srovnej s 1.45).

(ii) Podle definice maximalniho idedlu je idedl I v okruhu R maximélni prave kdyz ¢dstecné
uspofadand mnozina vsech idedlu v okruhu R obsahujicich I je dvouprvkové (= {I, R}). Podle
¢asti (i) a podle 2.13 je tato podminka ekvivalentni s tim, ze R/I je téleso.

(iii) Implikaci z.y € I = (z € I)V (y € I) z definice prvoidedlu v 2.32 lze ekvivalentné
napsat ve tvaru (z+1)(y+I1)=I1= (x+I1=1)V(y+1 = I), coz je piesné podminka ,,R/I
je obor integrity”. O

Priklad 2.34. (1) Pokud R = K, kde K je komutativni téleso, pak {0} je jediny maximaln{
idedl a jediny prvoidedl v R.

(2) Pokud R = Z, pak idedly jsou pravé vsechny podgrupy Z, a tedy jsou tvaru Zn, kde
n € N (viz. 2.12). Déle zfejmé plati, ze Zm C Zn pravé kdyz n déli m. Tedy Zn je
maximaln{ idedl pravé kdyz n je prvoéislo. Podobné Zn je prvoidesl pravé kdyz bud
n je prvocislo nebo n = 0 (nebot Z/0 = Z).

(3) Je-li R komutativni okruh a J # R je idedl v R, pak existuje aspon jeden maximaln{
ideal I v R takovy, ze J C I. To lze dokazat jednodusSe uzitim Zornova lemmatu na
mnozinu A vSech idedla v R ruznych od R a obsahujicich J (¢dstecné uspoiadanou
inkluzi). Plati totiz, ze J € A a A je uzaviena na sjednoceni libovolnych fetézcu svych
prvki (nebot pro kazdy ideél I plati I = R prave kdyz 1 € I), tedy A je induktivni.
Maximélni prvky mnoziny A pak podle definice 2.32 splyvaji s maximalnimi idedly
okruhu R obsahujicimi J.

Ve specidlnim piipadé J = {0} tak dostdvame existenci maximdlnich idedlu v
libovolném komutativnim okruhu R.

(4) Je-li I idedl v okruhu R, pak I je prvoidedl v R pravé kdyz mnozina S = R\ I je

multiplikativni.

Definice 2.35 (Lokalizace v prvoidedlu). Necht R je komutativni okruh a P je prvoidedl v
R. Polozme S = R\ P. Potom podilovy okruh RS~ = R (p) se nazyva lokalizace okruhu R
v prvoidealu P.

Priklad 2.36. Nechtf R = Z. Podle 2.34 jsou Iy = {0} a I, = Zp, kde p je prvocislo, vSechny
prvoidedly v Z.

Mame Sy = Z \ {0} = Syeq, a tedy lokalizace Z v Iy splyva s podilovym télesem, t;.
L1y = Q. (Analogicky, lokalizace libovolného oboru integrity R v nulovém prvoidedlu splyva
s podilovym télesem Q. (R)).

Sp = Z \ I, je mnozinou vsech celych ¢isel, kterd nejsou délitelnd prvocislem p, a tedy
Zi,) =1{; €Q|pts, r,s € Z} je podoborem integrity télesa Q.

Nasledujici priklad vysvétluje nazev ,,lokalizace v prvoidedlu”, ktery ma motivaci v alge-
braické geometrii (pojmy a vysledky uvedené v tomto piikladu budeme podrobnéji studovat
az v prednasce Algebra II):

Priklad 2.37. Necht K je komutativn{ téleso. Ozna¢me R = K|[xy,...,x,] okruh polynomu n
komutujicich neurcitych nad K (viz. 2.5.7).

Méjme fi,..., fm € R. Algebraickou mnozinou v K™ nazveme mnozinu A = {k € K" |
Vi=1,...,m: fi(k) = 0} (tj. mnozinu vech spole¢nych kotenti polynomt fi,..., fm).
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Znaci-li I idedl v R generovany fi,..., fm, pak je také A = {k € K" |V f e I: f(k)=0}.
Faktorovy okruh R/I = K|[x1,...,x,]/I se nazyvé souradnicovy okruh A (je totiz jako okruh
generovan mnozinou rozkladovych t¥id ,,soufadnic”{xy + I,...,z, + I}).

Zvolme libovolné bod a € A na algebraické mnoziné A a oznac¢me I, = {g € R | g(a) = 0}
(polynomy nulové v bodé a). Zrejmé I C I,, a I, je prvoidedl v R. Podle 2.22 a 2.33.3 je
I,/I prvoidedlem v R/I. Ozna¢me S = (R/I)\ (I,/I). Pak podilovy okruh RS~! se nazyva
lokalizace soufadnicového okruhu R/I v bodé a (v RS~ jsou invertovény rozkladové tiidy
polynomu nenulovych ,,lokélné”, v bodé a, algebraické mnoziny A).

Lokalizace v prvoidedlu je klicovou metodou klasické komutativni algebry (a tedy i klasické
algebraické geometrie). Korespondence mezi idedly z 2.31 funguje v tomto piipadé zv14st
dobie pro prvoidedly:

Véta 2.38. Necht R = (R, +,—,0,.,1) je komutativni okruh a P je prvoidedl v R.
Zobrazeni € : I — IS~ z 2.31 definuje izomorfismus édsteéné usporddané mnoziny vsech
prvoidedli okruhu R obsaZengjch v P na ¢dstecné usporadanou mmnoZinu véech prvoidedlu
okruhu R p).
Specidlné, R(py je lokdln{ okruh (tj. R(py md jeding mazimdlni idedl).

Diikaz. 7 2.31 vime, Ze zobrazeni p : J + ¢~ !(J) zobrazuje mnozinu vsech idedli R(py do
mnoziny vSech idedlt okruhu R a spliuje £ o p = id.

Pritom je-li J prvoidedl v R py, je jeho vzor v okruhovém homomorfismu ¢ prvoidedlem
v R: je-li z.y € p(J), pak p(z)p(y) € J, a tedy p(z) € J nebo ¢(y) € J, tj. z € p(J) nebo
y € p(J); pritom p(J) # R, nebot Lp(J) = J # R(p).

Podobng, je-li I prvoidedl v R obsazeny v P, pak £(I) je prvoidedlem v R p): je-li (r,8)=(r',s') =
(rr',ss') € U(I), pak existuji i € I a t,t’ € S takovd, ze (rr't — ss'i)t’ = 0. Protoze ss't'i € T
att' ¢ I, méme rr’' € I atedy r € I nebo ' € I, tj. (r,s) € £(I) nebo (r',s') € £(I); pFitom
((I) # R(py, nebot I NS =0 (viz. 2.31).

Protoze zobrazeni ¢ a p ziejmé zachovavaji ¢astec¢né usporadani inkluzi, zbyva jen dokézat,
ze pro kazdy prvoidedl I okruhu R obsazeny v P plati p(¢(I)) = I. Protoze 1 € S, je jisté
I C p(¢(I)). Naopak, je-li r € p(£(I)), pak existujii € I a s,s’ € S takové, ze (rs —i)s’ = 0.
Protoze is' € I a ss' ¢ I, jer € 1.

Z predchoziho a z 2.33 a 2.34.(3) plyne, ze {(P) = PS™! je jediny maximdln{ idedl okruhu
R(p). O

Specialné, Véta 2.38 umozinuje zkoumat prvoidedly obsazené v daném prvoidealu p okruhu
R (zkoumdnim prvoidedli v lokdlnfm okruhu R, ). Naopak, prvoideély obsahujici p odpovidaji
vzajemné jednoznacné prvoidealum faktorového okruhu R/p (viz. Lemma 2.33).

Na zavér se podivejme, jak se zjednodusi pri lokalizaci struktura ¢astecné usporadané
mnoziny idealt okruhu celych éisel:

Priklad 2.39. Necht R = Z, Iy = {0} a I, = Zp, kde p je prvocislo. Podle 2.36 je Ziry = Q
téleso, tedy Zj,) md jen trividlni idedly (viz. 2.13).

Protoze Iy je kromé I, jediny prvoidedl v Z obsazeny v I,, mé lokdlni obor integrity
Z1,y € Q jen dva prvoidedly: Zz,).0 a Zz,).p. Protoze prvky Z nedélitelné p jsou invertibilni
v Z1,), jsou viechny nenulové idedly okruhu Z(y,) tvaru Z,).p" (n € N). Zobrazen{ £ tedy
prevadi mnozinu vsech (hlavnich) idedlu okruhu celych éisel ¢asteéné usporadanou inkluzi
(delitelnosti generatoru) na mnozinu {p” | n € N} U {0} linedrné usporadanou délitelnosti.
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Poznamka 2.40. Podle 2.39 jsou Iy C I, jediné ostfe rostouci fetézce prvoideali v Z. Podobné

lze ukézat, ze vSechny ostie rostouci fetézce prvoideédlu v polynomidlnim okruhu R = K[x1, ..., x,]
z 2.37 maji délku < n (maximdlnim takovym fetézcem je napiiklad Fetézec prvoidedlu 0 C
Rxy € --- € Y., Rx;); totéz plati i pro souradnicovy okruh algebraické mnoziny A z 2.37.
Maximaln{ délka ostte rostoucich fetézcii prvoidedlti v komutativnim okruhu se nazyva Krullovou
dimenzi okruhu a je jednim ze zdkladnich invariantu zkoumanych v komutativni algebte.

2.3. Moduly.

Definice 2.41. Necht R = (R, +rg, —r,0g, g, 1r) je okruh. Pak M = (M, +,—,0,-r (r € R))
je pravy R-modul, pokud:

(1) (M,+,—,0) je komutativni grupa, a pro kazdé r € R je -r undrni operace na M;

(2) Vre RVm,m' € M: (m+m')-r=mr+m'r;

(3) Vr,s € RYm € M:m(r +prs) =mr+ms;

(4) Vr,se RYmeM:m(r-rs)=(m-r)-s;

(5) Vme M:m-1g =m.

Pozndmka 2.42. Pro kazdou komutativni grupu (M, 4+, —,0) tvoii vsechny grupové homo-
morfismy f : M — M okruh endomorfismi grupy M (znaceni: End(M)): jeho jednotkovym
prvkem je identicky endomorfismus na M, a nasobeni je v ném definovano jako skladani
zobrazen{ ndsledovné: f x g:m— ((m)f)g.

Identity (2)—(5) z 2.41 plati pravé tehdy kdyz zobrazeni ¢ : R — End(M), pfitazujici
kazdému prvku r € R undrni operaci — - r, je okruhovy homomorfismus R do End(M).
Tedy moduly nad okruhem R jsou vlastné reprezentace okruhu R v okruzich endomorfismu
komutativnich grup.

Analogicky definujeme pojem levého R-modulu: unarni operace piislusnd prvku » € R
je definovana jako ndsobeni zleva, a plati analogie identit (2)-(5) pro ndsobeni r - —. Pro
zobrazeni ¢/: R — End(M), pfitazujici kazdému prvku r € R undrni operaci r - —, pak ovSem
plati @' (r.s) = ¢'(s) * ¢/ (r).

Pokud vsak na R definujeme nové ndsoben{ vztahem r.s = s.r, bude R? = (R, +,—,0,./,1)
také okruhem, tzv. opacngm okruhem k okruhu R, a zobrazeni ¢/ : R — End(M) bude
okruhovym homomorfismem R do End(M). Levé R-moduly se takto ztotozni s pravymi
RP-moduly. (Je-li R komutativni okruh, pak R = R, a namisto levych resp. pravych R-
modult mluvime prosté o R-modulech).

Necht R je K-algebrou nad komutativnim télesem K. Pak muZeme na M definovat struk-
turu vektorového prostoru nad K vztahem mk = m - (1k). Z 2.4 ovSem méame (1k).r =
1.(rk) = (L.r)k = rk = r.(1k), a tedy ¢(r) = — - r je dokonce homomorfismus K-algebry R
do K-algebry vsech endomorfismi vektorového prostoru M. Proto se nékdy v tomto pripadé
misto terminu modul pouziva termin linedrni reprezentace K-algebry R.

Priklad 2.43. (1) Necht K je komutativni téleso. Pak K-moduly jsou pravé vsechny vek-
torové prostory nad K (ne nutné kone¢né dimenze nad K).
(2) Z-moduly jsou praveé vsechny komutativni grupy. Operace -z v (M, +, —,0,-z (z € Z))
je totiz v tomto pifipadé odvozena z operaci + a —, nebof m-z=m+---+m.
zZX
(3) Necht K je komutativni téleso, G je graf s konetnou mnozinou vrcholi V' a mnozinou
(orientovanych, ndsobnych) hran H a (KG) je algebra cest grafu G definovana v 2.7.



30 Jan Trlifaj

Moduly nad (K G) 1ze ztotoznit s K-linedrnimi reprezentacemi grafu G v nasledujicim
smyslu:

K -linedrni reprezentaci grafu G rozumime objekt, vznikly nahrazenim vSech vr-
cholu grafu vq,... vektorovymi prostory Vi,... nad K, a orientovanych hran hq,...
K-linedrnimi zobrazenimi Hj, ..., kde Hy, : V; — V; pokud orientovana hrana hy, vede
z vrcholu v; do vrcholu v;.

Kazdy pravy (KG)-modul M urc¢uje K-linedrni reprezentaci grafu G nésledovné:
vrchol v je nahrazen vektorovym prostorem Mwv (C M); orientovand hrana h vedouci
z v; do vrcholu v; je nahrazena K-linedrnim zobrazenim H : V; — Vj definovanym
vztahem m +— m.h (to je korektni, nebot v;.h = h = h.v;). (Poznamenejme jeste, ze
K-linearni reprezentace grafu G tvori kategorii ve smyslu nésledujici sekce. Zminéné
ztotoznéni lze pak rozsifit do ekvivalence kategorie vsech pravych (KG)-modulu a
kategorie vSech K-linedrnich reprezentaci grafu G).

Pozndmka 2.44. Moduly se vyskytuji v celé fadé dalsich, zdénlivé spolu nesouvisejicich, kon-
textt. V Poznamce 1.85 jsme jiz zminili jejich roli v teorii reprezentaci grup: reprezentace lze
ekvivalentné studovat jako moduly nad piislusnou grupovou algebrou. V geometrii a teoret-
ické fyzice hraji dulezitou roli Lieovy algebry. Jejich reprezentace lze ekvivalentné zkoumat
jako moduly nad tzv. obalujicimi algebrami. A v moderni algebraické geometrii hraji moduly
klicovou roli v Grothendieck—Serrové teorii kvazikoherentnich svazk na schematech.

Nyni struéné zminime nékteré elementdrni vlastnosti moduli. Nésledujici tvrzeni a jejich
dukazy jsou snadnymi rozsifenimi piislusnych vét v sekci 1.2 (pro komutativni grupy): pii
dukazech se jen navic ovéruje kompatibilita se vSemi undrnimi operacemi -r (r € R).

Definice 2.45. Necht R je okruh a M = (M, +,—,0,r (r € R)) je pravy R-modul. Potom
N = (N,+",-,0,'r (r € R)) je podmodul v M, pokud N C M a +',—',0,-'r jsou po
fadé restrikce +, —,0,-r. To jest, pokud (N,+',—',0') je podgrupa v (M,+, —,0) uzaviena
na vSechny unarni operace -r (r € R).

Pro kaid}/f okruh R = (R7 +Rr, —R,0R, 'R, 1R) je (R7 +Rr, —R,0R, RT (T € R)) pravym R-
modulem, tzv. requldrnim pravym R-modulem. Podmoduly regularniho pravého R-modulu
(presnéji, jejich nosice) splyvaji s pravymi idedly okruhu R.

Pozndmka 2.46. Necht R je okruh. Je-li M pravy R-modul a N je podmodul v M, potom
na faktorové grupé M /N lze definovat operaci *r (r € R) nasledovné: (m+N)=r =m-r+ N.

Potom (M/N,+,=,0,7r (r € R)) je pravy R-modul, nazyvany faktoroviim modulem M podle
N.

Definice 2.47. Necht R je okruha M = (M, +,—,0,r (r € R)), M' = (M',+',-",0','r (r €
R)) jsou dva pravé R-moduly. Potom zobrazeni ¢: M — M’ je R-homomorfismus, pokud ¢

je grupovy homomorfismus takovy, ze Vm € M Vr € R: o(m 1) = ¢o(m) ' r.

Pozndamka 2.48. Do konce této kapitoly bude R vzdy znacit okruh, Mod-R tt¥idu vSech pravych
R-modulu a Homg (M, M') mnozinu véech R-homomorfismu z M do M’.

Véta 2.49 (o homomorfismu pro moduly). Necht M, M’ € Mod-R, ¢ € Homg (M, M'), N
je podmodul v M, pro ktery plati: N C Ker . Potom existuje prdvé jeden R-homomorfismus
W € Homp (M/N,M') takovy, Ze v ® iny = ¢, kde iy : M — M/N je kanonickd projekce
definovdana vztahem m — m + N.

Diikaz. Definujeme ¥(m + N) = ¢(m) a zbytek je analogii 1.44. O
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Dukaz nésledujicich vét je snadnou modifikaci dukazu 1.46, 1.48 a 1.51.

Véta 2.50 (1. véta o izomorfismu pro moduly). Necht M, M’ € Mod-R, ¢ € Homg (M, M").
Pak Ker ¢ je podmodul v M, Im ¢ je podmodul v M’ a existuje R-izomorfismus: (M/Ker ) ~
Im .

Véta 2.51 (2. véta o izomorfismu pro moduly). Necht My, Mo, M3 € Mod-R, M3 je pod-
modul v Ma a Ms je podmodul v M. Potom existuje R-izomorfismus (My/Ms)/(My/Ms) ~
(My/Mp).

Véta 2.52 (3. véta o izomorfismu pro moduly). Necht My, Mo, M3 € Mod-R a My, My
jsou podmoduly v Ms. Potom existuje R-izomorfismus (My + M) /My ~ My /(M; N My).

2.4. Kategorie modula. Velmi i¢innym néstrojem moderni matematiky je teorie kategorii,
jejiz pocatky jsou spojeny pravé s teorii moduli a homologickou algebrou. Zakladni pojem
této teorie, pojem kategorie, je jednoduchy a pfirozeny:

Definice 2.53. Necht K° je tifda a pro kazdé dva prvky A, B € K° je K™ (A, B) mnoZina.
Prvky mnoziny K™ (A, B) budeme zapisovat jako ,Sipky” f: A — B, pficemz A nazveme
doménou a B kodoménou f. Predpokladejme, Zze pro kazdou trojici A, B,C € K° je déno
zobrazeni

o: K™(B,C) x K™(A, B) — K™(A,C).

Sipky f: A — B a g: C — D nazveme navazujicimi pokud B = C; pro né g o f nazveme
slozenim g a f v K. Oznatme K™ = |, pexo K™ (4, B).
Trojici K = (K°, K™, o) nazveme kategorit, pokud jsou splnény nésledujici dvé podminky:
(i) pro kazdé tii sipky h: C — D, g: B — C, f: A — B, plati

ho(gof)=(hog)of,

(ii) pro kazdy prvek A € K existuje pravé jedna Sipka idy € K™(A, A) takova, zZe pro
kazdé gipky f: A — B a g: C — A plati

foida=f a idgaog=yg.

Pokud K je kategorie, pak prvky tiidy K¢ nazyvame objekty kategorie I, prvky tiidy K™
nazyvame morfismy kategorie IC, ”parcidlni zobrazeni” o nazyvame skldddnim morfismu v IC
a id4 identitou na objektu A.

Priklad 2.54. Necht S° je tifda vsech mnozin, S™(A, B) je mnozina vsech zobrazen{ z mnoziny
A do mnoziny B a o je sklddani zobrazeni. Pak trojici (8%, 8™, o) nazyvame kategorii mnozin.

Priklad 2.55. Nechf G° je tifda vsech grup, G™(G, H) je mnoZina vSech grupovych homo-
morfismu grupy G do grupy H a o je skladani zobrazeni. Pak trojici (G°, G, 0) nazyvame
kategorii grup.

Priklad 2.56. Necht R je okruh. Necht M$% je t¥ida vSech pravych R-modult, M% (M, N)
je mnozina v8ech R-homomorfismu z pravého R-modulu M do pravého R-modulu N a o
necht je skldddni zobrazeni. Pak trojici Mod-R = (M%, M5, o) nazgvame kategorii pravych
R-moduli.
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Vsechny vyse uvedené priklady jsou tzv. konkrétni kategorie, tj. objekty téchto kategorii
jsou mnoziny, morfismy jsou zobrazeni, o je obvyklé skladani zobrazeni, a id4 je identické
zobrazeni objektu A do sebe.

V teorii kategorif nahlizime objekty dané kategorie jako "body” a morfismy jako ”Sipky”
mezi témito "body”. Casti dané kategorie se pak daji nahlizet jako diagramy ve smyslu
nésledujici definice:

Definice 2.57. Necht K = (K° K™, 0) je kategorie. Usporadanou dvojici D = (D°,D™)
nazveme diagramem v Kategorii IC, pokud D° je neprazdny soubor objektu kategorie K, pro
kazdd A, B € D je D™ (A, B) podmnozinou K™ (A, B) a D™ = U 4 pep. D™ (4, B).

Definice 2.58. (1) Necht D = (D°,D™) je diagram. Pokud D™ = (), pak se D nazyva
diskrétni diagram v K.

(2) Necht D = (D°,D™) je diagram. Pokud pro kazdou dvojici objekttit A, B € D° a kazdé
dveé cesty (= posloupnosti navazujicich sipek) z D™ zacinajici v A a koncici v B jsou
morfismy kategorie K uréené slozenim Sipek v téchto posloupnostech totozné, pak se
D nazyva komutativni diagram.

Priklad 2.59. Zakladnimi ptriklady komutativnich diagramu jsou komutativni trojihelnik a
komutativni ¢tverec:

Trojihelnik
A—L-p
\\ g
h
C
je komutativni pravé kdyz g o f = h.
Ctverec
A-L-p
g k
C W D

je komutativni pravé kdyz ko f = hog.

Nasledujici pojem limity diagramu v kategorii koncentruje informaci z daného diagramu
do jediného objektu kategorie:

Definice 2.60. Necht I = (K° K™, 0) je kategorie a D = (D°,D™) je diagram v K.
Limita D v K je objekt L € K° a soubor morfismu (74 | A € D°) kategorie K takovy, ze
(1) VAe Dy € K™(L,A)
(2) VA,BeD°, VfeD™A,B): fory=1p
(3) Pro kazdé L' € K° a kazdy soubor morfismu (7’ | A € D°) kategorie K spliujici
podminky (1) a (2) pro L' a (7/y | A € D°) existuje pravé jeden morfismus ¢ €
K™(L', L) takovy, ze pro kazdé A € D° plati m4 o ¢ = 7j.
Definice 2.61. Nechf K = (K° K™, 0) je kategorie a nechf ¢ : A — B je morfismus této
kategorie. Rekneme, ze ¢ je izomorfismus v kategorii K, pokud existuje morfismus ¢ : B — A
kategorie K takovy, ze o =idg a poty =idp. Objekty A a B pak nazyvame izomorfnimi
v kategorii K.
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Lemma 2.62. Necht K = (K°,K™, o) je kategorie a D je diagram v K. Potom aZ na izomor-
fismus existuje nejuyse jedna limita diagramu D v kategorii K.

Presnéji, je-li L € K° se souborem morfismi (ma | A € D°) (resp. L' € K° se souborem
morfismi (t'y | A € D°)) limitou diagramu D v K, potom existuji morfismy ¢ : L — L' a
o : L' — L takové, Ze o = idy a potp = idr, a navic 7'y = Ta0¢@ ama = T4 0 pro
kazdé A € D°.

Dukaz.
@
Pt N
Poad N
/
L _ _ e L
T4 P w’,
A

Protoze L’ spliiuje podminky (1) a (2) Definice 2.60, existuje morfismus ¢ € K™(L’, L),
pro ktery plati 7’y = 74 o . Podobné existuje morfismus ¢ € K™(L,L’), pro ktery plati
ma =m0t Tedy taopop =nyop =mgqanyohop=ms0¢p = Z jednoznacnosti
morfismu v podmince (3) Definice 2.60 a ze vztahu 74 oid;, = w4 resp. 7y oidy = 74
dostavame @ o1 = idy, resp. ¥ o ¢ = idy/. Tedy ¢ a 9 jsou hledanymi izomorfismy. g

Limita diskrétniho diagramu D = (D°, () se nazyva soucinem souboru objektu D° a znadf
se [[4epo A. Souciny vzdy existuji v kategoriich modulit:

Priklad 2.63. Necht K = Mod-R a D = (D°,0) je diskrétn{ diagram v K.

At

Necht D° = (A; | i € I). Polozme L = X;crA; (kartézsky soucin souboru mnozin A;, tj.
L={f|f:1— UjsAi Viel: f(i) € A;}; tedy L je mnozinou vsech posloupnosti f
délky |I| takovych, ze pro kazdé i € I je i-td slozka f prvkem A;).

Na L definujeme strukturu pravého R-modulu ,,po slozkiach”. Pro f,g € L a i € I je tedy

(f+9)G) = [f(i)+a, 9(i)

(=@ = —a(f@)
(f-r@ = (@) ar
0:1 — (J4

jerI
J = 0y

Systém morfismu (7; | i € I) definujeme néasledovné:
m: L — A
O
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m; je tedy projekce na i-tou slozku. Ukédzeme, ze L se souborem morfismu (m; | i € I) je
sou¢inem souboru D° v kategorii Mod-R. Podminky (1) a (2) Definice 2.60 jsou zfejmé
splnény.

Necht (viz. obrézek vyse) existuje objekt L' € K a soubor morfismu (7} | ¢ € I) spliujic
podminky (1) a (2) z Definice 2.60. Pak zobrazeni ¢ definované vztahem

o: L' — L
r o= fe
kde
for I — JA
icl

je R-homomorfismem, nebot kazdé 7 (i € I) je R-homomorfismus. Navic plati, ze pro kazdé
i€l akazdé x € L' je (m0p)(x) =7(fy) = 7' (), tj. pro kazdé i € I plati m; 0 p = 7.

Zbyva dokézat jednoznacnost R-homomorfismu ¢. Necht ¢': L' — L je R-homomorfismus,
pro ktery plati, ze pro kazdé i € I je m; o ¢/ = m. Pak pro kazdé z € L' a kazdé i € I je
(miop)(x) =mi(x) = (mo¢')(z). Tedy ¢ i ¢’ zobrazi prvek x z L' na tutéz posloupnost v L,
tj. o =¢.

Limita nasledujiciho diagramu v kategorii

se nazyva ekvalizator morfismt o a § v K. Ekvalizatory vzdy existuji v kategoriich moduli:

Priklad 2.64. Necht I = Mod-R.

L—~A" "B
7
Ell go? s
R

Polozme L = {a € A | a(a) = B(a)}; ziejmé L je podmodulem v A. Ozna¢me jako 74 inkluzi
L — A Pak aomg = [ omy, tedy muzeme polozit 71 = aomy.

Necht existuje pravy R-modul L' a R-homomorfismy 7'y, 77 spliujici (1) a (2) z definice
2.60. Pro R-homomorfismus 7’y musi platit 73 = a o’y = o'y, tedy Im 7y C L. R-
homomorfismus ¢ v Definici 2.60 tedy muzeme definovat vztahem ¢(x) = 7/y(x) pro kazdé
z € L'. Pokud existuje R-homomorfismus ¢': L' — L spliujici podminku (3), pak nutné ¢’ =
¢, nebot 74 je inkluze. Tedy R-modul L spolu s R-homomorfismy w4 a 7p je ekvalizatorem

aa v K.
Definice 2.65. Necht K je kategorie. K se nazyva tuplnd pokud kazdy diagram D méd v K

limitu.
Nésledujici véta vysvétluje, pro¢ jsme se zatim podrobnéji zabyvali jen konstrukei soué¢inu
a ekvalizdtoru:

Véta 2.66. Necht K je kategorie. Potom K je tplnd prdvé kdyz v K existuji souciny a
ekvalizdtory.
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Dukaz. Implikace = je ziejma. Naopak, sestrojime limitu obecného diagramu D v K za
predpokladu, ze v K existuji souciny a ekvalizatory. Necht D = (D°, D™) je diagram v K.

f
Ay By

’TI'Bf
Ay PBy

Y AeDe —ﬁ>f6Dm

Necht [ 4epo A spolu s morfismy (w4 | A € D°) je sou¢inem souboru vsech objektu diagramu
D, zatimco erpm By spolu s morfismy (pr | f € D™) je souc¢inem souboru koncovych
objektu (kodomén) By vSech morfismu f diagramu D.

Uzitim podminek (1) a (2) z Definice 2.60 pro L = [] ;cpm By a L' = [[ 4cpo A se souborem
morfismu (7, | f € D™) dostdvame existenci morfismu « s vlastnosti V f € D™: pp
TB,.

i;odobné7 uzitim podminek (1) a (2) z Definice 2.60 pro L = [[;cpm By a L' = [[4¢po A
se souborem morfismi (f o 7w, | f € D™) dostdvdme existenci morfismu 3 s vlastnost{
VfeD™: ppoa=fomy,.

Necht nyni L a vy, aoy znaéi ekvalizdtor morfismt « a 3. Dokézeme, ze (L, w407y (A € D))
je limitou diagramu D v K.

FoX=

B
L/ ....... UA>Af Bf
N T
EI!cps \\ TWAf ! Tpr
v
7 [1 A— Il By

Ovérime podminky Definice 2.60:

(1) Je zrejmé.

(2) Méme dokdzat, ze pro kazdy morfismus f € D™ plati: foms, oy = 7p, 0. Ale
Boy=nroa,tedy foma, 0y =pp, 0oy =pp,oaoy=mp 07.

(3) Necht L' a soubor morfismu (o4 | A € D°) splituje podminky (1) a (2) z Definice
2.60. Protoze [] qcpo A je soucinem souboru D°, existuje morfismus e: L' — []4cpo A
takovy, ze VA € D°: mq0e = 04.

Pro kazdé f € D™ mdme: pg, o(awoe) =mnp,0e=0p, = foos, = foma, 0=
pB; © (Boe).

Z jednoznacnosti morfismu v podmince (3) definice sou¢inu [] repm By plyne, Zze
a o€ = oe. Definice ekvalizdtoru davd morfismus ¢: L' — L takovy, ze yop =€, a
tedy VAeD: (mgpoy)op=04.

Zbyvé dokdzat jednoznacénost morfismu ¢. Necht ¢’: L' — L je morfismus pro ktery
plati: mgoyo0¢' =04. Pak mpo(yop) =04 = ma0(yo¢'). Jednoznaénost morfismu
v podmince (3) definice soucinu [],.po A davd v o @ = vy o ¢’ = €. Z jednoznacnosti
morfismu ¢ v definici ekvalizdtoru mame konecné ¢ = ¢'.

]
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Z Prikladu 2.63 a 2.64 a Véty 2.66 mame okamzity

Disledek 2.67. Kategorie Mod-R je uplnd.

Velkou vyhodou kategorialniho pristupu k algebfe je snadnd moznost dualizace ziskanych
vysledku pomoci pojmu dudlni kategorie, kterda mé oproti vychozi kategorii stejné ”body”,
ale obracené ”sipky” a obracené poradi skladani morfismu:

Definice 2.68. Necht K = (K, K™, o) je kategorie. Pak uspofddana trojice K* = (K*°, K*™, o*)
se nazyva dudlni kategorii ke kategorii IC, pokud

(1) K =K°

(2) VA,Be K°: K*"(A,B) = K™(B, A)

(3) Vf € K™(A,B),Yg € K™(B,C): fo*g=go f.

Definice 2.69. Necht K je kategorie.

(1) Kolimita diagramu D v K je definovéna jako limita diagramu D v K*.

(2) Kosoucin souboru v K je definovan jako souéin téhoz souboru v IC*.

(3) Koekvalizator o a B (o, 5 € K™(A, B)) v K je definovan jako ekvalizator o a 5 v IC*.
(4) Kategorie K je kouplna, pokud kazdy diagram D v K mé v K kolimitu.

Podle Véty 2.66 je kategorie I kotplna praveé kdyz v K existuji kosouciny a koekvalizatory.
Specidlné, k dukazu kodplnosti kategorii modulu Mod-R stacéi pouze sestojit kolimity
diskrétnich diagramu a koekvalizatory v Mod-R. To provedeme v nésledujicich dvou piikladech:

Priklad 2.70. Necht K = Mod-R. Uvazme diskrétn{ diagram D = (D, 0)). Sestrojime kosouéin
souboru D° = (M; |i € I).

V1 T Vit+1
va
Ay A . Ai Aipa
Objekt L € Mod-R definuje nasledovné: L = {f | f: I — J;c; M;, f(i) € M;, a mnozina {i €
I'| f(i) # 0} je konecna }. L je zfejmé nosicem podmodulu modulu P = [[,.; M; tvofenym

vSemi skoro v§ude nulovymi posloupnostmi z P. Soubor morfismu (v; | i € I) definujeme
nasledovneé:

v;:M; — L

m = fm,z'

kde fp,; je definovano jako

fmit I — UMj
jel
T o—om

J#Fi = Oy
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Nyni dokazeme, ze @,.; M; se souborem (v; | i € I) je kosoucinem souboru D° v Mod-R

ZEI zeI

M1 _ e M
. ) V % o :U'7.+1
BEN C e

v; je ziejmé prvkem K™ (M;, @,c; M;). Necht C se souborem morfismu (y; | ¢ € I) spliuje
podminky (1) a (2) z definice kosoucinu (= souc¢inu v dudlni kategorii). Definujme morfismus

 vztahem
©: @Ml — C

i€l
o D> pim(f)
1€l

(Vyraz >, pi(mi(f)) mé smysl, protoze m;(f) = 0 pro skoro vSechna i € I.) Pro kazdé i € I
akazdé m € M; plati Y, pj(m;(vi(m))) = pi(mi(vi(m))) = pi(m). Tedy Vi € I: pov; = p;.

Zbyva ukézat jednoznacnost R-homomorfismu ¢. Necht ¢ : B,cr M; — C je takovy, ze
Vi€ I: ¢ ov; = p;. Dokdzeme, 7e ¢' = . Necht i € I a m € M;. Podle piedpokladu je
¢ (vi(m)) = pi(m), tedy ¢’ a ¢ se shoduji na v;(M;) pro kazdé i € I. Protoze ¢ a ¢’ jsou
R-homomorfismy a kazdé x € @,.; M; je konecnym souctem prvku z J,c; v5(M;), je nutné
¢ =0

Priklad 2.71. V tomto piikladé sestrojime koekvalizator, tj. kolimitu diagramu

v kategorii £ = Mod-R.

Definujme podmodul B’ ={b € B |3a € A: b= a(a) — 3(a)} modulu B, a ddle C = B/B’,
a R-homomorfismus ~:
v:B — C

b — b+ B
Pak v o 3 =7 oa. Ukdzeme, ze C' s morfismy v o « a 7 je koekvalizator « a 3. Podminky (1)
a (2) z Definice 2.60 jsou pro diagram D v K* ziejmé. Necht C” je pravy R-modul a necht
~' € K™(B,C") je takovy R-homomorfismus, ze 7' o f = 7' o a. Mdme 7/ o (a — 3) = 0, ¢ili
Ker v/ D Im (a — 3) = B’ = Ker . Podle Véty 2.49 existuje préavé jeden R-homomorfismus
p: C — C', pro ktery plati ¢ oy =/ a dukaz je hotov.

Daisledek 2.72. Kategorie Mod-R je kouplnd.
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Pozndmka 2.73. Necht K = Mod-R a D = (D°,0) je diskrétni diagram, D° = (M; | i € I).
Podle Piikladu 2.70 je modul @,.; M; vzdy podmodulem v [],.; M;, a pokud je D° konecny,
plati dokonce rovnost: @,;.; M; = [[,c; M;.

Teorie kategorii se nezabyvéa pouze jednotlivymi kategoriemi, ale predev§im ”morfismy”
mezi kategoriemi, tzv. funktory:

Definice 2.74. Necht K a L jsou kategorie. Dvojice F = (F°, F™) se nazyvéa kovariantni
funktor z K do £ pokud F° zobrazuje K° do L°, a F™ zobrazuje K™ do L™ tak, ze pro kazdé
objekty A, B,C € K° a kazdé morfismy v X", f: A — Bag: B — C, plati

(1) F™(f) € L™(F°(A), F°(B));

(2) F™(go f)=F"(g) o F™(f);

(3) F™(ida) = idpo( ).
Pojem kontravariantniho funktoru je definovén analogicky: podminka (3) je stejnd, ale v (1)
pozadujeme F™(f) € L™(F°(B),F°(A)) a (2) je nahrazena identitou F™(go f) = F™(f) o
F™(g). Tedy kontravariantni funktor z K do L je totéz, co kovariantni funktor z K do L£*.

Priklad 2.75. Kazdy pravy R-modul M indukuje dva zdkladni funktory z kategorie Mod-R
do kategorie vSech komutativnich grup (= Z-modulua):

(1) kovariantni funktor Hompg (M, —) = (F'°, F™) definovany vztahy F°(N) = Homg(M, N)
a F™(f) = Homg(M, f), kde Homg(M, f) : Homr(M,A) — Hompg(M,B) je pro f €
Homp(A, B) uréeno vztahem Homp(M, f)(g) = fog, a

(2) kontravariantni funktor Hompg(—, M) = (G°,G™) definovany G°(N) = Homg(N, M)
a G™(f) = Hompg(f,M), kde Homg(f, M) : Homgr(B,M) — Hompg(A,M) je pro f €
Homp(A, B) urceno vztahem Hompg(f, M)(g) =go f.

Pozndmka 2.76. Studium zékladnich funktort a jejich derivovanych funktoru je centralnim
tématem matematické discipliny zvané homologickd algebra. Ta se pouzivd i v mnohem
obecnéjsich kategoriich, nez jsou kategorie modulu, tzv. abelovskych kategoriich.
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