
11. cvičeńı

Úloha 1 (Kompaktifikace polopř́ımky). Dejte př́ıklad alespoň čtyř ne-
ekvivalentńıch kompaktifikaćı intervalu [0,∞).

Úloha 2 (Kompaktńı podmnožiny iracionálńıch č́ısel). Ukažte, že
kompaktńı podprostory mocniny ωω jsou v tomto prostoru ř́ıdké. Následně
ukažte, že prostor ωω neńı sjednoceńım spočetně mnoha svých kompaktńıch
podprostor̊u.

Úloha 3 (Nespočetný skoro disjunktńı systém). Najděte nespočetný
systém nekonečných množin S ⊆ P(ω), že každé dvě r̊uzné množiny z S se
prot́ınaj́ı v konečné množině (tzv. skoro disjunktńı systém).

Úloha 4 (Mrówka). Uvažujme prostor s nosnou množinou ω ∪S, kde S je
nespočetný skoro disjunktńı systém. Jeho topologie je popsána tak, že body
z ω jsou izolované a bod A ∈ S má lokálńı bázi tvořenou množinami tvaru
{A} ∪ (A \K), kde K ⊆ ω je konečná.

Dokažte, že uvedený prostor je Hausdorff̊uv separabilńı prostor, který
má v každém bodě spočetný charakter. Nemá ale spočetnou váhu a neńı
kompaktńı. Pokud byl systém S maximálńı, pak každá spojitá funkce tohoto
prostoru do R je omezená.

Úloha 5 (Beta-obal prvńıho nespočetného ordinálu). Ukažte, že beta-
obalem prostoru ω1 je ω1 + 1. (A jde tedy o jedinou kompaktifikaci pro-
storu ω1.)

Úloha 6 (Součin beta-obal̊u). Ukažte, že součin βω×βω neńı beta-obalem
svého podprostoru ω× ω. Použijte k tomu funkci f : ω× ω → [0, 1] splňuj́ıćı
f(i, j) = i

i+j+1
, kterou nelze spojitě rozš́ı̌rit na βω × βω.

Úloha 7 (Mohutnosti beta-obal̊u). Ukažte, že prostory βω a βR maj́ı
stejnou mohutnost. Rozšǐrte inkluzi ω → R na zobrazeńı odpov́ıdaj́ıćıch beta-
obal̊u a ukažte, že je prosté. Pak vezměte nějaké zobrazeńı ω → R jehož
obrazem jsou všechna racionálńı č́ısla a ukažte že př́ıslušné spojité rozš́ı̌reńı
na beta-obaly je na.


