5. cviceni

Uloha 1 (Kvocienty a spojité obrazy diskrétnich prostori). Popiste
kvocienty diskrétnich prostoru a urcete které topologické prostory jsou spo-
jitym obrazem néjakého diskrétniho prostoru.

Uloha 2 (Uzaviena diagonala). Dokazte, ze prostor X je Hausdorffuv,
pravé kdyz mnozina A(X) = {(z,z): z € X} je v soucinu X x X uzavfen4.

Uloha 3 (Kdy se zachova sou¢inem vaha). Dokazte, Ze sou¢in spocetné
mnoha prostoru se spocetnou vahou ma opét spocetnou vahu. Jak je to se
sou¢inem nespocetné mnoha takovych prostoru?

Uloha 4 (V&jif a metricky jezek). Uvazujme kvocient prostoru w x [0, 1]
podle nejmensi ekvivalence ~, pro kterou (n,0) ~ (m,0) pro n,m € w.
Rozhodnéte, zda je tento prostor homeomorfni podprostoru roviny, ktery je
tvoren vSemi uzavienymi tiseckami spojujicimi pocatek s body (1,27"), kde
necw.

Uloha 5 (Pocet metrizovatelnych kompaktii). Kolik nejvyse existuje
vzajemné nehomeomorfnich kompaktnich metrizovatelnych prostoru? Vyuzijte
toho, ze kazdy metrizovatelny kompakt méa homeomorfni kopii obsazenou v
Hilbertoveé kostce [0, 1]“.

Uloha 6 (Regularni prostor, kde dva body neoddélime spojitou
funkei). Bud X topologicky prostor, ktery obsahuje dvé disjunktni neprazdné
uzaviené mnoziny F a H. Necht Y = X x ZU{a, b}, kde a a b jsou dva ruzné
body nepatiici do X x Z. Béaze okoli bodu a sestava ze vSech mnozin tvaru
{a}ul,~,, X x{i} pro n € Z. Podobné mnoziny {b}UlJ,_, X x {i} pron € Z
tvori bazi okoli bodu b. V ostatnich bodech prostoru Y je topologie odvozena
z topologie soucinu. Na prostoru Y necht ~ je nejmensi ekvivalence, pro kte-
rou (z,2n) ~ (x,2n+1) pro véechnax € Fan € Za (z,2n+1) ~ (z,2n+2)
pro viechna z € H an € Z. Oznacme J(X,F,H) =Y/ ~.

Dokazte, ze je-li prostor X Tj (resp. Hausdorffuv, resp. reguldrni), pak
i J(X,F,H) je T\ (resp. Hausdorffuv, resp. regularni). Pro vdhu a hustotu
plati w(J(X, F, H)) = max{w,w(X)}, d(J(X, F, H)) = max{w, d(X)}.

Pokud X neni norméalni a F' a H je dvojice uzavienych disjunktnich
mnozin, které nejdou oddélit otevienymi, pak pro kazdou spojitou funkci

f:J(X,F,H) — Rje f(a) = f(b).



