
5. cvičeńı

Úloha 1 (Kvocienty a spojité obrazy diskrétńıch prostor̊u). Popǐste
kvocienty diskrétńıch prostor̊u a určete které topologické prostory jsou spo-
jitým obrazem nějakého diskrétńıho prostoru.

Úloha 2 (Uzavřená diagonála). Dokažte, že prostor X je Hausdorff̊uv,
právě když množina ∆(X) = {(x, x) : x ∈ X} je v součinu X ×X uzavřená.

Úloha 3 (Kdy se zachová součinem váha). Dokažte, že součin spočetně
mnoha prostor̊u se spočetnou váhou má opět spočetnou váhu. Jak je to se
součinem nespočetně mnoha takových prostor̊u?

Úloha 4 (Věj́ı̌r a metrický ježek). Uvažujme kvocient prostoru ω× [0, 1]
podle nejmenš́ı ekvivalence ∼, pro kterou (n, 0) ∼ (m, 0) pro n, m ∈ ω.
Rozhodněte, zda je tento prostor homeomorfńı podprostoru roviny, který je
tvořen všemi uzavřenými úsečkami spojuj́ıćımi počátek s body (1, 2−n), kde
n ∈ ω.

Úloha 5 (Počet metrizovatelných kompakt̊u). Kolik nejvýše existuje
vzájemně nehomeomorfńıch kompaktńıch metrizovatelných prostor̊u? Využijte
toho, že každý metrizovatelný kompakt má homeomorfńı kopii obsaženou v
Hilbertově kostce [0, 1]ω.

Úloha 6 (Regulárńı prostor, kde dva body neodděĺıme spojitou
funkćı). Bud’ X topologický prostor, který obsahuje dvě disjunktńı neprázdné
uzavřené množiny F a H. Necht’ Y = X×Z∪{a, b}, kde a a b jsou dva r̊uzné
body nepatř́ıćı do X × Z. Báze okoĺı bodu a sestává ze všech množin tvaru
{a}∪

⋃
i>n X×{i} pro n ∈ Z. Podobně množiny {b}∪

⋃
i<n X×{i} pro n ∈ Z

tvoř́ı bázi okoĺı bodu b. V ostatńıch bodech prostoru Y je topologie odvozena
z topologie součinu. Na prostoru Y necht’ ∼ je nejmenš́ı ekvivalence, pro kte-
rou (x, 2n) ∼ (x, 2n+1) pro všechna x ∈ F a n ∈ Z a (x, 2n+1) ∼ (x, 2n+2)
pro všechna x ∈ H a n ∈ Z. Označme J(X, F, H) = Y/ ∼.

Dokažte, že je-li prostor X T1 (resp. Hausdorff̊uv, resp. regulárńı), pak
i J(X, F, H) je T1 (resp. Hausdorff̊uv, resp. regulárńı). Pro váhu a hustotu
plat́ı w

(
J(X, F, H)

)
= max

{
ω, w(X)

}
, d
(
J(X, F, H)

)
= max

{
ω, d(X)

}
.

Pokud X neńı normálńı a F a H je dvojice uzavřených disjunktńıch
množin, které nejdou oddělit otevřenými, pak pro každou spojitou funkci
f : J(X, F, H)→ R je f(a) = f(b).


