
6. cvičeńı

Úloha 1 (Funkcionálně otevřené a uzavřené množiny). Bud’ X topolo-
gický prostor. Množina C ⊆ X se nazývá funkcionálně otevřená (někdy konu-
lová), pokud existuje spojitá funkce f : X → R taková, že C = f−1(R \{0}).
Množina Z ⊆ X se nazývá funkcionálně uzavřená, pokud existuje spojitá
funkce f : X → R taková, že Z = f−1(0).

Ukažte, že doplněk funkcionálně otevřené množiny je funkcionálně uzavře-
ná a že v metrizovatelných prostorech jsou funkcionálně otevřené množiny
právě všechny otevřené.

Úloha 2 (Ekvivalentńı popis funkcionálně otevřených množin). Ukaž-
te, že množina C ⊆ X je funkcionálně otevřená, právě když existuje spojitá
funkce f : X → R a otevřená množina G ⊆ R tak, že C = f−1(G).

Úloha 3 (Sjednoceńı a pr̊unik funkcionálně otevřených množin).
Spočetné sjednoceńı a konečný pr̊unik funkcionálně otevřených množin je
funkcionálně otevřená množina. Dejte př́ıklad, že nekonečné sjednoceńı a
nekonečný pr̊unik funkcionálně otevřených množin nemuśı být funkcionálně
otevřená množina.

Úloha 4 (Disjunktńı funkcionálně uzavřené množiny lze oddělit).
Jsou-li Z0 a Z1 dvě disjunktńı funkcionálně uzavřené množiny, pak existuje
spojité zobrazeńı f : X → [0, 1] takové, že f(x) = i právě když x ∈ Zi pro
i = 0, 1

Úloha 5 (Charakterizace normality). T1 topologický prostor X je normál-
ńı, právě když jsou splněny následuj́ıćı dvě podmı́nky:

a) Každá uzavřená Gδ-množina je funkcionálně uzavřená.
b) Je-li F ⊆ X uzavřená, U ⊆ X otevřená a F ⊆ U , pak existuje uzavřená

Gδ-množina M tak, že F ⊆M ⊆ U .
(Množina se nazývá Gδ-množinou, je-li pr̊unikem spočetného souboru

otevřených množin.)

Úloha 6 (Protipř́ıklady). Dejte př́ıklady, že ani jedna z podmı́nek a), b)
předchoźı úlohy neimplikuje normalitu.


