7. cviceni
Uloha 1 (Filtry). Filtr na mnoziné X je soubor F C P(X) spliujici
o F£0,0¢ F,
e jsou-li Fy, Fy € F, pak FoNFy € F,
eje-li FeFaFCGCX,pak GeF.

Filtr F se nazyva ultrafiltr, pokud pro AUB € F je A € F nebo B € F. Filtr
se nazyva trivialni, pokud je tvofen nadmnozinami jednoprvkové mnoziny.

Popiste vSechny ultrafiltry na koneéné mnoziné a na nekoneéné mnoziné
,najdéte” netrividlni ultrafiltr.

Uloha 2 (Prostor ultrafiltrii). Polozme Ult(w) = {F: F je ultrafiltr na w}.
Pro M C w oznatme M = {F € Ult(w): M € F}. Dokazte, ze soubor
{M: M C w} je bazi topologie na Ult(w).

Uloha 3 (Vlastnosti prostoru ultrafiltrii). Dokazte, ze prostor ultrafiltri
Ult(w) je kompaktni, mnozina vSech trividlnich ultrafiltru je v ném oteviend
husta a kazdou omezenou funkci definovanou na mnoziné trivialnich ultra-
filtra je mozné (jednoznacné) rozsitit na spojitou funkei Ult(w) — R.

Uloha 4 (Nemetrizovatelnost prostoru ultrafiltri). Dokazte, ze pro-
stor ultrafiltra Ult(w) neni metrizovatelny. (Najdéte napiiklad posloupnost
trividlnich ultrafiltra, jez nema konvergentni podposloupnost.)

Uloha 5 (Vztah mohutnosti prostoru a hustoty). Dokazte, Ze pro
Hausdorffitv prostor X plati | X| < 22°“ kde d(X) zna¢f hustotu prostoru X .

Uloha 6 (Niemytzkého rovina). Uvazujme mnozinu N = R x [0, c0). Af
béze otevienych mnozin je tvorena vSemi otevienymi kruhy a dale mnozinami
tvaru {z} U D, kde z je bod s nulovou druhou souiadnici a D je otevieny
kruh v N, na jehoz obvodu lezi bod z.

Dokazte, ze prostor N je uplné regularni, ale neni normalni.



