MILOS ZAHRADNIK

mzahrad@karlin.mff.cuni.cz

LUBOS MOTL

motl@physics

.edu

.rutgers

hd

PESTUJEME
LINEARNI ALGEBRU

MATEMATICKO-FYSIKALNI FAKULTA UK 1994






Obsah

I Zimni semestr

1 Prvni seznameni s predmétem
1.1 Gaussova eliminace . . . . . . . . ... ...
1.2 ReSeni soustav rovnic a objemy téles . . . . ... ... ....
1.3 Vypocet objemu pravidelného dvacetisténu . . . ... .. ..

2 Kdo je grupa a téleso
2.1 Grupa . . ...
2.2 Permutace . . . . . . ...
2.3 Resil vy byste rovnici patého stupné? . . . . ... .. ... ..
2.4 Nehmotnd télesa . . . . .. ... ... ... ... ..
2.5 Cayleyova ¢isla, . . . . . . ... L
2.6 Trisekce ahlu pravitkem a kruzitkem . . . . ... ... .. ..

3 Prostory plné vektorn
3.1 Linearninezavislost. . . . . . . . . . . . ... ... ... ...
3.2 Steinitzova véta . . . . . . . .. ..o
3.3 Funkce typuspline . . . .. ... .. o oL

4 Skalarni soucin
4.1 Gramm-Schmidtova ortogonalisace . . . . . ... ... .. ..
4.2 Ortogondlni doplnék . . . . .. ... ... ... ... ....

5 Matice a linearni zobrazeni
5.1 Neékteré dalsi vyzna¢né priklady matic . . . . .. ... .. ..

6 Hodnost
6.1 Hodnost soucinu, regularni matice . . ... ... ... .. ..
6.2 Ekvivalentni fadkové tpravy . . . .. ... ... L.

3

13

15
15
18
18

27
27
31
35
37
40
42

45
47
ol
95

59
65
67

69
75



6.3 Frobeniova véta, feSitelnost soustavy . . . . ... ... .. ..

7 Operatory v ruaznych basich, stopa
7.1 Podobné matice, matice v riznych basich . . . . ... .. ..
7.2 Stopa . . . ..

8 Determinant
8.1 Zakladni vlastnosti determinantd . . . . . . ... .. ... ..
8.2 Vypocet citkulantu . . . . . ... ... o oo
8.3 Rozvoj determinantu podle sloupce . . . . . . .. .. ... ..
8.4 Cramerovo pravidlo, FeSeni soustavy . . .. ... ... .. ..

9 Vlastni ¢isla a vektory operatoru
9.1 Charakterisace isometrii ve tfech rozmérech . . . ... .. ..
9.2 Ptehled grup, Cartanidda . . . . ... ... .. ... ... ..

IT Letni semestr

10 Dlazdéni a krystaly
10.1 Penroseho pokryti . . . . . ... ... ... L.
10.2 Priklad t¥irozmérného kvasikrystalu . . . . ... ... .. ..

11 Exponenciala matice
11.1 Aplikace na soustavu diferencidlnich rovnic . . . . . ... ..
11.2 Heisenbergivobraz . . . . . . . . ... ... ... ...
11.3 Vztah stopy a determinantu . . . . . . .. .. ... ... ...
11.4 Taylordv vzorec . . . . . . . . . . ... ...
11.5 Poissonovo rozdéleni . . . . . . . .. ... ... L.
11.6 Gaussova kiivka . . . . .. ... Lo
11.7 Logaritmus matice . . . . . ... ... ... ... ...,
11.8 Hamiltonovy rovnice pro oscilator . . . . . . . ... ... ...

12 Lieova algebra
12.1 Killingova forma a metrika . . . .. . ... ... ... ...,
12.2 Teorie representaci . . . . . . . . . . ...
12.3 Kompaktni grupy . . . . . . . . . ... ... oo
124 Vdhy amiizky . . . . . .. . ...
12.5 Superalgebry a supersymetrie . . . . . .. ... ... ...
12.6 Ob¥ vynhatd grupa . . . . . . . . ... . o

109
112
113

119

121
124
128



OBSAH

13 Nilpotence, Jordanuv tvar
13.1 Base z retézcu vektoru .

13.2 Jordanuv tvar obecné matice . . . . . ... ... . ... ...

13.3 Polynomy a funkce matic

14 Positivni matice
14.1 Perron-Frobeniova véta
14.2 Feynmantv integral . .

15 Dualita
15.1 Duélni grupa . .. ...
15.2 Dudlni grafy a télesa . .
15.3 Dualita v geometrii . . .
15.4 Dudlni prostory . . . . .
15.5 Dualita a skalidrni soucin

15.6 Dualita ve funkcionalni analyze . . . . . .. ... ... ...,

16 Spektralni rozklad, adjunkce

16.1 Fyzikalni veli¢iny v kvant
16.2 Prostor Fourierovych rad
16.3 Kvantovy harmonicky osc
16.4 Hermitovy polynomy . .
16.5 Legendreovy polynomy .

ové mechanice . . . ... ... ...
ldtor . . . . . . ...

16.6 Cebysevovy, Laguerrovy a dalsi polynomy . . .. ... .. ..

16.7 Diagonalisace konvolu¢niho operdtoru . . . . .. .. ... ..

17 Kvadraticky svét

17.1 Bilinearni a kvadratické formy . . . . . . . ... ... ... ..

17.2 Matice kvadratické formy
17.3 Diagonalisace kvadratické
17.4 Signatura, definitnost .
17.5 Kvadriky a kuzelosecky
17.6 Vlnky a kédovani obrazu

18 Dvé maticové bagately
18.1 Pseudoinverse matice . .
18.2 Poléarni rozklad operatoru

formy ................

179
182
186
193

201
202
207

217
217
218
220
221
225
229

235
238
241
242
244
246
251
255

259
259
261
264
271
272
280



19 Rige tensoru 293
19.1 Cojest tensor . . . . . . . . ... 293
19.2 Symetrické a antisymetrické tensory . . . . . ... ... ... 306
19.3 Tensory v obecné relativité . . . ... ... ... ... .. .. 317
19.4 Spinory . . . .. 322
19.5 Tensory a nezavislé jevy . . . . . ... ... ... ... 332
19.6 Epilog . . . . . . L 336

(Text k obrazkim na obélce viz definici rovnobéznosténu v kapitole Pro-
story plné vektort a téz kapitolu D1azdéni a krystaly.)

Navod ke ¢teni téchto skript

Texty psané antikvou této velikosti jsou urceny i zacatecnikiim (tfeba ja-
ko doplnék k prednisce jednoho z autorii tohoto textu) a obsahuji latku,
kterou doporucujeme studentiim vSech druhi studia libovolného ro¢niku na
MFF UK. Rozsifujici partie psané nékdy mensim pismem! a nékdy znacka-
mi (f) resp. (V) oznacujicimi zacatek resp. konec dotyéné ,rozsifujici partie®
jsou urceny pokrocilej§im, resp. vice motivovanym ¢tenafim. Ani tyto partie
vSak nevyzaduji vétsi predbézné znalosti, snad kromé ovlddnuti ,kalkulu®,
tzn. elementt diferencidlniho a integralniho poc¢tu — jako oblasti, které cas-
to zasahuji svym tématem. Skripta jsou psdna dosti struéné nejen z divo-
du ,snahy udrzet rozsah v tinosnych mezich“?. Zadny predmét nelze dobie
ovladnout bez jistého vlastniho ,tvirciho“ asili. Partie vynechané se slo-
vy ,dokazte si sami“ nedoporudujeme preskakovat, pokud by ¢tenafi nebyla
véc dost jasna, i kdyz to treba jesté neumi zformulovat. Muze se stat, ze
vynechané partie vyvolaji nevoli ¢tenare pripadné prani nalézt podrobnéj-
§1 vysvétleni. Uvitame tedy jakoukoliv, nejlépe vSak konstruktivni, kritiku a
ndméty pro zlepSeni a rozsifeni naseho textu. V dalsich versich tohoto —zatim
provisorniho— textu se pokusime na uvedené ndméty reagovat.

,» Vulgarisujici“ shrnuti a poznamky nevyzadujici zvlastni vnimavost a in-
teligenci jsou psany strojopisnym fontem (,pro ty s pfimocafejsim cha-
panim matematiky"?).

"Konetné rozhodnuti, které pasaze pojimame jako rozsifujici, jsme jeité neprovedli.

2Tedy lenosti.

3Coz mohou byt i autofi textu. V dalsim planujeme uvedeny typ poznidmek podstatné
roz§irit. Niels Bohr pfi své navstévé v Moskvé v roce 1960 prohlésil, Ze se nikdy pred svymi
studenty nebrani prozradit, ze je hlupdk. Perevodcik to prelozil tak, Ze se netaji s tim, ze
jsou studenti hlupéci. Kapica (mozna nékdo jiny) vtipné replikoval, Ze pravé v tomto tkvi
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Matice A je psana tlustsim pismem a matice transponované, komplexné
sdruzend, hermitovsky sdruZen, inversni a pseudoinversni po fadé jako AT,
A, A*, A=' a A™. Pro vektory jsou vyhraZena pismena se Sipkou, napi. @.
Pocitate-1i ale néco sami, volte samoziejmé znaceni podle vlastniho uvazeni.
Pocitejte s tim, ze fysici obvykle pisi adjungovanou matici pomoci kiizku
(A1), komplexni sdruzeni pomoci hvézdicky misto pruhu (c¢*) a nad matici
mnohy autor piSe stfisky. Pro transponovanou matici je oblibena vlnka: A.

Grupy, télesa a prostory jsou psany pismem zdvojenym.

Pomérné brzy se objevi zapis matematickych formuli s dolnimi i hornimi
indexy (pokud jde o mocnéni, lze to vyéist z kontextu): vSimnéte si, ze v ¢isté
linedrné algebraickych pripadech se sumuje jen podle zdvojenych indexi,
z nichz je jeden dole a druhy nahote (vét$inou v tomto pofadi), a volné
indexy maji stejnou polohu ve vSech ¢lenech na obou straniach rovnosti.
Vyjimku tvoi{ napi. skaldrni soucin v R"

n
b(%,§) = Y 'y (0.1)
i=1
Spravné by se tento vzorec mél psat ve tvaru

n n
b(X,¥) = Z Z gi; 'y’ . (0.2)
i=1j=1
kde g;; (tfeba g;; = 1 pro i = j a g;; = 0 jinak) je veli¢ina zvana metricky
tensor. Hodnota skaldrniho soucinu neni nic ,a priori daného“, jak uvidime
pozdéji!
Bezpatkové pismo v bézném textu naznacuje, ze pravé ctete jakousi tlo-
hu. Pro dikazy je ¢asto voleno pismo Sikmé.
Mozna uz brzy zjistite, jak jest uzitednd latinska a recka abeceda.
Proto je zde uvddime (feckou s anglickymi nazvy pismen).

A je stan a nebo st¥igka L je klika od dfevniku, Ao alpha N,v nu

B dvé& baculaté briska. M dva stany tabornikd. B, beta =, xi

C je rohlik, mésic, srp, N prislo M o nohu, T,y gamma 0,0 omikron
D pil broskve nékdo slup’. | O je kola¢ z tvarohu. A,0 delta I,m,w pi

E je hieben vylamany, P je prapor na méavani, E,e,¢e epsilon P,p,0 rho
F semafor pochroumany, R je 8aSek pro zasméni, Z,¢ zeta 3,0,¢ sigma
G je rohlik bez §picky, S je zatoCeny had, H,n eta T, 7 tau
H postylka Hanicky. T stoleCek — prostirat! 0,0,9 theta T,v upsilon
CH je mésic u postele, U je misa na knedliky, I,e iota D, 0, p phi

I pravitko ucitele, V je vaza z keramiky, K,k kappa X, x chi

J je obracend hil, Y vidlice na pracek, A A lambda W, psi
K snéhové vlocky piil. Z je znalka zatacek. M, mu Quw omega

rozdil mezi kodatiskou a moskevskou Skolou. Autofi se nestydi pfiznat hloupost jak uciteld,
tak studenti, projevi-li se.
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Uvodni poznamky k obsahu skript

Predmét linearni algebry tvoii bezesporu jednu z centralnich ¢asti zédkladni-
ho matematického vzdélavani na universitich. Jeho vyrazna logicka stavba,
abstraktnost a elegance pojmt a vét a také, pres Cetné vazby k ostatnim
matematickym disciplindm i aplikacim, zna¢nd sobéstacnost predmétu (ve
smyslu malého objemu znalosti jinych matematickych disciplin bezpodmi-
necné nutnych k pochopeni zde studované latky) z ného ¢ini idedlni tivodni
predmét moderni matematiky.

Termin ,moderni matematika“ je nutno v této souvislosti trochu vy-
svétlit. Nejde jiz samoziejmé viibec jen o ,vys$si matematiku“ s ponékud
hypertrofovanym dirazem na klasicky infinitesimalni pocet. Uvédomme si,
ze jinak dokonalé knihy t¥eba Jarnikovy zrcadli (nejen misty jiz archaic-
kym zpisobem vyjadifovani) dobu svého vzniku — ktera je soucasné generaci
studentt vzdalena srovnatelné s dobou Bolzano-Cauchyho.

Moderni matematiku v souc¢asnosti charakterisuje jiz nejen abstraktnost
pristupu, snaha o logickou jasnost vystavby prfedmétu, lakoni¢nost vyjadio-
vani (coz jsou prevladajici trendy matematiky 20.stoleti), ale také, zvlasté
v poslednich desetiletich, opétny navrat k interakcim s fysikou a ostatnimi
prirodnimi védami. Posledni trend ovSem nepiisobi jesté tak dlouho, aby se
stacil odrazit v prevazné vétsiné stavajicich ucebnic, od obecné Skoly poci-
naje, ovlivnénych vice nez padesatiletou ,odlukou“ matematiky od fysiky
(zapocatou rozvojem disciplin jako je teorie mnozin, topologie a abstraktni
algebra a vrcholici v dile Bourbakiho).

Zkratka feceno, nyni je opét ,,v médé“ svazovat abstraktni matematické
konstrukce s redlnym svétem soucasné fysiky (a dalsich véd). Pisatelé téchto
stav.

Necinime si, samoziejmé, narok na zvlastni originalitu. Kuptikladu, aniz
bychom se snazili opisovat napf. knihu [1], je jasné, Ze tato kniha (a samoziej-
mé téz kniha [0]) zna¢né ovlivnila obsah uvedenych skript (a doporuc¢ujeme
ji k precteni ¢i alespont sezndmeni se s ni ambiciéznéjsim studentim). Ji-
nak je vhodné pfipomenout, Ze o predmétu linedrni algebry existuji desitky
knih, skript, uéebnich texti, a to i v ¢estiné, a dalsi vychéazeji. Doporucujeme
¢tenari alespon zbézné seznameni napriklad s existujicimi skripty linedrni al-
gebry autorit Vopénky [2], Goraléika [3], Bec¢vaie [4] a dalsich. (Je poucné
si precist treba jen tvody k témto knihdm dokumentujici, jak rtizné osob-
nosti pristupuji odlisnym zpiisobem ke zdanlivé stejnym tématim.) Seznami
se tak trochu i s historii pfednaseni tohoto predmétu na MFF UK. Skripta
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[2] byla napfiklad psdna v dobé ,vrcholici odluky“ matematiky od fysiky,
kdy geometrie (specidlné projektivni geometrie) byla mélem nazirdna jako
jiz. ,mrtva disciplina®, jejiz znalost vSak miize byt vhodna jako ,priprava

Posice geometrie se ovSsem za poslednich dvacet let radikalné proménila:
Nyni je geometrie v centru soucasného matematického déni — coz dosvéd-
¢uje i pocet tzv. Fieldsovych medaili (analogie Nobelovy ceny, kterd —jak
znamo— neni v matematice udélovana). LA je samoziejmé do znaéné miry
také tvodem k tomuto predmétu.

LA je vsak také stavebnim kamenem kvantové mechanice, teorii pravdé-
podobnosti, teorii diferencidlnich rovnic, linedrnimu programovéni, ekonomii

.., jak ¢asem uvidime, a téz tvodem do moderni analyzy, piesnéji do pied-
métu zvaného ,funkcionalni analyza“.

Je obdivuhodné, jak mnohé pojmy LA maji kromé své vnitini elegan-
ce (kterd samoziejmé neni utajena autorum [2], [3], [4], ...) téZ rtiznorodé
aplikace a vazby na dalsi matematické obory. Tento aspekt je v uvedené
literature témér zcela zanedbavan. Napriklad pojem operatoru je jednim
z nejvhodnéjsich vychodisek k formulaci kvantové mechaniky, pojem expo-
nencialy matice je zdkladnim prostfedkem popisu evolu¢nich rovnic (tzn.
systému vyvijejicich se v Case).

Weyl ve svém nekrologu o Hilbertovi fekl mimo jiné: ... .. doslo
pak navic k jistému zazraku: ukazalo se, Ze teorie spektra Hilber-
tovych prostorti* je odpovidajicim matematickym prostiedkem
nové kvantové fysiky, zavedené Heisenbergem a Schrodingerem
r.1925.¢

Zdaleka nejen do LA patii zasadni pojem grupy, slouzici mj. k mate-
matickému zkoumani pojmu symetrie. (S pojmem grupy se seznidmime na
cetnych piikladech; samotné teorie grup vsak v téchto skriptech neni obsa-
zena.)

Tato skripta jsou zapiskem piednasek linedrni algebry pro prvni ro¢nik
fysiky, konanych ptvodné viceméné dle Kopackovych skript, prednasek, jez
postupné doznaly zmén a rozsireni hlavné smérem k aplikacim.) Jsou ,nul-
tym* pokusem o text, ktery v ¢eské literature o predmétu LA zatim viceméné
chybi. Obsahuji jisté veliké mnozstvi chyb, snad pirevazné téch nepodstat-
nych. Jsou pséna (pro leckoho az pfili§) struéné, nebot nechté&ji suplovat
existujici texty. Méla by byt, alespoii v zisadé, sobésta¢na,® aby ¢tendaf ne-

4Tzn. nekone¢nédimensionalnich prostort se skaldrnim soucinem.
®Viz napf. tabulku na stran& 7.
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musel hledat podstatnou informaci jinde.

Na druhé strané viele doporucujeme ¢tenéri, aby cerpal dalsi informace
z nejriznéjsich zdroji. Vede to témér vzdy k lep§imu pochopeni
(tak jako je vzdy lepsi komunikovat s vice lidmi — plné hlupdky ovSem
vyjimaje — nez stéle slySet jeden, byt i konsistentni, nizor). Nize uviadime
seznam nékteré ziakladni literatury. Cilem této knihy je vice polozit diraz
na souvislosti LA sostatni matematikou (resp. alespon na ty, které
jsou bliz§i autortim textu) nez na predmét takiikajic ,sdm o sobé&“.

Také jsme se snazili soustredit néktera fakta, kterd jsou sice dobie znama
znalcim specialisovanych obord, tzn. patii do jakéhosi obecného folkléru®
danych oboru a kterd tedy zddnému specialistovi nestoji za zformulovani uz
proto, Ze to prece vSichni (experti) znaji — ktera ale naopak byvaji nezndm4
obecnému (i matematickému) publiku a nevyskytuji se v ivodnich textech
(ba nékdy ani v monografiich). Piikladem budiz tfeba Feynmantv integ-
ral, podminka detailni rovnovadhy z teorie Markovskych procest, ale i tak
trividlni véc, jakou je vypocet objemu k-rozmérného rovnobéznosténu v n-
rozmérném prostoru (coZ mize byt pro ryziho jalgebraika“ véc ,lezici mimo
jeho zdjem* a ryzimu ,analytikovi“ se to mize jevit jako trividlni cviceni na
vétu o substituci ¢i plo$ny integral.

Jinak feceno, text se obraci ke ¢tenari libovolného roéniku napft. fysiky,
ktery nebude ani specialistou analytikem, ani specialistou algebraikem, ale
citi potifebu porozumét nékterym zakladnim vécem — tieba pocitani obje-
mil ¢i plo$nych obsahti mnohostént. .. — a u teoretickych konstrukeci ocenuje
nejen jejich krasu, ale jesté radéji jejich nepostradatelnost vroz
voji matematicko-fysikalni gramotnosti. Radi bychom ¢tenare presvédcili, ze
vétsina konstrukei uvedenych v této knize vyhovi tomuto pozadavku.

Dalsi doporucena literatura pro studenty fysiky

Do doby zdokonaleni téchto skript lze jesté doporucit standardni skripta
Kopéackova (podle nichz byla koneckonci uvedend prednaska zpocatku or-
ganisovina) Matematika pro fyziky II,IV. Sbirka priklada (Kopdcek a kolek-
tiw) je nezbytnym doplitkkem (do doby, nez zaradime odpovidajici ptiklady i
do predkladanych skript) kazdého studenta LA /fys. O sbirce piikladi Pro-
skurjakov lze Fici totéz co o jeji paralele v oblasti analyzy (Démidovic). Obé
sbirky obsahuji veliké mnozstvi (nékdy velice zajimavych i tézkych a dile-
zitych) priklad a pies svoji zastaralost (vznikaly v 50.letech a diive) jsou
zatim nenahraditelné pro vaznéjsi zajemce. 7 velikého mnozstvi dalsi litera-
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tury lze ostatni literaturu v jazyce ¢eském doporudit jen jako doplikovou,
nebot véts§inou nepokryva vSechny partie, na které se klade dtraz v téchto
skriptech (plati to samoziejmé i obracens).

Kromé knihy Kostrikina a Manina doporucujeme zdkladni a dnes jiz
klasickou ucebnici Soucasnd geometrie, prelozenou i do angli¢tiny.

Vybér latky v predlozeném textu je samoziejmé ovlivnén subjektivni
volbou autort (nealgebraikil!); uvedme alespon heslovité néktera zakladni
témata, kterd k linedrni algebie také patii a informaci o nichz by ¢tenar zde
marné hledal.

Jde predevsim o numerické aspekty linedrni algebry (coZ je samostatny
obor velké praktické dtilezitosti), dale o soustavnéjsi informaci o afinni a pro-
jektivni geometrii (a o linedrnim programovani), o teorii perturbace spektra
linedrnich operatori (uvedme alespon knihu [11]). Také nékteré ,¢isté linear-
né algebraické* partie jsou asi pojednany méné obsirné, nez byva zvykem.
U tématu tak standardniho, jako je LA, nemé smysl se snazit o piiliSnou
originalitu vykladu. Na druhé strané nékteré rozsitujici partie nemaji vzdy
— pokud je ndm zndmo — odpovidajici analogii v bézné (i cizojazy¢né) knizni
literature.

Zminéna a néktera dalsi literatura

0. Jiri Kopacek: Matematika pro fyziky I, II, I1I, IV a piiklady k nim I-IV
1. A.I.Kostrikin, J.I. Manin: LA i geometrija, Moskva 1986

2. Petr Vopénka: Linedarni algebra o analytickd geometrie, 1964, skripta UK
3. Pavel Goraléik: Uvod do linedrni algebry, 1978, skripta UK

4. Jindtich Becévar: Linedrni algebra I, II, 1980, skripta UK

5. Ladislav Bican: Linedrni algebra, 1980, skripta UK

6. B. A.Dubrovin, A. T. Fomenko, S.P.Novikov: Soucasnd geometrie, I.dil,
Moskva 1979, 1986

7. G. Birkhoff, S. MacLane: Algebra, Bratislava 1978

8. Israel M. Gelfand: Lekce z linedrni algebry®, Moskva 1966

9. Vladimir Kotinek: Zdklady algebry, z této knihy se ucili po desetileti vasi
dévni predchidci, Praha 1954

10. Leo Bocek: Tensorovy pocet, Praha 1978

11. Tosio Kato: Perturbation Theory , Springer-Verlag 1986

6Tato kniha samoziejmé representuje pouze nepatrny zlomek rozsihlého dila jednoho
z nejvétsich matematiki 20. stoleti. Také na legendarnim Gelfandové seminaii (ktery trva
od podzimu roku 1943 aZ dodneska, posledni léta ovSem na Rutgersové université v USA)
je linedrni algebra (a potencidlné celd matematika) stéle p¥itomna.
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Jeden citat pro kuraz na zavér uvodu

Jeden z tvirci kvantové mechaniky R.Jost vzpomina na vznik kvantové
teorie pole, matematicky viceméné nerigorosni, avsak tispésné fysikalni teorie
— podle knihy Simon-Reed: Metody soucasné matematické fysiky:

In the thirties, under the demoralizing influence of quantum
perturbation theory, the mathematics required of a theoretical
physicist was reduced to a rudimentary knowledge of the Latin
and Greek alphabets.

A budete-li mit nékdy pri ¢etbé textu pocit, Ze jste se s néjakym pojmem
(ktery pravé potiebujete) jesté nesetkali, pouzijte rejstiik!

"Velmi rozsifena americka ucebnice (“for handicapped students”, citujeme-li postesk-
nuti jednoho z uZzivatell této knihy nad Grovni americkych studenti, kterym pfednéasel. . .)
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Poznamka k 2. vydani skript

V novém vydani skript jsou opraveny zjisténé chyby a pieklepy; je téz pridano
nékolik drobnych dodatki.

Nékteré z partii textu — zvlasté z téch, chapanych jako ,rozsifujici“ (pro
¢tendafe libovolného ro¢niku ¢i véku) by si moznd zaslouzily prepracovani ¢i
doplnéni. Tyto partie vSak obvykle netvori souc¢ast tivodnich kursi. Mnohé
¢asti textu (a nejen ty vymezené symboly (f) a (©)) mohou tedy naopak byt
pii ¢etbé vynechdny.

To lze doporucit zejména ¢tenaii bez specidlniho zajmu o fyzikalni apli-
kace (jako jsou mnozi studenti kursti matematiky a informatiky). Minimalni
smysluplnou podmnozinu textu mohou pak tvofit nap¥. (misty mirné okles-
téné) kapitoly 1, 3 — 8, 17 plus rudimenty kapitol 2, 9, 11, 13, 15, 16, 19.
(Konzultujte pfitom obsah knihy; popf. i strom zavislosti na str. 26).

Z hlediska oborti, jako je Cista algebra a informatika, ovSem ve skriptech
mnohé zdkladni véci stile chybi (jako tieba dikladnéjsi zminka o jinych
télesech nez je R & C, specidlné o koneénych télesech) a diraz je misty
poloZen jinam, nez by potieby téchto obort vyzadovaly. Z dalsich vyznaénych
aplikaci LA zde pak chybi napt. jakakoliv informace o teorii linearnich kéd.

Avsak samotny fakt, Ze linedrni algebra ma podstatny dopad i jinde nez
v sobé samé, je snad ilustrovan dostatecné i tak.

Poznamka k 3. vydani skript

Kratky termin od rozebrani piedchoziho vydani do pripravy nového tisku
neumoznil udélat planované podstatnéjsi zmény a dopliky; bylo pouze opra-
veno nékolik dalsich zjisténych chyb a pridano jedno cviceni. Do budoucna
planujeme rozsiteni knizky m.j. o obsahlejsi soubor resenych prikladi. Jaké-
koliv naméty k dal§imu vydani jsou vitany.

Pii adaptaci textu 3. vyddni IATpXem ndm poskytl velmi efektivni a
rychlou pomoc student 2. roéniku Michal Belda; patfi mu nas viely dik!



Kapitola 1

Prvni seznameni
s predmétem

Abstraktnost, logicka vystavba a universalnost pouziti pojmu LA jsou rysy
této teorie, které zacatecnik sotva oceni ihned. Ve snaze probudit jeho mo-
tivaci a pomoci mu prenést se pres pocatecni abstraktni partie bez zjevnych
aplikaci uvedeme hned ted nékteré piiklady situaci, pfi jejichZz zkouméni
predmét LA vyrostl a k jejichz popisu jsou pojmy a véty LA uZzitenym
nastrojem (jak ¢asem uvidime).

Podnikneme zde kratkou tivodni exkursi do problematiky:

1. feSeni soustav linearnich rovnic
2. vypo¢tu objemi (pozdéji i povrchii)
3. vyuziti symetrii pti zkouméni pravidelnych téles.

Zminime se téZ o metodé ,linearisace“ jako kli¢ové ideje mnohych pii-
rodnich véd.

Potfebny nadhled nad (1) bude pozdéji poskytovat teorie linedrnich pro-
storti, nad (2) teorie determinanti a antisymetrickych tensort a nad (3)
teorie grup.

1.1 Gaussova eliminace

Seznamime se kratce s touto zdkladni metodou feSeni soustav linedrnich
rovnic. Soustavu m rovnic o n neznamych

a1ry + ... +apr, = b1

15
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(1.1)

am1T1+ ...+ GmnZn = b

budeme zapisovat pomoci tabulky, tzv. matice (podrobnéji budeme pozdéji
mluvit o rozsifené matici soustavy)

aipr - aip | by
(1.2)

am1 ** amn | by

Vzpomenme si nyni, jak jsme fesili soustavy dvou rovnic na stiedni skole:
,Vypocitame* z l.rovnice

1 n
r1 = — (b — a1;T; 1.3
1 au(l ; 1ii) (1.3)

a dosadime do dalsich rovnic. V feci matic to mizeme pirehlednéji vyjad-
fit takto (promyslete): odecteme vhodny nasobek 1.Fadku od ostatnich Fad-
ku tak, abychom dostali novou, ,ekvivalentni* matici (davajici soustavu se
stejnym feSenim jako dfive), majici pod ¢lenem aq; samé nuly.

air a2 o0 G | by

0 ap -+ a | b2
S (1.4)

0 &mg e almn I;m

kde 622 = agy — %au atd.

Pokud je a1 = 0, musime postup modifikovat: prehodime poradi rovnic.
Nelze-1i ani takto docilit a;; # 0, tzn. cely prvni sloupec matice je nulovy,
muzeme ziejmé volit z1 libovolné a fakticky potom fesime pouze soustavu
s matici

aig -+ a | b
(1.5)

am2 - amn | by

Analogicky pokracujeme dale — vynulovanim sloupce pod ags (pokud lze
docilit ass # 0; jinak volime xo libovolné a x na zavér vypocteme z prvni
rovnice poté, co jsme uréili zs, ..., z, ze zbyvajicich rovnic) atd. Uvedenym
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postupem dospéjmeme nakonec k ,ekvivalentni* matici (vedouci k témuz
feSeni) tvaru (promyslete podrobnéji, procvi¢te na konkrétnich prikladech)

(1.6)

X
> >

kde kiizky (x) oznacuji zarucené nenulové prvky — nékdy zvané pivoty (je-
jichz priliSnd malost by ovSem nepiiznivé plisobila na numerickou piesnost
vysledku'), od nichZ nalevo jsou samé nuly, stejné tak jako nalevo od gkrt-
nutym trojihelnikem oznacenych prvka na pravé strané, takze je-li néktery
z prvkl oznacenych A nenulovy, soustava ziejmé nemd reSeni. Jinak piSeme
obecné Feseni soustavy (1.6) a tedy i obecné FeSeni vychozi soustavy takto:

Necht posledni fadek, v némz existuje nenulovy ¢len, je v poradi k-ty,
necht ag; je prislusny pivot, tedy zleva prvni takovyto ¢len. (Nebudeme jiz
psat dalsi vinovky.) Proménné z;,1,...,z, volime nyni libovolné; promén-
nou z; dopoéteme z rovnice

g1y + Ak gy 17141 + -+ Agn Ty = by (1.7)

Dalsi postup ,smérem nahoru“ je analogicky, ¢tenar si ho zkusi promyslet
sam! (Proménné z;, u nichz se nikdy nevyskytne ,pivotni“ koeficient typu
x, libovolné volime; ostatni proménné z; postupné (pro klesajici indexy)
dopocitavame z rovnic

n
dijxj + Z a;rTE = b;, (1.8)
k=j+1

kde a;; je ,pivotni® koeficient.)

INacrtli jsme jen nejzékladngjsi schema metody, kterd je Siroce pouzivana a jejiz pouziti
ma mnoho dalSich, zvlasté numerickych, aspekti, kterymi se zde viibec nezabyvame.
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1.2 Reseni soustav rovnic a objemy téles

Omezime se pro nazornost na pripad tii rovnic pro tifi neznamé. Oznacme
s1, S9, 83 sloupce matice

a11 Q12 a13 a1
az1 a2 a3 s tedy S§1 = a1 atd. (]_9)
aszy asz a33 asy

Chceme fesit soustavu napsanou ve vektorovém tvaru takto:

b1
T181 + 2289 + 383 =b kde b= by . (110)
bs

Pro jakékoli tii vektory a,b,c € R? = R x R x R zavedme oznaceni V (a, b, ¢)
pro objem rovnobéznosténu R vymezeného vektory a, b, c tzn. télesa tvaru

R(a,b,c) = {v =z1a + z2b + z3c| z; € (0,1)}. (1.11)

Podle zndmého vzorce pro objem (,zakladna krat vyska®) snadno ovéfime
platnost vztahi — (za b dosadime )" x;s;, promyslete a nakreslete si, co zname-
na, Ze vyska neméni svou velikost pfi pfechodu od rovnobé&Znosténu R(s1, s2,b)
k rovnobé&Znosténu R(s1, s2,7353))

V(SI,SQ,b) = x3V(31,32,33) (1.12)
(a podobné pro z1,z9.) Tedy plati vzorec

V(Sl, S9, b)

—_— 1.13
V(31382383) ( )

Ir3 —

Jde o Cramerovo pravidlo, s nim7 se setkiate v kapitole o determinantu.

1.3 Vypocet objemu pravidelného dvacetisténu

Uz Pythagorejci méli za emblém pravidelny pétithelnik, obrazec, jehoz po-
divuhodné vlastnosti byly skryty oby¢ejnym smrtelnikim (a nékteré z nich i
samotnym Pythagorejctim, jak uvidime pozdéji v kapitole o Penroseové po-
kryti) a jehoz zkoumani musi piedchazet studiu dvacetisténu. Uvidime, jak
symetrie pomaha v feSeni této ulohy.
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Spoc¢teme nejprve ¢islo = cos 2w/5 = cos 72°. Pohledem na pravidelny
pétithelnik s jednotkovymi vektory €;

CvICENS. Nakreslete podobnou hvézdici,
ovsem z vektor(i €; + €, a podobné.
Kolikrat vétsi rozméry bude mit, tj. kolik je
€1 + &l / [|€1]|?

zjistime, ze (odivodnéte podrobné; vSimnéte si, Ze ve vyrazu niZe pracujeme
celkem s pétadvaceti dvojicemi vektordl, z nichz deset je ,blizkych”, jako napf.
1 a 2, a deset je ,dalekych”, jako napf. 1 a 3)?

2 4
0= & + & + & + & + &> =5+ 10 cos % + 10 cos gﬂ = (1.14)
=5+ 10z + 10(22* — 1), (1.15)

tedy z = 1(v/5 — 1) = I, kde 7 je tzv. zlaty rez
T~0.618, tP4+T1=1 ¢li T l'=74+1 (1.16)

O ,magickych* vlastnostech tohoto ¢isla se lze poucit v knihach o teorii ¢isel.

Podobné pozorovani plati i pro pravidelny dvacetistén, majici jak zndmo
12 vrcholi, které déle ztotoznime s vektory €1, ... €12 vychazejicimi z pocat-
ku ve stfedu télesa. Doporucujeme zapjcit si nebo lépe sdm si vyrobit zminény
dvacetistén.

Dva vrcholy dvacetisténu totiz bud splyvaji, nebo jsou protilehlé a nebo
jsou v posici ,blizké“ ¢i ,daleké“, pricemz obou druhil dvojic je po tfice-
ti; kazdy z dvanacti vrcholi mé pét ,blizkych“ sousedu a stejné tak pét
y,dalekych®, souc¢in vSak délime dvéma, abychom nezapocetli kazdou dvoj-
ici dvakrat. Jelikoz [|€; + ...+ €12]| = 0, lehce ovérime, Ze cos ¢ se lisi jen

2Nezapomeiite, %e cos 2a = 2 cos® o — 1.

37laty Yez se vyklada jako pomér stran obdélnika, ktery jde rozddlit na jemu podobny
obdélnik a ¢tverec. Nedivte se, Ze mnohy autor mini zlatym fezem prevriacenou hodnotu
~ 1.618. Zlaty Fez je také (dokazte) limitou poméru sousednich ¢leni Fibonacciho po-
sloupnosti, v niz je kazdy ¢len souc¢tem piredchézejicich dvou: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34. ..



20 KAPITOLA 1. PRVNI SEZNAMENI S PREDMETEM

ve znaménku, oznacuje-li ¢ thel mezi dvéma body ,blizké“ resp. ,daleké”
dvojice vrcholii €;, €;. Spocteme tento tihel ¢ mezi blizkymi vrcholy:
Volme ocislovani dvanacti vrcholia tak, aby vektor

€1+ €y + €5+ €4+ €5 (1.17)
byl kladnym nasobkem €g. Pak je (ovérte!)
€1 + € + & + & + &5]|> =5+ 10cos p — 10 cos ¢ (1.18)

(v dané pétici je pét blizkych a pét dalekych dvojic). Z druhé strany, zpro-
jektujeme-li €1, ..., €5 do &g, plati

|€1 + & + & + &4 + &5|° = (5cos )% = 25 cos? . (1.19)
Tedy cos ¢ spliuje rovnici
25cos’ =5, tedy cosp =512 (1.20)

a objem jiZ pomérné snadno dopodéteme (provedtel).

CvICENS. Spoététe i objemy dalSich pravidelnych (Platénovych) téles pro
znamou vzdalenost vrcholl od tézisté. Témito télesy jsou Ctyrstén, krychle,
osmistén a dvandctistén; dvanactistén md pétithelnikové stény.

Né&kolik poznamek o principu linearisace

Linearisujeme-li problémy ,jedné* nezavislé proménné, dostavame z hlediska
LA objekty vcelku trividlni, totiz jednorozmérné. Tedy LA nemé prilis co fici
ke klasickému infinitesimalnimu poc¢tu jedné proménné.

Jind situace nastane pri zkoumani funkci vice proménnych. Tam uz vét-

N4

vvvvvv

zacit az v letnim semestru 1.roéniku. I v analyze uslySite mnoho o pojmu,
ktery se definuje jako ,linedrni zobrazeni. .. “, totiz o diferencialu.

Mnohé fysikdlni zadkony (Hookiv, Ohmuv...) jsou linearisovanou versi
nedlouho uvidite, Ze celé fysikilni teorie (nerelativistickou mechaniku) lze
chapat jako ,linearisované verse“ teorii iplnéjsich (teorie relativity).

Na zavér jedna odstrasujici pozndmka. ,Linearisované“ obrazky, jako
graf nize zobrazujici typicky zdznam zmén primérnych rocnich teplot v ob-
dobi 10000 let,
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které ¢asto tvori graficky doprovod nejriznéjsich zkoumanych situaci (at
uz jde o kolisani cen akcii na burse, zapis teploty pacienta nebo cokoli ji-
ného) svédci obvykle o nevelké matematické gramotnosti autora. Mame-li
k disposici jen idaje oznacené koleckem, jsou domalované linedrni spojnice
mezi nimi jenom piekazejicim balastem. Kriticky uzivatel dané informace by
mél tyto linedrni spojnice nejdfive umazat (a teprve poté si pfipadné muze
polozit otézku, jaky typ kiivky je vhodné prolozit danymi daty — ¢i ,,podél
nich®).

Linearisovat problém m4 totiz smysl, jsou-li namérené hodnoty rozprostie-
ny ,dostateéné husté“ (vzhledem k rychlosti zmény derivace zkoumané za-
vislosti).

Jako priklady extrémné chaotickych funkci vzpirajicich se i pfi zna¢né
hustém vybéru méfenych dat rozumné linearisaci uvedme neddvno publiko-
vany graf zmén primérné roéni teploty ve ¢tvrtohorach (ziskany r.1993 na
zakladé méfeni prifezu grénského ledovcee), kde vhodny krok pro linearisaci
problému necini miliony ale pouhé desitky let(!) ¢i — v jiné gkdle — grafy
riznych elektrickych potencialti a jinych (i nefysikalnich) ¢asovych velic¢in
popisujicich ¢innost mozku (linearisovat a tudiz jednodusSe predikovat t¥eba
promény nélad nékterych psychicky nevyrovnanych osob se jevi jako mar-
né snazeni nékdy i v rozmezi pouhych vtefin(!); k porozuméni takovymto
proménlivym veli¢indm je lépe opiit se o poznatky z teorie chaosu ¢i sta-
ciondrnich ndhodnych procesti). Kratce, situace, kdy predlozené tidaje maji
,hustotu nedostateénou pro rozumnou linearisaci*, jsou velmi ¢asté. Doplhu-
jici adaje bud neméme, nebo se domnivame, Ze je nepotiebujeme — a navyk
ze §koly kreslit piimky ,jako podle pravitka“ mtze presto pretrvavat.?

*Autoriim se bohuzel nepodafilo v této filipice proti lomenym ¢aram byt dislednymi:
pfi kresleni chaotického grafu nahofe byl pouZit program TEXCad, proklddajici lomenou
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Pro nerozumné uzivatele éehokoliv (at je to tuzka a pravitko, LA, statis-
tika ¢i jind partie matematiky) plati, Ze nejlépe by bylo jim dotyény néastroj
zcela utajit.

P0ozZNAMKA. Ponékud rafinovanéjsim zptisobem linearisace je ,preparace
dat metodou integralnich sou¢tt*. Ta je zalozena na pomérné prosté mys-
lence — Ze totiz primitivni funkce tieba i k velmi ,,divoké“ funkci — jako
na predchozim obrazku — uz vypadéa podstatné ,hladcéeji“, takze prikladat
pravitko ke grafu primitivni funkce uz smysl mit mtize (vezmeme-1i pak pri-

Vyrok typu ,graf roste* mé pak uz dobry smysl (jenomze je zase obtiz-
néjsi fici, ¢eho ze graf to vlastné roste). Nejvédectéji dand metoda vypada,
pri¢teme-li k pivodné zkoumané funkci konstantu tak, aby stfedni hodnota
byla rovna nule na daném intervalu. Primitivni funkce pak ,muze zacinat i
kon¢it v nule“, tzn. vypada obvykle uz jako ,luk“, popiipadé ma téch ohybt
trochu vice. A uz lze ¢init zavéry typu: od roku 1770 do roku 1850 se klima
oteplovalo, pak ochlazovalo do roku 1910, pak zase ...

Uvodni poznamka o funkcionalni analyze

Pouziti LA na nejraznéjsi problémy prirodnich véd ve smyslu predchozi po-
znamky se da shrnout do ,hesla®: misto slozité funkce

flz1,.. o mn) (1.21)

zkoumejte jeji linearisaci v okoli daného bodu v R".

Toto v8ak neni jediny zpusob, jak LA vstupuje do jinych partii mate-
matiky. Takto LA b&hem 19.stoleti vznikla, avSak pouziti uvedeného typu
jiz netvori nejpodstatnéjsi ¢ast toho, jak LA interaguje se zbytkem mate-
maticky nyni. Vyssi stupen abstrakce nabizi disciplina zvand funkcionalni
analyza. Ta pracuje s vicerozmérnymi linedrnimi objekty (jako rtizné ne-
kone¢nérozmérné prostory funkei) s pouzitim ,nizornych“ pojmii znamych
z geometrie euklidovského prostoru. Tento pristup je velmi uzitecny i pro
ziskani potfebného nadhledu nad takovou partii, jako je klasicky diferencial-
ni a integralni pocet. Pojmy funkcionalni analyzy tvori i zaklad soudobého
jazyka kvantové teorie. Z tohoto a dalsich divodt budeme postupné ¢tenari
yvnucovat® funkcionalné-analytické mysleni i tam, kde by to zpocéatku ani

¢aru zvolenymi body grafu. . .
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neocekaval. Uvidi tieba, Ze nékteré ¢asti analyzy vypadaji z pohledu LA po-
nékud jinak a leckdy i jednoduseji — napt. Tayloriv vzorec jako exponenciila
derivace. Uvidi elegantni popis situaci jako je napft. teorie feSeni soustav li-
nearnich diferencidlnich rovnic prvého rfadu s konstantnimi koeficienty, kde
bez znalosti LA (Jordanova tvaru) nelze problému viibec porozumét, pokud
porozuménim minime vice nez nauceni se ,kuchaice“ odnékud ,spadlych®
predpist.

Dalsi poznamky o predmétu

LA je mnohem mladsi nez t¥eba analyza. Zatimco jadro klasického ,kal-
kulu* vzniklo v 17. a 18.stoleti, nékteré zcela zikladni pojmy LA vznikly
ani ne pred sto lety, a partie LA blizké svym pojetim funkcionalni analyze
jsou jenom par desitek let staré. (Nékteré jesté ani nepronikly do mnoha
standardnich ucebnic.)

Soucasny bouflivy rozvoj geometrie v souvislosti s teoretickou fysikou jis-
t& dale obohati obsah pfedmétu LA v blizké budoucnosti; srovnatelné rychly
rozvoj (relativné vzhledem k historickému obdobi) v analyze probéhl napos-
led snad nékdy v osmnactém stoleti. ..

Znamena to také snad, ze LA teprve ¢ekd obdobi zpfesiiovani a prebu-
dovani jejich zakladu v analogii s praci Bolzana, Cauchyho,...v zikladech
analyzy? Asi nikoliv, coZ je ddno také odlisnou povahou obou predmétii:
v algebie v jistém smyslu ,neni co zptresiovat® a cesta od ndzorného argu-
mentu ¢i uspé$né formalni manipulace k precisnimu diitkazu je zde mnohem
primocarejsi nez v analyze.

Ptirovnejme analyzu resp. algebru k dvéma nésledujicim détskym ¢in-
nostem: staveni hradu z pisku (analyza) a sestaveni hodin ze stavebnice
(algebra). Vyrok ,hrad uz je skoro hotov, zbyva par véci uhladit a zamést®
nem3 pti sestavovani hodin protéjsek: ozubené kolecka hodin do sebe prosté
bud zapadaji nebo ne (,skoro zapadaji“ je nesmysl). Tak je to i s dikazy
v linearni algebie: jsme-li ,,skoro hotovi“, jsme obvykle jiz zcela hotovi, za-
timco v analyze byva nékdy od ,,diikazu podle obrazku“ k presnému diikazu
jesté dlouhé cesta.

U naseho prirovnini mizeme ¥ici: zatimco pti vystavbé hradu z pisku se
nézory na hotovost dila, vypracovani detailti, tklid atd. mohou lisit podle né-
tury a poradnosti jednotlivych ucastnikt stavby ¢i piihlizejicich, v pripadé
konstatovani ,stavebnice je slozena“ je mozné hodnoceni mnohem jedno-

N4
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Poznamenejme déle, 7e jsme v tato skripta vlozili mnoho pozndmek uvéa-
déjicich i fakta, kterd zde nejsou dokazéna. V takovych piipadech nam §lo o
uvedeni nékterych snadno formulovatelnych (nikoliv nutné snadno dokazatel-
nych) tvrzeni fikajicich dilezitou dodatecnou informaci o pravé probiraném
predmétu a jeho souvislostech. Ocekavame namitky typu ,ideje a nacrtky
dikazi nepatii do ucebnic, a viibec uz ne do ucebnic pro zacitecniky* a
predesilame, Ze s takovymito namitkami nesouhlasime; k vysvétleni toho-
to stanoviska si roztfidme tvrzeni a véty objevujici se v textu do nékolika
skupin:

1. véty zdkladni dilezitosti pro dalsi text, s vyraznou a netrividlni mys-
lenkou dtikazu (leckdy i nesouci ndzev autora(l)): tyto dokazujeme
vzdy, nékdy i vice zptisoby (existuje-li vice moznosti ditkazu). Tako-
vychto vét je jenom 5-10 v kazdém semestru (a kazdy adept na zndmku
alespont 3 by je mél fadné zaregistrovat !).

2. véty feknéme standardni, jejichz dikaz (po uvedeni piipadného névo-
du) vyzaduje jistou samostatnou ale ,pfimocarou” namahu — jako po-
zorné pronasobeni sum v souéinech apod. — diikaz takovychto vét casto
prenechame ¢tenafi; nékteré z téchto vét mohou piipadné mit snadno
pochopitelny vyznam i pro zac¢atecnika, ktery v takovém pripadé muze
zpocatku formélni dukaz preskocit a vratit se k nému pozdéji po zdo-
konaleni svych formula¢nich dovednosti. Dilezitost vét tohoto typu je
obvykle spise v tom, Ze pomahaji ujasnit si roli zakladnich definic dané
oblasti.

3. véty sice dtilezité jinde, ale okrajového vyznamu v uvedeném textu (ne-
navazuje se na né dale). Zde se snazime uvést leckdy alespon myslenku
dikazu, ne v8ak vzdy. Nékterd fakta jsou prosté zajimava dokonce i
bez dikazu! (Nematematici to védi. ..) Bylo nasi védomou snahou vlo-
zit takto do textu nejriznéjsi dopliujici latku souvisejici s LA (i kdyz
nemuze byt ani feéi o tplnosti naseho vybéru). Souc¢asna matematika
(a to i ta ,skuteéné nepostradatelnd“ tieba pro fysika) je totiz tak
rozsahld disciplina, Ze zvlddnout ji porddné ve smyslu dokonalého i
formalniho ovlddnuti technickych detailt je tikol prakticky nezvladnu-
telny pro jedince. Casto je ale potfebné mit t¥eba jen letmé povédomi
o uzite¢nych pojmech a metodach — uz proto abychom védéli, s ¢im se
tfeba potiebujeme v budoucnu vice sezndmit. Mame-li volit mezi ,ne-
pofadnou znalosti“ (tfeba i jednoduchou karikaturou jinak mnohem
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volime prvni moznost.

V kontrastu k ¢asto vyslovovanému nézoru, ze jadrem matematiky jsou
véty a (presné!) dikazy, chceme zdtraznit i dtlezitost znalosti vhodnych
metod (a tedy vlastné i vhodnych definic). Zastdvame ndzor, ze metoda je
situaci ¢asto dostavame rizné tvrzeni. Opacny pripad, kdy jeden dilezity
fakt se dokazuje ruznymi metodami, je sice velice pozoruhodny, ale pod-
statné méné casty! Metodu lze vylozit leckdy i v jednoduché karikatufe;
vyraznou metodu si lze zapamatovat mnohem snadnéji nez technické pred-
poklady (ty koneckoncti metoda leckdy pfirozené nastoli jiz sama od sebe);
jesteé horsi je, ze nékdy komplikované predpoklady zatemni vyraznou metodu
pripadné tuto metodu tak ,znetvoii“ (Spatné zvolené, nékdy i pfili§ obecné
predpoklady véty napft.) tak, Ze neuvidime pozdéji moznost uplatnit pivod-
ni jasnou metodu i v situacich, které ambicidésné formulovana obecnd véta
jaksi nepredvidala. ..

Napr. ¢lovek i letmo sezndmeny se soucasnou teoretickou fysikou vi, jak
mnohostranné pouziti ¢asto ve velmi komplikovanych situacich mé ona velmi
jednoduché metoda integrace zvand ,per partes“. Viz koneckoncti i uvedena
skripta: co maji spole¢ného t¥eba ortogonalni polynomy, distribuce apod.
kromé onoho jediného magického slova per partes? Myslet si, Ze jedna ab-
straktni véta z teorie néjakého ,hodné obecného® integralu vSechny tyto
ptripady zahrne, je dosti absurdni a hlavné neuzite¢né piredstava; pokud by
je tfeba i momentalné zahrnula, tak se nepochybné brzy objevi néjaka dalsi
odlisna aplikace. (Mimochodem to, co maji tfeba distribuce a ortogonalni
polynomy spole¢ného, se spise vyjadii jazykem LA — pojmem transponova-
ného ¢i adjungovaného operatoru — nez jazykem teorie integralu, ktery sotva
zahrne dvé takto odlisna pouziti metody per partes do jedné véty.)

PODEKOVANS{. Autofi dékuji ¢etnym kolegiim (véetné mnohych studen-
ti MFF UK), ktefi vénovali sviij ¢as na seznameni se s nékterymi partiemi
skript a jejichz kritické poznadmky a naméty leckdy zanechaly stopu na obsa-
hu téchto skript. Zvlastni diky patii recensentim prof. J. Formankovi, DrSc.
a dr. M. Znojilovi, CSc. Dalsi reakce na obsah i formu téchto skript budou
vitany; nejlépe na elektronickych adresach uvedenych v zavéru knihy.
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Kapitola 2

Kdo je grupa a téleso

2.1 Grupa

Tato kapitola, striktné vzato, jesté nepatii do linedrni algebry. Pojem gru-
py je v8ak natolik tstFednim pojmem algebry (a celé matematiky), Ze se
mu samoziejmé nemuzeme vyhnout. Naopak, budeme se snazit tento pojem
co nejvice ilustrovat v pribéhu celého kursu LA. Zde uvedeme jen nékolik
nejzakladnéjsich pojm.

Zacnéme tedy koneéné vyklad stylem véta, dikaz,. ..

DEFINICE GRUPY. Mnozinu G, na niZ je definovana bindrni operace tzn.
zobrazeni

{(a, b) = a+bresp. abresp. aob} : GxG =G (2.1)
nazyvame grupou, plati-li vztahy

1. Va,b,c € G a+ (b+c) =(a+b)+cresp. a-(b-¢c) =(a-b)-c
(asociativita).

2. A0 resp. 1 € G (takzvany nulovy ¢i neutralni prvek), ze Va € G a+0 =
O+a=aresp.a-1=1-a=a.

3. Ya € G 3b (tzv. opaény ¢ inverzni prvek, piSeme potom b = —a resp.
b=a""') takovy, 7e a +b=b+a = 0 resp. ab = ba = 1.

Znacime-li operaci jako +, mluvime o aditivni grupé, pisSeme-li ji jako na-
sobeni, jde fe¢ o grupé multiplikativni, jindy jde o ,komposici“ apod.

27
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CviceNf. DokaZte jedine€nost neutrdlniho a inversniho prvku.

DEFINICE. Grupu nazvéme komutativni nebo Abelovou, je-li Va,b €
G: a+b=0b+a. (Znak ,+* jsme vyhradili jen pro Abelovy grupy.)

DEFINICE. Podmnozina P C G, kterd je uzaviena na binarni operaci
grupy G a undrni operaci inverse, se nazyvd podgrupou G. Podgrupa P C
G je normalni podgrupou G, plati-li

VgeG g-P={g-ppeP}={p-gpeP}=P.g (2.2)

T¥idy a - P = {a - p, p € P} lze nasobit (pro norméalni podgrupu P!) podle
vzorce (a-P)-(b-P) = ((a - b) - P). Tento vzorec je korektni pravé tehdy, jde-li
o normdlni podgrupu, nebot moznost napsat jakykoliv souéin apbp’ téz ve
tvaru abp” je ekvivalentni moZnosti napsat jakykoliv prvek pb té7 ve tvaru
bp''p'~' = bp"'. Vzniklou grupu nazyvame faktorgrupou grupy G podle P
a oznatujeme G/P. (Tento pojem, jakoz i nasledujici pojem direktniho a
polodirektniho soucinu, bude pro zacatecnika asi velmi abstraktni a proto
tézky; je mozno ho p¥i prvnim ¢teni vypustit.)

JINA DEFINICE. Pozadavek Vg € G ¢g-P = P . g lze prepsat také
jakoVg € G ¢g-P-g ! =P, coz je diivod, pro¢ normalni podgrupé také
fikdme invariantni (minéno vidi tzv. vnit¥nim automorfismam ¢, : p —
gpg~1). P je tedy normélni podgrupou G pravé tehdy, kdyz

VgeG,peP gpg ! el. (2.3)

Tento vztah vyjadiuje gPg~' C PP, a jelikoz plati i pro g7': g7'Pg C P <
P C gPg !, je ekvivalentni gPg ! = P.

Pojem normalni podgrupy by se nedockal docenéni bez zavedeni nésle-
dujici konstrukce.

DEFINICE MORFISMU. Zobrazeni ¢ : G — G mezi dvéma grupami na-
zveme morfismem nebo homomorfismem, prenasi-li grupovou operaci,

tzn.

Ha-b) = plafpd), S =T,  $la”")=¢a) " (2.4)

Vlnka zde oznacuje bindrni operaci, unarni operaci ,,vybrani inversniho prv-
ku“ nebo nuldrni operaci ,,vybrani neutrdlniho prvku® v G. Budiz zndmo, ze
morfismus, ktery je surjekci, to jest funkci ,na“, se nazyva epimorfismem
a monomorfismem je morfismus v pripadé, ze funkce je injekci (tj. kdyz
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je prosty, riiznym priradi rizné). (Mnemotechnickd pomtcka SEMI ¢i MISE
sloZzend z pocatecnich pismen téchto zobrazeni vaim vzdy pripomene, které
je které.) Je-li ¢ obé, to jest zobrazeni je bijekci, vzajemné jednoznacénym
prifazenim, mluvime o isomorfismu.

DEFINICE JADRA. Jddrem homomorfismu ¢ : G — G nazveme mno-
7inu vzorti neutrdlniho prvku z G. Dokaite, Ze jadro kaZdého morfismu je
normalni podgrupou G a naopak, je-li G’ normalni podgrupou G, je G’
jadrem morfismu {z — z +G'} : G — G/G'.

DEFINICE CENTRA. Centrem grupy G nazyvame jeji podmnozinu Z(G)
téch prvki s, pro néz

Vge G sg=gs, (2.5)

a je to tedy podgrupa (gs1 = s19, gs2 = s29 = g(s182) = (s152)g) a to
dokonce normélni, protoze gsg~' = sgg~ " = s.

DEFINICE PROSTOTY. Grupu nazyvame poloprostou (polojednoduchou),
neobsahuje-li Z4dné vlastni' normalni Abelovy podgrupy. Grupa je prosta
(jednoducha), neobsahuje-1i zadné vlastni normélni podgrupy. (U Lieovych
spojitych grup, diskutovanych déale, slovo ,,zadné“ musime chapat jako ,zad-
né kromé diskrétnich*.)

PRIMY SOUCIN GRUP. Typickym piikladem grupy, kterd neni prosta, je
direktni neboli p¥imy (také kartézsky) soucin grup A x B. Jde o kartézs-
ky souéin téchto grup s jednotkovym prvkem (14,1p), inversnim prvkem
(a,b)™' = (a=',b7") a s operaci definovanou vztahem (a1,b;) o (ag,by) =
(ay 0 az, by 0bs). Jeji pocet prvki je tedy roven soucinu pocti prvki grup A
a B (v ptipadé spojitych grup je jeji dimense rovna souétu dimensi grup A,
B).

Takova grupa méa za svoji normalni podgrupu jak grupu isomorfni A
(s prvky (a € A, 15)), tak grupu isomorfni B.

CvICENS. llustrujte uvedené pojmy na ndsledujicich p¥ikladech grup:

L. (Ra +)7 jeji podgrupy (Qa +) a (Za +)7 (R\{O}a ')7 (Q\{O}a ')7 ... Existuje
morfismus {z — €%} : (R,+) — (R\ {0},:), protoze e?*t® = e . ¢’ a
dokonce isomorfismus na grupu (R7, ).

Vlastni znamend netrividlni: Grupa mé vidy dvé trividlni normélni podgrupy, sebe
samu a grupu obsahujici jen neutralni prvek.
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. yruleta® Z, = {0, 1, 2, ..., n—1} (i ®j) = (i + 7) modulo n.

Je isomorfni multiplikativni grupé n c¢isel rovnomérné rozestavénych
po jednotkové kruznici, jednim z nich7 je jednotka? : {a € Z,
exp(2mia/n)} : Z, — podgrupa C.

. »spojita ruleta® U; = {2z € C; |z|] = 1} s nasobenim komplexnich

Cisel. Lze sestrojit morfismus {z — exp(iz)} : (R,+) — (Uy,-) nebo
isomorfismus z aditivni grupy tid redlnych cisel lisicich se o nasobek
27 (s¢itani modulo 27).

. Permutace na mnoziné & skladani, viz dale.

. Premisténi ¢ili shodnosti v elementarni geometrii a rizné podgrupy

na zpusob symetrie téles (napt. isometrie dvacetisténu), symetrie
krystali apod.

. Krystalografické grupy, v dvojrozmérném pripadé symetrie dlazdé-

ni. Pohledme na obrazky ve specialni kapitole (a na text na strané 122)
vénované témto otdzkdm a charakterisujme grupy tam pojmenované
sprostorovd“, ,bodova“ neboli ,krystalografickd“ a ,stacionarni“.

. Pojem grupy je ustfednim matematickym pojmem i jinde ve fysice.

Ve standardnim modelu elementarnich ¢astic, to jest teorii kvarki,
leptonti a zprostiedkujicich bosonii, je dilezitd grupa symetrii SUsz x
SU, x Uy, razné teorie velkého sjednoceni se snazi tuto grupu vylozit
jako podgrupu grupy vétsi, napt. SUs a heterotické stringy se ji snazi
docilit z grupy SQs, nebo Eg x Eg.

. Historicky se pojem grupy poprvé objevil zacatkem 19.stoleti (to jest

po roce 1800) piizkoumadni (ne)fesitelnosti algebraickych rovnic stup-
né alespon patého. Galois svij objev sepsal pres noc, nasledujici den
mél souboj kvili néZznému pohlavi a nechal se odprasknout.

. Radujme se, %e v poslednim desetileti byla dokonéena (snad) klasifika-

ce velké tfidy grup, totiz koneénych grup, do niz patii grupy krysta-
lografické, grupy permutaci, stejné jako grupa symetrii dvacetisténu a
jinych téles a dalsi, také grupa vSech operaci, které lze provést s Rubi-
kovou kostkou. Klasifikace kone¢nych grup je dilem srovnatelnym (i
vahou pfislusné knihy) s atlasem svéta a je vysledkem enormniho tsili
nékolika generaci algebraikt.

*Pfipomindme, Ze exp(ix) = cosx + isin .
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KONECNE ABELOVY GRUPY. Neskonale prostsi tilohou je klasifikace ko-
ne¢nych komutativnich grup — dokonce vSech konecné generovanych (s konec-
nym generatorem), kterym porozumite sami, zobecnite-li pojem direktniho
soucinu na libovolné mnozstvi ¢initeli.

VETA. Kazdd koneénd Abelova grupa je isomorfni pfimému soucinu
vhodnych cyklickych grup, které jdou dokonce volit tak, ze kazd4 z nich mé
pocet prvkd rovny mocniné prvocisla (pozor, fady grup-¢initelti se mohou
opakovat).

G= Zp(l)”(l) X Zp(2)”(2) X ... X Zp(N)”(N)’ napf‘. Z75 = Z3 X Z25. (26)

Vsimnéte si, Ze nap¥. grupa Z4 neni isomorfni pfimému soucinu Zsy X Zo
— napiiklad proto, ze druhd mocnina kazdého prvku druhé z grup (nikoliv
v8ak prvni) je jednotkovy prvek.

DEFINICE. Rekneme, e mnozina A C G generuje grupu G, jestlize

Vg € G Inday,as,...,a,, 7e Vi(a; € A nebo ai_l € A)a ze (2.7)

g=aias-...-ap. (2.8)

(Nékterd a; mohou byt stejnd.) Grupa generovani jednoprvkovou mnozinou
se nazyva cyklickd (napt. Z, nebo Z) a je vzdy komutativni, coz dokaZte.

2.2 Permutace

MoTTO.

Miéte permutace radi? Radi mate permutace? Permutace radi mate?

RAdi permutace méte? Permutace mate radi? Mate radi permutace!

Permutace je vzijemné jednozna¢né (tj. prosté a ,na“) zobrazeni ob-
vykle konecné mnoziny na sebe.

PoOJEM. Permutaci p : X — X oznaéime za transposici, existuji-li
x #y € X takové, %e p(r) =y, p(y) = = a jinak p(z) = z pro z € X \ {z,y}.

DEFINICE. Jakoukoli usporadanou n-tici (z1,z2,...,2,), pokud p(z;)
=z proi =1,....,n—1 a p(z,) = r1 nazveme cyklem permutace p
délky n — 1.
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O Tato situace pro
permutace nenastane:
O (nebylo by prosté) i]

DEFINICE. Usporaddme-li prvky X do posloupnosti (1,2,...,n) (kde n
je pocet prvka X), miZeme permutaci zndzornit tabulkou

1 2 3 4 n
{ { | Lol
p(1) | p(2) | pB) | p4) | --- [ p(n)

Kazdou dvojici typu 7 < j, kde p(i) > p(j) nazveme inversi tabulky
(permutace). (Budeme mluvit o i, j-inversi.) Sipky a rdmecky budeme nadale
vynechévat.

T¥i ekvivalentni definice znaku (znaménka) permutace

e znak |p = (_1)poéet inversi p

o znak,p = (—1)Suma délek cykla P tedy (_1)poéet cykli liché délky
e znaksp = (—1)k, kde k je pocet transposic T; nutnych k sestaveni
permutace: p=Tyo...0T}

VETA. Pojem znaku permutace je dobie definovin a vSechny t¥i defini-
ce urcuji totéz. Permutacim s kladnym resp. zdpornym znakem (znaménkem)
fikejme sudé resp. liché.

DUKAZ.

1. znak = znak 3 : Zakladni skutecnosti, jiz je treba dokazat, je, Ze prida-
me-li k permutaci S transposici T', zméni se pocet inversi o liché ¢islo.
Necht tedy P = S oT;;, kde Tjj je transposice ménici prvky i # j. Pak
ma permutace P tabulku, v niz je v druhém radku proti permutaci S
vyménéno i-té a j-té ¢islo. Inverse i,j bud zmizi nebo se objevi (v P
proti S, to je to ,liché ¢islo“), inverse, kterych se neti¢astni ani i ani j,
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zistanou a u inversi typu i,a a a,j (kde a je libovolny prvek tabulky)
se bud nic nezméni, nebo obé zmizi, nebo obé vzniknou, nebo jedna
vznikne a jedna zmizi.

Z toho plyne nejen rovnost znaki, ale i jednoznacnost definice znak g3,
protoze znak 1 je definovan jednoznacné.

2. znak 9 = znak 3 : KaZzdou permutaci Ize slozit z cykli a kazdy cyklus
délky n lze rozepsat na komposici n transposici. Napr.

1 2 3 4 1 2 3 4
<2341>_<2134>° (29)

1 2 3 4 1 2 3 4
°<1324>°<1243> (2.10)
Vyhodnocujeme-li pravou stranu, to jest zjistujeme-li, co vyslednd per-
mutace priradi treba trojce, je nutné€ nejprve precist, co priradi trojce ta

uplné pravd permutace (4), druhd zprava pritadi ctyrce ctyrku (4) a levd
této ctyrce ctyrku. Proto nalevo napiseme pod trojku ctyrku.

Mizete si také promyslet, kterak v permutaci, kterd obsahuje dva cykly, Ize
tyto dva cykly ,slepit”, slozime-li tuto permutaci s néjakou transposici, preha-
zujici dva prvky, kazdy z jednoho cyklu, a naopak, slozime-li tento cyklus znovu
s touto transposici, dostaneme dva cykly:

01

1. Sudé permutace tvofi normdlni podgrupu A, grupy vdech permutaci S,,.
Co je faktorgrupou?

2. Dokazte tuto vétu: Zobrazeni {p — znak p} : P(X) — Zy je morfis-
mus grupy P(X) vSech permutaci na mnoziné X do multiplikativni grupy
{#+1,—1} a ta je isomorfni cyklické dvojprvkové grupé Zs = {0,1} se
s¢itdnim modulo 2. Sudé permutace jsou jadrem tohoto homomorfismu.
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3. (Jesté ke grupam obecné.) Grupa vsech otoleni a posunuti trojrozmér-
ného prostoru (uvaZujme jen ty, které neméni orientaci) ma za normalni
podgrupu grupu vsech posunuti. Naopak podgrupa vSech otoleni fixujicich
pocatek neni normalni. Ukazte, pro¢. (Dvé riizng, vzajemné neinversni oto-
¢eni nemohou dat dohromady identitu, ac je navic skldaddme s translacemi
v jakémkoli poradi.)

PoLoPRIMY SOUCIN GRUP (). Posledni cvideni bylo typickym piikla-
dem, kdy lze grupu G vsech isometrii popsat jako polop¥imy souéin grup
A x B, kde B je normalni podgrupa (délitel) G (v nasem p¥ipadé je B grupou

o

viech translaci) a A je isomorfni faktorgrupé G/B.
Polodirektni (semidirektni) souéin grup A xB je tedy kartézsky
o

soucin téchto grup s operaci definovanou podle
(a1,b1)(az,b2) = (ara2,b1b3"), (2.11)

kde b* = a(a)b je symbol téinkovani grupy A na grupé B (&ili nékterého
zvoleného morfismu grupy A do grupy automorfismti B, ¢ili grupy vsech iso-
morfismti B do sebe). Konkrétné v nahote uvedeném piikladé si uvédomte, ze
rotace generuje prirozenym zpusobem automorfismus grupy translaci, ktery
dané translaci pfifadi translaci ve sméru ptislusné oto¢eném. (Zvolime-li tri-
vialni morfismus «, ktery kazdému a pfiradi identicky automorfismus grupy
B, dostaneme oby¢ejny piimy soucin A x B.) Kazdy si miize nalézt inversni
prvek k (a,b) (nebo alesponr ovéfit, ze jim (a1, (b=1)(¢7)) je), jednotkovy
prvek je (14,1p) a asociativitu ovéfime zde:

(a102a3, b1 b1 b)) (2.12)
(alagag, bl(begQ)al) '

[(a1,b1)(az,b2)] (a3, b3)
(a1,b1) [(az, b2)(as, bs)]

Prvni slozky obou vysledki se rovnaji evidentné, ale rovnaji se i druhé, poné-
vadz (upravujeme druhou komponentu v druhém vysledku) plati nasledujici
vzorce plynouci z toho, Ze a(a) jsou automorfismy grupy B.

(bab?)t = b (b57)™ = b (2.13)

Dalsim prikladem polopfimého soucinu je 2n-prvkova grupa A, symetrii
pravidelného n-thelnika, kterd je polopfimym soucinem (pfesnéji je mu iso-
morfni) grupy Zs (hraje roli A) a grupy Z, (ktera je norméalni podgrupou
An). (V)
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2.3 Resil vy byste rovnici patého stupné?

(#) Tuto sekci jsme nenazvali Galoisova teorie, abychom prilis nepodrazdili
pripadné na vétsi formalni presnost si potrpici znalce této teorie, ale piesto
doufame, Ze hloubavé studenty inspiruje k duméni o reSeni rovnic vyssich
stupni.

Mnozi jsou presvédceni, ze vzorec pro treSeni algebraické rovnice libo-
volného stupné musi existovat. Proto hned na pocatek predvedeme jeden
divod, ktery snad viru téchto osob v existenci vzorce podlomi:

Hleddme-li kofeny rovnice (vydélili jsme koeficienty u nejvyssi mocniny
a zavedli stiidavd znaménka)

" —az" b — e 4~ =0, (2.14)
chceme vlastné rozlozit tento polynom na soudin kofenovych ¢&initela
" —ar" b " P~ = (r—x) (m— ) .- (T —2p). (2.15)

Roznésobime-li pravou stranu a uvazime, ze se musi rovnat vSechny koefici-
enty u jednotlivych mocnin z, zjistime, Ze a je sou¢tem vsech kotrent (kladné
vzatym diky nasi znaménkové konvenci), b je souctem vSech soucini dvojic
riznych korenti atd.

Vsimnéme si, ze viechny koeficienty jsou invariantni?® vaci libovolné per-
mutaci kofenti, a toto bude zajisté platit pro jakékoli jejich funkce (a®—b...).
Nezd4 se vam tézké z nich ziskat vyraz natolik asymetricky, jakym je 17

Jak to vlastné délame u kvadratické rovnice

2> —ar +b=0,kde a=xz +29, b=1x 297 (2.16)
Umocnime a na druhou, dostaneme z% + 27179 + 73, odecteme 4b a zbude
nam z? — 2z179 + 3, coz po odmocnéni dava +(z; — z9). Piictenim a a
vydélenim dvéma dostavame koteny.

Z uvedeného postupu je snad zfejmé, ze rizné koreny dava (jeden) vzorec
proto, ze volime rizné hodnoty odmocnin. (Zde, v ptipadé druhé odmocniny,
jde o dvojzna¢nost znaménka, n-t4 odmocnina je n-znacné funkce.)

Chcete-li si odvodit vzorce pro feSeni rovnice tietiho a ¢tvrtého stupné,
doporucujeme vam sestavit si tabulky, kterak vyjadfit rtizné (vici permuta-
cim kofentl) invariantni polynomy kotent, napt.

o3+ 22 = a? — 2. (2.17)

3Nezméni se, permutujeme-li kofeny.
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Pro kubickou rovnici pak pohledite na vyraz (w = exp2ni/3 je ,primitivni
hodnota“ /1)
T1 + wro + wzs (2.18)

a uvédomite si, ze pokud se vam podari vypocitat tento vyraz z koeficientu,
budete mit takika vyhrano. (P¥i¢tete k vyrazu zrcadlovy z; + w’zs + w3
a soucet koteni x1 + xo + x3 a dostanete 3x1; vidime, Ze vzorec pro kotren
bude mit tvar sou¢tu dvou tfetich odmocnin a a/3.)

tacim kofent (a tak by se mohla lépe vyjadiovat pomoci koeficientit), neni
viak tplné:*

(71 + wry + W?23)3 = 23 + 23 + 13 + 6217023+

2.1
+3w(23wg + 2373 + T371) + 3w (7123 + 1273 + T377). (2.19)

Piepsanim w do tvaru (—1/2 + iv/3/2) dosp&jeme radostné ke stavu, kdy
jediny vici permutacim neinvariantni élen bude

i3V3/2(x3xy + w3z + iz — 2123 — Toxk — 2377). (2.20)

Ten ovSem jiz lze ziskat jako druhou odmocninu vyrazu viéi vSem permuta-
cim invariantniho podobné, jako 21 —z9 u kvadratické. (Pod onémi sé¢itanymi
tfetimi odmocninami bude soucet néjakych polynomu z koeficientii a jakési
druhé odmocniny.)

c vyv e

substituci = y —a/3 rovnici pievést do formy s nulovym koeficientem u z2,

coz se projevi tim, Ze lze vySkrtat vSechny ¢leny obsahujici a. Zavérem bude
Cardanuav vzorec: rovnice

V¥ +py+q=0 (2.21)

m4 kofeny (rtiznd znaménka pred druhou odmocninou pravé zajistuji ,zrcad-
lovost“ vyrazii)

3 2 3 2

3l g p q 3 ¢ p q
= -1 b £l _d (e 13 2.22
=3y (5) +(G) -5y (5) +(5) (222)
Podobné lze v radikdlech (pomoci odmocnin) vyfesit i rovnici ¢tvrtého

stupné (zkuste si to). Pro odvozeni je tfeba znat triky pro feSeni rovnice
kubické. Zkusite zaéit s vyrazem

({L'1 + Xy — X3 — $4). (2.23)

4Vyraz pak napifeme ve tvaru t¥eti odmocniny této ,t¥eti mocniny*.
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Teprve potom trochu pochopite, pro¢ nelze tesit rovnice vyssich stupni,
shrnete-li postup feseni:

7Z koeficientt jsme vzdy sestavili (symetricky vici S,,) vyraz, odmocnili,
a dostali tak formuli F', kterd se ndsobi nékterou odmocninou z jednotky od-
povidajiciho stupné pti uréité permutaci korenti. Nasli jsme tak charakter
(morfismus do U;) grupy dosud p¥ipustnych permutaci. Tim, ze k takové-
mu vyrazu pri¢teme vyraz symetricky nebo zrcadlovy, dostaneme vzoreéek,
ktery zcela méni hodnotu pii permutacich, vici kterym neni F' invariantni.
Zajiméame se tedy jen o podgrupu permutaci, které F' nechavaji beze zmény
(fikejme tomu naruSeni grupy symetrii S, do G, nap¥. A,). Tato gru-
pa G je norméalni podgrupou grupy predchozi, jako kazdé jadro charakteru.
Tvorbou novych vyrazi a dalsim odmocnovanim postupné narusujeme grupu
symetrii daného vyrazu az na 1g, grupu obsahujici jen identickou permutaci.

Naru$eni grupy probihd So — Ay = 14 resp. S3 — A3z — 15 resp. Sy —
Ay — By — 1g, kde By je (lokélni) oznadeni pro ¢étyfprvkovou podgrupu Ay
isomorfni Zsy X Zso s prvky

(1,2,3,4) — {(1,2,3,4),(2,1,4,3),(3,4,1,2), (4,3,2,1)}. (2.24)

U vyssich stupiiti postup nelze realisovat, ponévadz znam4 véta (obsaze-
n4 v ucebnicich algebry) ¥ika, ze grupa A, je prosta pro n > 4. Prostotu Aj
(vzorce pro rovnice vysSich stupiii by ndm umoznily odvodit i vzorec pro
rovnici patého stupné) dokazete tak, ze si uvédomite, ze pripadni normal-
ni podgrupa grupy A by musela (aby nebyla trividlni) obsahovat alespoi
jednu neidentickou permutaci p, kterd mtize mit v pripadé péti prvki jednu
z nasledujicich struktur cykli: cyklus délky 4, cyklus délky 2, dvé transpo-
sice. Aby vSak byla normélni, musi obsahovat s permutaci p vSechny prvky
gpg~ ', g € Aj, a tudiz (jak zjistite) by musela obsahovat vechny prvky
stejné struktury cykld. Z pozadavku uzavienosti na komposici vsak vyvodi-
te, ze musi obsahovat vSechny permutace z A5 (a jde tedy stejné o trividlni
podgrupu), protoze cyklus délky 2 lze zapsat jako komposici cykla délky 4
apod. (V)

2.4 Nehmotna télesa

Seznamime se s priklady algebraickych struktur proti grupé bohatsich o dalsi
operaci.

DEFINICE. MnoZinu M se dvéma bindrnimi operacemi ,,+“ a ,,-“ nazveme
okruhem, plati-li
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a+b=b+a

(a+b)+c=a+(b+c)
a-(b-c)=(a-b)-c

H0: a+0=04+a=a

Vb da a+b=0=b+a, (b= —a)
J1: a-1=1l-a=a
a(b+c) = ab+ ac

(a + b)c = ac + bc

PRIKLAD. Zobrazeni na R" mohu skladat (,,0“), ale i s¢itat (,+“): (¢ +
P)(a) := @(a) + ¥(a). Nejde vsak jesté o okruh (co neni splnéno?) Okruh
dostaneme, bereme-li linedrni zobrazeni (viz dale). Podrobnéjsi diskusi téchto
a dalsich p¥ibuznych pojmu (obor integrity...) viz algebraické ucebnice.
Nas bude dale nejvice zajimat nasledujici specidlni piipad okruhu:

DEFINICE. Okruh nazveme télesem, pokud

Va e M\ {0} 3beM, ze (2.25)

ab =ba =1 a znagime b = a L. (2.26)

PRIKLADY TELES.

1. Zy, kde p je prvocislo — cyklickd grupa s p prvky: Télesem Z, zde

minime téleso ¢isel {0,...,p — 1} se s¢itdnim a nasobenim modulo p
(zbytek po déleni p); je vidét, ze v piipadé, Ze p neni prvocislo (napft.
77), najdeme v Z, néjaké s nim soudélné ¢islo (napf. 14), jehoz kazdy
nasobek (modulo p) bude délitelny jejich nejvétsim spoleénym délite-
lem (zde 7) a tedy nemtize byt roven jednicce (ze Z,); nenajdeme tedy
inversni prvek. Naopak, je-li p prvocéislo, najdeme pro kazdé nenulové
i € Zjy, inversni prvek (napt. v Zz jsou inversni prvky k 1,2,3,4,5,6 po
fads 1,4,5,2,3,6, tieba 5 - 3modulo7 = 1.)

. Kromé Z, s prvociselnym p lze sestrojit komutativni télesa, kterd maji

p" prvki (mocnina prvocisla), které si lze predstavit jako polynomy
nejvyse (n — 1)-niho stupné s koeficienty ze 7Z,, se s¢itanim modulo p
v kazdém stupni z a nadsobenim modulo néjaky vhodny (ireducibilni,
to jest nerozlozitelny na soucin jednodussich) polynom n-tého stup-
né. (Operace modulo polynom n-tého stupné se provadi odecitanim
soucinu tohoto polynomu s n&jakymi z*, dokud nedostaneme polynom
nejvyse (n — 1)-niho stupné.)
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3. (Q,+,-). Vite, jak se ndsobi a stitaji zlomky?

4. (R,+,") a jeho nejvétsi komutativni nadtéleso (C, +,-).

Pro¢ nejsou uzitetna tieba u-komplexni ¢isla z = a + bu, u® = 17
Inversni &islo k z lze psat jako 27! = (a — bu)/(a® — b?) a neexistuje
pro z = a(l £+ u) — z puristického hlediska tedy nespliuje axiémy pro
téleso.

N

Zasadnéjsi je, ze takova u-komplexni ¢isla se rozpadaji na dvé nezavisla
realnd c¢isla; napiseme-li dvé u-komplexni ¢isla ve tvaru
14w 1—u 14w 1—wu

o b Y=ot d—p, (2.27)

r=a

lIze potom zapsat souéin zy jako soucet dvou slozek, z nichz prva je
soucinem jen prvych slozek Cinitell a druhd je soucinem druhych:
1+u 1—u

2—l—bd2

Ty = ac (2.28)
Presné tak se nasobi diagonalni matice x resp. y s ¢isly a, b resp. ¢,d
na diagonale. (Ovéf uvedend fakta.)

5. Mnozina ¢isel typu {m+,/p.n|m €T, n € T} prope T, \/p ¢ T pro
dané téleso T (zprvu T = Q) jsou télesa, hrajici velkou roli v dikazech
nemoznosti trisekce thlu apod.

6. U kvaternioni se pozdrzime trosku déle.

Kvaterniony, nejvétsi nadtéleso télesa R, objev Williama Rowana Ha-
miltona (podle ného znacime téleso H) z roku 1843. Patii k nejcastéji ci-
tovanym piikladim ,zablesku génia“ v matematické literature, o cemz se,
spolu s popisem vyjimec¢né osobnosti W.R.Hamiltona, mtzete docist napi.
v Casopise Math. Intelligencer 11/2(1989).

Chceme-li mit téleso s vice nez jednou imaginarni jednotkou (pouhé dvé
nestaci, jak se da nahlédnout), aby

=2 =K==, (2.29)
predepiSeme-li jesté vztah niZe a uvazujeme-li jen tii jednotky i, 7, &k

ij =k, (2.30)



40 KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TELESO

je uz vse dalsi urceno definici télesa, vztahy napt.
ij =k =i%j =ik = —ik = j apod. (2.31)
Kvaterniony jsou tedy ,,¢isla“ tvaru
r=a+pi+vj+dk, {a,p,7,0} CR (2.32)

séitajici se ziejmym zpusobem a nasobici se v souladu s distributivnim zé-
konem a s pravidly (vSimnéte si nekomutativity)

==k =—lij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik. (2.33)

Vsechna mozna nadtélesa C s maximéalni dimensi jsou isomorfni s kva-
terniony. Pti dikazu se vyuziva vhodné volba kombinaci ?-maginarnich jed-
notek, aby byly splnény podminky i = j? = k? = ijk = —1.

Pokuste se najit z L. ... Nevite-li, prozkoumejte &islo

a— (i —yj — ok
a4+ (2 +42 462

(2.34)

V citateli je sdruzeny kvaternion, ve jmenovateli ¢tverec jeho normy.

2.5 Cayleyova cisla

(#) Jesté vetsi ,téleso“ nez kvaterniony dostaneme, opustime-li pozadavek asocia-
tivity nasobeni. Kazdé Cayleyovo ¢éislo neboli oktonion mé sviij oboustranny
inversni prvek. Zname-li distributivni zadkon a pfirozeny zdkon séitani, tak jediné,
co je tfeba najit pro nalezeni jejich struktury, je multiplikativni tabulka imaginar-
nich jednotek.

Prozradme hned na pocétku, ze algebra Cayleyovych ¢isel (znacme ji @) mé
imaginarnich jednotek sedm, je tedy osmirozmérnym prostorem nad R. Mizete si
promyslet, pro¢ v jiné dimensi nic podobného nefunguje.

Pokud se dozvite, Ze obsahuje za své podtéleso kvaterniony (a Ze ¢tverec kazdé
imaginarni jednotky je —1), jisté vas symetricko-estetické divody piivedou k vife,
7e kvaterniony obsahuje vicekrat: fikejme kvaternionicka trojice trojici Cayleyo-
vych &isel (obvykle imaginarnich jednotek), které se chovaji jako 4, 7, k. Oznaéime-li
imaginarni Cayleyovy jednotky jako i, j, k, A, B, C, D, napadne nés, ze (kromé ijk)
také ABC mohou tvorit trojici. Hned se ale dostaneme do nesndzi, protoze souciny
iA a iB musi byt oba £D (chceme-li, aby sou¢inem dvou imagindrnich jednotek
byla plus minus jind) a soufin iD jiZ nelze definovat v souladu s pozadavkem, aby
kazdé dvé rtzné jednotky spolu s jejich souc¢inem tvorily trojici.
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Existuje v8ak FeSeni; ¢tverice ABCD lze rozdélit na dvojice tfemi zptsoby, ke
kazdému zptsobu lze pfifadit jednu jednotku z {i,j,k}. Tedy budeme mit sedm
imaginarnich jednotek, jejichz ¢tverce budou —1, které navzajem antikomutuji, a
kvaternionické trojice ziskaji tvar (z jistych divodd je tieba psit iDC, kC B misto
iCD,kBC)

ijk,iAB,iDC,jAC,jBD,kCB,kAD. (2.35)

Vsimnéte si, ze kazda dvojice jednotek je v pravé jedné trojici, a jeji soucin je tedy
dobte definovan. Piiklad neasociativity je

(ij))A=kA=D # —D =iC =i(jA). (2.36)

Podobné, jako lze ziskat H z mnoziny C x C, Ize O ziskat z H x H, predepiseme-li
pro nasobeni

(z +yA) (@' +y'A) = (z2' —y'y) + (ya' +y'2)A, w,y2’y e H  (237)

Zajimava je otazka automorfismi uvedené algebry. Pozadujeme-li po automorfismu
¢, aby
pla+b) = p(a) + ¢(b), pla-b) = ¢(a) - ¢(b), (2.38)

zjistime, 7e komplexni ¢isla maji grupu automorfismt isomorfni Zs (kromé iden-
tického automorfismu komplexni sdruZeni), automorfismy kvaterniond tvoii grupu
SO(3) (tii imaginarni jednotky lze oto¢it trojrozmérnou ortogonalni transformaci)
a Cayleyova, ¢isla maji zvlastni grupu automorfismt G». Jde o podgrupu SQ(7) -
kvaterniony lze také ortogonalné ot4cet, ale nikoli zcela volné; dimense grupy G
je jen 14 ve srovnédni s dimensi 21 = 7- (7 — 1)/2 grupy SQX(7), viz str. 114.

Jak vypadaji takové transformace grupy G? Shromazdime-li k sobé zbytky kva-
ternionickych trojic od jedné imaginarni jednotky — napiiklad 4 (to jest jk, AB, DC),
muzeme Fici, Ze lze rotovat ,,do sebe“ soutadnice j a k, stejné jako A a B nebo D
a C, oviem v grupé G, musi byt celkovy tihel téchto tif otodeni nulovy (proto je
dimense G5 jen dvoutietinova ve srovnani s SO(7)).

Ovérite-li, ze algebra je skuteéné symetrickd vi¢i uvedenym rotacim, snadno
pak i pochopite, pro¢ ma kazdy prvek jednoznacny oboustranny inversni prvek.

Co se tyce invariantii, mé grupa G invariant grupy SO(7) (metricky tensor
dmn) anavic antisymetricky tensor ¢, (indexy m,n, o nabyvaji hodnot 4, j, k, A, B,
C a D), ktery je nulovy vyjma p¥ipadd, kdy m,n,o tvoii kvaternionickou trojici
(pak nabyvé znaku permutace). G, lze také charakterisovat jako podgrupu SQ(7),
ktera ponechava na misté néjaky prvek spinorové representace.

OSTATNI VYNATE GRUPY. Grupa G, je jednou z Cartanovych vyhatych grup,
o nichz jesté uslysime. Kazda z nich muze byt charakterisovana jako grupa auto-
morfismi néjaké neasociativni algebry (struktury podobné okruhu, viz def. na str.
37).

Ditvodem, pro¢ neukdzeme tyto algebry s grupami symetrii B¢, &7, [Eg, je jejich
slozitost. Rekneme jen, ze Fy je grupa automorfismii algebry A(3, ), to jest vech
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hermitovskych matic 3 x 3 s Cayleyovymi elementy a operaci definovanou jako
1
santikomutdtor A oB = §(AB + BA). (2.39)

Takova matice obsahuje tfi nezdvisla realnd cisla na diagonale a tti dalsi Cayleyo-
va ¢isla mimo diagonalu, dimense A(3,Q) je tedy 27, oviem jednotkova matice
pii automorfismu musi prejit opét na sebe. To je diavod, pro¢ v sekci Cartanidda
prohlasime, Ze fundamentdlni representace [Fy je 26-rozmérna.

2.6 Trisekce uhlu pravitkem a kruzitkem

Stovky lidi se snazilo a mnozi dodnes snazi roztietit thel. V této sekci ukdzeme,
pro¢ je nemozné rozdélit obecny thel na tfetiny pomoci pravitka a kruzitka.

Ukézeme® nejprve, ze viechny body, které lze sestrojit, maji soutadnice, které
jdou zapsat jako vyraz obsahujici s¢itani, od¢itani, ndsobeni, déleni a druhé odmoc-
niny, a naznacime, ze body, které by musely jit vytvorit, kdybychom uméli roztietit
tthel, maji soutadnice, které nemaji takovyto jednoduchy tvar z druhych odmocnin.

Budeme postupné rozsifovat téleso T;, podtéleso R, obsahujici viechny x-ové a
viechny y-ové soutadnice. Zaéneme s i = 0 a Ty = Q. Nové body (z,y) lze ziskat
jako prinik pfimky s primkou

r—I :Z/—yl a$—333 :y_yB (2-40)

)
Ty — T1 Y2 — Ty — T3 Ys — Y3

kruznice s kruznici
(—21)° + (y—9)’ =rfp a (z —23)" + (y — y3)” =34, (2.41)
nebo prfimky s kruznici,
(@—z)y—y) = (y—y) (@2 —z) a(z—23)’ +(y—y3)> =713, (2.42)

kde primky spojuji jiz vyznacené body a kruznice maji stfed v nékterém vy-
znaceném bodé a maji polomér, aby na nich lezel néjaky jiz odkryty bod. To jest
ziyyi, 3 = (v — x5)% + (yi — y;)* € Ti. VyfeSenim prvni dvojice rovnic dosté-
vame, ze i x a y lezi v T;, tedy nic nového. U druhé dvojice lze dvé rovnice od
sebe odeéist, 2 + y? se pozere a zbude linedrni rovnice, ktera v kombinaci s jednou
z kvadratickych d4 soustavu téhoZ typu, jakou je tfeti, opét s koeficienty z T;.

Kdyz fesime t¥eti, bud budou z a y z T;, nebo budou tvaru z resp. y = m+n-Vd,
kde m,n,d € T; a v/d ¢ T;. V druhém p¥ipadé staci rozsifit téleso na T;[V/d], to
jest na

Tivs = Ti[Vd] = {m+n-Vd|m,n e T;}. (2.43)

®Dékujeme panu Petru Vopénkovi za inspiraci.
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To je opravdu téleso, protoze (m+n-vd)~! = (m—n-v/d)/(m>—n’d). (Téleso C lze
pak chépat jako IR[\/—1].) Protoze operaci s kruzitkem a pravitkem déldme kone¢ny
pocet, staci konecnékrat rozsirit téleso. VSechny souradnice bodi, jez dostaneme,
budou tudiz z né&jakého rozsireného télesa T,,.

Kdybychom uméli dany tthel 3a roztietit, pak bychom umeéli sestrojit vzdalenost
tan a pti dané jednotkové vzdalenosti a daném tan 3.

tan a + tan 3 tan a
ta =——  tan2a¢=2—— 2.44
n(a+f) 1—tanatan’ e 1 —tan® (2:44)
t
tan 3q — 2, +tana _ 3tana — tan® a (2.45)
1 —2tanat200— 1—3tan’

Sekvenci rovnosti af si verifikuje kazdy siam. Posledni vzorec neni nic jiného nez
kubicka rovnice pro tan a.

tan® @ — 3tan 3« - tan® @ — 3tana + tan3a = 0 (2.46)

Pokud m4 ale tato rovnice s koeficienty z T; koien z T;,, tieba m + n - Vd, kde
m,n,d € T; a Vd ¢ T;, pak m4 také kofen m — n - Vd (polynom se rozpadne na
M + N -v/d a musi byt M = N = 0, specidlné pro d = —1 zde tvrdim, Ze rovnice
s redlnymi koeficienty obsahuje s komplexnim kotfenem i komplexné sdruzeny). Pro
kubickou rovnici je ale faktor u kvadratického ¢lenu minus souc¢tem kotend, ¢ili treti
kofen lezi v T;; je roven —(m 4+ n - Vd) — (m — n - v/d) — kvadraticky koeficient.
Indukei dostavame, Ze pokud mé kubickd rovnice kofen z T;, ma pak i racionalni
koten (Ty = Q). Neni t&zké nahlédnout, Ze uréité pro néjaké racionalni (ba pro
vétSinu) tan 3a nebude mit® raciondlni kofen, ¢im7 tvrzeni dokézeme (detaily v dalsi
subsekci).

Tyz zavér bychom dostali pro kubaturu krychle (rovnice 23 = 2, nalezen{ hra-
ny krychle s dvojndsobnym objemem) nebo kupiikladu pro konstrukci pravidelného
sedmithelnika. (Pravidelny pétithelnik jde sestrojit!)

Racionéalni koreny

Chtéjme nalézti vSechny racionalni kofeny algebraické rovnice s celo¢iselnymi koe-
ficienty ay,...,a1,ao:
anx” +...+a1x+ag=0 (2.47)

Dosadime-li poZadovany tvar kofenu z = p/q (miZeme uvazovat, Ze p, q jsou nesou-
délna celd ¢isla) do této rovnice, dostaneme po vynasobeni vyrazem ¢" rovnici

" + G 1p" g+ . 4 aipg™ !t +apg™ = 0. (2.48)

6Uhel 3a s raciondlni tangentou jde vidy sestrojit a pfesto nejde narysovat jeho tietina.
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Napiseme ji ve dvou tvarech, v nichz je nazornéjsi

1

anp” = —q(an 1p" " + ...+ a1pg" > + aog" ") (2.49)

aoq" = —plarq™ ' + ...+ an_1p" g+ anp™ ), (2.50)

Ze (podle prvého) a,, musi byt ndsobkem ¢ (p™ a ¢ jsou nesoudélnd) a Ze (podle
druhého) ag musi byt ndsobkem p (¢™ a p jsou nesoudélnd, v zdvorce jsou vzdy celd
Cisla).

Nyni jiz staci zkontrolovat ¢isla p/q, kterd p¥ipadaji do tvahy.

Proc tedy nelze sestrojit pravidelny sedmithelnik?

ProtoZe by musel jit sestrojit tthel a = 7/7. Zkontrolujte nésledujici vzorce.

4tan a(1 — tan? @)
tan4a = tan(2 - 2a) = T 6tan’ o+ tanla (2.51)

3 —tan’a 1 — tan? «
1—3tan?a 1—6tan®a + tan* «

tan Ta = tan(3a + 4a) = tan « <

) (2.52)

Ale pro @ = /7 je tan Ta. = 0 a jelikoZ tan @ # 0, musi byt nulova zavorka. PiSeme-li
z = tan® @, mame tedy rovnost

3—=x 4 —4x

_ . 3 2 _
1_3$+1_6$+$2—0 neboli z° — 21z + 352z —7 =0, (2.53)

coz je kubickd rovnice, kterd (diky skutecnostem vyse) nemize mit jiné reilné ra-
cionélni kofeny nez —1,1, —7,7. Zadny ale rovnici netesi (zkontrolujte), a tak nelze
sestrojit tsecku délky tan? /7, a tedy ani tsecku délky tan /7

Sestrojeni tisecek délek z a x2 jsou ekvivalentni tikoly, ponévadz méame-li z,
staci narysovat podobné trojihelniky, jeden se stranami 1,z, druhy s odpovidaji-
cimi stranami z,y a bude y = 22. Naopak, lze vyznaéit na pfimku sousedni tseky
o délkach ¢, = 1, ¢, = 22, nad tseckou ¢, + ¢ zkonstruovat Thaletovu kruZnici a
sestrojit kolmici v bodé délicim useky c,, ¢p- Vyska v daného trojahelnika pak bude
z podle Euklidovy véty o vysce v? = c,cp. (©)



Kapitola 3

Prostory plné vektorn

Touto kapitolou zacina vlastni vyklad linedrni algebry.

DEFINICE. Necht T je komutativni téleso; dile mé&jme na mysli vidy R
nebo C, pfi¢em oba. tyto piipady budou velmi dileZité a v lecéems odligné.!
Mnozinu V nazveme linedrnim nebo vektorovym prostorem nad T,
jsou-li definovany na V operace ,s¢itani“ a ,nasobeni konstantou“ z T spl-
nujici nasledujici axiomy (neutralni prvek prostoru jakozto grupy 0y budeme
madit 0)

—_

. (V,+) je komutativni grupa

[\)

VAR eT wWeV A-(p-V)=A-p)-v

3. 07 V=0, (~17)-¥ =y

<i

B At p) F=A-V+p-

Prvky takového prostoru nazyvame vektory a znac¢ime u apod. Kdyby-
chom podtrzené slovo ,téleso* v definici nahradili slovem ,,okruh®, vysledny
objekt bychom nazyvali modulem.

!Nevénujeme pozornost prostorim nad jinymi t&lesy, a¢ jsme si védomi toho, Ze je

vvvvvv

rie. Zpoditku si miZete predstavovat prostory redlné, na pfechod ke komplexnim vcas
upozornime.

45
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POJEM LINEARNf KOMBINACE. Jakykoliv vektor tvaru souc¢tu nasobkti
koneéného poétu vektori

V=> vX (3.1)

=1

nazveme linearni kombinaci vektoru vi,..., V.

DEFINICE. Pro libovolnou mnozinu M vektori nazveme jejim linedrnim
obalem linedrni prostor vSech linedrnich kombinaci vektort z M a znac¢ime
ho

n . .
LM)={>_ V' Viv; € M, ' € T} (3.2)
i=1

DEFINICE. Base prostoru V je kazd4 minimalni? mnozina vektori (déle
misto adjektiva ,minimalni“ budeme mluvit o linearné nezavislych vekto-
rech), jejimz linearnim obalem je celé V, a dimense je pocet téchto vektori.
O jednoznacnosti pojmu dimense presvédc¢ime nedtivérivé v sekci o Steinitzo-
vé vété. Obvykle budeme mluvit o prostorech kone¢né dimense, ale mnohé
zévéry mohou byt elegantné prevedeny i do situace nekone¢né dimense.

DEFINICE. Rekneme, ze M C V generuje V, pokud

n
VWWEV I, Vo,... .V EMaX X N eT,zev=> ¥\. (3.3)
i=1

PRIKLADY LINEARN{CH PROSTORU.

1. Vektory v roviné a v prostoru z elementirni geometrie.

2. R”:RXRX...XR.

n

3. C".

4. Prostor F(X) v8ech funkci (redlnych ¢i komplexnich) na néjaké mnozi-
né X. Je-li X interval, jde o velikdnsky prostor, pro interval X = (0, 1)
hled na dalsi piiklady.

5. C(0,1), spojité funkce na (0,1).

2Takov4, z ni7 nelze 7adny ubrat tak, %e se linedrni obal nezméni.
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6. P(0,1) polynomy, P, (0,1) polynomy nejvyse n-tého stupné.

7. T(0,1) trigonometrické polynomy, kombinace funkci cos 2rnz a sin 2rnz
pron € N.

8. Prostor funkei po ¢astech konstantnich na (0, 1), vyjma délicich boda
I<a<as<...<ap<1.

9. Prostor spojitych funkci po ¢astech linearnich.
10. Mnozina feSeni soustavy linedrnich rovnic s nulovou pravou stranou.
11. Prostor vSech (resp. jen omezenych resp. konvergentnich) posloupnosti.

12. Patologicky piiklad: R coby linedrni prostor nad télesem racionalnich
Cisel (podobna ,zvrhlost* se uziva pii ditkazu existence neméritelnych
mnozin v teorii miry).

13. Magické neboli latinské ¢tverce, ¢tvercové tabulky cisel, v nichz
se navzajem rovnaji vSechny radkové a sloupcové soucty, pripadné dle
libosti i souc¢ty po diagonéléch.

14. Miliony dalsich piiklad.

UKoOL. Hledejte base uvedenych prostorii (ne kaZdy prostor ma basi pFiro-
zené zadanou jako 2),3) nebo i 6), napf. 9),10)), sestrojte timto isomorfismy do
vhodného R" (je-li to moZné) a urlete dimense.

3.1 Linearni nezavislost

DEFINICE. Vektory Vi,...,V, € V nazveme linedrné zavislé, existuje-
li n-tice éisel
(AL ™) e T\ {(0,0,...,0)} (3.4)
n
takové, ze Y ;A" = 0. (3.5)
i=1

Zde T znamens R nebo C. Pro kazdé i, pro néz A* # 0, lze vyjadiit vektor
V; jako linedrni kombinaci ostatnich vektort
. o ) bV
v, = Zvj,u] kde p’/ = B3 (3.6)
J#1
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Neceld dimense

(#) Neodpustime si z tématu vyboc¢ujici poznamku urc¢enou pro zvidavé ¢te-
néare, ktefi si chtéji zapremyslet nad fraktaly, to jest utvary sobé podobnymi
(zvétsime-1i fraktal, vidime podobnou strukturu jako pied zvétsenim), o tom,
7e mnohdy ma smysl mluvit i o neceloc¢iselné dimensi. Rozpracovani teorie
takovych prostort zah4jil jeden z nejvétsich (snad nejvétsi) matematik na-
Seho stoleti John von Neumann.?

Uvazme, ze trojrozmérny prostor ma podmnoziny trojrozmérné (cely pro-
stor, kvadry, koule atd.), dvojrozmérné (povrchy kvadri, kouli, kruhy atd.)
a jednorozmérné (kiivky) a ze objem (mira) télesa dimense mensi nez t¥i je
nulovy.

Podobné brzy uslysSite, ze Lebesgueova mira Cantorova diskontinua
na piimce je nulovi. Cantorovu diskontinuu lze pfipsat dimensi In2/1n3
v souladu s nésledujici definici. (Presvédlte se, Ze pro Gtvary s celodiselnou
dimensi dava spravné hodnoty.)

JAK J1 SPOCGITAT. V R" méjme omezenou mnozinu bodé M. Pro kaz-
dou presnost C' najdéme co nejlepsi zptisob s co nejmensim B(C'), kterak
lze pro kazdy bod P z M pomoci B(C') bitt informace vypocitat soufadnice
takového bodu A, aby mél od bodu P vzdalenost mensi nez 2~ (nebo jinak
Feceno, aby se kazda souradnice A lisila od odpovidajici souradnice P méné
nez o 27¢, tj. byla s pfesnosti na C bitt1). Zobecnénou (Hausdorffovou)
dimensi pak rozumime limitu poméru B(C)/C pro C — oco. (Uzivejme de-
finici jen pro omezené mnoziny.) Pojem vySe uvedeny se obvykle formalisuje
nésledujicim zptisobem:

DEFINICE. Nazvéme e-siti dané mnoziny M takovou jeji kone¢nou pod-
mnozinu N, ze kazdy bod ma od mnoziny N vzdalenost nejvyse €. Hausdorffo-
va dimense se definuje jakozto

Inn
d=lim ———— 3.7
50 In (1/¢) (3.7)

pokud tato limita existuje, kde n oznacuje minimélni mozny pocet prvki
e-sité N.

3Slechtickou p¥edponu ziskal jeho otec za to, e pijéil cisa¥i penize. Jiz jako maly
projevoval John matematické nadéni, a tak se jeho otec rozhodl, Ze z ného vychova velkého
matematika. Nuze platil nejlepsi matematiky, aby Johna u¢ili, a vychoval z ného svétového
matematika.
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PoJEM CANTOROVA DISKONTINUA. Jde o podmnozinu intervalu (0, 1)
téch cisel, kterd lze ve trojkové soustavé zapsat jako 0,abcde. .., kde éis-
lice a,b,c,d,e... jsou jen nuly a dvojky, pficemz sem patii i ¢isla typu
(0,02222...)3 (toto je totéz jako (0,1)3 = 1/3).

Z hlediska teorie mnozin je to mnozina nespoéetnd (nelze jejim prvkim
vzajemné jednozna¢né piifadit prirozend ¢isla), jeji mohutnost je stejnd, ja-
ko mohutnost kontinua: stac¢i nahradit dvojky v zapise jednotkami a vzniklé
¢islo interpretovat jako binarni, ¢imz Cantorovo diskontinuum jednoznaéné?
prifadime intervalu (0, 1).

Mnozinu lze nézorné ziskat tak, ze interval (0, 1) rozdélime na t¥i ¢asti
a prostiedni (otevieny interval (1/3,2/3)) vypustime. Kazdy zbyly inter-
val rozdélime na tii ¢asti a prostifedni vypustime (tj. intervaly (1/9,2/9) a
(7/9,8/9)). Takto postupujeme do nekoneéna; Cantorovo diskontinuum je
tedy prinikem mnozin po n vySktrtnutich pies n € N.

Celkem vynechame z intervalu (0, 1) tsecky o celkové délce

1 2 4 8 1/3

3T TR T 123

1, (3.8)

¢ili zbude mnozina miry nula. (©)

Bod na kupf.dolni tfetiné obrysu obrazce,
ktery ziskdme po nekonecénékrat provedeném
pristaveni rovnostranného trojihelnika na
prost¥edni tfetinu kazdé strany (viz obr.),
lze popsat desetinnym ¢islem z intervalu
(0,1) ve ¢tyitkové soustavé, kde k-ta cislice
Czech-shmade 1994 (0,1,2,3) udavé, na které ¢tvrtiné strany
v k-tém stupni rozliSeni bod lezi. Protoze
délky tsecek klesaji jen jako 37%,

M M pripiSeme fraktalu (obrysu) dimensi
log4/log3.
(3.9)

Isomorfismus, podprostory, realnd a komplexni dimense

DEFINICE. Zobrazeni ¢ : V — W mezi dvéma linedrnimi prostory nazve-

‘A% na néjakou spofetnou mnozinu; pif.: (0,02222...)s # (0,20000...)s, ale
(0,01111...)» = (0,10000 .. .),.
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me isomorfismem, je-li vzijemné jednoznacné (prosté a ,na*) a linedrni.

O(V + AW) = (V) + Ap(W) (3.10)

DEFINICE. Podmnozinu linedrniho prostoru, kterd je sama vektorovym
prostorem v indukované operaci + a -, nazveme podprostorem. Je-li W
podprostor V (dale znac¢ime prosté W C V), nazveme faktorprostorem
(pochopte, pro¢ jde o specidlni pfiklad faktorgrupy) V podle W mnozinu vsech

t¥id prvkad typu
a+W={a+v|veW} (3.11)

a znac¢ime ho V/W. S¢itani a ndsobeni zavadime predpisem
E+W)+ (b+W):=@+b)+W, AE+W):=xa+W. (3.12)
Ovétte korektnost® téchto definic.

VETA. Oznadime-li symbolem dimV dimensi prostoru V, plati

1. Pro W CV jedimW < dimV. Pro pfipad koneéné dimense a W # V

je nerovnost ostra.

2. dimW+dimV/W =dimV

LEMMA. Necht vy, ..., V, je base podprostoru W C V. Pak ji 1ze doplnit
na basi celého V (m > n)

Vi s Vi, Vi 1y - -5, Vi (313)

pri¢emz tridy
Vo1 + W, .oV, + W (3.14)

tvori basi faktorprostoru V/W.
TvrzEN{. Necht W; C V, W, C V. Pak

dimW; + dimWy = dim W; N W, + dim,C(Wl U WQ) (315)

SVnit¥ni neprotifedivost.
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DUKAZ. Je-li V1. ., base Wi "Wy, Ize najit vektory Wi_,, a vektory z..,
tak, aby vektory

Vi,eery Vi, W1,..., Wy, tvorily basi W (3.16)
\_f‘l,...,\_f‘m, Zl,...,ip tVijly basi WQ.

Pak jiz jen ovétite, Ze V1., Wi..n, Z1..p tvori basi L(W; U Wy).

VETA. Isomorfni prostory maji stejnou dimensi, prostory stejné dimense
nad tymz télesem jsou isomorfni.

VETA. Dimense komplexniho prostoru V chédpaného jako prostor nad
télesem redlnych ¢isel je dvojnasobnd proti komplexni dimensi téhoz prostoru

dimp V = 2dimp V, (3.17)

protoze tvori-li vi,...,V, komplexni basi V, vytvareji prvky vi,...,V, a
iV, ...,4V, redlnou basi V.

DALST ULOHY.

Vv

1. Najdéte dimensi, sestavte ,co nejprirozengjsi” basi prostoru vSech funkci
spojitych na R, které jsou navic linedrni v zadanych intervalech (—o0, ay),
(ag,a1), - (ap—1,0an), (an,00), kde ag < a1 < ... < a,. Zkoumejte
linedrni nezavislost funkci fn,(z) = |z — ay|, fot1(z) =1 a froio(z) = .

2. Dumejte nad linedrni nezavislosti souboril funkci:
(@) 1, z, 2%, z3. ..
(b) eM®, el T N < Ay < A3,
(c) sinajz, sinasz, sinasz ... (pozadavky na «;7?)

vvvvvv

prostoru vSech posloupnosti.

3.2 Steinitzova véta
Méjme ve vektorovém prostoru V

1. néjaké linearné nezavislé vektory vi,...,Vy,
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2. a dalsi vektory wy,...,w, takové, ze Vi v; € L({W1,...,Wy}) to jest
kazdy vektor V; je linedrni kombinaci vektora wo, ..., w,.

POTOM PLATI m < n.

DUSLEDEK. Nazvali jsme basi jakoukoliv mnoZinu nezavislych vektort
Vi,...,Vp 26 V = L({V1,...,V,}). Libovolné dvé base maji potom stejny
pocet prvkil neboli dimensi, kterd je tim pddem dobie definovina.

DUKAZ DUSLEDKU ZE STEINITZOVY VETY. Méjme dvé base
Vi,..., Vi & Wi,...,Wy,. Uzijme dvakrat Steinitzovu vétu dle schematu:
LAV, V¥m}) =V & wy,..., W, nezdvislé — n <m,
I o S S PR (3.18)
LEW1,...,W,}) =V & Vq,...,V, nezdvislé — m < n.

Vyroky vlevo nahore a vpravo dole resp. vpravo nahore a vlevo dole zname-
naji, ze v; resp. w; tvoii basi.

LEMMA O VYMENE., ZAKLAD DUKAZU STEINITZOVY VETY. Necht

weL{Vi,...,V¥m}), W= i\mi. (3.19)

=1
Je-li 37 £ 0, tak
LAV, Vo, Wy V1, Vi ) = L{V1, .00, Vi }). (3.20)

Pro diikaz staci dosadit v; = ﬁ—lj(v?r = Xkt Ve 3F).

ZESLABEN{ VETY. Vyrokem ®; (k =1,...,m) mysleme modifikaci Stei-
nitzovy véty vzniklou dodate¢nym predpokladem, e mnoziny {Vi,...,Vy}

a {wWi,...,w,} maji alesponi k& spole¢nych prvki. Pak ®, znaci piivodni
Steinitzovu vétu a ®,, je trividlni tvrzeni.

‘ @, a lemma implikuje ®p_4 ‘

NAvOD. Necht mezi onémi spole¢nymi k — 1 prvky z véty ®,_1, kterou
chceme dokazat, neni vektor v, a také jisté w;,, pricemz ve vyjadreni

Vo =21 Wil je o #£0.
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Mezi témi W;, pro néz o # 0, je nutné né&jaké w;,, které neni mezi k — 1
spolecnymi vektory, jinak bychom mohli napsat v, jako linearni kombinaci
ostatnich spolecnych vektori a vektory v; by nebyly nezavislé. Podle lemma-
tu je L{W1. n}) = LEW1, ..., Wiy—1, Vi, Wigt1,---, Wn}), ¢imZ se ale do-
stavame do situace véty ®y.

PozZNAMKA. Véta iiké, ze rozkaz Zaméh vhodnych m vektori mnoZiny
{W1,...,Wp} prvky mnoZiny {Vy,...,V,,} tak, aby se linedrni obal L({W1._,})
nezménil ! tedy lze realisovat, ¢ehoz ziejmym diisledkem je vysnénda nerovnost
m < n.

Alternativni zavedeni pojmu dimense

Existuji i dalsi zpusoby zavedeni pojmu dimense; uvedme nyni jeden z nich.
Je, pravda, mnohem kratsi, avSak urcité ,,méné konstruktivni“ a asi i méné
pruzracny nez zpusob zalozeny na Steinitzové vété. Pojem dimense se v ném
definuje rekursivnim zpusobem, zaloZzenym v podstaté na metodé matema-
tické indukce:

DEFINICE. Dimensi vektorového prostoru V budeme rozumét nulu, po-
kud ptijde o prostor s jedinym prvkem 6, nebo minimalni n takové, aby
kazdy vlastni (tj. netotozny s V) podprostor V mél uz definovanou dimensi,
a to nejvyse n — 1.

VETA. Ve vektorovém prostoru dimense n mé kazda base presné n prv-
k. (Basi v tomto alternativnim pojeti opét rozumime soubor nezavislych
vektort, ktery generuje V tzn. ktery je ,maximalni“ mozny).

DUKAZ. Postupujeme matematickou indukci podle relace C; pron = 0
(ba in = 1,2) je to snad ziejmé. ... Ziejmé kazdy konecné generovany
prostor ma konecnou dimensi podle této definice. Ma-Ii prostor dimensi n
(podle definice), tak v ném zrejmé nebude existovat base o méné nez n
prvcich (to by byl spor s indukénim predpokladem!), ale ani base o vice nez
n prvcich (nebot potom bychom vynechanim jednoho prvku takovéto base a
vzetim prislusného linearniho obalu dostali vlastni podprostor dimense vétsi
nez n — 1 podle indukéniho predpokladu, coz by byl spor s definici dimense
nahore!)
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Nékteré geometrické pojmy

Rovnobéznostén je dany pocatkem soufadnic (nulovym vektorem) a vek-
tory vq,..., v, €V

n
{Zvi,\i |Vi A" € (0, 1)} (3.21)
i=1

Obvykle pFedpokliadame, %e Vi, ..., V, jsou nezdvislé, ¢imz vylou¢ime
napt. zdegenerovani krychle na Sestitthelnik.

PozNAMKA. Rovnob&znostény nad pravidelnymi hvézdami t¥i, péti, de-
seti a jedenadvaceti vektord v roviné E® viz obalku knihy. Kazdy vnitini
bod takovéhoto rovnobéznosténu je ovéem mozno vyjadriti nekoneéné mnoha
zpusoby jako kombinaci zminénych vektord, ,nejlepsi vyjadieni* (minimalisu-
jici sumu absolutnich hodnot soufadnic) je mozno znazornit lomenou ¢arou,
bézici nejkratsi cestou po segmentech ornamentu az k dosazeni nejblizsiho
(k pocatku) rohu kosoctverce, ve kterém zminény bod lezi. (VSechny nenulo-
vé soufadnice tohoto vyjadieni kromé dvou poslednich jsou rovny jedné.)

Simplex je vymezeny vektory vi,...,V, € V a pocatkem soufadnic

n
{va’m <N YN 1} (3.22)
1=1

Nepredpokladdme-li nezévislost V;, mze vzniknout také n-tthelnik.
Tuto definici s po¢atkem soutradnic lze brat jako specialni piipad nasle-
dujici obecnéjsi definice pro ¥y = 0: Simplex vymezeny body (koncovy-
mi body odpovidajicich vektort) Vg, Vy,...,V, je konvexnim obalem
mnoziny téchto bod, tj.

{ivim zn:x' = 1}. (3.23)
1=0 1=0

PozZNAMKA. Pro n = 2 jde o trojuhelnik, pro n = 3 o étyistén
(jsou-li ovSem vektory Vi, Vay, V3 nezavislé, kreslete). Pro kontrast uved-
me, 7e napiiklad v p¥ipadé péti vektori vi,..., Vs v roviné dostavame
pétithelnik.

Polyedr je pak souvislé sjednoceni koneéné mnoha simplexti. (Najdéte i ji-
né definice.) Konvexnim polyedrem pak rozumime prinik kone¢né
mnoha poloprostorti. (Zkuste precisovat definici uZivajici konvexni obal.)
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3.3 Funkce typu spline

v

Matematicky obor, jehoz zdkladnimi objekty zkoumani jsou nejriznéjsi li-
nedrni prostory funkci, se nazyva funkciondlni analyza. Prostory funkci tam
zkoumanych jsou ovSem vétsinou nekonecéné dimense — coZ prinasi technické
komplikace a nékdy i zcela nové rysy proti situacim, se kterymi se setkdvé-
me v LA . Existuje vSak i nékolik vyznacnych typu prostoru funkci koneéné
dimense, pouzivanych velmi ¢asto v tzv. teorii aproximaci (kde jde o nahra-
zeni puvodni ,slozité“ funkce jednodussi aproximujici funkci z néjaké tiidy
polynomii, trigonometrickych polynomd, ... viz déle). ©

Nize uvedené prostory jsou velmi ¢asto pouzivany — tieba v teorii aproxi-
maci funkci. Zatim miZeme seznameni s nimi chapat jako prilezitost pocvicit
se v hledani zajimavych piikladt bazi v rtznych linedrnich prostorech.

Nejde vsak zdaleka jenom o tento (samo)ticel. Nize zkonstruované base
podstatnym zptsobem pouzijeme pozdéji (viz odstavec ,Vinky“ v druhé
¢asti knihy v kapitole Kvadraticky svét, vénovany tvodu do problematiky
oboru zvaného ,Image processing“).

Kromé jiz zminénych prostorti polynomi a trigonometrickych polynomi
jde v aplikacich velmi ¢asto o prostory funkci majicich ,po ¢astech vlastnost
...“ kde za ...lze dosadit vlastnosti jako konstantni, linearni, kvadraticky,
kubicky, ... Tedy takzvané ,spline functions® — ¢esky snad “splajny” (7).

Popisme nyni podrobnéji tyto piiklady. Vezméme pro urcitost interval
[0, 1] rozdéleny na (typicky ,malé“) intervaly [z;, z;11) pomoci jistého (fixo-
vaného v dalsim vykladu) déleni intervalu

D={z}, kde 0=zp<z1 <22 < ... <12 =1. (3.24)

Dohodnéme se pro konkrétnost, %e vSechny dale uvazované funkce budou
mit predepsianu hodnotu 0 vné intervalu (0,1) . Naopak, bude li to tcéelné,
povazujme interval [0, 1) za grupu se s¢itdnim modulo 1 (v takovém pfipadé
nékdy uz bez bezpodmineéného pozadavku nulovosti uvazovanych funkci v

bodé 0 = 1).

1. Prostor KC vSech funkci po ¢astech konstantnich na kazdém intervalu
(23, ;1) a zprava spojitych v kazdém bodé z; .

67 naseho dosavadniho, ¢isté algebraického, hlediska jsou samoziejmé viechny prostory
stejné dimense ,stejné“ (tedy isomorfni). Tato stejnost ovSem zmizi pfi zkoumdni konkrét-
néjsich problémii, tfeba uz pfi rizném zavedeni pojmu ,vzdélenost vektori“ v jednotlivych
prostorech.
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2. Podprostor Ko = {f € K : [y f(z)dx = 0}.

CviCeENt. Najdéte vhodné base prostori K a ICp !

NAvoD. V piipadé 1) volte funkce (typu ,Stolova hora®)

Xi(T) = X(a;,w141)(7) (3.25)
kde x7 : x7(z) = 1 & =z € I oznaluje tzv. charakteristickou funkci
intervalu I (nékdy se téz mluvi o tzv. ,indikatoru® I).

V piipadé 2) zkuste funkce typu

i) = xi(@) — cixipi(2), kde ¢ = —HLT (3.26)
Ti42 — Ti4+1

. Prostor L vsech spojitych funkci ,po ¢astech linedrnich“, piesnéji li-

nearnich na kazdém intervalu [z;, z;+1] a nulovych vné intervalu [0, 1].

. Podprostor

1
Lo={feLl: /0 f(z)dz = 0}, (3.27)

CviCeNt. Najdéte vhodné base prostorii £ a Ly !
NAvoD. V piipadé 3) volte funkce (typu ,,MileSovka*)

V(o) = [ i(@)do (3.28)

tedy primitivni funkce k ;.
V piipadé 4) zkuste funkce

(Tiva — Tip1)(@iva — ;)

bilz) = Wi(w) =di¥i(z) kde d; = o

. (3.29)

Vsimnéte si, ze zobrazeni
{f=f1:L— Ko (3.30)

je isomorfismem prostort £ a Ky .
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5. Prostor @ vSech vSude derivovatelnych funkcei, kvadratickych v kazdém
intervalu [z;, z;11] a nulovych vné intervalu [0, 1].

CviICEN{. Najdéte vhodnou basi prostoru Q.

NAvoD. Zkuste funkce (typu ,Rip*“)
@(2) = [ #ila), (3.31)

tedy primitivni funkce k ¢;. Ze jde vskutku o basi, je nejlépe vidét s
pouzitim isomorfismu

{f— f}:Q— L. (3.32)

PozNAMKA. V konstrukei prostortt uvedeného typu (polynomy zvolené-
ho stupné uvnitf intervalt (z;,z;11) s co ,nejhladsim napojenim® na sebe)
lze samoziejmé pokracovat i ddle. Vezméte tfeba podprostor Qy = {f €
Q : [} f(x)dz = 0} a prostor primitivnich funkci k nému. Dostaneme tzv.
kubické ,splajny“ (spline functions). Najdete vhodnou basi tohoto prosto-
ru 7 (S pribyvajicim stupném polynomu to ziejmé bude formélné ¢im dale
komplikovanéjsi.) Najdéte aspon dimensi tohoto prostoru!

Nésledujici obrazky znazoriuji typické piiklady funkci z prostort IC, £, Q:

|
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A nize uvedené posloupnosti funkci naznacuji priklady vhodnych voleb
basi v prostorech IC, Ly a Q; nékteré z téchto basi jsou ,viceméné“ ortogo-
nalni (viz nasledujici kapitolu a podrobnéjsi komentai pak v odstavci Vinky

v druhé ¢asti knihy).

Haarovy funkce;

piiklad ortogonalni base v K: Piiklad base v Lo:

- N
N

..a jejich primitivni funkce
jako base Q:

]

Ll
]

a tak dale ...

CVICENI{. Jaky je vztah mezi nakreslenymi funkcemi z Ly a prisluSnymi

vhodné volenymi Haarovymi funkcemi?



Kapitola 4

Skalarni soudin

Pojem skaldrniho soudinu je zobecnénim pojmu jiz asi znadmého (ze stiedni
« 2 3 . S A o
gkoly) pro vektory v R” nebo v R”.! Jeho axiomatické zavedeni je nasledujici:

DEFINICE. Zobrazeni?
(%7) ~» bR 7} VxVSR nebo C (4.1)

spliujici vztahy

1. b(X+¥,Z) = b(X,Z) + b(¥,2)
2. b(X,¥ + Z) = b(X,Z) + b(X,¥)
3. b(A\X,¥) = A\b(X,¥)
4. b(X,\¥) = Ab(%,¥)

5. b(%,) = b(y, %)

6. VR #£0 b(X,%) >0

'Neplette, prosim, s vektorovym sou¢inem, o ném# pohovoiime mnohem pozdéji.

2Zprvu budeme mit na mysli redlné prostory, na piechod na komplexni vas upozorni-
me. Postupné budeme objasfiovat, pro¢ pravé komplexni &isla (a teorie na nich zaloZené)
jsou tak dulezité ve fysice. Nejde o véc jednoduchou, i matematikim trvalo t¥i staleti,
od Cardana az do minulého stoleti, nez Gauss problém jasné zformuloval, a teprve s roz-
machem kvantové mechaniky se ukédzala nepostradatelnost komplexnich ¢isel ve fysice.
Jednim z impulst pro jejich vznik uz v dobé Cardanové byla skutecnost, ze vzorec pro
feSeni kubické rovnice nékdy nedd vSechny t¥i kofeny (ponévadZ nemame odmocninu ze
zapornych &isel), a¢ jsou viechny redlné, coZ se zavedenim C vyftesi.

99
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nazveme skaldrnim sou¢inem na vektorovém prostoru V.
CvICEN{. Minimalisujte soubor téchto axiomd.

P0ZNAMKA. Nyni nemluvime o skaldrnim soucdinu étyfvektori v teo-
rii relativity, jelikoz nespliiuje posledni (Sestou) podminku, ani o komplex-
nim skaldrnim soucinu ,,bez hvézdicky“, protoze nevyhovuje paté poznamece,
b(X,X) neni obecné redlny a mluviti o Sesté podmince nem4 viibec cenu.

DEFINICE. Vektory vy, Vs, ...V, nazveme vzijemné kolmé nebo orto-
gonalni, plati-li (na pravé strané rovnosti nize zavadime oznaceni tzv. normy
vektoru)

b(¥Vi, V) = & |Vil®, (4.2)
1 pokud i =7
0 pokud i # j

Skutecnost, ze dva vektory é’,l_:; jsou kolmé, znacéime také a 1 b —
b(a,b) = 0.

kde 6;; je tzv. Kroneckertiv symbol: j;; = {

ULOHA. Soubor nenulovych vzajemné ortogonalnich vektort je vzdy linedrné
nezavisly.

PREDBEZNE UPOZORNEN{T. Casto, jako v piipadé R", C" piipadné je-
jich podprostort je skalarni soucin zadan jaksi ,od ptirody“. Uvidime, zZe
na kazdém linedrnim prostoru lze skalarni soucin zavést, a to mnoha zpu-
soby. Casem uvidime, pro jaké problémy potFebujeme v daném linedrnim
prostoru ,najit“ ¢i zkonstruovat vhodny skaldrni soucin. Je treba také zdu-
raznit opacnou stranku véci: v mnoha problémech pojem skaldrniho souc¢inu
prekdzi spravnému pochopeni situace. Uvedeni pojmu skaldrniho soucinu a
zakladnich tvrzeni s nim spjatych takto brzy ve vykladu linedrni algebry lze
odtvodnit tim, Ze pojmy jako ,kolmost® jsou v bézné predstavivosti primo
svazany s pojmy piimka, rovina a se zkoumanim jejich vzdjemné polohy a
pro zacatecnika je spise tézké pojem vektoru zcela oprostit od takovychto
zdanlivé nezbytnych atributti — a v dalsim pochopit, pro¢ viibec zavadime
tfeba pojem dualniho prostoru a pro¢ maji tensory dva druhy indext. ..

(Posudme, jak je tézké pro zaCatecnika si jako isomorfismus prostori
R? — R? bez skaldrniho sou¢inu predstavit vedle otoceni také koseni nebo
natazeni podél jedné nebo obou soutadnic.)

PRIKLADY.
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1. b(X,¥) = X", 2% pro X = (21,...,2,) € C" resp. R" (pak lze
vynechat sdruzeni)

2. Pojem skalarniho soucinu je dilezity i v analyze. Na prostorech funkci
byva skalarni sou¢in zaddn pomoci urc¢itého integralu. (Vsimnéte si,
7e tento prechod je zcela piirozeny: v minulém piikladé jsme séitali
sou¢iny hodnot® z a § v bodé i, v pi¥ipadé funkénim nabyva i — nyni
znacené jako x —hodnot ze spojitého oboru, a tak je prirozené nahradit
sumaci integraci.)

- b S
b(f,g) = [ f(@)g(@)ds (43)
Konkrétné, pro polynomy se uziva
1
/ P(z)Q(z)dx Legendreiv skalarni soucin (4.4)
~1
nebo

oo
/ P(x)Q(x)e_xzda: Hermitiav skaldrni soucin (4.5)
—00

(tento skaldrni soucin je dilezity v kvantové mechanice pii zkouméani
harmonického oscildtoru) a mnohé dalsi (sly$ linearni algebru i analy-
7).

KoRELACE. Cislo b(X,¥) je v nékterych situacich nazyvano korela-
ci mezi X a y. Mé&me zaddny néjaké funkce x,y na koneéné mnoziné M,

jejiz prvky ozna¢me jako 1,...,n, to jest m&me vektory (z!,...,z") a
(y',...,y"). Podle znaménka b(%,¥) := 3.7, 7'y’ se iika, ze velifiny z a

y jsou kladné& nebo zaporné korelovany. Za miru korelovanosti* obvykle
povazujeme veli¢inu ,koeficient korelace®

TY — =0 =0 .
TR ) T ()2
®Pojimame ted vektor z jako funkci, p¥ifazujici proménné i z oboru 1,...,n i-tou

soufadnici z.
a, pokud y zavisi linedrné na = (yi = ax’ +b), je tfeba nejprve odedist od x resp. y pramér
zresp.y:xt =z =Y ' /n, ¥ =y =D y'/n.
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a veli¢iny z,y, pro které je ¢y, = 0 (alespon pfiblizné), nazyvame neko-
relované nebo nezivislé (toto slovo nechipejme v algebraickém smyslu).
(Koeficient lezi v intervalu (—1,1).) Domnivame se napf., Ze ma smysl psét
vztah typu

y'=az'+ 2 +const; i=1,...,n (4.7

kde Z je ,nekorelovany zbytek“ takovy, 7e b(¥,Z) = 0a 3.7, 2' = 0. To je
tzv. linearni regrese a mnozina M zde mé vyznam seznamu poradovych
Cisel méfeni. Ani linedrni regresi netifeba prehanét, jak jsme casto svédky pri
zpracovani nejriznéjsich dat v riznych oblastech: z faktu, ze je b(X,y) # 0,
coz je témér vzdy, jesté neplyne, Ze vSe souvisi linearné se v§im a ze vypoc-
tend veli¢ina o dava néjakou uzitecnou informaci. K zavérim nejriznéjsich
vyzkumi typu ,preparat P ptsobi (ne)pfiznivé na to ¢i ono® je dobré byti a
priori spise kriti¢téjsi, nejsou-li autori odborniky v matematické statistice.

DIRACOVSKE BRACKETY. Nendpadné si dovolujeme upozornit na néazor-
ny zpusob zapisu rovnic s vektory, skalarnim souc¢inem atd., hojné pouzivany
v kvantové teorii. Vektor v lze psét jako |v), skaldrni soucin

b(X,y) = (y|=) (4.8)

(Vsimnéte si obraceného poradi, v bracketech komplexné sdruzujeme levy
vektor.) Vektory (1| jsou prvky dudlniho vektorového prostoru, o némz
uslysime pozdéji, a existence skaldrniho soucinu se ukazuje byt v jistém smys-
lu ekvivalentni moznosti rozumného vzajemného prifazeni vektort prostoru
a jeho dudlu (zajistujici smysluplnost (y|, mame-li |y).) Vektortim zapsa-
nym (¢| resp. |¢) Fikdme bra-vektory resp. ket-vektory podle prvnich resp.
poslednich t¥i pismen anglického vyrazu pro zavorku (bracket).

DEFINICE. Funkeci

(£ |I%] = /bE, %)) : Vo R (4.9)

nazveme normou vektoru X, indukovanou skaldrnim soué¢inem b. Normou
tedy myslime ,délku“ vektoru a nikoliv jeji kvadrat, jak jest mnohdy dob-
rym zvykem.

Jak lze zrekonstruovat b(...,...), zndme-li ||...||? Na to odpovida nésle-
dujici tvrzeni, zobeciujici zndmou kosinovou vétu.

VETA. b(%,5) = J(IZ|? + IF° — |8 — ¥°) (vedlny pitpad)
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DUKAz. Okamzité z bilinearity skalarniho souc¢inu. Nejjednodussi kon-
trolu koeficientii a znamének docilite pro jednorozmérny prostor, kdy X a y
jsou ¢isla a rovnost

wy =g (& +9 — (@ v)?) (4.10)

DN | =

plati. Stejné otestujte

R T -
b(X,¥) = Z(HXerII2 — % =317 (4.11)

ey s

zete zase tak, Ze ¢tverce norem napisete jako skalarni soudiny a ,,roznasobite®
je (koeficienty u druhé proménné je tieba pii vytykani sdruzit).

VETA.

o 1, 2 S 2 = o2 s o2
b(x,¥) = J (IX +¥II" — 1% = ¥lI + e lIX + 5" — X —yl") ~ (4.12)

CVIGENT. Zatim jet& nevime, %e v R? je b(X,y) = z1y1 + T2y2 + T3y3 =
IX]] ||¥]| cos , kde ¢ je Ghel mezi X = (z1,292,23) a ¥ = (y1,Yy2,y3). Dokazte
to!

MINKOWSKEHO VETA. (trojihelnikovad nerovnost pro normu)

1%+ ¥l < 1%l + [I¥1] (4.13)

X+ ¥ =b& +¥,%+3) = |X° + |7]° + b(X,§) +bF.X) (4.14)
-2 —112 — -
<X+ YT+ 2= [¥]]- (4.15)
Posledni krok je opravnén diky

CAUCHYHO NEROVNOSTI.

b(X,¥) +b(¥,X) < 2|[X| [|¥[| v redlném piipadé b(X,y) < [[X|[ [I¥[| (4.16)
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DUKAzZ CAUCHYOVY NEROVNOSTI. Funkce

F(t) = % —t7])> = b(X — 1§, % — t5) = |X|” — tb(X, §) — tb(¥,%) + * ||¥||”
(4.17)
je nezaporna Vt € R, tudiz diskriminant

(b(%,¥) + b(¥,%))” — 4[1%]* |7]* < 0. (4.18)

Dokazali jsme tedy, Ze realna cast skalarniho souc¢inu dvou vektori je mensi
nebo rovna soucinu norem; stejné tak je ale mensi nebo rovna absolutni
hodnota skalarniho soucinu

b, ¥)| < IX ¥l (4.19)

o ¢emz se lehce presvédcéime tim, Ze vektor (tfeba) y nasobime takovou
komplexni jednotkou, aby byl skalarni soucin realny, ¢imz se ovSem nezméni
normy vektori ani absolutni hodnota skalarniho soucinu, a pritom nerovnost
uZ budeme mit dokazanou.

GEOMETRICKE ODBOCEN{, DEFINICE. Isomorfismus mezi dvéma vekto-
rovymi prostory ¢ : V — V zachovavajici navic i skalarni soucin

b(¢(¥), (W) = b(¥, W) (4.20)
nazveme isomorfismem prostoru se skaldrnim souéinem (V,b) a (\7, b).

DEFINICE. Prostor R" s obvyklym skaldrnim sou¢inem
n . .
b(X,¥) = a'y’ (4.21)
i=1

budeme nazyvat euklidovskym prostorem; oznaceni E".

PRIKLAD. Mame charakterisovat viechny isomorfismy E? do sebe (v poz-
déjsi terminologii vSechna ortogonalni zobrazeni). (Morfismy algebraické stru-
ktury S do sebe se nazyvaji endomorfismy a ty, které jsou navic isomorfis-
my, se oznacuji za automorfismy, tvori grupu ¢asto znacenou Aut(S).)

VETA. Takovy isomorfismus ¢ : E* — E? je

1. bud oto¢enim o vhodny thel w (pro w = 0 identita)
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2. nebo komposici otoceni se zrcadlenim (, napft.
¢((z,y)) = (2, —y) (4.22)
v tom ¢i onom poradi.
P0ozZNAMKA. Morfismy z prvé skupiny tvoii normdlni podgrupu vsech
isomorfismii. Promyslete, pro¢ je faktorgrupou grupa
{isomorfismy neménici orientaci, isomorfismy ménici orientaci} (4.23)
isomorfni grupé {+1, —1} s ndsobenim nebo grupé (Zs,+modulo 2).

DUKAz. Pisme ¢((1,0)) = (a,c) a ¢((0,1)) = (b,d). Podle definice
isomorfismu plati vztahy (dosadte vektory base)

le@)I> = %> = a*+2 =1, ¥ +d*=1. (4.24)
b(X,¥) =0 = b(p(X),o(¥)) =0 = ab+ cd = 0. (4.25)
Vyjadreme tedy a = cosa, ¢ =sina, b = —sin+y, d = cos .

Pak — cos a. siny + sin . cosy = sin(a — y) = 0.
Bud'se tedy « a «y liSi o nasobek 2r, tedy

a b cosa —sina
< c d ) o < sina  cosa ) (4.26)

jde o rotaci o tihel a,, nebo se lisi o lichy nasobek m, pak

a b\ [ cosa sina [ cosa —sina 1 0
¢c d ) \ sina —cosa | |\ sina cosa 0 -1
(4.27)

vidime komposici otoceni a zrcadleni. (Nasobeni matic budete zvladat nej-
pozdéji brzy.)

4.1 Gramm-Schmidtova ortogonalisace
Seznamime se nyni s jednou velmi pfirozenou konstrukci, majici ndzorny

geometricky vyznam. (Budeme ¢asem mozna az pirekvapeni, ke kolika ne-
trividlnim aplikacim plnym ,slozitych formuli“ tato metoda povede; bude
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napt. jednoticim prvkem rozsahlé kapitoly klasické analyzy zvané Teorie or-
togondlnich polynomdi.)
Maéame-li dva vektory v, Vo, mizeme vyjadfit

Vo = aVy + wy tak, aby Vi L wo. (4.28)
Dalsi text rozsifuje tuto operaci na pripad vice vektort.
VETA. Necht v, € (V,b). Pak
Iwy. ., takové, Ze
L. b(w;,w;) =0 kdyz i # j. PiSeme téz w; L w;.
2. L({V1,...,V}) = L({W,...,Wg}) plati VE=1,...,n.

DUKAZ. Kreslete si obrdzek pro k = 2,3, projdéte Grammovym a Schmidto-
vym ortogonalisaénim procesem vlastni nohou. Druhd podminka bude splnéna,

volime-li W; ve tvaru®
k—1 . k—1 _
Jj=1 J=1

Je ziejmé L({V1,...,Vi}) = L({W1,...,Wg_1,V)}) podle indukéniho pred-
pokladu a diky volbé Wy, také L({W1,...,Wr}) = L({W1,..., Wg_1,Vt}). Pod-
minka prva vyzaduje, aby Vi =1,...,k—1 bylo

k—1
Wi LW & b(Wi, ¥ — > WiA) = 0 & b(W;, V) = b(Wi, W)\, (4.30)
i=1

coZ jednoznacné urcuje )\fc.
PRIKLAD.

e Legendreovy polynomy P, (z) = ol ;fv_”n

1,z,22,... vidi skaldrnimu soucinu fil f(x)g(x)dz.

[(z? — 1)™] tvoi{ ortogonalisaci

2 n _mp2 “r . . 0w
et dd—ne " tvori ortogonalisaci vici
T

skaldrnimu soucinu [ f(z)g(x)e~"dz funkei 1,22, . . ..

e Hermitovy polynomy H,(z) = «

5SMame tedy w1 = V.



4.2. ORTOGONALNI DOPLNEK

Nejde o nic jiného, nez Ze vezmeme prvni vektor ze souboru,
ke druhému pricteme takovy nasobek prvniho, aby byl kolmjy na
prvni, ke tretimu prilteme takové kombinace té&ch predchazeji-
cich vektord (t&ch, které jsou jiZz kolmé navzajem), aby byl
kolmy op&t mna vSechny predchozi atd., aZ dostaneme vektory,
které generuji tjZz prostor, jako ty ptvodni, ale vzajemné& jiZz
jsou kolmé.

4.2 Ortogonalni doplnék

DEFINICE DOPLNKU. Mnozinu {V |V L W VW € W} nazveme ortogo-
nalnim doplitkem mnoziny W C V, zna¢ime W' a znak ¢teme komin
nebo kolmitko.

TvrzeENL. (W)L = L(W).

LEMMA, JEZ SE BUDE HODIT. Necht W C V. Pak kazdou ortogonalni
basi W1, prostoru W lze prodlouzit na ortogonélni basi celého V; prodlou-
Zime basi libovolnym zpiisobem na basi celého V a ortogonalisujeme & la
Gramm-Schmidt.

JEHO DUSLEDEK. dim W+ = dimV — dim W.

DUKAZ TVRZENT.

67

e Necht je W linearni prostor (budeme tedy tutéZ mnoZinu psat zdvo-
jenym W). Jelikoz je zrejmé, ze W C (V\VL)L (ponévadz vektor je
kolmy na vSechny vektory, které jsou kolmé na ného) a dédle dimW =
dim(WH)L dle Iemmatu, musi byt W = (W)L,

o Ziejmé je W = (L(W))*, a proto (W)t = L(W) dle minulého
bodu.

DEFINICE. Necht W C V. Dle predchoziho tvrzeni lze kazdy vektor

v € V napsat ve tvaru

V=w+w, kde w e W, w ¢ W+,

w
Zobrazeni {V — w} : V —» W (C V) nazyviame ortogondlni projekci na

podprostor W.
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Necht Wy CV, Wy CV, ..., W, CV jsou na sebe vzajemné kolmé
podprostory takové, ze

n
dimV =" dimW; (4.31)
j=1
(W; L W, znamend Vv e W; Vw e W, + L w). Pak existuje jednoznac-
ny rozklad vektoru v € V

V= Z?:l V_\;j, kde ‘ﬁj S Wj.

Pochopte a vysvétlete jednomu &lovéku, ktery to nechdpe. Zobrazeni {V —
w;t: V= W; (CV) oznacujeme dale p; a nazyvame ortogonalni projekei
na W;. Plati tedy: identické zobrazeni= 3_7_, ;.

1. Prvni a druha Pythagorova véta: Velikost ¢tverce pod odvésnou resp.
preponou se rovnd velikosti ¢tverce nad odvésnou resp. preponou.

~ 112
2. T¥eti Pythagorova véta: ||v||> = ||w|* + HVVH .

2

3. Obecngjsi ctvrta Pythagorova véta: [|v]|* = B (Wl
4. Patou ,Pythagorovu vétu“ uvidime ve formé Parsevalovy rovnosti na
strané 257.

5. Parafraze Pythagorovy véty ve tvaru, kdy odvésny a pirepony jiz nejsou
tseckami, nybrz vicerozmérnymi simplexy, pochazi od Grassmanna a
my o ni mluvime na str. 315. Pythagoras ji asi jesté neznal.

Dukazy si provedte sami kromé Sesté véty.

Projekci bez privlastku ortogonalni a bez predpokladu zavedeni ska-
larniho sou¢inu nazveme linedrni zobrazeni p : V — V, plati-li p?> = p.
Projekce p1,...,p, nazveme dopliikkové, plati-li Vi # j : pip; = pjp; = 0
al= E?:l pj, kde 1 oznacuje identické zobrazeni. Operatoru spliujicimu
p? = p se také ki idempotentni (z latinského ,stejny jako mocniny“) a
co se tyce vlastnich &isel z (viz dale), spliji 22 = z, tedy = = 0 resp. = = 1.

SPoslednimu vztahu se v kvantové fysice ¥iké relace tplnosti. Se¢teme-li projektory
|1:)(1i| na v8echny vektory (,stavy“) z base (na podprostory jimi generované), dostaneme
identicky operator (zde znaceny svislou carou) | = 3[4 ) (¢



Kapitola 5

Matice a linearni zobrazeni

MoTTO0. Matice Indukuji Linedrni Obrazeni Studikim, Znalym A Hol-
dujicim Radéji Algebraickym Dohadtim Nez Idiotskym Kleptim.

Linearita Umoziuje Bezpeéné Odstranéni Sotki, Maticich Odvéké Touhy
Lidstva.

DEFINICE. Linedrnim zobrazenim (homomorfismem) f:V — W
rozumime kazdé zobrazeni spliujici vztahy

FE+W) = f(¥) + f(W) VHweV (5.1)
FOW) = M (@) (5.2)

PRIKLADY.

1. Zobrazeni typu {% — £(%)} : R" — R™, kde!

fl 271
R f? z? n .
f= : , X= : a fHER) = Zaij]. (5.3)
. . ]:1
fm a;.’fb

Tabulku (akj) nazyvame matici tohoto linearniho zobrazeni.

'V z&jmu budoucnosti pieme nékteré indexy nahoru. Koho to obt&zuje, necht si pfed-
stavi vSechny dole.

69
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2. Otoceni, zrcadleni, stejnolehlost, koseni (ale nikoli posun vektoru, nu-

lovému vektoru musi byt ptifazen opét nulovy) atd. jako priklady z ele-
mentarni geometrie.

Chceme-li mluvit o zobrazenich v tzv. afinnich prostorech (véetné
posunu), je uziteéné psat soutfadnice vektoru v n-rozmérném prostoru
nikoli pouze (z',22%,...,2"), ale (z',22,...,2", 1) a identifikovat tento
vektor s jeho nasobky. Timto se ndm také pfirozené odkryji nevlastni
body (v nekonec¢nu) jako vektory s nulovou posledni (pfidanou) sou-

Fadnici. Transformace souradnic zahrnujici posunuti bude mit tvar

R V
(2 ). »

kde matice R obhospodaruje obvyklou ¢ast linedrniho zobrazeni a
sloupcovy vektor v posun. Dalsi poznamky o projektivnim prostoru
v kapitole o kvadratickych plochach.

. Ortogonalni projekce na podprostor.

. Rada piiklad® z analyzy na nekoneénérozmérnych prostorech funkei a

jejich vhodnych (i koneénédimensionalnich) podprostorech, kupf.

df

f=f= . (derivace) (5.5)
f= /:v f(y)dy (primitivni funkce) (5.6)
0
f = g-f (nasobeni funkci) (5.7)
f=fi kde fi(x) = f(x +t), (posun o t). (5.8)

Linearni zobrazeni f : V — V, zvlasté na prostorech funkci, nazyvéa-
me operatory. (Napf. operdtor derivovani, operator soutadnice, tj.
nasobeni funkci g(z) = x apod.)

5. Mnohé nelinedrni zobrazeni byva uziteéné linearisovat.

Matice

Brzy uvidime, jak je vyhodné pracovat abstraktnim zptisobem s operatory
bez jejich vyjadfovani v uréité basi. O tom, s jakym véhanim se uskutecnoval
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krok k bezsoutfadnicovému mysleni, svédéi vyzva E.Schmidta na jednom
semin4ii v Gottingenu k Johannu? von Neumannovi z konce dvacitych let:
»,Ne, ne! Nerikejte operator, rikejte matice!“
Zactnéme tedy s definici matice.

DEFINICE. Necht f:V — W je linedrni zobrazeni, v1,...,V, base V a
Wi,..., Wy, base W. Pisme
— m .
7=1

To lze, nebot W = L({w,...,W,,}). Tabulku
A=(d), j=1,....,m, i=1,...,n (5.10)

nazveme matici f vudi basim v; a w;. Prvky matice fadme

all a12 DTS aln
a’ a% - d,
A= . (5.11)
m m m
ay ay any

(piseme-li indexy vSude dole (aij = a;j), po fadkach cteme ¢isla 11,12,...
v bé&Zném poradi) a jeji velikost vyslovujme jako vyska krat sitka, ¢ili zde
m x n. Casto se zajimame o piipad V= W a ¥; = W; a mluvime o matici
vzhledem k (jedné) basi v;.

ViTA. Necht X = Y7, ¥z, Potom f(X) = ¥, w1/, kde
. n . .
Yy = Za]ixz. (5.12)
i=1

V diikazu je uzZit jen vztah pro obraz vektoru base, linearita a zména poradi
dvou sum.

f(%) = Zf_:(\_fl)xl = Z Zv_\}jajixi = Zv_\}jyj (5.13)

2Tehdy jeste; pozdéji po emigraci John.
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VETA 0 SLOZENEM ZOBRAZENf. Necht f : V — W m4 matici A vadi
basim Vi, a Wi_m. Necht g : W — Z ma matici B viéi basim wq_,, a
Z1..p. Pak komposice

gof:V—=Z (5.14)

mé matici C vici basim vy, a Z1..p, pficemz matice C = B-A je komposice
neboli souéin matic® B a A a mé elementy

=3V (5.15)
k=1
DUKAZ.
N m m m V4 . V4 i
EF(#) = 80" wrah) = 3 E(Wi)at = 3 Y gbak = Y g, (5.16)
k=1 k=1 k=1j=1 j=1

UZITECNY UKOL. Ovéfte asociativitu ndsobeni matic A - (B-D) = (A -
B)-D a distributivnost A-(E4+F) = A-E+A-Fa (E+F)-A=E-A+F-A.

POZNAMKY.

e Pravidlo pro zapamatovani .fddka krat sloupec* zni, e ¢/; je skaldr-
nim soucinem j-tého fadku B a ¢-tého sloupce A, je tieba ale vynechat
komplexni sdruzovani.

e Ctvercové matice daného rozméru n x n tvoii nekomutativni okruh viéi
s¢itani* a nasobeni. Toto plati samoziejmé i o mnoziné viech linearnich

zobrazeni f : V — V.

e V pripadé ¢tvercovych matic ,obvykle“ neplati A-B = B - A; je-li
alesponi jedna nectvercovd, tak maji tyto souciny rizny rozmér nebo
dokonce neexistuji, a tak o neplatnosti rovnosti nikdo nepochybuje.

TEST. Uéte se nasobit matice, dokud nebudete souhlasit s tim, Ze

1 2 3 -4 ; i 11 -19
0 3 2 1 .| o o [=|13 19 (5.17)
4 0 -2 3 0 1 8 17

3Nezamétiujte s A - B, existuje-li! _ _ _
“Matice se s¢itaji zfejmym zpiisobem: c'; =a';+b";,jeli C=A+B.
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Piiklady z analyzy: operatory derivace a posunu

OPERATOR DERIVACE. Na prostoru P, vsech polynomii nejvyse n-tého
stupné mé operator D[f] = f' viiéi basi 1,z, 22, ... matici

o1l o o
o o 2 o
o 3 (5.18)

[¢] [¢]

Vsimnéte si, ze ve tiretim sloupci je vektor pfifazeny operatorem derivace
tretimu vektoru base, vyjddieny pomoci souradnic v téZe basi.
Pokud bychom zkoumali matici derivovani vici basi

2 23 ot
1,1’,5,5,1..., (519)
méla by matice tvar (protoze d/dx(z*/k!) = (z*=1/(k — 1)!))

o 1 o o
o fo) ]_ P fo)

N=|: :: - /], (5.20)
[e] o o
[e] o o o

ktery bude jakymsi standardem v kapitole o nilpotentnich operatorech. (Spo-
¢téte N2, N3.... Snad vam vyjde, Ze jednicky se jen posouvaji od diagonaly.)

OPERATOR POSUNU. Najdeme matici P, operatoru posunu {f — fu},
kde fo(z) = f(z + ), vidi basi 1,z,22/2!,... a dokdzeme vztah

n

a?_ o}
P, =1+aN+ N2+ ..+ = N", (5.21)
. n:

pricemz 1 znac¢i jednotkovou matici operatoru identity, kterd mé na dia-
gonale jednotky a jinde nuly a proto®

1 o -+ o
o 1 .-+ o . .
1= SR 1-A=A resp. A-1=A (1].:5].)
o o 1
(5.22)

®Pro jednotkovou matici se mnohdy uzivaji symboly I, E, J a dalsi.
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pro stejné vysokou resp. sirokou matici A, jako je jednotkova matice. V uve-
deném vztahu rozpoznavame Tayloruv vzorec znamy z analyzy a véc budeme
déle studovat v kapitole o exponencidle.

Operator posunu totiz vektoru base x* / k! prifadi funkci (podle binomické

véty)
k—j

(x + oz)k _ Xk: x_j « (5.23)
j=07°

k! (k—5)V
coz je kombinace vektori base x7/j!. Matice P, tedy bude mit na misté
s indexy (*,) prvek

ak—i

(k=)

Stejné tak prava strana prispiva na posici (Jk) jen ¢lenem s (k — j)-tou moc-
ninou N (coz jste snad dokéazali v iiloze), pred niz je tyz koeficient.

(5.24)

ULOHA. Zamyslete se, jak se chova operator P, pro o — 0.

Operator diference

Vsimnéme si nyni diskrétni variace na téma operatoru derivace.

Zkoumejme operator
1

t =7

t
kde symbolem 1 oznacujeme identické zobrazeni {f — f}. Jde o tzv. ope-
rator prvni diference, podrobnéji

D=~ (P, —1), (5.25)

[Df)(r) = (1)~ [(2)) (5.26)

Rozvinme (f)t)” = ((P; — 1)/t)" podle binomické formule (a nebojme se
toho, Ze pracujeme s operatory a nikoliv s Cisly a tedy vlastné pouzivame
platnost binomické formule na komutativnim okruhu):

(D) = L Z(—l)nkk,(nniik),]?kt, (Pkt = (Pt)k) (5.27)
Prt ! !

nebo pro konkrétni funkci f
A 1 X2 n!

(D)™ fl(z) = & Z(—l)"‘kmf(x + kt) (5.28)
k=0 : :
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Nésledujici cviceni je uz spise z analyzy.
ULoHA. Dokazte pomoci |'Hospitalova pravidla vztah
dr - = m'( 1 k
lim((D)" f)(x) = = f () <uzute 0=(-nm=3

k=0

a uznejte, ze
(Dy)" (5.30)

je vhodnou nahrazkou n-té derivace v pfipadé, ze f je zaddna jen pomoci hodnot
na néjaké podmfizce R, to jest v bodech z + mt, m € Z. Pro nepravidelné
rozmisténi bodid v mriZce je dobrd Vandermondova matice, viz déle.

5.1 Neékteré dalsi vyznacéné priklady matic

Permutaéni matice indukovand permutaci 7 : {1,...,n} — {1,...,n} ma
prvky . .

P =0 (5.31)
M3 tu prostou vlastnost, ze prvkim base pfifadi tytéz v jiném poradi:

=Y Vil ) = V() (5.32)
Timto jsme representovali grupu permutaci na {1,...,n} v grupé vsech

matic n X n, které odpovidaji isomorfismim na V (tj. regularnich, viz dale).
Trojuhelnikové matice horni resp. dolni A jsou takové, pro néz a’; =
0 pros > j resp. 1 < j.

PozNAMKA. Takovd matice se jiz objevila pii popisu Gramm-
-Schmidtova ortogonalisa¢niho procesu. Obecnéji, mame-li zadany fetézec
podprostort Vi C Vo C ... C V, =V a méme-li zobrazeni f : V - V
takové, ze f(V;) C V; a znaci-li A jeho matici viéi postupné dopliiované
basi, mad A tvar, v némZ se postupné zleva doprava snizuje (nebo zlstava
stejny) sloupec nul, jimz kon¢i kazdy sloupec matice, néco jako horni trojui-
helnikovéa matice, v niz jsou elementy bloky a nikoli jiz pouhé ¢isla, kde bloky
odpovidaji dopliujicim prvkim base V; vuci V;_;. Bloky jsou trividlni, je-li
dimV; = dimV; ; + 1. Mnozina zobrazeni tohoto typu tvori pologrupu
(uzavienou na komposici, obsahujici jednotkovy prvek). Najdéte néjaké jeji
podgrupy. Navod: Zaménte f(V;) C V; za silngjsi predpoklad.
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Diagonalni matice je takova, ze aij = 0 pro ¢ # j, tedy takova, které
je zaroven horni trojihelnikova i dolni trojihelnikova. Diagonalni matice
tvori podpologrupu predchozi pologrupy. Co musime jesté pozadovat, aby
$lo o multiplikativni grupu a nejen pologrupu (grupa bez pozadavku existence
inversniho prvku)?

7 mnoha vyznaénych piikladi matic, jimiz se hemzi sbirky piikladd (na-
pf. od Proskurjakova) uvedeme jeden (dvojity) piiklad.

Vandermondova matice

Polynom n-tého stupné miizeme charakterisovat
1. bud zadénim jeho koeficientti: p(z) = apz™ + ... + a1 + ag.
2. nebo tfeba zadanim hodnot v néjakych bodech ayg, aq, ..., a,.

Vztah mezi témito dvéma soubory cisel lze zapsat jako

p() ag 1 oy af -+ af ag
p(aq) ay 1 oy a% s af ay

-V ) =1 o ) ) (5.33)
p(am) an, 1 «a oz% ap an

Stejnd matice vznika pii zkouméni nasledujiciho, zdanlivé odlisného, fakticky
vSak témér totozného problému: vime, ze

fl@+h) - f(x)

li =f 5.34
lim . f(=), (5.34)
a chceme pro kazdé n € N a kazdou volbu ¢&isel oy, aq, ..., a, najit koefici-
enty qo, qi, - - -, qn, aby
. 2o Gif (7 + hay)
] d = f) 5.35
lim o (), (5.35)

chceme tedy odvozovat vzorce typu

0) =t L= a4 1) 530

Redte uZitim I'Hospitalova pravidla; snad vdm vyjde, e

(@ @ @)V =(0 0 - nl) (5.37)



Kapitola 6

Hodnost

Zac¢neme vétou, kterd by se stejné tak mohla hodit do partie o dimensi a
ktera zobeciiuje rovnost dim W + dim W+ = dimV pro W C V.
VETA. Pro dané zobrazeni f : V — W zavedme symboly !
Ker (f) = {¢ € V|{(¥) = 0}, (6.1)
Im(f)=f(V)={weW|IweV {F) =w} (6.2)

a mluvme o jadru neboli nulovém prostoru a obrazu daného linearniho
zobrazeni.

Pak je dimKer (f) + dimIm (f) = dimV.

DUKAZ. Necht Wy,...,W,, je base Im(f) a necht Zi,...,Z) je base
Ker (f). Najdéme pro kazdé i = 1,...,m néjaké v; takové, ze f(v;) = w;.
Potom je Zi,...,Z, V1i,...,Vm base prostoru V, ponévadz je-li v € V a

piseme-li (jednoznacné)

f(v) =3 Wi\ (;x f(v - S vix) =0 (!)) , (6.3)
=1 !

=1

existuji jednoznac¢né uréené koeficienty p', ..., u* takové, ze

m ) k )
V=Y ViN =)z (6.4)
i=1 j=1

!Obor hodnot, ndmi zna¢eny jako image (obraz), se mnohdy znaéi R(f) jako zkratka
slova range. NaSim znacenim se vyhneme nedorozuménim pramenicim z faktu, ze R(f) =

S(A) a nikoliv R(f) = R(A).

77
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OZNACEN{. Pro matici A zfidime symboly

= J O B j 3 —
rj—(al,aQ,...,a]n) a § = ) (6.5)

pro jeji j-ty fadek a i-ty sloupec (zkratka slovenského riadok a stipec). Pro-
story
R(A) = L({i",...,F"}) CR", (6.6)

S(A) = L({&1,...,8,}) CR™ (6.7)

nazyvame fadkovym resp. sloupcovym prostorem matice A.

DEFINICE. Mé&jme linearni zobrazeni f : V — W s matici A vic¢i basim

Vi,...,Vp a Wq,...,W,. Oznaéme symboly
h =hy =dimIm (f); (6.8)
hy = h,(A) =dimR(A); hs =hs(A) =dimS(A). (6.9)

VETA. h, = hg = h. Spoletnou hodnotu budeme nazyvat hodnosti
matice A resp. zobrazeni f. Vzhledem k dilezitosti tohoto tvrzeni uvedeme
dva dikazy vztahu h, = hg (a souvislosti s A si nechdme na konec).

LEMMA, ZAKLAD PRVEHO ZPUSOBU. Necht matice A’ vznikne z matice

A vynechanim sloupce, ktery je linedrni kombinaci ostatnich. Potom sa-
moziejmé hs(A) = hs(A') (pro€?), ale také

he(A) = hy(A'). (6.10)

(Plati zajisté i lemma, kde zaménime slovo ,fadka“, pismeno ,r* atd. slovem
wsloupec*, pismenem ,s“ apod.)

Nejprve ukazeme, jak z daného lemmatu plyne vysnéné h, = hs;. Vyne-
chavejme sloupce a radky matice A a dojdéme k jakési ,podmatici“ A~ ze
které se jiz nic neda vynechat. Potom je matice A~ ¢tvercova; kdyby méla
vice sloupcii nez radkii, nebyly by sloupce nezavislé, a naopak (pro¢?). Je-
likoz podle lemmatu mame h,(A) = h,(A™) a hs(A™) = hs(A), je diikaz
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vztahu h, = hgs hotov, nebot h,(A~) = hs(A ™) (obé se rovnaji rozméru této
¢tvercové matice, z niz uz nelze nic vynechat).

DUKAz LEMMATU. Necht tfeba posledni sloupec je linedrni kombinaci
predchozich:

n—1 )
Sp=>) X (6.11)
i=1

Oznacme symbolem 17 ,useknuty“ radek ¥’ (bez posledniho ¢lenu o’ ).
” n
Tvrdfme, 7e zobrazenim s useknuti“

(¥ i} : RA) - R(A) (6.12)

(které linedrné rozsitime na celé R(A)) se neméni vztah linedrni nezavis-
losti fadki. Vskutku, oznacime-li symbolem F' linearni funkci (fadkového

vektoru)
n—1

F( L1, eer, Tnei ) - wa (6.13)

mame vztah
Y i = ( Yaitt, F(X o) ) (6.14)

(nebot v radkovém prostoru R(A) plati vztah ¥ = ) ); odivodnéte

blize) a tudiz

/N
=33
|
—~
>33

Y ar' =0 Y o' =0, (6.15)

DRUHY zPUSOB. Nize napsanou argumentaci je tieba trochu modifikovat
v piipadé prostori komplexnich.

Zavedme na R(A) skaldrni soucin indukovany vnorenim do R". Vsimné-
me si, ze prostor

N = (R(A))™* (6.16)
je jadrem (nulovym prostorem) zobrazeni
{X—y=Ax}:R" - R™. (6.17)

(Toto je fakt samostatné diilezitosti, zvl. v teorii feSeni soustav rovnic.)
Na jedné strané tedy mame vztah (podle véty u konce kapitoly o skalar-
nim soucinu)

dimN =n —dimR(A) =n — h,(A). (6.18)
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Na druhé strané plati podle prvé véty této kapitoly
dimN =n—dimS(A) =n — hs(A) (6.19)
Tedy je hy(A) = hs(A).

DUKAZ ROVNOSTI HODNOSTI ZOBRAZENT{.
Vztah h = hg dokazeme rozkladem f : V — W na komposici zobrazeni

v .w
a0

kde I je isomorfismus prirazujici vektoru v = 3.1 | V;x" sloupec sourad-
nic (z=1+") vii¢i basi V;, A je oznaceni zobrazeni {X — ¥ = AX} a J je
. Y . - : j=1...m m %] 5{
isomorfismus prirazujici sloupci souradnic (y’ ) vektor 377, Wy’ . Staci
si nyni uvédomit, ze (odivodnéte podrobnéji)

h =dimIm (f) = dim(A o I)(V) = dim A(R") = dim S(A). (6.20)
6.1 Hodnost soucdinu, regularni matice

VETA. Necht f:V - W, g: W — Z. Oznaéme symboly hy, hg, hgor
hodnosti prislusnych zobrazeni. Pak plati vztahy

Im(go f) CIm(g),  Ker(f)C Ker(gof) (6.21)
atudizi hgor < min(hy,hg).
POZNAMKA. Zatimco vztah hyor < hy je v této formulaci vidét trivialné,

implikaci Ker (f) C Ker (g o f) = hgor < hy je vhodné zformulovat i v feci
matic:

VETA. R(B-A) CR(A), S(B-A) CS(B)
a tedy také h(B-A) < min(h(A),h(B)).
DUKAZ. Vztah (:7Z = ijkaki znamena, ze

(C) =Y ¥, i"(A) a §(C) =) §(B)d". (6.22)
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DEFINICE REGULARITY. Ctvercovou matici n x n nazveme reguldrni,
mé-li hodnost n, v opaéném pripadé fikdme matici singularni.

PRVY DUSLEDEK. Pro kazdou regularni matici A existuje tzv. inversni
matice B takova, Ze

1 -« o
AB = BA = 1...to je jednotkovd matice N I (6.23)
o .- 1

(Stacila by jedna podminka k tiplné charakterisaci B, objasnéte.) Znacime ji
B=A1

DUKAZ. Pro regularni matici A je zobrazeni
{X— AX}:R" - R" (6.24)

bijekci (prosté a ,na“). Inversni matici je pak prosté matice inversniho zob-
razeni. Toto je také regularni.

DRUHY DUSLEDEK. Reguldrni matice tvofi grupu vidi ndsobeni, poné-
vadz B~'A™! je zfejmé inversni matici k AB, kterd je tim padem regularni
(pro regularni A, B).

KTERE MATICE JSOU URCITE REGULARNT.

e Trojihelnikova matice s nenulovymi prvky na diagondle.

e Permutacéni matice.

e Vandermondova matice, jsou-li vSechny «g, ary, ... ay rtzné.
e Exponenciala matice (nakoukni do kapitoly o exponencidle).

e Matice tvaru
A=1+B (6.25)

s takovou matici B, aby vyraz (pravé C je A~1)

C= i(—l)"B" (6.26)
n=0
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byl dobfte definovan: to zaruc¢ime t¥eba malosti vSech element B (aby
suma konvergovala na vSech posicich) nebo kupfikladu nilpotentnosti
B (to jest pozadavkem, aby B"™ = 0 pro vSechna n poc¢inaje néjakym
’ng).

6.2 Ekvivalentni radkové tupravy

Objasnime konkrétni postup pii ur¢ovani hodnosti matice, pfi vypoctu ma-
tice inversni a pfi reSeni soustav rovnic. Zakladni metodou je zde Gaussova
eliminace (zapomnétlivi at nahlédnou do tvodni kapitoly).

DEFINICE. Ekvivalentni fadkovou tpravou matice rozumime
e pric¢teni nasobku jednoho fadku k jinému

e vyménu dvou radku

e vynéasobeni néjakého fadku nenulovou konstantou

a také konecnou posloupnost uvedenych tprav.

TvRzEN{. Ekvivalentni fddkové apravy neméni prostor R(A) — tedy ani
hodnost matice. Ditkaz si provedte sami, je to jednoduché.

VETA. Matici A’ vzniklou z matice A fadkovou tpravou lze ziskat vy-
nisobenim matice A néjakou matici M zleva,? kde matice M je

e jednotkova matice, kterd ma navic na posici (Z]) ¢islo A, chceme-li
pric¢ist A-nasobek j-tého rfadku k radku i-tému

e permutacni matice, odpovidaji transposici prvki 4, 7, chceme-li zamé-
nit -ty a j-ty radek

e jednotkovd matice, kterd mé na posici (*;) ¢slo A (misto jednotky),
chceme-li i-ty radek vynasobit ¢islem A

nebo soucinem M,, - ... - My - My, chceme-li postupné provést apravy odpo-
vidajici maticim My, Ms...

VYPOCET INVERSNI MATICE.

2Timto vzdy mame na mysli, 7e tato matice M stoji vlevo: A’ =M - A.
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Necht A je ¢tvercova reguldrni matice n X n.

Napi$me si dvojici matic (A |1) (chapejme ji jako jednu matici rozméru
n X 2n) a provadéjme jeji fadkové tpravy tak dlouho, az dostaneme ,ekvi-
valentni“ matici (1 |B).

(Jde o dvoji provedeni Gaussovy eliminace: nejprve vynulujeme ¢leny
pod diagonédlou A, poté ¢leny nad diagonalou.)

V souladu s posledni vétou je (M representuje tipravy)

M-(A|1)=(1|B) neboli M-A=1 M-1=B (6.27)
a matice B je tudiz hledanou inversni matici k A:
M=A"!=B. (6.28)

VARIANTA RESfcf sOUSTAVU. Jde o postup zndmy z ivodni kapitoly pro
regularni A. Soustavu

—

AX=Db (6.29)
vyresime provadénim fadkovych tprav rozsifené matice

(a15) (6.30)
do té doby, nez dostaneme matici tvaru

(1]%); (6.31)

vektor X je pak hledanym feSenim X = A_IB, protoze matice tprav M je
opét pravé A—1,

KOMBINOVANA VARIANTA. MiZeme najednou najit A~! i vyfesit sou-
stavu AX = b tak, 7e upravujeme matici

(A111D) (6.32)

az do chvile, kdy se na misté, kde byla ptuvodné A, objevi matice jednotkova.
Na mistech, kde sidlila 1 resp. b, si pre¢teme hledané A~ resp. X.

SLOUPCOVA ANALOGIE. PiSeme-li matice vedle sebe, je t¥eba provadét
iadkové tpravy (aby se obé matice ménily zaroven). Chceme-li pouzivat
sloupcové tpravy, matice je tfeba zapsat pod sebe. Jesté jedna zména pro-
béhne: sloupcové tpravy se daji psat jako nadsobeni vhodnou matici tentokrat

zprava.
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6.3 Frobeniova véta, resSitelnost soustavy
Soustava AR = b je Fefitelna prave kdyz h(A) = h(A |b).
DUKAZ. Resitelnost znamena, 7e 3x',...,z™ tak, Ze
— m .
b=> §qa" (6.33)
=1
To vsak existuje prave tehdy, kdyz b € S(A), tedy kdy# hy(A) = hs(A |b).

RESENf NERESITELNE SOUSTAVY, LINEARNf REGRESE. V mnoha prak-
tickych tlohach se setkdvame se situaci, kdy rovnice pro dané nezndmé zna-
me pouze priblizné, vétsinou diky nepfesnosti méteni, zato je obvykle vétsi

pocet rovnic nez neznadmych.
V obecnéjsim pripadé fesime soustavu

A% = b, (6.34)

kde b ¢ S(A). Za zobecnéné FeSeni % pak pokliddme FeSeni soustavy, v niz
proti posledni nahradime pravou stranu k ni nejbliz§im moZnym vektorem
lezicim ve sloupcovém prostoru, to jest ortogonalni projekci b do S(A).

U linearni regrese hledime dvé neznamé a,b podle fady neptesnych
tdaji (z*,4"), aby ,platilo*

y' = az' +b. (6.35)

Hledany vektor X, matice A a prava strana nabudou tvaru

Il yl
z? 1 - y?

A= . i:(Z) b=| " |. (6.36)
" 1 y"

Metoda nese nazev metoda nejmensich &étvercu, protoze hledame a,b
takova, aby byl minimalni vyraz

n

Z(yi —az' —b)% (6.37)

i=1
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Vypocditejte tedy koeficienty a, b takové, aby vektor

byl kolmy na

e>

1
1

a porovnejte vysledky se vzorci zndmymi z praktik ¢i odjinud.

PRIKLAD PRVN{. Najdéte inversni matici k matici n X n

A

11111

1111

(6.39)

)

111

(6.40)

1

(e]

(e]

(e]

01111
10111
11011
11101
11110

|

—
| - - o
Iy
—
| - - O
Iy
—
| — S —
Iy
—
| © — — —
Iy
—
[ S —
Iy
N—

(6.43)
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Vysledek tedy zni

Al =

— (6.44)

Z0BECNEN{. Chceme-li najit inversni matici k matici, kterda m4 na dia-
gondle ¢islo a + b a mimo diagondlu b, tj. k matici

a+b b b 11 -1
b a+b --- b 11 -1
A= . o . | =a+0U0, U=
b b - a+b 11 -1
(6.45)

a napovi-li nAm intuice, Ze inversni matice bude téhoz tvaru
At =cl+dU, (6.46)
lehce dopocteme koeficienty ¢, d z toho, ze
1=AA"!=(al1+bU)(cl +dU) = acl + (ad + bc)U + bdU?,  (6.47)

a protoze U%2 = nU, je ac = 1, ad + bc + nbd = 0, z éhoz ¢ = 1/a a
d=—b/(a- (a+nb)).

PRIKLAD DRUHY. Vytesime soustavu zadanou prvni matici a provedeme
diskusi.

5 -3 2 43 1 -1 -1 -3]2
4 —2 3 7|1 4 -2 3 7|1
8 -6 -1 —-5/9 |7 |8 =6 -1 =5]9 |~ (6.48)
7 -3 7 17|\ 7 -3 7 17|\

~ ~lo 2 7 19|=7 (6.49)
0 2 7 19 7 o 0o o ol i
0 4 14 38|A—14

DISKUSE.
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2

3 2% libovolng, z prvnich dvou rovnic dopoéteme z2 a

e )\ =0: volime x
z!.

e )\ # 0: podle Frobeniovy véty nem4 reSeni. Hledejme zobecnéné fesenti,
to jest pravou stranu nahradime ortogonalni projekci do sloupcového
prostoru matice A. Najdéte tedy takovd 2!, 22,23, 2%, aby nasledujici
vektor byl kolmy ke viem sloupcim A, coZ vede ke ¢tyfem (ale jen ke

dvéma nezavislym) rovnicim, které dopoctete.

3 ) -3 2 4
T Y R I I I I S Y I
9 7| g T 6 x 1 x 5 (6.50)
A 7 -3 7 17

Kontrolou vdm bude, Ze dosazenim A = 0 musite dostat feSeni pred-
choziho bodu.

PRIKLAD TRETI. Najd&te nejmensi kladné celé n pro které

cos2®° sin2° o o
A" =1 kde A— | 52 cos ° S (651
o o cos 3 sin 3
o ) —sin3° cos 3°

v

imnu si, Ze pro blokovou matici tvaru

B o
= (? 3) o

RESENI. V

Déle si uvédomim, ze
. n .
cosa  sina _ cosna  sinna (6.53)
—sina  cosa —sinna cosna | )

Hledame tedy nejmensi n, aby 2n i 3n bylo délitelné 360, tim je n = 360
jako nejvétsi spolecny nasobek 180 a 120.
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PozNAMKA. Existuje samoziejmé nepieberné mnozstvi tloh z fyziky i
odjinud, vedoucich k tfeSeni néjaké soustavy linedrnich rovnic. Jako ptiklad
obsahujici pouze zdroj stejnosmérného napéti a odpory. Spoctéte velikosti
proudii v jednotlivych vétvich obvodu.




Kapitola 7

Operatory v rtznych basich,
stopa

7.1 Podobné matice, matice v riznych basich

VETA. Necht f:V — W m4

1. matici A viaéi basim vy,...,V, a Wi,..., Wy,

2. matici B vaéi basim vq,...,V, a Wi,..., Wp,.
Necht ¥; = Sy Vacly, Wy = X Wjrd’,
echt v, =}y Vicy, Wi =3 0 wyd .

Pak B=D 'AC. (7.1)

_.|_

—

Specidlné, mame-li pokazdé jednu basi (V =W), v, = w;,
mame vzorec B = C7'AC. (7.2)

Matici C fikdme matice pfechodu od base V; (staré) k basi v; (nové).
Pro lep$i zapamatovani detailné: Ve sloupcich ma matice zapsany soutadnice
vektort nové base (V;) vici staré basi (v;). Obsahuje-li tedy nova base delsi
vektory nez stara, matice piechodu od staré k nové obsahuje ,velkd cisla®.
Jsou-li z° soufadnice vektoru X v basi ¥; (staré), tj. = >_; ;=" a obdobng

89
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z' soufadnice v basi ¥; (nové), jsou svizany vztahem

zt z!
) =
. .~ T xr2
i 7 . vere _
' = chacﬂ ¢ili : =C| |[. (7.3)
J : o
z" rn

DUKAz. Prechod od nevinkované basi k vinkované napiseme takto (vsi-
mnéte si, ze — podle obvyklych pravidel — nasobime matici radek, jehoz prvky
nejsou ¢isla, ale vektory!):

(V1o s V) = (V1,0 s ¥0)C & (Wiye oy Win) = (W1, ..., Wn)D  (7.4)
Vatah £(¥) = Zv_\}jaji zapisuji
(F(‘_;l)a"'a

a podobns  (F(+),...,f(¥,)) = (W1,...,Wm)B. (7.6)

i}

(¥n)) = (Wi, ..., Wm)A (7.5)

Zkombinujeme-li posledni rovnost s druhou rovnosti prvni radky dikazu,
mame

Naopak, prilozime-li funkci k rovnosti
n n
Vi=Y By = £(@) =Y £, (7:8)
k=1 k=1

mame
E@),....E(%) = EF),....f(¥,))C = (Wi,...,Wm)AC  (7.9)
a ziskame tak dokazovanou rovnost

AC=DB = B=D'AC. (7.10)

DEFINICE. Matice A, B, pro néz existuje matice C, zZe
B =C'AC, (7.11)

nazyvame podobné a znac¢ime A ~ B.
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UROB SI SAM:
1. A~B= A" ~B" A ! ~ B! (existuje-li).

2. Podobné matice maji stejnou hodnost (ale i stejnou stopu a determi-
nant, ba dokonce stejny charakteristicky polynom, jak uvidime pozdé-

).
3. Pro A ~ B existuje v R" base Vy,...,V,, v niZ mi zobrazen{ {X —
Ax}: R" — R" matici B.

7.2 Stopa

Dtilezitost tohoto pojmu ocenime az pozdéji.

DEFINICE. Necht operdtor f : V — V mé viéi néjaké basi vy,...,V,
matici A. Stopou matice! A resp. operatoru f nazveme soucet diagonalnich
prvk:

n
Trf=TrA=> d, (7.12)
i=1
Korektnost definice (nezavislost na basi) stopy pro operitor vyplyva z na-
sledujiciho

TVRZEN{. Stopy podobnych matic A a A’ jsou stejné.

Tvrzeni je dusledkem obecnéjsiho faktu, tzv. cykli¢nosti stopy (plati i
kdyz AB # BA):

Tr AB = TrBA, (7.13)

protoze
Tr(C™'AC) = Tr(ACC™') = TrA. (7.14)

Cykli¢nost stopy dokazeme prostou zménou poradi sumace a prejmeno-
vanim sumacnich indexi:

TTAB =) Y d't/, TrBA =) S v'.d. (7.15)

i=1j=1 j=1i=1

!Zkratka , Tr“ je z anglického ,trace®; pouZziva se té% zkratky ,Sp“ z némeckého ,Spur®.
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Kapitola 8

Determinant

Teorie determinanti vznikla v souvislosti s feSenim soustavy

AR=D (8.1)
pro reguldrni A. Jak jsme jiz naznacili v iivodni kapitole, 1ze témto otdzkam
dati i geometrickou interpretaci. Uvidime totiz, Ze teorii determinantt je
mozno chapat jako teorii méfeni objemt v R". Omezme se pro konkrétnost
na pripad dimense tii a podivejme se, jaké vlastnosti mé mit veli¢ina zvana
objem télesa. Uc¢inme nasledujici pozorovani pro vektory z R3.

Oznac¢me symbolem

V(V1, Ve, V3) (8.2)

objem rovnobéznosténu R(V1, V2, ¥3) = {37, %X | A* € (0,1)}.

ADITIVITA. Objem sjednoceni disjunktnich mnozin by mél byt roven
souctu objemt ¢asti. Obrazek (nakresleny jen v dvourozmérné situaci) vas
snad presvédci, ze by mélo platit

. Vi

V2

—

Vi
(obsah ,velkého“ rovnobéznika je roven souc¢tu obsahi mensich rovno-
bézniki — staci presunout ,dlouhy“ trojihelnik)

V(V1, V2, V3) + V(V], V2, V3) = V (V1 + V|, V2, V) (8.3)

93
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a podobné vztahy pro druhou a tfeti proménnou.

My vime podrobnéji ze zakladni Skoly, Ze objem je dan vzorcem ,za-
kladna krat vyska® a 7ze vyska na zakladnu L£({Vs, V3}) se neméni pfi¢tenim
nasobki Vo a V3 k vy, tedy

V (V1 + ¥20® + V3a°, Vo, ¥3) = V(V1, Vo, ¥3) (8.4)

2

pro libovolné o, o a podobné pro druhou a tieti proménnou.

Znaménko objemu, pojem orientace

Konsistence (8.3) vede k pozadavku (objasnéte!)
V(—V1, Ve, V3) = =V (V1, Vo, V3). (8.5)

To znamend, ze uz nelze chapat V jako vzdy nezdpornou veli¢inu. Musime
vybrat spravné znaménko pro V. Jak ho uréime? Zde ptichazime ke klic¢o-
vému pojmu ,orientace base Vi, Vo, V3“. Tato orientace mize byt bud sou-
hlasna s kanonickou basi daného prostoru ¢i nesouhlasna. Predstavime-li
si kanonickou basi

1 ) o
61 = o 62 == 1 _'3 == o (86)
o o 1

orientovanou podle pravidla pravé ruky, napt. € dozadu (tj. za vase zdda), €;
vpravo a €3 nahoru, obecnéji pohybuje-li se prava ruka' ve sméru ukazovacku
od & k €2, miii palec ve sméru €3, lze mluviti o pravotocdivosti (napt. &;._3)
nebo levotocéivosti dané base. Pojmu souhlasné orientace dvou basi
vénujeme rozsirujici pozndmku nize. Zatim se spokojime s konstatovanim,
Ze base

je souhlasné orientovana s basi
V1, V2, .., Vi (8.8)
pravé kdyz je p sudd permutace. TakZe je prirozené chtit, aby platil vztah
(vSimnéme si, Ze —V1, Vo, V3 ma jinou orientaci nez vy, Vo, V3)

V(¥p(1): Vp(2)s Vp(3)) = zmakp - V(V1, ¥y, V3). (8.9)

'S prsty ohnutymi na kruznici se stfedem v po&atku.
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Cejch
Zbyvéa ocejchovat velicinu V tieba vztahem
V(61362363) =1 (810)

pro kanonickou basi v R>.
Je-li nyni A matice 3 x 3, pisme

det A misto V(81(A),8(A),85(A)). (8.11)

(Pro¢pak asi volime toto oznaceni? Viz niZe.)
Pozadavky vyse lze nyni zformulovat takto:

e det A je linearni funkci kazdého sloupce

e Je-li p matice tvaru

P'; =8 (8.12)
pro vhodné zobrazeni = : {1,2,3} — {1,2,3}, tak je (viz vyse)
det p = znak 7 (8.13)

s tim, Ze neni-li 7 permutace, dodefinujme jeho znak na nulu? (pak totiz
mé p néjaké dva sloupce stejné a proto musi byt —viz vySe— detp =
—det p).

Rozpis do sloupcua

Rozepisme nyni sloupec

all all o (o]
ay | = o |+ | a4 | +]| o (8.14)
a’y °© °© a’y

a podobné zbylé dva. Z pozadavku linearity v kazdém sloupci plyne vztah
(rozepiste podrobné)
det A = det A, (8.15)
P

2Tohoto oznafeni budeme uZivat i pozd&ji.
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kde s¢itame pies vSech 27 zobrazeni p : {1,2,3} — {1,2,3} a matice A, ma
na posici (4, j) prvek a’;, pokud i = 7(j), a jinak nulu. UZitim vztahu pro
determinant permutacni matice a linearity mame

3 .
det A, = [] a"znakp (8.16)

=1

a tudiz dospivame k zavéru.
3 .
det A = Zznakpnaf(z) (8.17)
P i=1

Shritime obsah tohoto odstavce: induktivnimi ivahami jsme dospéli k za-
véru, ze existuje-li ,rozumny“ pojem objemu mnohosténu, musi byt pro rov-
nobé&znostén dan? formuli (psanou obecné* pro R™)

Definice determinantu

n .
det A =3 zmakp [] a?"” (8.18)
p i=1

POZNAMKA O PERMANENTU. Pokud bychom vynechali ndsobeni znakem
permutace a tedy vSechny prispévky séitali, dostali bychom permanent
dané matice. Na rozdil od determinantu matice n x n, ktery lehce spoc¢teme
napiiklad tpravou matice na trojthelnikovy tvar jiz po asymptoticky cn?
operacich (potfebujeme vynulovat cca. n?/2 elementi matice a kazdé takové
vynulovani je spojeno s pri¢tenim nasobku jedné radky k jiné, coz obnasi
2n operaci), permanent se s nejvyssi pravdépodobnosti takto rychle pocitat
neda a nauky o NP-tplnostech maji promysleny postupy, jak modifikovat
pripadny algoritmus pro jeho polynomialné rychly vypocet na feSeni vétsiny
vypocetné naroénych kombinatorickych problémr.

Pred systematické zkoumani pojmu determinantu vlozime jesté

INFORMATIVNf VSUVKU O POJMU ORIENTACE V R". Misto o orientaci
n-tice sloupcti matice mluvme pi¥imo o orientaci redlné matice. (Komplexni
matice mé obecné komplexni determinant, a tak neni vhodné mluviti o jeho
znaménku.)

3A7 na znaménko a p¥ipadny koeficient souvisejici s volbou jednotkového objemu.
“V&imnéte si, Ze tivahy mohly byt provedeny pro jakékoli n.



97

DEFINICE. Dvé matice A, A’ nazveme souhlasné orientované, pokud
existuje spojité zobrazeni

{t = A(t)}:(0,1) = Myxn (8.19)
do prostoru My, matic n x n takové, Ze

A(0)=A, A(1)=A’ aprovsechnat e (0,1) je A(t) reguldrni.
(8.20)

HomoToPIE. To je nézev pro takovyto ,spojity piechod“ od jedné n-
tice vektort (sloupctt A) k druhé (sloupcti A’), pii kterém nedojde nikdy
k ,spldcnuti“ ménéné base R" (regularita A(t)).

VETA. Jsou pouze dvé t¥idy ekvivalence v relaci byt souhlasné ori-
entovan“: t¥ida M, souhlasné a t¥ida M _ nesouhlasné orientovanych s 1.
Zobrazeni

{A—»BoA}: MM (8.21)

prevadi M4 na M resp. na Mz podle toho, zda B € M resp. B € M_.

Permutacni matice pr patii do M, .1 .

Diikaz jen naznacime. Pripometime, Ze Gaussovou eliminaci Ize kazdou
reguldrni matici A vyjadiit jako komposici elementdrnich matic typu M;) =
1+ )\Eij (indexy i,j neoznacuji posici v matici, nybrz konkrétni matici M;
matice E/ m4 jednicku jen v misté na i-té rddce a v j-tém sloupci, jinde
nuly, (Ezj)kl = 656{) nebo typu jednotkové matice, v niz jednu 1 nahradime
—1 (nebo Ize vzit typ matice prohazujici dva fadky) nebo typu, kde se proti
jednotkové nasobi jeden radek kladnou konstantou . ‘

Pritom matice vznikld ,zapomenutim ciniteli“ tvaru M, v tomto sou-
¢inu je souhlasné orientovdna s A: neni problém spojité prejit od A k A’
spojitou zménou A\, resp. nazorné rozpisem na souc¢in mnoha matic s A — 0.
TakZe mame soucin matic typu J.j;~ prohazujicich dva radky a Jj ) na-
sobici k-ty radek c¢islem \ a ptame se, kdy je tento soucin (ne)souhlasné
orientovan s 1.

Ukazuje se, ze zavisi pouze na tom, zda je Cinitelit J o j;~ a Jj \ se zdpor-
nym A sudy nebo lichy pocet, presnéji (jak dokdzeme) komposice dvou matic
typu J.;;~ nebo Jy, ) je souhlasné orientovdna s 1. Prozkouméme jen souciny
dvou transposi¢nich matic (podrobnéjsi zkoumani soucind typu Jji>Jk x,
Jp I <jis a Iy \Jp x prenechame ctendri) a rozlisime pritom dva pripady:
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o Joij>J ki, pricems mnoziny {i,j} a {k,l} nejsou disjunktni. V pri-
padé, zZe jsou dokonce stejné, je soucdinem primo jednotkova matice,
v opacném dostaneme soucin typu

o 1 o o o 1 o 1 o
1 o o ol o|=]0o0 o 1], (8.22)
o o 1 1 o o 1 o o

coz je otoceni o 120° kolem osy prvého oktantu, takze dostaneme sou-
hlasnost s 1.

e Disjunktni pripad, tedy situace typu

o 1 o o o —1 o o 1 o o o
1 o o o 1 o o o o —1 o o
o o o 1 B o o o -—1 o o 1 o ’
o o 1 o o o 1 o o o o —1

(8.23)
coz je komposice otoceni prvé a druhé osy o 90°, otoceni treti a ¢tvrté
osy 0 90° a otoceni druhé a ¢tvrté osy o 180°, z ¢ehoz plyne souhlasnost.

PozNAMKA. Idea tohoto ditkazu (rozlozit matici na souéin mnoha ,,jed-
nodussich matic) se ndm bude hodit i jindy, a to nejlépe v nésledujicim
tvaru (promyslete si jej): kazdou reguldrni matici souhlasné orientovanou
s 1 1ze rozloZit na sou¢in (mnoha) matic ,jen malinko se lisicich od jednot-
kové matice“.

CvI¢ENE. V R? sestrojte homotopii od
(—61,62) do (62,61). (,,Otoéte tO!“) (8.24)

Nahlédnéte, Ze homotopii od (€1,€2) do (€1, —€5) sestrojit nelze.
8.1 Zakladni vlastnosti determinantu

VETA. Funkce

{A — det A} : Myxn, = R (nebo C...) (8.25)

ma tyto vlastnosti:
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1. Je to multilinedrni funkce, tedy linedrni funkce kazdého sloupce (fi-
xujeme-li sloupce zbyvajici).

2. Zméni znaménko po vyméné dvou sloupcti, obecnéji pro libovolnou
permutaci

det( §7T(1), SR §7r(n) ) zznakw-det( §1, -.--, Sp ) (8.26)

7 toho také plyne, ze determinant matice se dvéma stejnymi sloupci je
nulovy, protoZe je roven ,minus sobé“.

3. Nezméni se pri¢tenim lineadrni kombinace ostatnich sloupcii k sloupci
danému.

4. det A # 0 & A je regularni; det 1 = 1.

DUKAZ.

1. Pisme (uvnitf sumujeme pres ty permutace, pro které p(1) = j)

p(1)=j n
det A = Z (&) Z znak p H a?;, (8.27)
J p i=2

kde f7(8) = ajk oznacuje j-tou soufadnici sloupce Sy, cozZ je linedrni
funkce tohoto sloupce, vnitni suma na prvém sloupci viibec nezavisi a
proto je cely determinant linedrni funkci prvého (analogicky vsak také
jakéhokoli jiného) sloupce.

2. Plati (sumujeme pres vSechny permutace k)

det(gﬂ(l), R §7T(n)) = Z znak K H aiﬁzz) = (828)
K =1

= Zznakn H a“(ﬂil(j))j = znak 7 Zznak)\ H a)‘(j)j, (8.29)
K j=1 A j=1

uvédomime-li si, e sumace pres viechny permutace A = k7! je totéz,
co sumace pres vSechny permutace k (permutace tvori grupu) a ze
znak k = znak A - znak w, je ditkaz hotov.
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3. Toto pomérné snadno plyne z predchozich dvou bodii. VyuZijeme linea-
rity ve sloupci, ke kterému pricitame, a secteme determinant piivodni
matice s determinantem matice, ktera ma dva sloupce stejné.

4. Plyne z toho, %e Gaussovou eliminaci (kterd podle (1), (3) neméni
(ne)nulovost determinantu) Ize dospét od reguldrni matice k jednotko-
vé matici.

CVICENI{. Spoltéte determinant Vandermondovy matice.

Nejprve odectete prvni fadek od druhého, tfetiho atd. a ziskate tak nuly
v prvém sloupci (vyjma prvni fadky). Pak zjistite, Zze z druhého faddku lze
vytknout (a; — ap), ze tietiho ...az z (n + 1)-vého lze vytknout (o, — ap).
(Vyuzijete p¥i tom vztahy typu i —af = (a3 —ag) (a3 +asap+ad).) Ziskate
tim faktor [[j_;(e; — ), ktery vysko¢i pred determinant. Pak odectete
od posledniho sloupce ag-nasobek predposledniho, od predposledniho ... od
tretiho ap-nasobek druhého, ¢imz dostanete mensi Vandermondovu matici
(v niz chybi ag).

Vysledek je [],.;(a; — i), tedy pokud jsou vSechny «; rzné, je matice
regularni.

VETA. Necht matice A m4 tvar (tzv. blokové matice)

A" C
A= ( 0 A" > ) (8.30)

kde v levém dolnim rohu jsou samé nuly a v podtabulce C cokoli. Pak
det A = det A’ - det A”. (8.31)
Pokud blok ,0" neni nulovy, neplati Zadnj vzorec typu (!)

det A = det A’ det A” — det C det O. (8.32)

DUKAZ. Necht md matice A’ resp. A" rozmér m x m resp. (n —m) x
(n — m). Determinant matice A ziskdme jako sumu pres vSechny permu-
tace mnoziny indexiti od jedné do n, ale je treba si uvédomit, Ze nenulovy
prispévek daji jen permutace rozlozitelné, to jest takové, které lze zapsat
jako komposici permutaci ' o ©”, pricemz ' resp. n” tucinkuji pouze na
mnoziné indexi {1,...,m} resp. {m + 1,...,n}: nerozlozitelné permutace
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nutné obsahuji cyklus, jehoz se ucastni indexy obou skupin, tedy tyto per-
mutace nutné priradi nékterému indexu prvé skupiny néjaky index skupiny
druhé, stejné tak jako naopak, a proto ¢leny odpovidajici témto permutacim
obsahuji ¢initel z levého dolniho rohu (kde jsou nuly).

Uvédomime-li si navic, #e znak m = znak 7’ - znak 7, miiZeme ji% psdt
det A jako

n m n
) reg! s
> "znak 7 [ | a™); = > > znak r'znak " ] o” @), II ¢ @
m i=1 ! i'=1

! i'"=m+1
(8.33)

POZNAMKA. Vétu lze zobecnit i na piipad vice bloki (zformulujte). Ex-
trémnim pripadem je situace, kdy bloky maji rozmér 1 x 1. Pak m4a véta
dilezity dusledek.

DUSLEDEK. Determinant trojihelnikové matice je soucin diagonélnich
prvki.

n
Vi<j mebo Vj<i a’;=0 = detA=T][d" (8.34)
i=1
tu determinantti. Ptivodni definici determinantu uzivame jen ve specialnich
pripadech, napt. pro matice, které maji ,mnoho nul“, nebo pro matice ma-
lého rozméru:
O determinantu ,matice“ 0x0 je vhodné predpoklidat, ze je roven jedné.

Determinant ,matice* 1x 1 je pifmo a';. Determinant matice 2x 2 je a';a% —

a'ya? . Determinant matice 3 x 3 po¢itdme pomoci Sarusova pravidla (jako
soucet tii ,jihovychodnich“ soucinti minus soucet tii ,severovychodnich“
soucintl) a je tfeba zddraznit, ze neplati pro matice jiného rozméru nez 3 x 3.

Zasadni vyznam v teorii determinantt ma
VETA. det BA =det B -det A

PozNAMKY. Pied ditkazem véty si neodpustime par fddek komentaie.

e Oznalime-li obvyklym symbolem GL(n) (obecnou linearni) grupu
vSech regularnich matic rozméru n x n, pak uvedend véta rika ,pouze”
to, ze nasledujici zobrazeni je homomorfismus grup:

{A s det A} : GL(n) — (R \ {0}, ) (8.35)
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e Véta ma i geometrickou interpretaci: det A oznacuje, jak vime, koefici-
ent, s nimZ se méni objem télesa pii zobrazeni {X — AX}: R" — R"
(toto konstatovani se nebudeme snazit vice precisovat). Provedeme-li
nejprve zobrazeni dané matici A a pak B, nasobi se nim objem nej-
prve koeficientem det A a pak jesté koeficientem det B, ale z druhé
strany jsme provedli zobrazeni {X — BAX} a objem se tedy zménil
s koeficientem det BA.

e Véta o soucinu determinanti umoznuje zavést pojem determinantu
libovolného operatoru f : V — V predpisem

det f = det A,

kde A je maticové vyjadieni f v néjaké bazi prostoru V. Je-li totiz
A’ = CAC™! maticové vyjadieni f v jiné bazi, je det A = det A’.
Uvédomte si totiz, ze det(A ') = (det A)~1.

e Dokazte Gvodni véty této sekce jako disledek véty pravé diskutované.

DUKAZ. Nejprve si uvédomme, Ze vztah plati pro (napr. horni) trojihel-
nikové matice, protoze soucin dvou trojihelnikovych matic je opét trojiuhel-
nikova matice, kterd ma na i-tém misté na diagonale soucin prvki matic,
které nasobime, na tomtéZ misté, a determinant trojihelnikové matice je
souc¢inem diagonalnich prvki, jak jsme nedavno ukazali.

Obecné matice B resp. A prevedeme takovymi radkovymi resp. sloupco-
vymi tipravami, kterymi se neméni determinant (to jest pricteni rady jedné
k radé jiné nebo vyména dvou rad spojena se zménou znaménka jedné z nich
— tato tiprava myj. lze ziskat jako komposice predchozich) na matice B resp.
A’ (horniho) trojihelnikového tvaru.

B=R;-...-RyB/, A=A'S;-...-Sy (8.36)
Staci jiz napsat
det BA =det(Ry-...-RyB'A’S;-...-Sy) =det BA' = (8.37)

= det B'det A’ = det Bdet A. (8.38)

Nékteri z vas prahnou po abstraktnéj$im dikazu, tak ho maji mit.
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LEMMA. Kazd4 matice B lze zapsat jako jakéasi spravné uzavorkovand
»,suma® matic témér permutacnich

B =({B-, (8.39)

kde matice B; maji vSude nuly, kromé mist (7(7),7), kde maji odpovidajici
element matice B, totiz b™(®);.

Nejde vSak o oby¢ejné s¢itani, ale o (pro znalejsi fikdme ,,v jistém kontex-
tu tensorové®) s¢itani dvou matic, které se 1isi jen v jednom sloupci; soucet
pak ma tento sloupec roven souc¢tu (téch riznych) sloupci séitanci a ostat-
ni sloupce ma stejné jako sc¢itanci (na rozdil od obycejného souctu, ktery by
mél i tyto sloupce rovny souc¢ttim, ¢ili dvojnasobné). Pokud jsou oba s¢itanci
uplné stejné matice, nevime, ktery sloupec mame zdvojnasobit; alespon se
dohodnéme, Ze vybereme nulovy sloupec, je-li néjaky.

Tento rozpis jsme diskutovali jiz na ivodu kapitoly; sé¢itanci bude celkem
n™, ovéem jen n! z nich bude reguldrnich. Pro opakovani: nejprve rozepiseme
B podle prvniho sloupce, pak séitance podle druhého atd. Napf.

(a)-(c0)=(z0)- ew
(2 2)e(za))e((2)e(23)) e

DRUHE LEMMA. Pro rozklad B = @ B, plati také

AB = AB;. (8.42)
Diikaz staci provést pro pripad
A(B1 ) Bg) = AB; ¢ AB, (8.43)

a indukci spatrit, ze A lze ,nasoukat® do stale hlubsich zavorek, az vyraz
zcela ,roznasobime*.

Ale tento pripad je ocividny. Necht je riizny sloupec matic B; a By ten
prvy. Pak jsou elementy prvého sloupce matice AB ,skalarnim soucinem*
(bez hvézdicky) radki A s prvnim sloupcem B, takze vskutku

§1(A(B1 ® By)) =81(ABy) + §1(ABy) (8.44)

a ostatni sloupce matic ABy, AB, a tedy i AB1® ABs, ale také A(B; ®B5)
jsou stejné.
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Dale si vSimneme, Ze vztah
det AB; =det A -det B, (8.45)
je snadnym zobecnénim vztahu nedavno dokazaného
det A det P, = det Aznak, (8.46)

protoze sloupce (napi. i-ty) matice AB, jsou jen ¢&islem b™%); (které Ize
vytknout) pronasobené sloupce matice AP .

Nyni jiz Ize upravovat det AB: nejprve dosadime z prvého lemmatu, pak
upravime podle druhého a nakonec uzijeme dvakrat vztahu

det(C @ D) = det C + det D, (8.47)

vyjadrujiciho linearitu determinantu jako funkce kteréhokoliv sloupce.

det AB = det A(@ B,) = det(@® AB,) =

=det A(Y.det B;) = det A - det(p B,;) = det A - det B. (8.48)

8.2 Vypocdet cirkulantu

Spocteme zde jeden vyznacny determinant, zvany cirkulant, jako ilustra-
ci vzorce det AB = det A det B. Nejde jen o ze stovky jinych naméatkou
vybrany ptiklad; metoda nize pouzitd je ve skutecnosti zakladem celého
matematického oboru — harmonické analyzy (teorie Fourierovych trigo-
nometrickych fad atp.).

PRIKLAD. Mame pro libovoln4 ag, a1, ..., a, spoc¢itat
ap air - - Qap-—1 Qn
ap ao -+ Gp-2 Gp-1
det C, kde C= . ) ) (8.49)
ap az -+ ap ap
(fadek (ag, ..., an) se toi dokola, na diagondle vSude ay).

RESEN{. Pouzijeme tento ,maly trik“. (Pozor, pfechizime do komplex-
nich prostorit!) Ozna¢me symbolem

(8.50)

271 .
= cos + 2s1n

ET P ntl nt1
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tzv. primitivni hodnotu "V/1. Pisme gj = el, 5 =0,1,...,n. ,Zkusme*
vyjadrit matici operatoru

(%~ C%} (8.51)

v basi dané® sloupcovymi vektory tvaru (&islicka nahote jsou exponenty)

\'r'j:(l £; 8? 8?)T. (8.52)

Plati nasledujici vyzna¢ny vztah (V; je ,vlastni vektor*):
C\?j = WjVj, (8.53)

kde w; = ag + a1g; + agé‘? +...+ ansg-b.

(Ovérte podrobné.)

Méame tedy vysledek! Determinant onoho zobrazeni je v nové basi vy-
jadien jako determinant diagonalni matice s prvky w; na diagondle, je tedy
soucinem wj:

det C = 1:[ w; = H(Z ai6§). (8.54)

Na podobné téma budeme jesté mluvit v podkapitole o dudlni grupé.

8.3 Rozvoj determinantu podle sloupce

Ozna¢me symbolem Aij matici vzniklou vynechanim i-tého radku a j-tého
sloupce (podle néhoz matici rozvijime) z matice A. Pak plati nasledujici
véta.b _
Vi detA =Y (-1)""ad’; det A/ (8.55)
i

DUKAZ. Oznac¢me symbolem A ;j~ matici vzniklou z A vynulovanim
vSech prvki j-tého sloupce s vyjimkou a';. Linearita determinantu jako funk-
ce sloupce dava vztah

Vi detA =3 det Ayjs. (8.56)

0 pifevodu soufadnic vektoru do této base se mluvi jako o diskrétni Fourierové
transformaci.

5V Kopackovych skriptech je brana za definici determinantu indukei podle rozméru,
suma pres permutace je tam tedy vétou.
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Staci nyni dokazat ‘

LEMMA. det Ajjs = (—1)"*7a’; det A/

Pro i = j =1 je lemma zrejmé, jinak ,prestéhujeme“ prvek aij na misto
(1,1) postupnou aplikaci

e transposic sloupcii vporadit <1 —1,1— 1 i1—2,...,2 < 1;
e transposicradki vporadij«< j—1,j—1+<757—-2,...,2+ 1.

Jelikoz transposice sloupcii, ale i fadku (jak ukazujeme déle) méni znaménko
determinantu, bude vysledna matice (znac¢me ji A’<ij>) spliiovat vztah

det A”_;;o = (=1)" " det Ay (8.57)

Diikaz lemmatu plyne nyni ze ziejmého vztahu
det AL, =a';det A/ (8.58)

(blokova matice, prvni sloupec nulovy az na prvni ¢len, pravy spodek matice
A’<Z~j> je pravé matice A ). Pouziti fddkovych tprav se bylo mozno vyhnout;
nebylo by to v8ak uéelné vzhledem k platnosti vztahu nize, jehoz dusledkem

vvvvvv

n
det A = znakn [ aiw(i) (8.59)
m i=1

PRINCIP. Zaménime-li v jakémkoli platném tvrzeni slovo ,rfadek® za slovo
,sloupec* a naopak (a eventudlné invertujeme poradi ndsobeni matic, je-li
o ném fec¢), dostaneme opét platné tvrzeni.

Diikaz plyne ihned z trivialniho vztahu

mnak mznak 7! =1 (8.60)

pro inversni permutaci chapanou jako n~'(j) = i pokud (i) = j. Proto je
determinant transponované matice, to jest matice prevracené pres hlavni
diagonalu, stejny jako determinant matice piivodni.

Vypocet inversni matice
Ozna¢me B matici s prvky byZ = (—1)"*J det Aij. Pak je

Z bjkaki = Z(—l)j"'kaki det Ak,j = 6{ det A, (8.61)
k k
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kde (55 = 1 resp. 0 pokud 7 = j resp. i # j (v prvém piipadé jde o roz-
voj det A, v druhém jde o nulovost determinantu se stejnou i-tou a j-tou
fadkou). TakZe plati

BA =det A -1, (8.62)

a tedy CA = 1, kde matice C = A~ m4 prvky
;= (1) det A/ (det A)~1. (8.63)

(VSimnéte si prehozeni poradi indexi i, 7.)

8.4 Cramerovo pravidlo, feSeni soustavy

Soustavu nize muzeme vyfiesit také touto tivahou:

—

AR=Db & b= Z Siz' (8; je i-ty sloupec A) (8.64)

Ozna¢me symbolem AjB matici vzniklou nahrazenim j-tého sloupce matice

A sloupcem b. Pak je
det A i = det A g i = 3 det Ajsz’ =27 det A (8.65)
(kde prostfedni rovnitko je oprdvnéné linearitou determinantu, Az = A
pro i = j, det Az = 0 pro i # j), tedy
- det AjB

2l = 2. (8.66)

Geometrickou interpretaci této tivahy jsme jiz uvedli v odstavci (1.2).
Ve srovnani s metodou odstavce (6.2) se nabizi otdzka, kterd z téchto dvou
metod je U¢innéjsi a rychlejsi. To zavisi na konkrétnim pripadé. Vyhoda
vzorce (8.66) je v jeho prehlednosti, coz umozni leckteré jeho netrivialni
aplikace i v tlohach, kdy ndm nejde vyslovené o numerické hodnoty veli¢in
27, ale tieba jen o postihnuti nékterych vlastnosti feseni. Viz t¥eba odstavec
(17.3) — Jacobi-Sylvesterova metoda.

Ale i v jinych problémech, tfeba pro tzv. pasové matice (jejichZ nenulové
Cleny jsou soustiedény pobliz diagondly; takovyto typ se vyskytuje velmi
¢asto v aplikacich pfi ndhradé diferencidlnich rovnic diferencénimi) se nékdy
ukazuje, 7e uzitenou informaci o hodnoté 2’ lze odvodit i pro velmi velké
matice.
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CvVICENT. M&jme soustavu rovnic
ZTp + a(n)zp—1 + B(n)Tni1 = bn, (8.67)

kde n je hodné velké (piedstavme si tieba n = 10?3, jak je ve statistické
fysice bézné) a kde vétsina koeficientt a(n) a B(n) je nulova. (Reknéme, 7e
méné nez deset procent koeficientt a(n) i S(n) je nenulovych.)

Potom pro vétsinu hodnot & € {1,2,...,n} mé feSeni rovnice (8.67) s pra-
vou stranou b, = 0y, alespon polovinu slozek nulovych! Dokazte. (Prozkou-
mejte ten cyklus libovolné permutace prispivajici k determinantu v citateli,
ktery obsahuje sloupec k. Muze byt viibec prispévek permutace s takovym
cyklem nenulovy?)

Alternativni formulace

Uvedme jesté nasledujici ,homogenni“ versi Cramerova pravidla:
VETA. Méjme homogenni soustavu
AX =0 (8.68)

n rovnic o n + 1 nezndmych, s matici hodnosti n. Pak jeji feSeni je dano (az
na nasobek) vzorcem .
X; = (—1)"det A;, (8.69)

kde A; oznacuje matici, vzniklou z A vynechanim i-tého sloupce. Dikaz lze
provést pomoci nasledujici tivahy:

Dopliime matici A nahote jesté jednim fadkem — ozna¢me jej ¥ — volenym
z Tadkového prostoru A. Determinant takto rozsifené matice je samoziejmeé
nulovy; jeho rozpisem podle prvniho fddku y dostaneme

> (—1)'yidet A; =0, (8.70)
[

tedy X z rovnice (8.69) je vskutku kolmé k ¥. (Vzpomeiite si na charakterisaci
homogenniho Feseni jako ortogonalniho doplitku k fadkovému prostoru matice.)
Vyjasnéte vztah tohoto tvrzeni ke Cramerové pravidlu!



Kapitola 9

Vlastni cCisla a vektory
operatoru

Prichdzime nyni k jednomu z nejdilezitéjsich pojmi linedrni algebry.

DEFINICE. Necht f: V — V je linedrni operétor a
f(¥) = AV, vV #£0. (9.1)
Pak ) nazveme charakteristickym neboli vlastnim &islem! operatoru f a
V jeho vlastnim vektorem. (V piipadé, Ze jde o prostor funkci V, mluvime

o vlastni funkeci.) Souboru vlastnich ¢isel operatoru fikdme spektrum.
Zformulujte si sami pojem vlastniho ¢isla a vektoru matice.

NUTNOST ZAVEDEN{ KOMPLEXN{CH LINEARNICH PROSTORU.
Chceme-li vyuzivat mocné techniky vlastnich ¢&isel a vektort rozvinuté dale,
uvazme, ze algebraickd rovnice s koeficienty z R nemusi mit kofen z R,

zatimco pro C existuje

ZAKLADNf VETA ALGEBRY. Ta tvrdi, Ze kazdy polynom alespon prvniho
stupné s libovolnymi koeficienty z C mé v komplexnim oboru alespoii jeden
koren.

INTUITIVNT DUKAZ. (Pro ty, co jiz tfeba slySeli néco o logaritmu kom-
plexniho ¢isla. Jinak, prosim, text pieskoéte.) Polynom

ant™ + ap_1z" ' 4 ...+ a1z + ag (9.2)

'Némecky ,Eigenwert“, rusky ,sobstvénnoje znacenie“, anglicky ,eigenvalue® (germa-
nismus svédéi o vedouci roli némecké matematiky té doby).

109
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se pro velkd komplexni © = re'¥, kde r — oo chovd jako a,z™. Lze najit
dostatecné velké r, aby se argument (iihel) pri objeti kruznice zménil celkové
0 271n.

Pokud je polynom v celé Gaussové roviné nenulovy, Ize ho vSude logarit-
movat (logaritmus komplexniho ¢isla je logaritmem jeho absolutni hodnoty
plus i-krat argument, ktery vybereme tieba z intervalu (—m,m >), logaritmus
pak bude stejné jako polynom sam spojitou funkci a po objeti’ po libovolné
kfivce se vrati na vychozi hodnotu, aniz by se zménil byt jen o nasobek 21,
coz je v rozporu se zavérem minulého odstavce.

DUSLEDEK. Kazdy polynom stupné n lze napsat ve tvaru

p(z) = a, H(a: — ;) (9.3)

i=1
nebo ve tvaru
k .
p(z) = an [[ (& —aj)""), (9.4)
=1
kde a; jsou vzajemné rtzné a n(j) je stupen neboli ndsobnost kofene ;.
NAZNAK DUKAZU. Je-li a kofen polynomu, pak®
p(z) = p(z) —pla) = (z — a)q(z), (9.5)
kde ¢(z) je jakysi polynom stupné n— 1, jehoz kofeny maji stejnou nasobnost

jako u p kromé kofenu «, jenz ji ma o jednu mensi. Iterovinim posledni
vysazené formule dostdvime pozadovany rozklad.

VETA. ) je vlastnim ¢islem f < X fesi rovnici det(f — A1) = 0.

DUKAZ. 3V, f(¥) = AV < (f — A1) nenf bijekci, a to neni prave kdy#
det(f — A1) = 0. Posledni rovnice je tzv. charakteristickd rovnice ope-
ratoru. (Zopakujte si pojem determinantu operatoru!)

VETA O DIAGONALISACI. Necht charakteristickd rovnice f : V — V ma
vSechny koreny rtzné, tj. jednonasobné. Pak lze f diagonalisovat, podrobnéji
f mé diagonélni matici vzhledem k basi V tvofené vlastnimi vektory f.

*Imaginérni ¢ast logaritmu pfitom ménime spojit&, nikoli v intervalu (—m,m >.
3Zde vyuzivame rovnosti typu z* — y* = (z — y) (2> + zy + y?).
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DUKAZ. Staci ukazat, ze vlastni vektory tvori basi V; jelikoz jejich pocet
odpovida stupni charakteristické rovnice tzn. dimensi V, ukdZzeme jiz jen je-
jich nezavislost, tieba takto: Kdyby pro vhodnou nenulovou sadu koeficientii
w; platilo

> pivi =0, (9.6)
kde f (Vi) = \iVy, tak by pro kazdé kladné celé N platilo
0=fNO V) =D A Vi, (9.7)

a to je prili§ (nekoneéné mnoho) nezavislych rovnic pro neznamé u; na to,
aby sly resit. Dumejte podrobnéji, viz téz kapitolu o Jordanové tvaru.
Pouzili jsme jednoduché TVRZENICKO. Je-li f(V) = AV, je také

fofo...of =fN(¥) ="V (9.8)
N

VETA. Necht A1, Ao,..., A, jsou prvky spektra f; kazdy prvek piSeme
tolikrat, kolik je jeho nasobnost. Pak

detf:ﬁkia Trf:iki. (9.9)
=1 =1

V pripadé jednondsobnych kotfenti plyne z minulé véty, obecny dikaz roz-
vadét nebudeme, nebot vyplyne z detailnéjsich tivah o Jordanové formé ma-
tice, ale mizete si jej provést jiz ted, uvédomite-li si, ze stopa a determinant
jsou (az na znaménko) koeficienty a,_1,ay charakteristického polynomu.

VETA. Nerealna vlastni ¢isla a vektory redlné matice A (zatim nemluvme
o obecném operatoru) lze sdruzit do pari:

Je-li AX = \X tak plati i AX = IX. (9.10)
DUKAZ. Druhéd rovnost je komplexné sdruzend s prvni, a Ze lze pruh
Lroztrhnout“ pri nasobeni ab = ab, asi jesté vite.
PRIKLAD. OvéFenim vztahu

(1-BA) '=14+B(1-AB) 'A, (9.11)
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1 4

pokud inverse existuje alespon na jedné strané, dokaZte, Ze nenulové ¢dsti spekt-
ra AB i BAjsou stejné.

Tento fakt je jesté mnohem jednoduseji vidét z rovnosti (ukazujici podob-
nost AB a BA a platné pokud A resp. B je regularni, coz je silny pozadavek

N 24

AB=A-BA-A"'=B"'.BA-B. (9.12)

7 tohoto plyne, ze rovnice AB — BA = 1 nema4 reSeni pro matice konec-
né velikosti! (srovnej se sekci Kvantovd mechanika). Uvedenou nemoznost je
mozno dokézati i jednoduseji uzitim cykli¢nosti stopy. Provedte!

9.1 Charakterisace isometrii ve tfech rozmérech

DUSLEDEK. Necht f : [E3 — [E3 je linedrni zobrazeni zachovavajici délky
vektori. Pak plati |det f| =1 a

e je-li navic det f = +1, je f oto¢enim kolem vhodné osy

e je-li det f = —1, lze f vyjadrit jako komposici oto¢eni a zrcadleni;
protoze jsme v liché dimensi, mizeme za zrcadlici matici vzit minus
jednotkovou matici; to ma tu vyhodu, Ze nezavisi na tom, zda ji na-
piSeme vlevo ¢i vpravo — komutuje se vSemi maticemi (pro —f plati
minuly bod); v sudorozmérném piipadé je tieba vzit matici vzniklou
z jednotkové nahrazenim jedné (lichého poc¢tu) jednotky minus jednot-
kou

DUKAZ. Nejprve poznamenejme, ze vlastnosti ,,zachovava velikost vekto-
ru“ a y,zachovava skalarni soucin® jsou v dusledku kosinové véty ekvivalentni.

[f@)] = 191 = bEE),E(W) =b(F W) (9.13)

Podle prvni véty mame, Ze bud jsou vSechna vlastni ¢isla zobrazeni f
A1, A2, A3 realnd, nebo musi byt dvé vzajemné komplexné sdruzena (feknéme
)\2 = )\3) Jelikoz

—

£(¥:) = xvi & [E@)]| = I9: = Il =1 (9.14)

‘Uvédomme si, 7e spektrum matice C + 1 je oproti spektru matice C posunuto o
jednicku doprava.
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Tedy je Aada = A3\o = 1, a tak £1 = det f = A\ Xa)3, Cili \j = £1.

Nasli jsme vlastni vektor prislusejici vlastnimu cislu +1, v kladném pri-
padé tedy osu otdceni. Rekneme u# jen, %e oznacime-Ii tuto osu jako z, jsou
dalsi vlastni vektory (¢ je tihel otoceni kolem osy z; lehce se o vSem presvéd-
¢ite prfimym vypodctem)

e €, + 1€, s vlastnim cislem et

e €, — 1€, s vlastnim cislem e .

9.2 Prehled grup, Cartaniada

Na zavér prvni ¢asti knihy uviddime prehled grup, zvlasté grup Lieovych
(to jest spojitych grup matic). Je trochu ndhoda, ze se ocitl v této kapitole.
Zacatecnikim doporucujeme ¢teni této kapitoly odlozit na pozdéjsi dobu (po
seznamenti se s ivodem kapitoly Lieova algebra).

Mezi obvyklé symboly pro grupy patii:

e S,, grupa vSech permutaci n-prvkové mnoziny (mé n! prvki).

e A,, jeji normélni podgrupa vsech sudych permutaci (ma n!/2 prvkia
pron > 1).

e A,, podgrupa S,, grupa vSech symetrii pravidelného n-tthelnika (2n
prvki).

e nam jiz znamé aditivni komutativni grupy Z, Z,.

To byly grupy diskrétni (nespojité), v prvych tiech piipadech konecné.
Dalsi polozky budou grupy Lieovy. Ctete-li text poprvé, nasledujici seznamy
preskocte nebo ¢téte v poradi od nejjednodussich grup (ty ale urcité):

GL,SL,0,SO,U,SU... (9.15)

Pro ¢tenare, kteri zatim nebudou ¢ist nize uvedeny text, uvadime teleg-
raficky nejdilezitéjsi informace. GIL je grupou vsech reguldrnich matic, SIL
je podgrupou vSech matic s determinantem jedna (zopakujte vétu o nasobeni
determinantt!), @ je grupou vsech tzv. ortogonalnich matic; pojem ortogo-
nalni matice muzeme definovat nejméné tremi ekvivalentnimi zpiisoby:

e Matice, jejichz fddky maji normu jednotkovou a jsou vzajemné kolmsé.
(Ukazte, ze potom plati totéZ pro sloupce.)
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e Matice, pro které plati vztah AT = A~L Jinymi slovy, AAT =1
(coz je ekvivalentni se vztahem ATA = 1). UkaZte. (Tato vlastnost
se nejlépe hodi k dikazu uzavienosti na komposici a inversi. Provedte
podrobné.)

e Matice, které zachovivaji skaldrni soucin: b(X,y) = b(AX, Ay).
e Matice, které zachovavaji velikost vektoru.

Koneéné, grupou SO rozumime grupu vSech ortogondlnich matic, jejichz
determinant ma hodnotu jedna.

CvICEN{. Determinant ortogondlni matice je roven +1.

Grupy U a SU tzv. unitadrnich matic jsou analogii grup @ a SO jsou
uzite¢né v komplexnich prostorech. Pojem unitarni matice lze opét definovat
nékolika ekvivalentnimi zptisoby: unitarni matice zachovavaji skalarni soucin
v komplexnim prostoru a dalsi ekvivalentni podminky Ize formulovat analo-
gicky jako nahote. Provedte patfi¢nou modifikaci, pracujte s matici A* = AT
a podobné.

CVICEN{. Determinant unitdrni matice je komplexni jednotkou.

Cartan (f) ve své disertaci provedl klasifikaci prostych kompaktnich spo-
jitych grup a odpovidajicich algeber (viz kapitolu o exponenciile). (Grupé
rikdme kompaktni, pokud kazda posloupnost jejich prvki obsahuje konver-
gentni podposloupnost; v pripadé grup matic lze Fici, ze kompaktni grupy
jsou grupy matic, jejichz prvky jsou matice se stejné omezenymi slozkami
a navic jsou tyto grupy uzaviené jako podmnoziny patiicného vektorového
prostoru.

V dalsim uvadime néktera zékladni data o tom, jak mohou obecné vypa-
dat kompaktni grupy matic; uvedené vysledky i (gotickd) oznaceni pochazeji
od Cartana. Pouzité indexy oznacuji tzv. rank grupy, coz je (podobné jako
dimense grupy) pojem, ktery zavedeme podrobnéji az v kapitole o Lieo-
vych algebrach. (Ctenai hloubéji studujici nize uvedeny text, hledajici vice
nez jen pocateéni seznameni s ndzvy nékterych vyznacnych grup, by mél
nejprve prostudovat tivodni partie doty¢né kapitoly). Zhruba feceno, rank
grupy udavéa, kolik vzajemné komutujicich a nezavislych kruznic (,kruznici“
rozumime jednoparametrickou podgrupu; presné vysvétleni zde pouzitého
pojmu ,nezavislosti* je mozno podat také az v kapitole Lieova algebra)
jsme schopni v grupé objevit — zatimco dimense grupy je ¢islo, které udava,
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do kolikadimensionalniho euklidovského prostoru jsme schopni danou grupu
lokdlné vzajemné jednoznac¢né a hladce zobrazit.

Cvi¢eNf. (b) Rank grupy viech otoeni v E® (tuto grupu dale zna&ime
jako SO(3)) je roven jedné, tzn. neexistuji dvé riznd otoceni prostoru podle
neidentickych os, kterd by komutovala. Uvédomte si to! (Q)

e Algebra 2, a ji odpovidajici grupa SU(I 4 1) maji dimensi (I +1)% — 1;
grupa obsahuje vSechny unitarni unimodularni komplexni matice
A rozméru (I + 1) x (I + 1), to jest matice, spliwjici

AA* =1, detA =1. (9.16)

e Algebra B, a ji odpovidajici grupa SOQ(2[+ 1, R) maji dimensi (214 1)I;
grupa obsahuje redlné matice rozméru (2/ 4+ 1) x (21 4 1) spliujici

AAT =1, detA =1. (9.17)

e Algebra € a ji odpovidajici grupa Sp(2l) neboli USp(2]) maji dimensi
(20 + 1)I; grupa obsahuje komplexni unitarni symplektické matice
rozméru 2] x 2[, tj. matice spliujici (v sekci o spinorech vysvétlime,
pro¢ grupu vykladdme jako unitdrni grupu nad kvaterniony U(/, H),
coZ je diivod, pro¢ mnozi pisi Sp(l) misto Sp(21))

AA* =1, AKAT =K, (9.18)

kde K je n&jaka regularni antisymetricki’matice (antisymetrickd ma-
tice lichého rozmeéru je vzdy singuldrni, proto 21).

Ani v tomto pfipadé necini potize ukazat, ze jde o grupu (proved-
te). Na rozdil od predchozich grup s jasnou geometrickou interpretaci
jejich prvkid, pojem symplektické grupy lze motivovat (jinak nez for-
mélné algebraicky; interpretace jako ,unitarni grupa nad kvaterniony“
bude asi pfilis obtiZnym soustem pro zacitecnika) jen ¢tendii s alespon
minimalni znalosti analytické mechaniky: viz téZ odstavec 11.10 niZe.

e Algebra ©, a odpovidajici grupa SO(2[, R) maji dimensi (2] — 1)I.

e (#f) Dalsi jsou Cartanovy vynaté grupy (student je mize prehlédnout,
nezajimaji-li ho), u nichz uvddime dimensi a pocet rozmért fundamen-
talni representace (Eg ma komplexni fundamentélni representaci a k ni
sdruzenou, ostatni maji jen redlné representace).

®Takové, 7e K = —K7, nékdy se ¥iki polosymetricki nebo kososymetricka.
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e & a grupa Eg, dimense 78, fund. 27/27.
e ¢; a grupa E7, dimense 133, fund. 56.

e &5 a grupa Eg, dimense 248, fund. 248. (Fundamentélni representace
této grupy splyva s pridruzenou.)

e §4 a grupa Iy, dimense 52, fund. 26.

e B, a grupa Go, dimense 14, fund. 7. (Jde o grupu symetrii Cayleyo-
vych é&isel jakozto algebry nad R, které dostaneme jako jesté vétsi
st€leso (dimense osm) nez H, nepozadujeme-1i u ,télesa“ asociativitu

nésobeni.) (V)

Nejen kompaktnimi grupami ziva je teorie grup. (Ackoli kompaktni grupy
maji nesporné piednosti; maji ,koneény objem“, tzn. takzvané invariantni
integrovani po grupé (Haarova mira)

flodn= [ _fahdu= [ _flhg)dp (919)
/ge(G} 9eG 9eG

lze normovat na jednotkovy integral z jednotkové funkce, o ¢emz nemiize
byt fe¢i u nekompaktnich grup a coz napt. zarucuje, ze kazd4 linedrni repre-
sentace kompaktni grupy se da rozepsat jako primy soucet nerozlozitelnych
podprostort.)

e GL(n,R/C) jsou v8echny reguldrni redlné/komplexni matice n x n;
zkratka ,general linear“. Redlna dimense je n? v redlném p¥ipadé, dvoj-
nasobné v komplexnim.

e SL(n,R/C) je podgrupa téch, které maji determinant roven jedné (tzv.
unimoduldrnich); zkratka ,special linear“. Realna dimense je n? — 1
v redlném a dvojnasobna v komplexnim pripadé.

e O(n,R/C) je grupa viech ortogondalnich matic A (spliujicich A=! =
AT); zkratka ,orthogonal“. Dimense je n(n — 1)/2 v realném a dvoj-
nasobna v komplexnim.

e SO(n,R/C) je prinik SL a O; z toho plyne zkratka. Dimense je jako
u Q. Pro téleso R je grupa kompaktni a zajimavejsi nez v komplexnim
pripadé, kde je lepsi studovat kompaktni grupy unitarni (viz déle);
neuddme-li tedy téleso, minime tim SO(n, R).
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e Spin(n), coz je grupa témér isomorfni s SO(n), ale kazdému prvku
grupy SQ(n) odpovidaji dva prvky grupy Spin(n), napf. jednotkovému
prvku SO(n) p¥islusi prvky, které nazveme ,rotace o 0°“ a ,rotace
0 360°“. V sekci o spinorech ujasnime, pro¢ rozezname rotaci o 27 od
rotace o 0. Piiklad: Spin(3) je isomorfni SU(2).

e Grupa U(n) vSech komplexnich unitdrnich matic A rozméru n x n,

splijicich A=! = A* = (A)7; zkratka ,unitary“. Dimense je n?.

e Grupa SU(n) vSech unitarnich unimoduldrnich matic.

e Grupa Q(m,n) (a odpovidajici unimodularni SOQ(m, n)) redlnych pseu-
doortogondlnich matic A rozméru (m + n) x (m + n), spliujicich

AGAT =G, (9.20)

kde G je matice nulovi kromé diagondly, na niz lezi m jednotek a n mi-
nus jednotek. Vidime, ze SQ(m,0) = SO(m), a také grupa SO(m,n)
mé touz dimensi jako SO(m + n). Kupiikladu grupa O(3,1) neboli
O(1, 3) je znam4 Lorentzova grupa otoceni relativistického ¢asopros-
toru, fixujici Minkowského &tverec normy vektoru ¢?t? —z2 —y? — 22
(za c si predstavte jednotku, jak ¢ini i teoreti¢ti fysici). (Desetiroz-
mérnd) Lorentzova grupa obohacend o libovolna posunuti nese jméno
dalsiho relativistického prince: grupa Poincaré.

Mnozi se radi dovédi, ze konformni grupa obsahuje vSechny (i neli-
nearni) transformace zachovavajici ahly. (Ve dvou dimensich je neko-
ne¢nérozmérnd, zobrazeni odpovidaji holomorfnim funkcim komplexni
proménné a pravé tato skuteénost povysSuje struny nad vicerozmérné
objekty.)

Vsimnéme si, ze i takova grupa SO(3, 1) je nesouvislé; sklada se ze dvou
komponent s maticemi s a*, < 0 resp. > 0 (transformace pievracejici
budoucnost na minulost resp. budoucnost).

Komplexni analogii nema smysl uvazovat, nebot by vedla ke grupé
isomorfni SO(m + n, C): matici A lze zastoupit podobnou matici B
dle vztahu A = CBC™!, kde matici C ziskime z G nahradou —1 za
i, takze plati CGCT =1 a dosazenim za A ziskime BBT = 1.

e Zato mé smysl uvazovat o grupé U(m,n) a SU(m,n) komplexnich
pseudounitarnich matic (V)

AGA* = G. (9.21)
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SYLABUS PREDNASKY LA 1/FYZ,ZIMNI SEMESTR

Pojem grupy, télesa, linedrniho prostoru, homomorfismu.

Permutace, transposice, cykly, inverze. Znak permutace.

Linedrni (ne)zdvislost, pojem dimense, Steinitzova vé&ta.

Isomorfismus. Podprostory lin. prostoru. Redlné a komplexni

linearni prostory a vztahy jejich dimensi.

5 Prostory se skaldrnim soufinem. Cauchyova a Minkowského
nerovnost.

6 Gramm-Schmidtdv ortogonalisalni proces. Ortogondlni doplné&k
podprostoru, ortogondlni projekce. Dimense dopliiku.

7 Linedrni zobrazeni. Priklady. Vztahy dimense jadra, obrazu
a defini¢niho oboru.

8 Vyjadfeni linedrniho zobrazeni matici vici danjym

bazim. (P¥iklad: derivace a posun polynomu) Transformace

souradnic vektoru pfi linedrnim zobrazeni.

B W N -

9 Skladani zobrazeni versus nasobeni matic.

10 Sloupcovy a radkovy prostor matice, vztah jejich dimensi.
Hodnost matice a zobrazeni.

11 Frobeniova vé&ta. ReSeni pFeur&enjch soustav.

12 Radkové tpravy matice, jejich representace jako nasobeni
jistymi specidlnimi maticemi zleva. Disledky: FeSeni
soustav a vypolet inversni matice.

13 Gaussova eliminace.

14 Hodnost soulinu matic. Regularni matice, priklady.

15 Vyjadfovani zobrazeni maticemi v rtznjch dvojicich basi,
zplisob zapisu transformaénich vztahd. Podobné matice.

16 Stopa matice a zobrazeni, vlastnosti.

17 Definice a z&kladni vlastnosti determinantu (chovani pfi
tadkovjch a sloupcovyjch operacich). Objem rovnobeZnosté&nu.

19 Determinant souéinu matic. Disledky.

18 Rozvoj determinantu podle ¥adku (sloupce). Disledek:
vypolet inversni matice. Cramerovo pravidlo.

20 Vypolet determinantu specidlnich matic (blokové, 3x3,...)

21 Rozklad mnohoClenu na korenové Cinitele.

22 Vlastni &isla a vektory matice (operdtoru).

23 Charakterisace tfidimenziondlnich izometrii.

24 Vyznalné grupy matic: GL,SL,0,50,U0,SU,...
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Kapitola 10
Dlazdéni a krystaly

Pred tim, nez navdZeme na prerusSeny vyklad vlastnich vektori kapitolou
o Jordanové tvaru a nilpotentnich operatorech, zminime se, v nasledujicich
dvou kapitolidch, o dvou tématech, spojenych snad pouze pojmem grupy
v nejobecnéjsi formé: o krystalech a o exponenciale.
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Neékolik pojmi z krystalografie

Mluvime-li o symetriich krystali, mizeme mit na mysli zkoumani vhodné
podgrupy O(3,R), sestavajici z isometrii ,premistujicich dany krystal na
sebe“. Co ale budeme rozumét pojmem krystal? Naivni ndhled, ztotoznu-
jici pojem krystalu s néjakym konkrétnim vice ¢i méné pravidelnym téle-
sem (jako je napf. krychle v pfipadé kamenné soli) by nas daleko nezave-
povolenych ohranic¢ujicich ploch®, jejichz vzajemné thly jsou pevné zada-
ny (a muzeme je na skuteénych krystalech méfit). Posuneme-li tyto plochy
do pocatku souradnic, mizeme hledat grupu symetrii tohoto souboru ro-
vin (prvky grupy jsou transformace pievadéjici kazdou povolenou rovinu do
néjaké jiné povolené roviny). Dalsi zkouméni tohoto problému vedlo krys-
talografy uz v minulém stoleti k zavedeni fundamentdlniho pojmu (tehdy,
pred experimentalnim dikazem existence atomu to byla pouhd uziteéna mys-
lenkova konstrukce) krystalové miize: ,povolené ohrani¢ujici roviny* jsou
pak charakterisovany jako ,celo¢iselné“ podprostory mfize (tzn. podprostory
protinajici krystalovou miiz v néjaké podmiizi dimense o jednicku mensi).
Tento ,,pythagorejsky“ ptistup k problému je obecné od té doby pfijiman
krystalografy (i kdyZ podrobnéjsi porozuméni, pro¢ pravé celoc¢iselné ohra-
ni¢ujici roviny pozorujeme na skuteénych krystalech (a to ,tim vyznamnéji,
¢im mensi jsou celoéiselné soufadnice pozorované podmiize“) stale chybi).

TakZe je tfeba studovat symetrie krystalové miize!

Krystalografické soustavy pak odpovidaji riznym moznym podgrupam
O3, R).

Zminime se kratce o dvojrozmeérné versi tohoto problému, misto krysta-
lické mrize upfeme zrak a mysl na dlazdéni roviny.

DEFINICE. PFremisténim roviny rozumime takové zobrazeni E? na sebe,
které zachovava vzdalenosti (tedy i tihly, dokaZte, nepfedpokladdme zacho-
vani orientace, mize tedy jit i o zrcadleni).

PozNAMKA. D4 se ukazat, %e kazdé pfemisténi lze vyjadiit jako kompo-
sici translace ({% — X 4 &} : E* — E?) a vhodného prvku Q(2,R) v tomto,
stejné jako v opac¢ném, poradi.

DEFINICE. Prostorovou grupou G periodického dlazdéni rozumime
soubor v8ech premisténi, zobrazujicich dlazdéni na sebe.
V roviné mohou mit dldzdéni 17 riznych (navzajem neisomorfnich) pro-
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storovych grup (viz! obrazek), trojrozmérna krystalicks analogie jich m4
230, které se déli do sedmi zdkladnich t¥id (jednoklonna,...).

DEFINICE. Grupa translaci dlazdéni T je definovana jako podgrupa
vSech translaci z G; je tedy isomorfni Z x Z, mluvime-li o periodickém
dlazdéni.

DEFINICE. Bodovou grupu dlazdéni definujeme jako
S ={a € O2,R) | Itranslace T, 2 7e T o« € G} (10.1)

(dokaZte, Ze to je grupa). Tato grupa je zdkladnim objektem krystalografic-
kého zkouméni, nikoli staciondrni grupa, coz je jeji podgrupa (ukaZte, Ze
nemusi byt tatdZ)

H=02R)NG. (10.2)

Vyznacénou roli v krystalografii hraje nasledujici zakladni véta, jiz uva-
dime jen pro orientaci, viz poznamku o dikazu této véty na konci kapitoly.

ViTA. Je-li C cyklickou? podgrupou S, pak C miize obsahovat pouze

1, 2, 3, 4 nebo 6 prvki.

DUSLEDEK. Zadny krystal s periodickou krystalovou miiZi nemize mit
tvar pravidelného dvacetisténu ani t¥icetisténu.* Pfesnéji, z4dna periodicka
krystalickd mifz v E* ani dldzdéni v E? nemiize mit péticetnou cyklickou
podgrupu symetrii.

HiSTORICKA POZNAMKA. KdyZ v roce 1984 byly pfipraveny rychlym
ochazenim jisté slitiny Al (,dural“) prvni  krystaly* tvaru tficetisténu, byly
nazvany kvasikrystaly. Jak uvidime nize, pomér cetnosti atomu takové

!Jsou pro vés tyto abstraktni pojmy &panélskou vesnici? Pak vézte, Ze v jednom 3pa-
nélském mésté, zvaném Granada, znazornili Arabové mozaikami dldzdéni vSech 17 typi
jiz asi pred tisiciletim.

?Nemusi byt nutné z T.

30pakovéni: jde o grupu generovanou jednim prvkem.

*Coz je degenerovany rovnob&znostén nad dvanicti vektory tvoiicimi hlavni osy dvace-
tisténu (ktery je analogicky simplexem nad dotyénymi vektory; obé télesa maji stejné grupy
symetrif). T¥icetistén tedy ziskdte vztyfenim pravidelnych ,stanti“ nad sténami dvandc-
tisténu nebo dvacetisténu tak vysokych, aby stény stant sousednich stén Platénova télesa
lezely v roviné a tvofily kosocCtvercové stény tticetisténu. Ten nepocitdme mezi Platénova
télesa, neb mé dva druhy vrchold.
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slitiny neni dan zlomky s malymi pfirozenymi ¢isly, jak jsme zvykli z chemie,
ale iraciondlnimi ¢isly jako je 7.

Jiz predtim, v roce 1975, sestrojil matematik Oliver Penrose piiklad kva-
siperiodického dlazdéni s péticetnou grupou symetrii. Elegantni popis
jeho konstrukce lze podat v pétirozmérném prostoru.

10.1 Penroseho pokryti

V E° uvazujme cyklickou péticetnou grupu isometrii G5 isomorfni (Zs, +) a
generovanou prvkem g,

g(€1) = €, §(€2) = €, g(€3) = €y, g(€4) = &, g(€5) =€,  (10.3)

pricemz {€;} je kanonicka base.
Hleddme tzv. invariantni podprostory vici Gy, to jest podprostory
E C E® takové, ze®
gE)CE VgeGs. (10.4)

NALEZEN{ INVARIANTN{CH PODPROSTORU.
Snadno si uvédomime, ze ,diagonala“

D = {(t,t,t,t,¢)|t € R} (10.5)

je invariantnim podprostorem, obal vlastniho vektoru (1,1, 1,1, 1) grupy Gs
(je to vlastni vektor vSech jejich prvk).

DALSf PODPROSTORY. Ziskame je, %e z E® piejdeme do C° a ur¢ime
zbyvajici ¢tyfi vlastni vektory G5 (tyto a k nim sdruzené):

(156562563564)3 (1362564566’68) (106)

(z rovnic, aby byl vektor vlastnim vektorem generujiciho prvku grupy, do-
staneme, ze podil sousednich soufadnic je vzdy stejné ) a dva vektory
s komplexné sdruzenymi souradnicemi v kanonické basi. Zde vsude je ¢ =
exp 27i/5, tedy > = 1. Invariantni podprostory v C® lze dostat jako li-
nearni obal libovolné podmnoziny mnoziny péti vlastnich vektoru (tedy 32
podprostorti, z toho jeden trividlni —jen nulovy vektor—, jeden celé C® atd.).

®Podminku stadi pozadovat pravé jen pro ten generdtor g; protoze g je prosté, tedy
zachovéava dimensi, lze psat misto znacky podmnoziny rovnitko.
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Chceme-li se rozumné vratit do redlného prostoru, viimnéme si dvojrozmér-
ného komplexniho prostoru E¢ s basi®

{(L,e,€%,¢% ¢, (1,84,8%8%,8Y)} (10.7)

Druhy vektor je onen komplexné sdruzeny k prvnimu (jelikoz soufadnice
jsou komplexni jednotky, miZzeme pruh také posunutim doprava preménit
na minus v exponentu) a lze zvolit jinou, redlnéjsi basi

{(1,cos 27 /5, cos 4m /5, cos 67 /5, cos 87 /5),

(0,sin27/5,sin 47 /5, sin 67 /5, sin 87 /5) }. (10.8)

Bereme-li jen redlné kombinace téchto vektori, ziskdme redlny dvojrozmérny
invariantni podprostor E. (Podobné z dalsich dvou komplexné sdruzenych
vektori dostaneme dalsi podprostor.)

Ortogonélni projekce €1, 5 vypada asi tak jako na strané 19.

PozNAMKA. Podobné konstrukce je mozno vytvorit i pro libovoln4 ji-
na lichd prirozenda c¢isla, pripad sudych ¢isel se odliSuje ,,dvojrozmérnosti
diagondly* (promyslete podrobnéji). Ortogonalni projekce t¥i-, péti-, deseti-,
jedenadvacetirozmérnych krychli do nékterého z téchto dvojrozmérnych in-
variantnich podprostorii (kromé diagonély!) ddvaji obrazky znézornéné na
obalce knihy. Je mozno si je predstavit také jako vysledek posloupnosti po-
stupnych ortogonalnich projekci do prostorit dimensi snizujicich se o jednic-
ku, za¢inajici v prostoru E", kde n = 3,5,10,21, a koné&icich ve zvoleném
invariantnim podprostoru. Ctenaii nechame k zamygleni (asi netriviadlnimu),
jak vypadaji ,viditelné“ hrany téchto jednotlivych projekci.

ViETy.D L E L E' L D (kazdy vektor kolmy na kazdy); projekce kazdé-
ho jednotkového dvojrozmérného étverce s vrcholy v Z° do B (analogicky do
[E') je koso¢tvercem s vnitinim tihlem 36° nebo 72°, oba maji stejnou délku
strany.

®Dalgi, funkéné shodny dvojrozmérny prostor vyvstane z druhého vektoru
1,e2, &% €% %) a jeho komplexné sdruzeného, odli¥me ho ¢arkou.
J
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KONSTRUKCE PENROSEHO POKRYTI. Pozor, je to namahavé! (f)

Necht” K = (0,1)° je jednotkova krychle v ES.

Oznaéme U = K +E={k+&|ke K, § € E}.

Penroseovo pokryti (jde skuteéné o presné vydlazdéni roviny dvéma typy
kosoc¢tverct, nikde se nepiekryvaji a nikde nezbude ,dira“) je tvofeno pro-
jekcemi vSech dvojrozmérnych jednotkovych étverci s vrcholy v Z5, které
lezi celé v U.

VULGARISACE. (b) Pro rdmcovou predstavu o konstrukci Penroseova
dlazdéni stadi uvazovat o prostoru E C E? kolmém na vektor (1,1,1).
Pri¢teme-li k nému jednotkovou krychli, dostaneme pas prostoru a pohle-
dem ve sméru (1,1,1) na tento pas prostoru spatfime ,hranici zubatého
poloprostoru®, coz se v prumétu jevi jako Sestitthelnikovd sit, v niz je kazdy

"Otézku, zda krajni body do intervalu pat¥i & ne, nyni nezodpovidejme; je nekoneéné
milo pravdépodobné, Ze bychom se do nich trefili. Tato nejasnost se jednoduseji vyfesi
po projekci do (trojrozmérného) B+, kde se podminka, aby ¢tverec lezel v U, redukuje na
to, ze prumét jeho stfedu lezi v urcitém rovnobéznosténu, ktery vybereme jako kartézsky
soudin tii intervald, kazdy uzavieny z jedné a otevieny z druhé strany.
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Sestitithelnik (stejnym zpiisobem) rozdélen na t¥i kosocétverce. (Q)

CVICENi. DokaZte péticetnou symetrii tohoto pokryti. Ambicidsnéjsi stu-
denti vénuji asi deset hodin na dikaz, Ze pokryti nema prekryvy a diry.

REFERENCE. Uvodni sezndmeni napt. v Scientific American, April 1991,
v adresari motl na sitich najdete program jednoho z autori, ktery toto
dlazdéni kresli. MoZzna vas upoutd, ze ,tlustych“ kosoctvercu je vice nez
y2hubenych® pravé zlaty-fez-krat (tj. cca 1.618krat). Ti, ktefi toto budou
dokazovat, nakonec dojdou k tomu, Ze je to pomér objemi dvou urcitych
trojrozmérnych rovnobéznosténti. (Pfesnéji feeno pomér obsahti priniki
systému ekvidistantnich rovnobéznych rovin — mluvme o nich jako o rovi-
nach z =konst. — a dvou rovnobéznosténii, kazdy z nichz je generovan vek-
tory se z-ovou slozkou rovnou vzdalenosti sousednich rovnobéznych rovin,
¢ili pomér vyjde nasStésti stejny, nezavisly na konkrétnim umisténi rovin.)
V programu také najdete parametr ,posun“, jehoz volbou (0 nebo 1) doci-
lite globalné odlisné obrazky (v uvedenych krajnich pfipadech je maximum
resp. minimum (zddné) poc¢tu deseticipych hvézd).

VETA (BABILONOVA). Pomér Getnosti kosoétverci (resp. rhomboidu ve
vicerozmérnych kvasiperiodickych pokrytich diskutovanych nize) dvou typu
je roven poméru jejich obsahi (resp. objemii). Toto je diisledek nasledujiciho

tvrzeni: (VQ)

TVRZEN{. V ortogonalni matici A rozméru 2n x 2n, zapsané pomoci n.xn

blok
a b
A = ( e d ) (10.9)

jsou spektra tzv. Grammovych matic aa” a dd” stejni. Specialné, matice a
a d maji determinant stejny az na pripadné znaménko. Vétu lze zobecnit i
pro bloky rtiznych rozmér, doplnime-li mensi blok po diagonale jednotkami
(a vSude jinde piSeme nuly).

DUKAZ. Rozepsanim vztahu AA” = 1 ortogonality A na bloky dosta-
neme mimo jiné podminku
ce +dd’ =1 (10.10)
a z ekvivalentni rovnosti AT A = 1 ziskdme

alat+cle=1, (10.11)
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kombinaci kterjch dojdeme k zavéru, e matice a’a = 1 — c¢’c a dd” =
1 — cc” jsou podobné, ponévadz plati (viz podrobngji kapitolku o poldrnim
rozkladu)
LEMMA. Matice ef a fe jsou podobné, je-li alesponr jedna z matic e, f
regularni. Specialné, podobné jsou i ¢’c a ce’ pro regularni c.
DUKAZ.
ef=e-fe-e”' =f"'.fe-f. (10.12)

Spoc¢té&te pomér ploch ’tlustého’ a ’tenkého’ kosoltverce
v Penroseové pokryti.

Definici Penroseho dlazdéni lze uplatnit pro libovolny podprostor E C E"
prostoru libovolné dimense; neni-li ovSem [E invariantni podprostor vhod-
né grupy, nebudeme mit zadné symetrie takto vzniklého kvasiperiodického
obecného dlazdéni.

10.2 Priklad trirozmérného kvasikrystalu

(#) Zminime se jesté o fysikalnéjsi — totiz trojdimensiondlni — analogii Pen-
roseova pokryti. Ukdzeme, jak lze vyjadrit prostor E3 jako ,kvasiperiodicky
slepenec rhomboidt® dvou riznych typa“.?

Zakladem porozuméni nize uvedené konstrukci, pochézejici z poloviny
80.let (Duneau-Katz), bude znalost dvacetisténu (viz ivod skript); zdaraziiu-
jeme zvlasté fakt, ze skaldrni soucin jednotkovych vektort ve sméru vrchola
je £1 nebo +5-1/2 (pficem# diileZita je jen ta + dichotomie v druhém pii-
padsé).

Nyni je mozno pouzit nasledujici elegantni Sestirozmérnou konstrukeci:
umistéme v E® dvé vzajemns kolmé kopie E*, E¥ a m&jme v E® resp. v E¥
vystavény dvacetistény tak, ze plati Vi #j=1,...,6

b(&;,6;) = —b(&}, &), (10.13)

8Jiny nézev: rhomboedr. Tak se nazyva rovnob&znostén, ktery ma vechny hrany stejné
dlouhé.

%V hodiné mineralogie se poklepnutim kladivkem na krystal kamenné soli ukazuje,
kterak se tento rozpadd na dal$i mensi krychlicky. Zde ,poklepneme na tficetistén“ a
tento se rozpadne na mnozstvi rhomboidi dvou typt podobné, jako by se rozpadly na
dva druhy kosoctverci mnohé pravidelné desetitihelniky, které lze nalézt v Penroseové
pokryti. Dvacetistén se takto rozbit nedd, takZe nas neudivi, Zze vétSina experimentalné
pripravenych kvasikrystalt jsou spiSe tficetistény nez dvacetistény.
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kde +&i,...,+€g, resp. s arou, jsou zminéné vrcholy dvacetisténu v ]E3,
resp. E¥. Je vskutku pozoruhodnym faktem, ze takové ,dvoji ocislovani
vrcholi dvacetisténu® je vitbec mozné (precislujeme-li pét sousedit vrcholu
€ z pétithelniku na hvézdu a vrchol €5 zaménime s —&g, prejdou nam blizké
dvojice vrcholl na vzdilené a naopak). Vektory

%) = S5
: (10.14)
% = it

jsou nyni kolmé (a jednotkové)!
Vytvorime nyni nasledujici analogii Penroseovy konstrukce: vezméme
»Das®
U=K+E’CES (10.15)

kde K je jednotkovd krychle vymezend Xi,...,Xg. Vezméme nyni v8echny
trojrozmérné jednotkové krychle s vrcholy ve mifice Z° (vSechny celocisel-
né kombinace X _g), které lezi celé v U, ortogonilné je promitnéme do E?
(projekci K je potom tiicetistén) a mame ohl4gené pokryti E® rhomboidy
dvou typu. Pripadnou detailnéjsi diskusi prenechame ¢tenaitm.

Nakonec jesté pripomeneme, ze podobné, jako Penroseovo dldzdéni mélo
péticetnou symetrii, ma nyni diskutované pokryti trojrozmérné grupu sy-
metrii stejnou jako dvacetistén (nebo dvanactistén ¢i tiicetistén, jde porad
o tutéz grupu).

PozNAMKA. Ditkaz ,hlavni krystalografické véty“ je zaloZen na nésledu-
jicim pozorovani (viz podrobnéji [22]; jiny dikaz viz [6]). Provedme ho jen
pro stacionarni grupu H.

Necht g generuje néjakou zminénou cyklickou podgrupu C = Z,,. Vez-
méme néjakou dlazdici D obsahujici pocatek a oznacme jako O sjednoceni
v8ech obrazi g(D), g € C této dlazdice. Periodi¢nost dlazdéni znamend, Zze
lze najit dvourozmérnou miiz tvaru

M = {mfi +nfo|m,n €Z, fi,f> € R’} (10.16)

takovou, ze kazdy posun dlazdic z O o vektor z M tvori podmnozinu puvod-
niho dlazdéni. Zkuste odtivodnit podrobnéji!'?

YDgkaz neni t&7ky: jde v podstaté o tvrzeni, Ze kazda periodicka diskrétni podmnozina
R’ obsahujici po¢atek ma tvar m¥ize M uvedené v (10.16).
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Takze libovolné otaceni g € C piendsi miiz M na sebe, tudiZ jeho matice
vacéi basi fi, fo je tvofena celo¢iselnymi prvky (pfislusné sloupce udavaji
soufadnice vektori g(f1),g(f2)). Specidlné stopa otoceni g je celodiselnd!

Zkonfrontujme to ale s faktem, znAmym z kapitoly Skaldrni soucin (vztah
(4.26)), ze stopa otoceni o tihel ¢ je rovna

Trg = 2cos . (10.17)

Tedy 2 cos ¢ musi byt celé ¢islo, coz dava uvedené hodnoty ¢ = 27 /n. (V)

Na obrazku je ¢ast rozvinutého plasté pravidelného tricetisténu. Pripo-
mefime, 7e ostré thly v kosoGtvercich jsou rovny arccos1/y/5 = arctan 2.
,Vysttihnéte" naznaleny pldst, spojte kruhové otvory (obé& nakreslené Sipky se
budou prekryvat) a nakreslete chybéjici ¢ast povrchu tficetisténu!

(Odpovéd. Chybi péticipa hvézda s naramkem, tedy 10 kosocétverci.)



Kapitola 11

Exponenciala matice

MoTTO. Jednoho dne kracely funkce po Vaclavském nadmésti. Najednou
se pred nimi objevila derivace a vSechny funkce zasly plny strachu do musea,
pouze sinus béhal periodicky dokola a tak ho derivace zkosila: byl z ného
kosinus. Jedna funkce si dale vykracovala kolem svatého Vaclava.

» Ty se mé& nebojis?“ zeptala se derivace. ,Ne, ja jsem exponenciila,“
odpovédéla exponencidla a zintegrovala derivaci.

O EXPONENCIALE. Zavedeni veledilezitého pojmu exponencidly lze
motivovat bud formalné matematicky — , hleddme nejjednodussi priklad spo-
jité grupy matic“ (tim je pravé {exp (tA)|t € R}) nebo fysikdlné snahou
fesit vyvojové (necesky evoluéni) rovnice.

Mnoho tloh lze totiz formulovat ve tvaru rovnice ¥ = A v, kde tecka
znadi derivovani podle ¢asu, Vv je z néjakého vektorového prostoru V, na
némz ucinkuje linedrni operator A, jejiz feseni je (pozor, piekvapeni) v(t) =
exp (tA)vy. Takto lze zapsat soustavu n linedrnich diferencidlnich rovnic
1. f4du (potom je v € R" a A je vhodnd matice n x n) a pfipustime-

vvvvvv

1ze do uvedeného schematu (zatim alespon formélné) zafadit i zndmé rovnice
vedeni tepla

0
—T = kAT 11.1
L =" (11.1)
a Schrodingerovu rovnici
0 h? .

131
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(A oznacuje jak zndmo Laplacetv operator 3‘9—;2 + 38—;2 + g—;).
Na to, abychom mohli psat feSeni rovnice
V(t) = A¥(t) = ¥(t) = exp(tA)¥, (11.3)

pro né&jaky konstantni pocatecni vektor vy (okrajova podminka), je t¥eba
umét spocitat exponencidlu ¢tvercové matice, coz bude matice stejnych roz-
mért.

DEFINICE. Zavedme exponencidlu matice A jako limitu (pro N — o0)
¢astecnych souctt
o0 An
exp A = 2%7 (11.4)
n=

Abychom dokézali konvergenci, mluvme o normé

1Al = max{|a’; |} (11.5)

ai]‘
a o metrice na prostoru My, vSech matic typu k x k

d(A,A") = ||A—-A|. (11.6)

CVICENf NA KONVERGENCI RAD, PRVE LEMMA.

A" < k" A]" (11.7)

f prvek matice A", je

Dokézeme matematickou indukcei: je-li a"

<EkA|-E2AIM (11.8)

k
S Z azl anfjl,l

=1

pron = 1 (zacdatek indukce) vztah déava ||A|| < ||A||, ¢emuz uvéri mnohy.

DALST LEMMA. Je-li fada
0
> 1Ay (11.9)
n=0

konvergentni, konverguje i fada Y A,, (na kazdém misté matice) a

oo

>e

n=0

9
<3 IAl- (11.10)
n=0
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(Plati v libovolném ,normovaném* prostoru.)

MILY DUSLEDEK.

EP1|A 1
fexp Al < 3° FIA Lo (1.11)
n=0 '

VETA. Je-li AB = BA, tak plati i

exp(A +B)=expA-expB =expB-expA. (11.12)

DUKAZ. Bude uZita' substituce m = p — n. Vsimnéte si, e posledni
tiprava (binomicka formule) je mozn4 jen proto, 7e AB = BA.

expA -expB = Z —=> > )~ (11.13)
n=0 m=0 p=00<n<p n: p n
<1 p! <1
- y Z ' —A” BP | = Z (A + B)? (11.14)
s Pt \ oSty (P — )] p=o P!

DUSLEDEK. exp A je vidy regularni; (exp A) ! = exp(—A).

ZOBECNEN{. Vzorec pro exponenciilu souctu lze modifikovat i pro pri-
pad, ze A a B navzijem nekomutuji, ale

[A,[A,B]]=[A,B],B] =0 (11.15)

oba komutuji se svym komutatorem [A,B] = AB — BA (coZ je napriklad
je-li A operator soufadnice a B operator derivace). Pak plati

exp A -expB =exp(A + B) -exp = [A B]. (11.16)

CVICENI. Pokud A i B komutuje s [A,B], potom

exp(A +B + - [A B]) = exp(A + B) exp( [A,B]) (11.17)

!Netfeba si délat piili§ starosti s mezemi sumaci; lze séitat pfes viechna celd &isla,
dohodneme-li se, Ze 1/k! je nula pro zaporna celd k.
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DUKAZ VYSE UVEDENEHO ZOBECNENf se pohodlIné&ji neZ roznasobova-
nim fad provede nasledujicimi operacemi:
Vyjadrime exp A a exp B ve tvaru

A =aV +0(1), B=p8"+0(1), (11.18)

kde N — oo je c¢islo jdouci nade vSechny meze a

A B
a=1+3, =1+ (11.19)

Chceme najit souvislost mezi
exp A -expB = oV gV + 0(1) (11.20)

a vyrazem
exp(A + B) = (aB)N + o(1). (11.21)
Budeme postupné presouvat jednu betu za druhou nalevo (zacneme s tou

nalevo, ndzorn4 rovnice je pro N =5).

aaaaafBB666 — afacaaBBB0 . .. (11.22)

Vzhledem k platnosti (presného) vztahu (K je mezi 0 a N)
o — B = Ko o, f] (11.23)
(B také komutuje s [, 3], dokazte) Ize také psat

1

o5 = pa¥ (1 + Kla, ] + o(ﬁ)> : (11.24)

pricemz zavorku Ize presouvat na konec vyrazu (komutuje s o i 3). V konec-
ném diisledku mame (prvni betou preskakujeme N — 1 alef, druhou N — 2
alef atd.)

oY = (@) (14 (N D), 5] + o)) (1 + (N = 2)[o ] +0( ) - (8)
(11.25)

Uvédomime-li si, ze

e, B] = %[A,B], (11.26)
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Ize zavorky ve (&) psat jako (odchylky o(1/N) jiZ nepiSeme, protoZe ziejmé
po roznasobeni daji o(1))

NN_ZI[A,B])(I + E[A,B])..., (11.27)

1+ N2

coz se da se stejnou chybou psat jako

1+ %[A’B])(N71)+(N72)+(N73)+...’ (11.28)

pfidems exponent m4 zde hodnotu N?/2 + o(N?) a vyraz se d4 napsat jako
exp(%[A,B]), (11.29)
¢im7 je formule dokazana.
ViTA. Necht AV = A\V. Pak (exp A)V = V.

DUKAZ.

(Z ﬁ) =S A;V _ Ay (11.30)

n=0

Vyuzitf. Necht vlastni vektory v tvori basi uvazovaného vektorového
prostoru R*. Pfedchozi véta dava névod k vypocétu exp A v tomto pripadé:
viiéi této basi vlastnich vektort je totiz operator

{X — AX} resp. {X+— expAX} (11.31)

vyjaddien diagonalni matici
Al - 0 eMo...
: Lo resp. oo , (11.32)
0 - A 0 ... et
kde Aq_x jsou vlastni ¢isla piislusejici vy .
ZOBECNEN{. Nechf A = CDC~'. Pak
expA =C-expD-C, (11.33)

DUKAZ.
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i A_' i CDC _C Z —c L (11.34)

n=0 n=0

PozNAMKA. Vidime, Ze exponenciéla linedrniho zobrazeni f, definovana
samoziejmeé jako

o0 fn
exp f :nz::om (11.35)
nezavisi na volbé base a je tedy dobie definovana.

PRIKLAD. Matice A m4 vlastni ¢isla 1, 2, 3, je-li

5 —3 2
A=|6 —4 4 |. (11.36)
4 —4 5

Najdeme-li piislusné vlastni vektory

AV =V, AV, =2V, AvVj; =3V, (11.37)
plati
exp AV| = eV|, expAvy=e’Vy, expAvi = e Vs, (11.38)
jinymi slovy
1 o o e o o
A=C| o 2 o |C!, expA=C| o & o |C7} (11.39)
o o 3 o o €3

kde matice C mé ve sloupcich soufadnice vlastnich vektord. Provedte po-
drobné.

CviCENT. DokaZte, Ze exponencidla cirkulantu je cirkulant. Obecnégji, ja-
kakoliv funkce dand konecnou ¢i nekoneénou mocninnou radou, kde proménnd
je cyklickou zdménou soufadnic, je ,cirkulantem® (konvoluénim operdtorem ve
smyslu kapitoly (16.7)).

CvICENS. Spoctéte derivaci maticové funkce exp(tA) podle proménné t.
(Vysledek vypada stejné jako pro ¢iselné A.)
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CviCENT. Dokazte ndsledujici formuli pro vypocet inversni matice: Jsou-li
redIné Casti vlastnich Cisel matice A kladné, tak plati

o0
Al= / exp(—tA)dt (11.40)
0

NAvoD. Aplikujte matici A na integral napravo a zaméite poradi ap-
likace integralu a matice A; to dava integral z derivace. Pouzitim Newton-
Leibnizovy formule (vySe uvedeny piedpoklad o vlastnich ¢islech zajistuje
exponencialné rychlé ubyvani integrandu!) dostaneme hledany vysledek.

V&imnéte si, Ze tato formule je spojitou analogii vypoétu (1 — A)~!
pomoci nekoneéné geometrické rady > o2 A"

Poznamenejme, Ze vyse uvedend formule je casto pouzivana, tfeba v te-
orii pravdépodobnosti pii zkoumani Brownova pohybu nebo kupiikladu pii
vypoctech propagatorti pomoci Feynmanova integralu v kvantové teorii. (A
pak oznacuje ve vét§iné piipadt Laplaceiv operator).

11.1 Aplikace na soustavu diferencialnich rovnic

Soustava linearnich diferencidlnich rovnic prvniho fddu s konstantnimi koe-
ficienty typu
X =A%, XcR" (11.41)

nebo ve slozkach

il =alzt +... +al 2"

_ (11.42)
" =ax' + ... +a" "
mé Feseni
X(t) = exp(tA)X, (11.43)
kde %y = (z{,73,...,28)T (spravné pod sebou) je sloupec pocatetnich pod-

minek v ¢ase t=0: X(0) = Xy.
Podrobnéjsi diskusi vypoctu exp A odlozime na konec kapitoly o Jorda-
nové tvaru matice.
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11.2 Heisenbergiv obraz
V této podsekci vas pouze informujeme, Ze operatorova rovnice
L'(t) = [L(t),]] (11.44)
ma feSeni L(t) = exp(—tI)L(0) exp(¢I), (11.45)
o ¢emz se lehce presvédéite, umite-li derivovat soucdin operatoru.

Uvedené zobrazeni f(t) : M — M na prostoru matic

K — exp(—tI)K exp(tI) (11.46)
je exponencidlou t-ndsobku jiného zobrazeni g : M — M
f=exptg, ¢g:Kw~— [K,I]. (11.47)

Nadpis je volen podle pojmu v kvantové mechanice, kterou lze (kro-
mé Schrodingerova pojeti s proménnym stavovym vektorem a konstantnimi
operatory) formulovat ekvivalentné v jazyce Heisenberga: stavovy vektor je
konstantni a operatory se vyvijeji podle

L d
if—L(t) = L, H] (11.48)

s tymz hamiltonidnem, jako u Schrodingera. (Nase I bylo H/ih.)

ZAMENA EXPONENCIAL. Ned4vno jsme ukdzali, Zze pokud A i B komutuji
se svym komutatorem, plati

1
exp A expB = exp(A + B) exp E[A’B]' (11.49)
Pouhym dosazenim z této rovnice ovérite, ze za danych predpokladi plati
exp(A) exp(B) exp(—A) exp(—B) = exp[A, B]. (11.50)

Tento vzorec m4 celkem jednoduché zobecnéni i v obecném pripadé, tj. aniz
predpokldadame cokoli o komutatorech:

ereBe ™ = exp(B + %[A,B] LA [AB] + %[A, [A,[A,B]]] +...).

2!
(11.51)
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Vzorec lehce dokazete, uvédomite-li si, ze v zdvorce na pravé strané je matice
prifazend matici B exponenciidlou zobrazeni ,komutator matice A s danou
matici“, pro které jsme pravé nasli explicitni vyjadieni

exp([A,...])(B) = exp(A)Bexp(—A), (11.52)
pomoci néhoz dokazované tvrzeni prevedeme na
exp(A) exp(B) exp(—A) = exp(exp(A)Bexp(—A)), (11.53)
coZ je vzorec nam znaméjsi v oznafeni C = exp A tj. C™! = exp(—A)
C(expB)C ! = exp(CBC ™) (11.54)

a tento vzorec uzivame k vypoc¢tu exponencidly matice M vyjadirené jako
CBC~! s podobnou matici B (pokud mozno v Jordanové tvaru). (Je prav-
divy proto, Ze pfi rozpisu pravé strany do fady se vykrati vSechny vnitini
pary C~'C a zbudou jen ty vnéjsi.)

11.3 Vztah stopy a determinantu

detexp A =expTrA. (11.55)

KRASNE TVRZEN{, NEN{-LIZ PRAVDA?

HLAVNE POZOROVANI. detexp(tA) =14+ tTrA +o(t), t—0,

obecnéji  det (1 +tA +o(t)) =1+ tTrA + o(t). (11.56)

(Symbol o(t) oznacuje matici, jejiz vSechny prvky jsou o(t), to jest néjaké
funkce takové, ze plati nasledujici vztah.)

tim 28 _ g (11.57)
t—0 ¢

DUKAZ LEMMATU. Sami jisté ovéfite exp(tA) = 1 4+ tA + o(t). Déle si
uvédomime, Ze neidentické permutace prispéji k determinantu polynomem,
z ného lze vytknout t?, abychom provedli tyto tpravy:

det (1+ 1A +o(t)) = Y mmakr [ (6" + ™ + 0™ (1)) = (11.58)
s j:l
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n
=TT (1 + ta?; + ;1)) + #2 - jakysi polynom = 1+ ¢ Tr A +o(t). (11.59)
j=1
DUKAZ VETY NYN{ DOKONGIME DVEMA ZPUSOBY.

e detexp A = (detexp(A/N))¥ = (1+Tr A/N+0o(1/N))N — expTr A,
N — o0

e Oznalme f(t) = detexptA. Plati zfejmé
det exp(t + h)A — detexptA
m -

"(t) = 1 11.
7'(t) = lim < (11.60)
det hA —1
= detexptA - lim — P12 (11.61)
h—0 h

h Tr A h

:detexptA-illin[l)—jLo() =TrA- f(¢). (11.62)
_>
A jsme u cile, nebot tato diferencialni rovnice

fl(t)y=Tr A f(t) (11.63)

mé teSeni
f(t) =expt TrAe, c= f(0)=1. (11.64)

CviceNt. Dokazte formuli

<1
Indet(1 — A) = —TrA". 11.65
ndei(1-4)= 3 (11.65)

NAvoD. Piste 1— A = exp B a nahlédnéte do odstavce logaritmus matice
nize.

PozZNAMKA. Na nekoneénérozmérnych prostorech se ¢asto obtizné séita
pres vSechny permutace, a tak je vztah

detexp A =expTrA (11.66)

vvvvvv

tice; stopa se pocitd i v nekoneéné dimensi jednoduseji. Verse uvedend ve
cviceni je zvlast asto pouZivana, novéji tfeba v teorii chaosu.
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Nahrada komplexniho ¢isla matici

Opravdu, mnozina komplexnich ¢&isel je isomorfni mnoziné matic 2 x 2 nize

a+bi— ( @ b ) (11.67)

uvedeného tvaru:

b a

Ovérte, ze jde o isomorfismus; zejména, ze obraz soucinu dvou komplexnich Cisel
je (maticovy) soudin obraz( téchto Cisel.
Pomoci naseho vztahu determinantu a stopy lze dokézat i tuto vétu.

VETA. Necht C! oznacuje ,zrealisovanou® matici 2n x 2n, ktera vznikne
z komplexni matice C rozméru n X n uvedenou ndhradou. Potom

det CTT = |det C|*. (11.68)

Vsimnéte si, ze zrealisovanim matice hermitovsky sdruzené k C dostanete matici
transponovanou viici zrealisovani C:

(cH = (c!HT, (11.69)

DUKAZ. Vyjadiime-li matici C jako C = expL, lze psat (diky iso-
morfnosti)

Ccl = exp L. (11.70)
Nyni uz jen staéi dopoditat
det exp LT = exp Tr Ll = exp(2RTr L) = (11.71)
= exp(TrL) - exp (TrL) = detexpL - (det exp L). (11.72)

11.4 Taylordv vzorec

Necht p je polynom. Znidmy Tayloriv vzorec muzeme psat

plz+1t) = 3 " (11.73)

(suma je ve skutec¢nosti koneénd, je-li p polynom; volime prostor polynomi
nikoli proto, ze by to byla nejpfirozenéjsi mozna volba, ale proto, Ze chceme
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zustat na pudé kone¢nérozmérnych prostort, kde lze vse formulovat rigoros-
né velmi snadno). Znacime-li obvyklym % operator derivovani (na vhodném

prostoru polynomi) a symbolem P, translaci (tamtéz)

[Ptp] (z) := p(z +1), (11.74)

lze psat vzorec jako
- d
P, = t—). 11.75
= exp(t) (11.75)

V sekci o Lieovych algebriach budeme mluvit o derivaci jako o basi infi-
nitesimalniho generatoru grupy vsech posunuti.

Teprve ted vidime, jak se kriminalita dramatisuje; exponencidla derivaci
na Vaclavském nadmésti nezintegrovala, nybrz pouze odsunula.

11.5 Poissonovo rozdéleni

(#) Studujme model porodnosti v Praze (stejné tak ale lze mluvit o do-
pravnich nehodach, preklepech pisarky, poctech ¢astic kosmického zareni
zaznamenanych piistrojem atd.), kdy se za ¢as ¢ narodi pramérné at déti;?
jednotliva narozeni jsou nezavislymi jevy.

Zactnéme se znalosti pravdépodobnosti f,, Ze do ¢asu t = 0 uz bylo
narozeno n déti, je tedy zndma néjaka posloupnost {f,,n € Z}, kterou
muzeme normovat vztahem ) .7 f, = 1. Podobné pravdépodobnost, ze
v Case t bylo narozeno n déti, pisme jako f,(t). Mluvime tedy o prostoru
posloupnosti a operatorech na ném.

Chceme-li spocitat pravdépodobnost f,, (¢t + dt), ze do ¢asu ¢ + dt bude
jiz narozeno n déti, dostaneme ji jako soucet pravdépodobnosti, ze do ¢asu ¢
bylo narozeno n — 1 déti (f,—1(t)) a v dobé (¢,¢ + dt) se dité narodilo (adt)
a 7e do ¢asu t bylo narozeno n déti (f,(¢)) a v intervalu (¢,¢ 4 dt) se nic
nenarodilo (1 — adt). Je-li ¢as dt kratky, lze totiz zanedbat moznost, Ze se
miize narodit vice déti nez jedno. Pozadavek, Ze priimérné se za ¢ narodi ot
déti, se transformuje na pravdépodobnost adt, Ze se néjaké narodi za Cas dt.
Mame tedy

fut+dt) = fn(t)(1 — adt) + fn—1(t)adt (11.76)
nebo v matemati¢téj$im havu
fa(®) = —a(fu(t) = fa-1(1)). (11.77)

2Kdo sleduje jen matematické @vahy, necht si mysli pod « v&ude jednotku.



11.5. POISSONOVO ROZDELENT 143

Zavedenim operatoru diference D tentokrat jako

[Dfln = fa = fo1 (11.78)
prepiseme rovnici jako
f'(t) = —aDf(t) (11.79)
a Teseni pomoci exponencialy
£(t) = exp(—aDt)f (11.80)
nabude konkrétniho tvaru
m m
(11.81)

Navic, pro pocatecni stav f,, = 0,9 dostavime piimo Poissonovo rozdéleni

falt) = et (11.82)

nl

DUkAz. V case t = 0 je fn(t) = fn, staci tedy ovérit, ze zadané f,(t)
spliuje diferencialni rovnici vyse. Opravdu, obé strany se rovnaji:

—at mtm am™ ltm 1

[_O‘f)f(t)]n =—a-e ™ Z fn m — fn—m-1) (11.84)

CvICEN{. UkaZte, Ze

- —at at"
VD pa(t) =1 pro pu(t) =e ' (11.85)
Mimo jiné, plati i rovnost
o0
Vi / - dt-pa(t) = 1. (11.86)
0

Gauss by po nas mohl hodit houbu, kdybychom se v této souvislosti
nezminili také o Gaussové normélnim rozdéleni.
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11.6 Gaussova krivka

Resime-li rovnici® vedeni tepla (misto laplacidnu piseme jen druhou derivaci
podle x)

0 Kk 0
T =—-——— 11.87
ot 4 0x%"° ( )
dostaneme feseni (v ¢ > 0) pro danou pocateéni podminku 7'(0,z') ve tvaru
1 oo (z —2')?
T(t,z) = —/ dx’ exp(——-2)T(0, ). 11.88
() = = [l exp(- )0, (11.85)

Je také vidét, Ze neni mozné hledat teplotu v zapornych casech; souvisi to
s tim, Ze zatimco rustem c¢asu se teplota ,zahlazuje“, jeho poklesem by se
yrozruznovala“ do netinosnych mezi. Nékdo mozna jiz cosi slySel o irever-
sibilité rovnice vedeni tepla.

MiZeme se také podivat (pro zménu opét zcela rigorosné) na diskrétni
odnoz druhé derivace: prozkoumejme operator A na prostoru posloupnosti

(Af)n = fa—1 + fat1 — 2fn- (11.89)
Operator A lze tedy psat jako
T'+T7 ' —2.1=T"1D? (11.90)
kde D je operator prvé diference
D=T"-1, [Dfln= fos1— fn (11.91)
Exponencidlu t-ndsobku tohoto operatoru analyzuje nasledujici véta.

VETA. Necht 7% oznatuje operator posunuti (posloupnosti) o k, tzn.
(T* ) = fnik- Potom plati vztah

exptA =Y F(t)T*, (11.92)
keZ

kde posloupnost F's ¢asové proménnymi prvky Fj (¢) fesi diferencidlni rovnici
F'(t) = AF(t) (11.93)

pri pocatedni podmince Fi(0) = dkp.

3Pod & si opét miiZete predstavit n&jaké kladné &islo, t¥eba 1 nebo 4.
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DUKAZ. Z platnosti diferencidlni rovnice vyplyva

d R R
7 eXpIA = Y (AF(), TF =AY F.(t)T* (11.94)
keZ keZ

a v poslednim tvaru Ize také presunout A za sumu, protoze komutuje s kaz-
dym T*. Vidime, %e derivace (levé strana) vysla tak, jak méla.

11.7 Logaritmus matice

Hledame matici A spliujici
expA =B (11.95)

pro danou regularni matici B. Omezime se na pripad, kdy se B dosti malo
lisi od 1; v ostatnich pfipadech vyjadiime B = B s dostate¢né velkym n a
bude InB = nInB'.

Abychom to mohli provést, méli bychom jesté vysvétlit, jak spocitat n-
tou odmocninu z B, ale to ponechme na jindy.

Kratce feceno, logaritmus matice B ziskAme pomoci Taylorovského vzta-
hu pro logaritmus ¢isla

el yn+1
In(1 +y) = -1)" . 11.96
n(1+9) = L1 (11.96)

Za y totiz dosadime C =B — 1.
Co se tyce konvergence, pocviéte se z analyzy: je-li pro 0 < ¢ < 1

el < % je také  ||C|| < % <q" (11.97)

a tudiz je fada pro logaritmus absolutné konvergentni ve smyslu

00 ncn+1 0 qn+1
-1 < <1 11.98
nz;;( T _T;n—i-l_n(l—q) (11.98)
a dosadime-li za A hodnotu
o Cn
A= —1)— 11.99
S (11.99)

pak platiexp A =1+ C = B.
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Protoze dobie vime, 7ze pro cisla udavaji fady dvé navzajem inversni
funkce, musi vyjit rovnost dosazenim rad do sebe, ale ponévadz pro vypocty
pti dosazovani fad matic do sebe plati zcela stejnd pravidla jako pro rady
¢iselné, vyjde uvedeny vztah i pro matice.

V blizkém okoli autortt neumi nikdo dokizat inversni charakter obou
fad primym dosazenim jedné do druhé, problém vsak vytesil Jan Vybiral v
Obrazcich zlutych razi ¢.18.

PRIKLADY.

<_é (1)>, (8 3>¢expgt(2,R) (11.100)

Nepatii proto, ze maji nekladna vlastni ¢isla (druhd z matic je dokonce
singularni).

11.8 Hamiltonovy rovnice pro oscilator

Z mechaniky uz mozna znate Hamiltonovy rovnice pro soustavu hmotnych

bodu ve tvaru
OH OH
Vo ) — — 11.101
qi ap; y Pi 94 s ( )

kde p;,q; €R; i=1,...,n.

Vysetiime zde pripad, kdy hamiltonidn H(p,q) je kvadratickou funkci
proménnych ¢ (,soufadnice*) a p (,,impuls“). Jde o tzv. harmonicky oscila-
tor (presnéji o soustavu sprazenych oscilatori — predstavujte si tfeba sou-
stavu hmotnych bodu v8elijak propojenych nehmotnymi pruzinami). Piipad
nekvadratického hamiltonidnu vede jiz mimo linedrni algebru (do geometrie
— viz také ucebnice mechaniky ¢i tfeba knihu autori DFNJ[6]).

Predpokladame tedy Hamiltonovu funkci ve tvaru

H(p,q) =Y _bijq'd + cijd'p’ + dijp'p’, (11.102)
kde B, C, D jsou néjaké matice, pficemz miizeme predpoklddat symetrii ma-

tic B a D (nakoukni do tivodu ke kapitole Kvadratické formy). Potom lze
rovnice nahofe napsat ve tvaru

X=AZX, (11.103)
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kde z = (¢q,p) a matice A je ddna vztahem

C D
A=2 ( B T ) : (11.104)
neboli splituje vztah (ovérte, procvicte se trochu v ndsobeni matic!)

AK = -KAT kde K = ( _(1) 3) (11.105)

tzn. AK je symetrickd matice. Matice M = exp A (obecnéji exp(tA) je
potom symplektickd matice (viz ptiklady grup na zavér zimniho semestru
a téz nasledujici kapitolu), coz ukazeme takto: vztah

AK = —KAT (11.106)
prepiseme jako
— A =KATK™ L (11.107)
Vezmeme exponencialu
exp(—A) = Kexp(AT)K 1, (11.108)

vynasobime to matici M zleva, pak matici K zprava a vskutku dostavame
pozadovany vztah
MKM” = K. (11.109)

Jednoparametrickd symplekticka grupa exp(tA) tedy popisuje vyvoj os-
cildtoru v case.

V typické aplikaci je C = 0, D = 1 a B je positivné definitni matice (na-
koukni do kapitoly o kvadratickych formach ohledné positivni definitnosti).
Neni pak tézké ukézat, ze vSechna vlastni ¢isla matice A jsou ryze imagindr-
ni (nebot vlastni ¢isla matice —B a tedy i A? jsou negativni!). Dostavame
potom tzv. kvasiperiodicky pohyb (periodicky v piipadé jednoho hmot-
ného bodu), kde jednotlivé frekvence jsou dany piislusnymi vlastnimi éisly

v

matice B. Podrobnéjsi informaci viz uc¢ebnice mechaniky. (©)
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ULoHA 1.

e a) Zjednoduste predchozi postup pro pfipad, kdy D = 1. (CoZ je i pfipad
nasledujici Glohy, bereme-li kartézské soufadnice.)

e b) Modifikujte predchozi postup pro pfipad, kdy hamiltonidn obsahuje i
linedrni ¢len (v proménné z, jako v dalsi Gloze)

ULOHA 2. Z3vaZi visi u stropu mistnosti pfipevnéno k nému n gumickami (&i
pruzinkami), kde n = 1,2,... Dalsi provazek vede od zdvaZi k osob& u podlahy,
ktera se zatahnutim za provdzek snazi zdvazi periodicky rozhybat. Z kolika mist
na podlaze resp. sténé se ji to miZe podafit? Zavisi tento pocet na n?
Spocltéte prislusné periody a urlete pfislusna mista.

Ulohu Ize zobecnit i pro vice zavazi a provazki (a osob).
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Lieova algebra

Misto slozitych objekti, jakymi jsou grupy SU(n) a dalsi, je mozné zkou-
mat objekty jednodussi, totiz linedrni, nezajimame-li se pravé o rozdily mezi
O(n,R) a SO(n,R): druh4 z nich je souvisla, lze se plynule dostat od jed-
noho jejiho prvku ke kterémukoli jinému, prvni z nich je nesouvisld, sklada
se ze dvou oddélenych komponent (zrcadlici a nezrcadlici transformace).

DEFINICE. Linearni prostor g, na némz je definovana dalsi bilinearni
operace [A, B, dile zvand komutétor, splhujici vztahy
A,B] = —[B,A], [A,[B,C]|+[B,[C,A] +[C.[AB] =0  (12.)
(druhému se ¥ikad Jacobiho identita) nazveme Lieovou algebrou.
UkoL. UkaZte, Ze v Lieové algebre matic s komutatorem definovanym jako

[A, B] = AB — BA je splnéna (kromé trividlniho vztahu [A, B] = —[B, A]) také
Jacobiho rovnost.

PRIKLAD. Zkoumejme Lieovu algebru, které fikejme s03, jejiz prvky pis-
me jako antisymetrické matice s obvyklym komutitorem

o —¢ b o —f e
A= ¢c o —a |, B = f o —d |. (12.2)
-b a o —e d o

Ovérte podrobnéji, ze

o bd —ae cd—af
[A,B] := AB—-BA=| ae—bd o ce—bf |. (12.3)
af —cd bf —ce o

149
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Vzpomeneme-li si nyni na definici vektorového souc¢inu A x B, najdeme
zajimavy isomorfismus

(a,b,c) — c o —a : (R?,+, x) = (s03,+,[,]). (12.4)

Znate Jacobiho tozdéstvo (identita) pro vektorovy soucin?

Je vidét role dimense (3) na hladky pribéh. Lze samoziejmé mluvit i
kupt. o Sestirozmérném prostoru antisymetrickych matic 4 x 4, ale piec jen
jiz nebude isomorfni R? (4 # 6). V feci funkciondlni analyzy je mozné dat
doslovny smysl komutatoru dvou matic i vektorovému soucéinu vektoru na-
bla (0/0x,0/0y,0/0z) s vektorem V = (v, vy,v,), ¢emuz fikime rotace
vektoru, pouze vSak s pouzitim nekoneénédimensionalnich prostori.

Podivejme se na par dasich ptikladd Lieovych algeber a zacnéme pie-
myslet o jejich vazbach na stejnojmenné Lieovy grupy.

e gl(n,R/C) = {redlné/komplexni matice n x n}
e sl(n,R/C)={A egl| TrA =0}

e 0(n,R/C) =s0(n,R/C) = {A e gl|A =—-AT}
e u(n) ={A egl(C)|A =-A*}

e su(n) = sl(n,C)Nu(n)

e sp(n) = {A € u(n)|(Ak) = (Ak)T} v piipadé sudého n; k je zde
néjakd antisymetrickd regularni matice n X n

e so(m,n) = {A € gl(m +n,R)|AG = —(AG)T}, G je diagonalni
matice obsahujici m jednotek a m minus jednotek
VETA. Uvedené linedrni prostory jsou uzaviené na operaci komutovani.

DUKAZ. Tedy presvédéte nejen sebe, ale i své nevéfici kamarddy, Ze plati
napr. implikace

A=-A" B=-B" = [A,B]:=AB -BA = —[A,B]". (12.5)
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PoJEM. (#) Necht G je grupa matic. Infinitesimdlnim generdtorem
grupy G nazveme mnozinu' g = £(G) matic A, pro néz

{exptA |t € R} je podgrupou G. (12.6)

PozNAMKA. V pokrodilejsich kursech geometrie se g obvykle definuje
abstraktnéji jako ,teény prostor ke G v 1¢ v prostoru vSech matic: prvky
grupy, které maji infinitesimalné blizko k jednotkové matici, se daji napsat
jako (g; je base generédtoru)

1+ gi-d\. (12.7)

SouvisLOST. Vtip je v tom, 7e infinitesimalni generator grupy matic G
je Lieova algebra (a v uvddénych piipadech pravé ta stejnojmennd, psand
Svabachem, gotickym pismem neboli némeckou frakturou) a ze lze navic
dobi‘e vylozit roli komutatoru.

DUKAZ PRO OBECNOU GRUPU. Je tieba ukdzat dvé zdsadni véci: uza-
vienost na sc¢itani a komutovani.

e ABecg= A+Be€g (nenitriviilni!)

e ABcg=[A,Bj=AB-BAcg

1. Zkoumejme vyrazy typu (N — o0)

tA tB
(exp NP F)N =(1+t

A;B —l—o(%))N s expt(A+B) (12.8)

a uvédomme si, ze {exp t(A+B) |t € R} tedy je podgrupa G, ponévadz
pro kazdé t jde exponencidla aproximovat s libovolnou presnosti (po-
moci dostatecné velkého N ) souc¢inem prvkii typu exp tA /N, které lezi
(pfesné) v G (a predpokliddme cosi jako uzavienost grupy v obvyklé

).

topologii dané napt. metrikou d(A,B) = sup; ;

i i
a'y = b

!Zvyknéme si, 7e nékdy se generdtorem mini base tohoto prostoru nebo i jeji jeden
prvek, ndkde jsou prvky vynéasobené i, aby byly (napi. u SU(n)) hermitovské a nikoli
antihermitovské, ¢ se pak musi pfipsat i ke komutatoru.
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2. Podivejme se na vyrazy typu (N — o)

VA V1B —VtA . —V/tB ) N2
. - ex —
N N PN

(exp (12.9)

= (1+ 13[4, B] + 0(5;))"" = exp({[A, B). (12.10)

Lze tedy opét exp(t[A, B)]) vyjadrit s jakoukoliv presnosti pomoci sou-
¢inu prvkii z G; pokud je t < 0, staci vyménit pismena A a B nalevo.

PRIKLAD. Tlustrujme si to na piikladé algebry s03: otoc¢ime-li sy-
stém o maly thel a kolem osy z, poté o maly thel 8 kolem osy ¥y a
pak zpét, ovSem v tomtéZ poradi (nejprve o —«a kolem z a pak o —f
kolem y), systém se nam oto¢i o malinky thel af (az na konvenéni
znaménko) kolem osy z.

CvICEN{. Generdtorem grupy otdleni kolem né&jaké zvolené osy je (linedrni
obal) otoleni o pravy Ghel (podél zminéné osy). Propocltéte (stali toto doka-
zat v euklidovské roving; dostdvame takto i vztahy mezi exponencidlou matice

0 1
-1 0
jaksi ,bez" zavedeni komplexnich Cisel.

a funkcemi cos a sin, tedy vlastné definici komplexni exponencidly

CVICENI. Uréete generdtor grupy vsech reguldrnich hornich trojahelnikovych
matic.

(Prostor vSech hornich trojihelnikovych matic: Na jednu stranu je jasné,
ze exponenciala trojihelnikové matice je reguldrni trojihelnikova matice; na
druhé strané generator miize obsahovat pouze horni trojihelnikové matice,
coz nahlédneme snadno, napiSeme-li si prvni ¢len rozvoje exptA pro malé

£)

SOUVISLOST ALGEBER SE STEJNOJMENNYMI GRUPAMI. Abychom ukiza-
li, v jakém smyslu Lieovy algebry odpovidaji grupam stejného jména, prede-
finujme infinitesimalni generator grupy matic G jako mnozinu viech moznych
A(0), kde pro t € R je A(t) € G, tj. A(t) je derivovatelna kiivka po grupé,
a A(0) = 1. (Ekvivalence plyne z toho, Ze za tuto kfivku lze vidy zvolit
A(t) = exp(tA(0)).)

Tak napiiklad, kiivka A (t) po grupé SQ(n) matic spliwjicich A (¢)A(t)T =
1 po zderivovani a dosazeni t = 0 da

A(0)AT(0) + A(0)AT(0) = A(0) + AT(0) =0, (12.11)
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tj. nutnou podminku antisymetrie A(O), kterad je zaroven postacujici.

B=-B” = expB=exp(—B”) =exp(B")"" = ((expB)")™!
(12.12)

CVICEN{. Zderivovanim kritérii pro Elenstvi v dalSich Lieovych grupach (viz
Cartanidda) ziskejte rovnice stejnojmennych Lieovych algeber. Pfipomenete si
kupr. téz nasledujici vzorec, s nimz se v pozménénych tvarech znate.

%det Ali—o = Tr A(0) (12.13)

12.1 Killingova forma a metrika

Mé&jme linedrni prostor gl(n) vSech matic n krat n. Pfirozeny isomorfismus

2 . .
do E™ dava nésledujici piedpis pro skaldrni soucin dvou matic:

b(A,B) = a';b; (12.14)

CVICENS.
b(A,B) = Tr ABT. (12.15)

Z tohoto druhého vyjadieni pro b(A, B) vidime nékteré vyznacné vlastnosti
takto zavedeného skalarniho soucinu, napf¥. vztahy (které pouzijeme pozdéji
v odstavci polarni rozklad)

b(A,B) = b(OA,OB) = b(AO, BO). (12.16)

pro libovolnou ortogonalni matici O. (Dokazte s pouzitim cykli¢nosti stopy).
Tento vztah rika, ze metrika

p(A,B) = ||A - BJ|, (12.17)

kde ||A|> = b(A,A) je invariantni vici grups O(n). Chapeme-li ji jako
metriku na grupé Q(n) C gl(n), nazyva se Killingovou metrikou.

A co je Killingova forma na Lieové algebre?

Ta je opét, v konkrétnim piikladé o(n), ddna vztahem

b(A,B) = — Tr AB. (12.18)

(Nezapomeiime, ze AT = —A plati pro véechny A € 0(n).)
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Ukazuje se, ze nejde o jen tak ledajaky skaldrni soucin na o(n) (méame
ho koneckoncii stale na celém gl(n)), nebot tento skalarni soucin na o(n)
yrespektuje navic strukturu Lieovy algebry“ ve smyslu nasledujicich tvrzeni
(které jsou ekvivalentni):

TvRZENT 1.
Pro vSechna X € o(n) a vSechna A, B € o(n) plati

b([X,A],B) + b(A, [X,B]) =0 (12.19)

(fikdme, ze Killingova forma je antisymetricka viéi operaci komutovani s X;
uvedend rovnost se ostatné bere za zaklad definice Killingovy formy i v pri-
padé obecné Lieovy algebry)

TVRZEN{ 2. Zobrazeni
A — exp(—X)AexpX :0(n) = o(n) (12.20)

je isometrie pro kazdé X € o(n).

CVICENI. DokaZte tvrzeni 1 (prosté dosadte za b(.7.,.7.) i za komutdtor a
vyuZivejte toho, 7¢ AT = —A apod.).

Dokazte i tvrzeni 2: zde je (iCelné konsultovat téz odstavec 11.2 o Heisen-
bergové obrazu a pfislusné analytické Gvahy (at jiz provedeni limit &i sestaveni
diferencidlni rovnice) okopirovat z dikazu véty o determinantu exponencialy.

12.2 Teorie representaci

POJMY ANALOGICKE GRUPE. (#) Lieovu algebru g nazyvime komuta-
tivni, pokud Vz,y € g [z,y] = 0 a takova algebra odpovida komutativni
grupé. Tento pripad neni piili§ zajimavy.

Centrum algebry Lieovy je (analogicky centru grupy) mnozina Z(g)
téch prvkii s € g, ze Ve € g [s,t] = 0, tj. komutuji se vSemi prvky algebry.

Lieovou podalgebrou nazyvame (analogicky podgrupé) podprostor g
uzavieny na komutovani. Mame dokonce analogii normalni podgrupy — rika
se mu ideal Lieovy algebry a je to podprostor I takovy, ze Vi € 1 Vj €
g [i,7] € L. Elementarnim prikladem idedlu je centrum algebry; jinym di-
lezitym piikladem je komutant dané Lieovy algebry, coz je mnozZina vSech
prvka tvaru [z,y], =,y € g. Idedl je to proto, ze [[x,y],j] opét lezi v komu-
tantu, protoZe je tvaru komutatoru dvou prvki.
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VETY. Zavedené pojmy mimo jiné implikuji, ze pokud je H normélni
podgrupou grupy G, pak je £(H) idedlem v £(G). Jestlize je G souvisla,
pak

L(Z(G)) = Z(L£(G)). (12.21)

Pro dvé grupy G, G, je
£(Gy x Ga) = £(Gy) & £(Go) (12.22)

infinitesimalnim generatorem jejich direktniho souc¢inu direktni soucet jejich
infinitesimalnich generatorti — kde prvky £(G;) komutuji s prvky z £(Gs),
a tak jsou £(G;) idedly v £(Gy x Go).

REPRESENTACE. Necht A oznacuje jedno z klasickych téles R, C nebo H
(kvaterniony) a G je n&jaka grupa. Pak linedrni representaci’? grupy G
nazyvame kone¢nérozmérny linedrni prostor V nad télesem A, na némz je
pro kazdy prvek g € G definovana (stejné znacend) funkce, spliujici

o lgV =vVag(g'V) = (99')V
e gV je A-linedrni funkce v
e gV je spojitd funkce g a Vv
Jinymi slovy, je zaddn morfismus grup
0=0y:G— AutV. (12.23)

Vybereme-li basi ve V, lze si predstavit, ze 6 nabyva hodnot ve GL(n,A).
V tomto piipadé mluvime o maticové representaci.

PiSeme-li v ptipadé kvaterniontt matice vlevo od v, je rozumné mit ve V
nasobeni skaldrem zprava (V je pak pravy modul nad H). Nastésti 1ze ale
definovat i nasobeni skaldrem zleva (pruh musime pfidat na to, aby platilo
q9(q'V) = (aq')V)

qv := Vq (12.24)

2Representace (rusky predstavlenie) nemusi byt jenom linedrni. Tak napiiklad kom-
plexni rovina spolu s nevlastnim bodem v nekonecnu je bezvadnou nelinedrni represen-
taci grupy SI(2,C)/Z> (grupa isomorfni Lorentzové SO(1,3)), bereme-li na ni vSechna
konformni (zachovédvajici tihly, v komplexni roviné jsou jimi analytické funkce) zobrazeni,
kterd jsou vzdjemné jednozna¢nd. Témito zobrazenimi jsou totiz z — (az + 8)/(yz + 0)
pro nenulové ad — B, kde komplexni ¢isla a, 3,, § 1ze bez (ijmy na obecnosti vybrat tak,
aby ad — By = 1, pfesto vSak zdména na —a, —3, —v, —6 dava tutéz transformaci, a pro-
to jsme napsali faktor Z». Podgrupou pfevadgjici horni polorovinu (s nevlastnim bodem)
komplexni roviny na sebe je grupa SI(2, R) s redlnymi «, 3,7, 4.
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a tak lze levy modul pfevratit na pravy a naopak. VyuZijeme toho, 7e qq’ =
q'q, kde q je obvyklé sdruzeni kvaternionu

a+ i +vj+ 0k =a— pi—vj— k. (12.25)

vvvvvv

Maéame-li representace V;, lze generovat slozitéjsi representace ve tvaru
direktniho sou¢tu dvou (¢ vice) prostorii, na nichz grupa ucinkuje podle

9(V1,V2) = (9V1,9V2) (12.26)

a podobné lze ziskat representaci ve formé tensorového (resp. symetriso-
vaného resp. antisymetrisovaného) sou¢inu dvou prostort, na ktery grupa
ucéinkuje dle pravidla

g(V1 ® Va) = (gV1 ® gV2). (12.27)

(Zde nejde o nic jiného, nez jak se transformuji spinory — resp. tensory — s vice
indexy.) Ale také lze ziskat representaci na dudlnim prostoru V' podle vzorce
(zde zase jde — v Te¢i budouciho jazyka — o transformaci tensorti/spinori
s indexy dole/nahoie)

[g(¥)]W =V o g 'w. (12.28)

STRUKTURNf zOBRAZEN{. Nyni se podivame, pro¢ staci pracovat s kom-

plexnimi representacemi. Realnou representaci R" lze pfevést na komplexni
N ey v o . . o . . n
C", pricemz ptisobeni grupy je podle p¥irozené formule (v, w € R™)

9(¥ +iW) = g(¥) + ig(W). (12.29)

Zd4 se, Ze se ale o cosi okrddame. Jiz ,maly“ prostor R" byl uzavien na
ptsobeni grupy a my jsme ho zbytecné zvétsili. Natuctujeme si to tak, ze
povime, 7e existuje strukturni zobrazeni j : C" — C" (v nasledujicim
vzorci jsou vV, w realné vektory)

i (V4 iw) o (V— W), (12.30)

které komutuje s ptisobenim grupy (g(jv) = j(gVv)), je antilinedrni (j(2v) =
z-7(V), jJ(Vv+w) = j(V)+;(W)) a jeho druhd mocnina je plus minus identicky
operator (v tomto piipadé plus) (j(j¥) = +V, zkracend j2 = +1), coz jsou
t¥i vlastnosti, definujici strukturni zobrazeni.

Naopak, mame-li komplexni representaci se strukturnim zobrazenim 7,
rekonstruujeme redlnou representaci rozkladem komplexniho prostoru C"
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povazovaného za, R?*" na dva podprostory, odpovidajici vlastnim ¢islim 1
resp. —1 (operator, spliwujici j2 = 1, jin4 vlastni &isla nema4).

Obdobné Ize pievést kvaternionickou® representaci H™ na komplexni
(CQm; kvaternionicky vektor budeme psat jako v 4+ jw, kde v a w jsou kom-
plexni vektory.

I nyni se o cosi okradame: prostor jsme sice zbyteéné nezvétsili, ale pt-
vodni representace byla H-linedrni, zatimco nova je jenom C-linedrni. H-
linearitu si zrekonstruujeme tak, ze fekneme, ze existuje strukturni zobrazeni
(v, w jsou zde komplexni vektory)

(V4 jW) = —W + jV. (12.31)

Lehce ovéfite antilinearitu, komutovini s pisobenim grupy (zobrazeni j je
vlastné nasobeni 7 — shoda pismen ¢isté ndhodné — zprava, coz komutovalo
s G diky H-linearit&) a rovnost j2 = —1.

Naopak lze zpé&tné zrekonstruovat representaci H" z dané (CQn, ktera
ptipousti strukturni zobrazeni s j%2 = —1.

Representace, ktera je direktnim souc¢tem dvou prostori (representaci)
V, W, disponujicich strukturnimi zobrazenimi se stejnymi 53 = 52, pfipous-
ti strukturni zobrazeni jy @ jy se stejnym j52.

Tensorovy soucin dvou representaci V@ W (mize jit i o (anti)symet-
risovany) se strukturnimi zobrazenimi jy, jy toleruje strukturni zobrazeni
j = jv ® jw se znakem 52 = j‘Z/jIZ,V.

Ukézeme jednoduchy piiklad. Grupa SU(2) = Sp(2) ma fundamentél-
ni representaci kvaternionickou (vzdyt jde nakonec o grupu ,jednotkovych*
kvaternioni (s jednotkovou normou)), kterou si predstavime jako dvous-
lozkové komplexni spinvektory s4, A = 0,1, majici strukturni zobrazeni
s j2 = —1. Symetrisovany tensorovy souéin, obsahujici dvouindexové spino-
ry sap = Spa, bude tedy disponovat strukturnim zobrazenim s j2 = +1,
tedy budeme moci pozadovat podminky redlnosti (invariantni viiéi ptisobeni
grupy)

S00 = —S11, S01,810 € R. (1232)
Neni se ¢emu divit, spinor sap, ktery svazeme maximalnimi podminkami
(symetrie a uvedend samodruznost), je informa¢né totozny s (trojrozmér-
nym) vektorem. Proto se ¢asticim se spinem rovnym jedné iika vektorové.

So1 =2z =819, S11=x+1y, So0=—(x—1y) (12.33)

3Pro existenci strukturniho zobrazeni podobného jako u redlné representace se kva-
ternionické representaci fikd také pseudoredlna, nékdy dokonce také redlnd; existence
strukturniho zobrazeni zajistuje ekvivalenci representace s komplexné sdruzenou.
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Isomorfnost nékterych Lieovych algeber

Ucelem téchto tadek je poukazat na skutecnost, které v jistém smyslu vdé-
¢ime za existenci hmoty, presnéji za existenci vSech c¢astic s polociselnym
spinem. Od doby, kdy Cartan poprvé piisel s témito ideami, nas déli jiz pres
osmdesét let, ale svézest maji ony myslenky stale mladickou.

Co mozna nejstrucénéji vazené ¢tenare presvédéime (déle s timto budeme
pracovat v sekci o spinorech), ze algebry s0(3,R) a su(2) jsou isomorfni, a
to tak, Ze napiSeme prvky jejich basi* a tiSe vas vyzveme k verifikaci nize
napsanych komutac¢nich relaci pro obé sady matic.

V piipadé struktury ,algebra Lieova“ pozadujeme po isomorfismu ¢ za-
jisté i zachovani komutétoru, tj.

p([A,B]) = [p(A), p(B)]. (12.34)

Postaci zkontrolovat komutatory matic tvoricich basi, jako kombinace kte-
rych 1ze prvek dané Lieovy algebry zapsat.

(o] (o] (@] .
§0B) _ | o o —1 |, sSU@_( ° 2 (12.35)
E E —2/2 o
o 1 o
o o 1
SSOO _ | o 6 o |, ng(2>:<1;2 _i/2>, (12.36)
—1 o o
—1 .
§500) i . ssUe _ [ —if2 o 12.37
3 — (o) (o] y 3 — o Z/2 ) ( 3 )
(@] (o] (@]

[S1,S2] = S3,  [S2,S3] =S1, [Ss,81] =S5 (12.38)

Z podobnych divodi jsou isomorfni i algebry so(1,3) a s[(2,C), sl(2,R) a
su(1, 1), ale také t¥eba s0(6) a su(4). Dalsimi piiklady jsou s0(4) a su(2) @
s1(2) nebo s0(5) a sp(2 - 2).

Budete-li nékdy védét o téchto vécech vice, snad privitate informaci, Ze
fundamentalni representace grupy Spin(n) je

e jedna samodruzna o dimensi 2% pro n = 2k 41 (liché n); je redlna, je-li
[(k 4+ 1)/2] sudé, jinak je kvaternionicka

4Za prvky generitoru grupy se mnohdy povaizuji i-nasobky nami uvedenych, tedy her-
mitovské matice namisto antihermitovskych.
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o dvé komplexni vzajemné sdruzené s dimensi 2571 pro n = 2k, k liché

e dvé samodruzné navzijem neekvivalentni, kazd4 o dimensi 2¥=' pro
n = 2k, k sudé; je-li £k nasobkem ¢étyf, jsou redlné, jinak jsou kvater-
nionické

SOn):n| 2345 |6[7]8]9]10
spin.repr. |2c | 1qg | 2q | 1q | 2c | 1r | 2r | 1 | 2¢ (12.39)
dim.kazdé | 1 | 2 | 2 |4 |4 |8 | 8 |16]|16
Na tyto skute¢nosti muzete sami prijit, protoze vam piinasime definici grupy

Spin(n).

SPINOROVA GRUPA. Chceme ziskat Lieovu algebru isomorfni so(n), je-
jiz grupa ale obsahuje (vzdjemné rozlisitelné) prvky ,rotace o 0“ a ,rotace
o 2r“. Algebra so(n) je linedrnim obalem antisymetrickych matic e;; = —ej;,
které maji jednotku na misté (7,7) a minus jednotku na (7,4), a tak spliuji
komutacni relace

[eij, er] = 0jrei — 0ji€i, + diejp — dikeji. (12.40)

Neni tézké nahlédnout, Ze tytéz komutacni relace budou miti matice E;;,
které ziskdme jako
1

B = 7 (BE; - E;E), (12.41)
pokud matice E; budou navzijem antikomutovat a ¢tvercem kazdé z nich
bude jednotkova matice (budou tedy Diracovymi y-maticemi pro euklidovsky
prostor).

EiEj + E]‘EZ’ = 26ij1 (1242)

Takové matice opravdu umime najit; budou napf. tensorovymi souciny [n/2]
Pauliho matic rozméru 2 x 2, tedy maticemi rozméru 2["/2 x 2[n/2]

o 1 o —1 1 o
Ux:<1 o>, Uy:<z. o>, Uz:<o _1>.. (12.43)

Spole¢né s Pauliho maticemi budou i tyto jejich tensorové souciny hermi-
tovské (ve vSech ortonormdlnich basich), z ¢ehoz je zfejmé i antihermitovost
E;;. Explicitné lze psat

E2i—1 = (gz)®(i*1) ® Oy ® (12)®([H/2]7z)
Ey; = (0:)°0~) ® 0y ® (1) /2170 (12.44)
Eopyi1 = (0,)®™ pro n=2m+ 1.
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(Zde znadi [z] celou ¢ast z, 15 jednotkovou matici 2 x 2.) Zaroven vidime,
ze jsme ziskali, co jsme chtéli, protoze pro generatory e;; grupy SO(n) bylo
nejmensi kladné ¢islo ¢, pro které

exp(teij) =1 (12.45)

rovno 27; u matic E;; je to 47 (tedy az rotaci o 47 dostaneme jednotkovy
prvek grupy).

Pro lepsi nadzornost si lze operatory E; predstavit jako kombinace kreac-
nich b; a anihila¢nich by, operatort® (k = 1,...,l pro Spin(2l — 1) — pak
prehlédnéme Eoy, pro k =1 — a Spin(21))

Eor 1 = (br +0;), Bop =i(by — b)- (12.46)
Lehce zkontrolujete rovnost
{Ej,Ei} =26 (12.47)

Operatory E;; pak prevddéji bosonové stavy na bosonové a fermionové na,
fermionové (bosonovym minime stav,® vznikly piisobenim sudého poctu ope-
ratorti na vakuum). U Spin(2[ — 1) jsou pak bosonové a fermionové prostory
ekvivalentni, protoze je lze na sebe pievadét pravé tim ,,prehlédnutym® ope-
ratorem Eg;, ktery komutuje se vSemi E;; pro {i,5} C {1,2,...,2l —1}. a
tak mé grupa Spin(2] — 1) jen jednu fundamentalni representaci o dimensi
21,

Jisté sami najdete detaily o strukturnich zobrazenich, pomoci nichz urcu-
jeme realnost, komplexnost nebo kvaternionovost representace grupy Spin(n).
Jde o antilinearni zobrazeni, které napiiklad prvku base b7b3|0) priradi stav
b5bibibg|0) (napf. pro n = 12), ve kterém jsou obsazeny pravé ty hladiny,
které nebyly obsazeny ve vzoru (vidime, ze v pfipadé lichého poc¢tu hladin
— pro Spin(2l) s lichym [, timto vyrobime fermionovy stav z bosonového
¢i naopak, ¢ili nedostaneme strukturni zobrazeni uvniti napt. bosonového
prostoru, ale jen dikaz, ze bosonovy a fermionovy prostor tvori vzijemné
komplexné sdruzené representace). (Musite si uréit konsistentné znaménko.)

Tyto operétory splituji {b;, by} = djk, 0 = {bj,bx} = {bj,b;}, bx|0) = 0, kde {a,b} =
ab + ba je antikomutitor a |0) je vakuum, zdkladni prvek base (vektoriim Fikaji fysici
ystavy“), pomoci néhoz vytvafime ostatni ptisobenim kreacnich operatort b7b3|0) .. ..

SOperétor 7 s vlastnimi &sly +1, —1 pro bosonové resp. fermionové vektory lze ziskat
jako jakysi souéin (1—2b7b1)(1—2b3b2) ... (1—2b;b;) a komutuje tedy se vSemi E;;. Protoze
urcuje levo/pravotodivost, fikd se mu podle feckého vyrazu pro ruku operdtor chirality.



12.3. KOMPAKTNI GRUPY 161

Operétor chirality je souc¢inem vSech E matic (u lichého n, kde nehraje
chiralita takovou roli, nebot je jen jedna spinorova representace, je konvenci,
zda vSe jesté vynasobime E,1);

7 =i"EE, ... E, (12.48)

Mocninu imaginarni jednotky jsme napsali proto, aby bylo 7 hermitovské a
jeho ¢tvercem byl jednotkovy operator; aby tedy mél vlastni ¢isla +1.

12.3 Kompaktni grupy

V nésledujicich odstavcich vdzenym ¢tenditim naznacime, proc¢ jiné kompakt-
ni prosté Lieovy algebry nez ty, o nichz jsme mluvili v Cartaniddé, neexistuji.
V Lieové algebie, piisluiné dané kompaktni Lieové grupé G zavedeme
skalarni soucin, invariantni vici transformacim grupy. Neni to nic tézkého,
vzpomeneme-li si na invariantni integraci, o které jsme se jiz zminili.” Jako
kazda hezka vécicka, i ona musi byt nékdy uziteéni. Ten okamzik prichazi.
Chceme, aby skaldrni souéin dvou matic algebry byl invariantni vaci
transformacim grupy v tzv. pfidruzené representaci, coz je representace,
kterd jakoZzto prostor splyva s algebrou Lieovou (jeji dimense je tedy rovna
dimensi grupy; matice z ni zna¢me A, B...) a prvek grupy G na ni a¢inkuje

podle
G:A— G[A]=GAG . (12.49)

Zkontrolujte, ze (GH)[A] = G[H[A]]. Invariance znamena pozadavek, aby
VA,B, VH b(A,B)=b(H[A],HB]). (12.50)

Pomoci invariantni integrace takovy skaladrni soucin lze ziskat z libovolného
(neinvariantniho) skaldrniho sou¢inu s ,ustfednénim pres grupu®

b(A, B) :/ s(G[A], G[B]). (12.51)
GeG

Pak zjevné plati (prvni ,rovna-se“ je opravnéné diky invarianci integrace

vuéi substituci GH — G)

b(H[A], HB)) = [,.qs(GHA H 'G |, GHBH 'G ') =

= ngG s(GAG™!,GBG™!) = b(A,B) (12.52)

"Integral pouzivime v této knize ve smyslu vhodné linedrni formy na prostoru spojitych
funkci, obvykle na kompaktnim prostoru; veskerou dalsi informaci o tomto pojmu viz
v kursech analyzy!
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Abychom tekli néco konkrétniho o zptsobu invariantni integrace: zapiseme-li
matici R € SU(2) ve tvaru

R — < .cosyexpi.a sinyexpz:ﬂ ) , (12.53)
—sinyexp —if cos7yexp—ia

kde meze a, 3, jsou ziejmé z integralu nize, lze invariantni integraci napsat

jako

/ ! /md in?2 /%d 7 ap (12.54)

= — - S1n (0} . .
RreSU@2) 472 Jo 7 7 0 0

Co se tyce jednoznacnosti invariantniho skaldrniho souéinu: lze ho vzdy na-
sobit néjakou konstantou, ale pro prosté grupy je jinak uréen jednoznacné.
Opravdu, kdybychom méli dva skaldrni souciny by, by, mohli bychom vzit
(také invariantni) kombinaci

b= b — Aby (12.55)

s nejmensim moznym kladnym A, pii némz vSechny b(A, A) jsou jesté neza-
porné, ale uz pro nékteré nenulové A jsou nulové. Pak by mnozina takovych
matic (s nulovou normou) tvofila ideal.

Maximalni tory

Déle zvolime torus T C G, to jest maximalni podgrupu isomorfni (Abelové)
U(1)! (nékdy znacenou jako T', kde T = R/Z je grupa intervalu (0,1) se
s¢itdnim ,modulo jedna“). Mnohé véty nés ujistuji o tom, ze prili§ nezélezi
na tom, kterj maximalni torus® vybereme. Jeho [ nazyvejme rankem dané
grupy.

PRIKLAD. V grupé SO(2) a SO(2 + 1) lze vybrat maximalni torus T'
vSech matic t s [ bloky na diagonéle (1 = 1,...,1)

cos2mx; —sin2wx;
. 12.
< sin 27x; Ccos 2mx; ) (12.56)

(v pripadé SO(2[+1) doplnime do pravého dolniho rohu jednotku). Podobné
v grupé SU(l + 1) umistime na diagonalu ¢isla

exp 2mz;, (12.57)

®Infinitesimalnimu generatoru maximalniho toru se ¥iki Cartanova podalgebra.
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kde > x; = 0 (aby byl jednotkovy determinant, neprostou grupou U(l) se
zde nazabyvame). Infinitesimalnim generatorem maximalniho toru je prostor
Rl, v nasich piikladech obsahuje matice, které maji na diagonale bloky

0 —x
(o) .

pro piipad SO (u SO(2/ 4+ 1) umistime do pravého dolniho rohu nulu!) a
nebo cisla

iz (12.59)

v ptipadé SU(l 4+ 1). T je podgrupou G a invariantni skaldrni soucin z g lze
z0zit na t.

Stiefelovy diagramy kreslime do I-rozmérného prostoru, kde jsou soutad-
nice ri,...,xr; zavedeny v souladu s timto skalarnim soucinem a kolecky
(resp. ¢tverecky) jsou vyznaleny prvky Lieovy algebry, jimZz odpovida jed-
notkovy prvek T ¢ili i G, to jest tzv. celo¢iselnd m¥izka (lattice, resjotka),
v nasich prikladech jsou to body, kde jsou vSechna x; cela.

(Na obrazku je celo¢iselnou miizkou dané grupy mnozina vsech kolecek
resp. ¢tvereckil téch typt, které jsou u ni uvedeny. Rank vyznacenych grup
je 1 nebo 2.)

o - o
]
[
& *
® Sp(2-2) Sp(2 - 2) jing pohled
o® SO(5)

Ga
covoro

U(1) = SO(2) ® SU(2) = Spin(3)® O SO(3)
©

® SU(2) x U(1) ® SU(2) x SU(2) 0@ SO(4) ® SU(3)
O U(2)=SO0(3)x U(1m ® SO(3) x SU(2) 8: S0(3) x SO(3) O@ SU(3)/Z3
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KORENY. Zbyva vysvétlit, co znamenaji ony pFimky na diagramech. Vtip
je v tom, ze prvky T (znacime je zde t,u...) ptisobi v pfidruZzené representaci
g (algebry celé grupy) tak, ze se g rozpadd na direktni soucet

r
g=PpVieV,, (12.60)
i=1
pricemz na prostoru Vg (ktery splyva s t, je-li T opravdu maximdlni torus)
ucéinkuji prvky t trividlné

tvot ' =vy Vvg eV, (12.61)

a V; jsou dvojrozmérné prostory (je jich r, coz je — z divodi rovnosti dimensi
— polovina rozdilu dimense grupy a jejiho ranku, ¢ili bude dokazano, ze tento
rozdil je sudy) generované maticemi M;, N;, na nichz ptsobi t podle

tMZ'tfl = M, cos 2760; — N; sin 276;, tNitfl = M, sin 270; + N; cos 270;,
(12.62)
kde 6; jsou n&jaké kombinace x; (nap¥. 1 —x2), to jest néjaké linearni formy
na t, a nazyvame je koteny (kdrni, roots) dané grupy.

Vidime, ze pokud napt. vyménime M; a N; (nebo tfeba zménime zna-
ménko u jedné z nich), bude posledni vysazena formule dale platné, zménime-
li znaménko u 6;. Tedy spolu s +6; rikdme koren i formé —6;.

Jedté vyhodngjsi miize byt komplexifikovat Lieovu algebru® (dosud jsme
ji vzdy povazovali za prostor nad R, prvky byly jen redlnymi kombinacemi
prvki base, kterymi — samoziejmé — mohly byti komplexni matice) a docilit
tak, ze se ndm bude transformovat do sebe jen jedna matice Q; = M; +iIN;
resp. Q) = M; — iN; misto dvou M;, N;:

tQit™! = exp(270,)Q;, tQit™' = exp(—276;)Q.. (12.63)
Matice Q; pak prosté odpovida kofenu 6; a matice Q) kofenu —6;.

PRIKLADY. Grupa SU(I + 1) (stejné jako U(l + 1)) méa kofeny 6,5 =
Ty — T, kde 7 # s € {1,2,...,l} a jako odpovidajici matici Qs si lze
predstavit matici, kterd ma vSude nuly kromé posice (r,s), kde méa cokoli
nenulového. Kazdy miize ovéfit, ze tQ,t~' da to, co ma.

9Pak jiz nemtizeme povazovat exponencialy prvki algebry za prvky ptivodni grupy. Re-
alnost zrekonstruujeme pozadavkem, aby Q a Q' se kombinovaly jen cQ+¢Q’ s komplexné
sdruzenymi koeficienty.
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Podobné grupa SO(2[) m4 kofeny x, —z, ale navic ma kofeny +(z,+ )
(r # s) a grupa SO(2] + 1) ma proti SO(2]) dalsi kofeny +z,.

Do Stiefelovych diagrami tedy zakreslime navic mnoZiny boda u; (di-
mense o jednu mensi, nez je rank), v nichz kofeny nabyvaji celych hodnot.
Koreny nabyvaji celych hodnot na celociselné mrizce, kde t = 1. Obecné-
ji, prinikem soustav rovnobéznych ,hyperrovin® (nadrovin) u; jsou body,
odpovidajici centru grupy.

Systémy korenii

Ptenechme specialisttim diikazy toho, ze tzv. Weylova grupa, to jest grupa
viech vnitinich automorfisma!? G fixujicich zvoleny maximalni torus, obsa-
huje pro kazdé i prvek, ktery ponechava systém hyperrovin (nadrovin) u;
na misté. Je-li tomu tak, musi jit o zrcadleni podle roviny kolmé na dany
kofen (pomoci invariantniho skaldrniho sou¢inu jsme ztotoznili infinitesimal-
ni generator toru s jeho dudlem) v oby¢ejném geometrickém smyslu (podle
invariantniho skaldrniho sou¢inu). Takové zrcadleni musi mnoziné vSech ko-
fenil prirfadit tutéz mnozinu. Vyslovme tedy definici.

DEFINICE. Systémem kofenu v euklidovském prostoru E nazyvime
koneénou podmnozinu ¥ C E takovou, Ze

e neobsahuje nulovy vektor

e pro @ € X je ca € 3 praveé kdyz ¢ = +1

e zrcadleni podle hyperroviny (nadroviny) kolmé na kterykoli z kofenti
prevadi ¥ na X

e pro vSechny dvojice kofentl «, 3 je

{a, 8} :== 2b(c, B)/b(B, B) (12.64)
celé ¢islo.

Posledni bod je disledkem toho, Ze zrcadleni kotfenu « podle roviny kolmé
na [ ma samoziejmé tvar
2b(c, B)

ppla) =a— Wﬁ, (12.65)

O Takovy, ktery se da zapsat jako
g — hgh™! pro n&jaké h, jejich grupa tvo¥i podgrupu Aut(G), znacenou Int(G).
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lze vybrat vektor ¥, na némz forma (3 nabyva jednotky, zjistime, ze @g(V) —v
nalezi celociselné mrizce (protoze pg fixuje ug). Z toho dale plyne, Ze

a(V —s(V)) = av — [pg(a)](V) (12.66)

je celé (iprava vychézi z toho, ze pii skalarnim soucinu je jedno, ktery ¢initel
zrcadlime), coz po dosazeni (B(V) = 1) dava uvedeny vysledek.
Bud jak bud, posledni bod m4 silny dusledek.

VETA. Dva kofeny a # +0 jsou

0) bud kolmé

e (2) nebo sviraji thel 45° nebo 135° a pomér norem je /2

(
* (
(
(

)

1) nebo sviraji thel 60° nebo 120° a maji stejnou normu
)
)

e (3) nebo sviraji tithel 30° nebo 150° a pomér norem je v/3

DUkAz. Ctyinasobek kvadratu kosinu tihlu kofeny sevieny

2b -2b

b(a,a) - b(3,5)
je mensi (diky nezavislosti «, 3 ostie) nez ¢tyti. Je to ale soucin dvou celych
Cisel, a tak je jedno nulové (ptipad 0) nebo jedno rovné +1. Moznosti pak
lehce proberete.

4cos’w =

DYNKINOVY DIAGRAMY. Nebudeme to dokazovat, ale vSechny koreny
daného systému lze ziskat jako celo¢iselné kombinace (linedrné nezavislych)
prostych kofent. Potom tento systém prostych korenii lze bud rozdélit na
sjednoceni disjunktnich a neprazdnych mnozZin kotentu, kde dvojice z rtiz-
nych podmnozin jsou vzdy kolmé, a takové nerozlozitelné systémy prostych
korenti lze znazornit pomoci Dynkinova diagramu. Prosté koreny v ném
spojime tolika carami, jaké je ¢islo varianty jejich vzajemné polohy podle
posledni véty. V pripadech (2) a (3) je jesté slusné prikreslit na spojnici
Sipku, namifenou ke krat$imu kotfenu (jako p¥i obycejném porovnavani <).
Pokud se (2) a (3) v Dynkinové diagramu nevyskytuje, maji vSechny kofeny
stejnou délku a dané algebie Fikime jednoduse $nérovana (simply laced).

Véite nebo nevéite, jiné systémy prostych kotenit, nez ty s nasledujici-
mi Dynkinovymi diagramy, neexistuji a spolu s tim neexistuji dalsi prosté
kompaktni grupy.
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(A S0+ B B B )
B,,SO(2!
ol el )N &
F G

¢, Sp(2-1 2 A3 =9
l,p() 4 @ 3 3

9,,S0(2I)
owo@ A =B, =, By=0¢, SOB)
O O:>:O

Dy =21 & Ay . .
K o0 Dynkinovy diagramy /

(Vsimnéte si, ze na obrazku maji nékteré Dynkinovy diagramy urcité
symetrie: permutaci riznych kofenti dostaneme tyz obrazek. Nebudeme to
rozebirat, ale je to spojeno s existenci vnéjSich automorfisma dané al-

N4

grupy g: A — gAg~!). S vnéjsimi automorfismy Ize ocekivat symetrie me-
zi representacemi; u grup s Dynkinovymi diagramy, které maji symetrie,
lze ocekavat vétsi pocet fundamentilnich representaci (Eg napiiklad nebo
SU(I + 1) pro I > 1 m4 dvé vzajemné komplexné sdruzené, symetrie pari-
ty, vyménujici pravé dva kofeny Dynkinova diagramu, u Spin(2l) garantuje
existenci dvou ,vzajemné zrcadlové sdruzenych“ spinorovych representaci).
Grupa Spin(8) ma dokonce symetrii triality: 1ze u ni permutovat tii kofeny
a je s tim spojena skutecnost, ze dvé reilné spinorové representace (s dvéma
riznymi chiralitami) a representace vektorova maji stejnou dimensi 8.)

Naopak, pro kazdy z uvedenych diagramt lze sestrojit Lieovu algebru a
z ni také kompaktni grupu. Nékolikrat jsme jiz diskutovali (a budeme) o tom,
ze SO(3) ma stejnou algebru jako SU(2), kterd ma centrum Zs (plus mi-
nus jednotkova matice), zatimco SO(3) m4 trividlni jednoprvkové centrum.
Nyni mtzeme isomorfnost téchto algeber ukazat na shodnosti Dynkinovych
diagrami. Maximéalni centrum (poloprosté, neobsahujici U(1) x ...) grupy
s danou algebrou, kterd lze vytvorit, vystihuje nasledujici tabulka.

Ay | B, C,Er | Dys | Dasya | Bs | Bs, Fy, Gy
Zl+1 ZQ ZQ X ZQ Z4 Z3 {1}

(12.68)

Tak napriklad, grupa A; = SU(l + 1) mé centrum Z;,.
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CvICENf. MazZete zkusit dokdzat, pro¢ neni mozné ziskat grupy Fo atd.,
pro¢ maji vynaté grupy dimensi, kterou jsme uvadéli atd.

Poradime vam, aby jste si zapsali v néjakych soutradnicich prosté koreny.
Napf'.

e A; mé prosté kofeny x1 — 2, x2 — 3, ... 2] — T;41, kde pracujeme jen
s hyperrovinou (nadrovinou), kde Y~ z; =0

e B; ma prosté koteny 1 — xo, ..., ;1 — X, T;
e () mj prosté kofeny 1 — x3, ..., T;_1 — Xy, 21
e D; ma prosté kofeny x1 — x2, ..., Tj_1 — TJ, T|_1 + T}

12.4 Vahy a mrizky

VAnY. Kofeny byly specidlnimi p¥ipady vah. Obecné vahou mame na
mysli linearni formu na Cartanové podalgebre, nabyvajici celych hodnot na
celo¢iselné mifzce. Zajimavéjsi jsou ale vidhy dané representace V dané
algebry. Prvky Cartanovy podalgebry navzijem komutuji, a tudiz mazeme
hledat jejich spolecné vlastni vektory ve V a ¢isla. Vaha dané (mluvime
o komplexni) representace je tedy takova forma, kterd prifadi prvku Carta-
novy podalgebry jeho vlastni ¢islo prislusejici néjakému vlastnimu vektoru
celé podalgebry. Jestlize tedy pocitame kazdou vahu tolikrat, kolikarozmeér-
ny prostor jejich vlastnich vektort ji prislusi, bude vah praveé tolik, jaka je
dimense V.

Kofeny lze tedy chapat jako vahy pridruzené representace; téchto vah je
tedy tolik, kolik je dimense dané algebry, ovSem jen proto, ze pocitdme i [
(rank) nulovych vah (vlastnimi vektory jsou prvky Cartanovy podalgebry),
které obvykle za koreny nepovazujeme.

Tak napiiklad grupa SQ(2]) (I je rank) ma v zakladni 2/-rozmérné vek-
torové representaci 2[ vah +¢&;,1=1,2,...,1[.

N4

SAMODUALNT MRIZKY. KdyZ uz jsme dosli tak daleko, miizeme si néco
fici o vlastnostech miizek (soustava diskrétnich bodt v prostoru R", zpravid-
la celociselné kombinace zakladnich m¥izkovych vektorti), a to z fysikdlniho

vvvvvv

struny.
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Kvantova teorie bosonové struny funguje pouze v dimensi ¢asoprosto-
ru 26, kvantovd teorie superstruny jen v dimensi 10. Navic vlevojdouci a
vpravojdouci médy uzaviené struny spolu navzajem komutuji a generatory
grupy Poincaré jsou soucty vlevojdouci a vpravojdouci ¢asti. Lze pak tedy
vzit levy sektor z bosonové struny a pravy ze superstruny. Piebyte¢nych 16
vlevojdoucich bosonovych dimensi lze svinout na torus; aby z bosonovych
rozméru zbyla jen vlevojdouci ¢ast, je treba, aby celkovd hybnost struny by-
la rovna celkovému obtaceni'! (ztotoznime-li body, které se lisi o celo¢iselné
kombinace mrizkovych vektort, je mozné, aby pfi objizdéni uzaviené stru-
ny jsme popojeli o néjakou takovou kombinaci — to nazyvame obtacenim).
Aby vibec existovaly néjaké stavy s nenulovou celkovou hybnosti ve sméru
svinutych soufadnic (coz je nutné k dobrému chovani interakci), je tieba,
aby dudlni miizka (vSech forem, nabyvajicich celych hodnot na pivodni
miizce) méla s ptvodni spole¢né body (pfi ztotoznéni pivodniho prostoru
s dudlem). Dokonce je dobré predpokladat, aby splyvaly, to jest aby byla
miizka samodualni. Navic se budeme zabyvat jen sudymi samodualnimi
miizkami, kde ¢tverec délky kazdého jejiho vektoru je sudy.

Je matematickou pravdou, 7ze sudé samodudlni miizky existuji jen v pro-
storech o dimensi, kterd je nasobkem osmi. Tak tfeba v osmi rozmérech
méme samodudlni miizku I's vSech celociselnych kombinaci kofenti vynaté
grupy Eg. Témi jsou (i,7 =1,2,...,8)

1
818, i) (& E£&), (12.69)

kde v druhém tvaru kofent bereme jen ty se sudym poc¢tem plust. (Lehce
napocitate, ze je jich celkem 1124-128=240 pravé 248-8, ¢ili dimense minus
rank.) Formy v nabyvajici celych hodnot na vSech téchto kofenech jsou pak
kombinacemi téchto kofent (ortonormalni basi €; ztotoznujeme s basi k ni
duélni):

Lehce totiz ukazete, Ze souradnice v jsou bud v8echny celé nebo vSechny
polocelé. Celo¢iselnost formy v na ry = (1/2,1/2,...,1/2) pak ika, Ze suma
soufadnic v musi byt suda, a tak je v celociselnou linedrni kombinaci €; +€;
(v pripadé, ze souradnice Vv jsou celé), a nebo toto plati pro Vv — ¥y, ¢imz
jsme ukézali, ze i Vv lezi v I'g, neboli samodualitu T's.

Samoziejmé, 1ze vybrat osm zdkladnich miizkovych vektoru, celociselny-

1A% na faktor 1/2.
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mi kombinacemi kterych jsou vSechny ostatni, napt.

€1 — €,8; — €3,63 — 64,68, — €;,65 — €5,E5 — €7
(81+8>+83+84+85+8;—& —&s), 5(61+8+63+8,—8&;—&;— &7 —&s).
(12.70)
V Sestnacti rozmérech najdeme kartézsky soucin I's x I's dvou kopii I'g a
miizku T4, kterd obsahuje jako podmiizku kofenovou miizku SO(32). Jde
o vSechny celo¢iselné kombinace vektoru (i,7 = 1,2,...,16)

D=

1
L& EE), iA], (6 £&... £ &), (12.71)

kde v druhé sadé je sudy pocet plusti. Dikaz samoduality probiha stejné
jako u I'g a i zde je mozné vybrat 16 zakladnich miizkovych vektori.

To jsou diivody, pro¢ promyslime teorii heterotické struny jen s kalibrac¢ni
grupou Spin(32)/Zy (odpovidajici miizce I';¢) nebo (zajimavéjsi) grupou
]Eg X ]Eg (S mrizkou Fg X Fg)

12.5 Superalgebry a supersymetrie

Nejprve si feknéme jesté néco o obycejnych algebrich, napriklad o algeb-
fe Poincaré. Jde o Lieovu algebru, generujici isometrie ¢asoprostoru véetné
posunuti. Za jeji basi lze tedy vybrat J*¥, tedy generdtory Lorentzovy gru-
py (resp. otofeni) a p*, generatory posunti (znaeni se kryje s oznaGenim
momentu hybnosti a hybnosti, a snad jiz mnozi z vas poznali, Ze to neni
nihoda).

Komutaéni relace budou

[p*,p"] =0, [p*,J*]=i(¢""p* - g**p"), (12.72)
[J;w’.]'a,é’] — _,L'(guoz.]'uﬁ o guaJVB T guﬁJVa o gu,é’J;ta) .
g je zde metricky tensor. Jacobiho identitu miiZete zkontrolovat piimym
vypoctem.

Kromé obycejnych algeber se dnes hodné mluvi i o graduovanych al-
gebrach neboli superalgebrach. Ta lze psat jako linearni obal prvki, kte-
rymi jiz nebudou pouze operatory, které jsou zvyklé s vétSinou ostatnich
komutovat, nybrz také grassmannské operatory, které spolu typicky navza-
jem antikomutuji ab = —ba (ovSem s negrassmannskymi typicky komutuji)
a u nichz je tedy leps$i mluviti o antikomutdtoru {a,b} = ab + ba. Jed-
notnym jazykem, superkomutator neboli graduovany komutator dvou
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operatori [a, b|grqq je antikomutatorem, pokud jsou oba grassmannské, jinak
je komutatorem.

Chceme-li transformovat objekty prvkem grupy g blizkym jednotkové-
mu, napiSeme tento jako g = 1 + d(’s;, kde d¢' jsou infinitesimalni (ne-
kone¢éné malé) parametry a s base generatoru. Pokud jsou s; grassmannské,
musi byt grassmannské i d¢?; piedstavme si pod nimi grassmannské ,,éiselné”
parametry, napt. grassmannské operatory, které komutuji se vSemi negrass-
mannskymi a antikomutuji se vSemi grassmannskymi.

Jestlize fysika pracovala do Sedesatych nebo sedmdesatych let jen s algeb-
rami, pusobenim jejichz transformaci mohly prechizet elektrony do neutrin,
¢ervené kvarky do modrych anebo se systémy mohly otacet nebo posouvat,
v poslednich dvaceti letech promysleji teoretici i tzv. supersymetrie, po-
moci nichz lze transformovat bosony na fermiony a naopak. Uvadime jako
priklad supersymetrii na svételném kuzeli v desetirozmérném casoprostoru,
kterd proti algebie Poincaré obsahuje navic i grassmannské operatory Q%
a Q% Pohledme tedy zb&7né na nékteré superkomutatory algebry super-
Poincaré:

{Q". Q% =2p"0", {Q%Q"} =2p 0", {Q"Q"}=v2y,p"
37.Q) = G40, Q.

(12.73)
(Indexy a resp. @ jsou osmizna¢né spinorové indexy'? grupy SQ(8), v jsou
Diracovy matice, indexy + odpovidaji kalibraci na svételném kuzeli v+ =
2-1/2(y0 £ 99) atd.) Viimnéte si, 7e antikomutator dvou supersymetrii je
umérny posunu. To v8echno mé ndzorné vysvétleni, rozsiiime-li pojem pro-
storu na superprostor, ktery kromé komutujicich souradnic navic obsahuje i

antikomutujici, protoze v ném je supersymetrie geometrickou operaci.
Supersymetrie zajistuje teoriim zajimavé vlastnosti: jeji zaclenéni do teo-
rie strun odstrani z této teorie tachyony (Gastice pohybujici se nadsvételnou
rychlosti), jelikoz napt. {Q',Q'} = 2p~ tj. p~ = Q'Q!, operator Q' je
hermitovsky a stfedni hodnota p~ ve stavu |¢> je tedy nezaporna, ponévadz
jde o ¢tverec normy (1)|Q'Q'|y) vektoru Q'|¢p). Navic implikuje stejny po-
¢et fermionovych a bosonovych stavi na kazdé hladiné; kazdy fermion ma
svého bosonového partnera a naopak (uzivaji se pro né nazvy jako fotino,
gluino, gravitino, selektron, skvark). Supersymetrie zaru¢uje v mno-

128estnact operatori Q%, QP se transformuje jako 16-rozmérnd redlna representace grupy
SO(9,1) (jiz je SO(8) podgrupou) — totiz jako spinorové representace dané (t¥eba kladné)
chirality. Pro srovnani — spinorova representace kladné chirality grupy SQ(10) je také
16-rozmérnd, ovSem komplexni.
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ha piipadech vymizeni kosmologické konstanty (hustoty vakua) a zahadou
naopak ztstava, pro¢ je kosmologickd konstanta nulova (nebo podle pozo-
rovani prinejmensim o 120 f4dt mensi nez ocekdvané ndhodné prispévky
od riznych poli) i v nasem svété, ktery supersymetricky neni nebo kde je
supersymetrie narusena. A za zminku stoji i fakt, Ze supersymetrie klade
omezujici podminky na dimensi ¢asoprostoru.

Jiz jen poznamenejme, Ze podobné, jako obecné teorie relativity pozadu-
je, aby se parametry Lorentzovy transformace mohly ménit od bodu k bodu,
1ze tuto lokalnost pozadovat od supersymetrie a ziskdme tak rtizné teorie su-
pergravitace.

12.6 ODbri vynata grupa

Cilem této sekce, v niz sledujeme prilohu 6.A skvélé knihy Michaela B. Greena,
Johna H. Schwarze a Edwarda Wittena Superstring theory, je ukazat expli-
citni konstrukci ob¥i grupy (resp. odpovidajici algebry) Eg. Pro¢ ji fikdme
obfi? Protoze mé ze vSech prostych vyhatych grup nejvétsi dimensi (248)
a navic (chdpeme-li miru symetrie jako pomér dimense a kvadritu ranku,
aby se klasické grupy SOQ(n) asymptoticky touto veli¢inou blizily konstanté),
dosahuje rekordni hodnoty 31/8.

Konstrukci za¢neme podalgebrou SO(16), kterou generuje 16-15/2 = 120
operatorti J;; = —Jj;, spliujicich obvyklé komutacni relace

[Jijs Jrt) = Jurdje — Jjidir — Jirdji + Jjrda, (12.74)

a priddme k nim 128 generatori @, (celkova dimense tedy bude 120+ 128 =
248), které se transformuji jako spinory SO(16) dané (feknéme kladné) chi-
rality, ¢imZ minfme, ze'?

[Jij, Qal = Qp(0ij) pa- (12.75)

K dokonceni specifikace algebry musime dodefinovat zbyvajici komutator
[Qa, Q3] (je to komutator a ne antikomutator, protoze usilujeme o definici
algebry a nikoli superalgebry). Teorie grupy vSsak SOQ(16) tento komutator
az na normalisaci urcuje jednoznacéné;

[Qa, Q] = (0ij)apdij (12.76)
BGamma matice spliwjici {yi,7;} = &;; mohou byt pro SOY(16) vybriny reil-
né. Definujeme dale jejich antisymetrisované souliny 7ijis..i, = V(i3 Vio---Vin) =

(Yi1Yis - - - Vi, Tpermutace) /n!, operator chirality ¥ = v1,2...16 a 05; = vi; /2 = [vi, V] /4
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kladny faktor r, kterym by ndm teorie SO(16) dovolila nésobit pravou stra-
nu, lze absorbovat do /k-ndsobného preskilovini @, jejichz normalisaci
totiz zaddné z predchozich formuli neomezovala. Volba x < 0 by vedla k ne-
kompaktni formé algebry Eg(), zndmé ze supergravitacnich teorii. Jestlize
tedy Lieova algebra [Eg s rozkladem piidruzené representace

248 = 120 H 128 (12.77)

viéi jeji maximalni' podgrupé Spin(16) existuje, na jejich komutaénich
relacich danych prvymi tfemi vysazenymi rovnicemi neni co Stelovat.

K utvrzeni se, Ze formule opravdu definuji Lieovu algebru, je tfeba oveé-
it Jacobiho identitu. (Uz jeji splnéni ndm garantuje existenci matic, které
splituji tytéz relace jako abstraktni operatory J;; a Q., tj. existenci repre-
sentace.) Z cviénych divodi doporuc¢ujeme explicitni kontrolu J.JJ identity,
kterd pouze vyjadiuje, ze J;; formuji Lieovu algebru, JJ() identity, kterd za-
se potvrzuje, 7ze se @, opravdu transformuji jako representace SO(16). Ani
JQQ identita neklade zvlastni pozadavky a jeji platnost je podloZena zvlasté
tim, Ze 0;; matice spliuji touz algebru jako J;;. Opravdu zésadni pripad vola-
jict po kontrole je identita [[Qa, Qsl, @] +[[Qs: @), Qal +[[Q1: Qul, Q5] = 0.
Rozepsani vede k pozadavku

Va,8,7,0 Z(Uij)aﬁ(gij)vé + (Uij)ﬂ'y(gij)aé + (Uij)'ya(ffz‘j)gg =0, (12.78)
]

kterou mame dokazat pro pripad, ze «, 3,7 jsou indexy jedné chirality.
Vsimneme si, Zze produkt dvou spinortt mize byt rozepsan na kombinaci
uplného systému gamma-matic ;. ;, pron = 0...16, ¢ili nulovost posled-
ni formule je ekvivalentni nulovosti jejitho zaZeni s (g, k,)as Pro vsech-
na n a ki...k,. Diky shodné chiralité indexi «, se starame jen o su-
did n a antisymetrie dokazované formule v «, 8 ndm davd moznost ome-
zit se na piipad antisymetrickych!® Yki.. k,» COZ diky elementarnim vlast-
nostem gamma-matic znamena n = 2,6, 10,14. Ve skute¢nosti naAm vztah
Yiy.iy = €iy.oingVippi.ire 7/ (16 — k)! a fakt, Ze operator chirality 7 lze vyne-
chat, ué¢inkuje-li na spinory kladné chirality, zmensi praci na polovinu. Ze
nam stac¢i prohlédnout jen n = 2 a n = 6 lze spatfit uz na shodnosti poctu

“Maximalitou zde neminime shodnost ranki podgrupy a celé grupy, ale pfesnéji nemoz-
nost najit vétsi vlastni podgrupu.

5Pro n = 0,4,8,12,16 jsou Yk,...k, symetrické a tudiz jejich @Zeni s antisymetrickym
vyrazem vymizi trivialné.
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nezavislych ¢lenit v antisymetrické kombinaci Q, a Qg (nalevo)

128 -127 16-15 16-15-14-13-12-11

= 12.79
2-1 2-1 + 6-5-4-3-2-1 ( )
a souctu poctl nezavislych komponent v;, ;. pron =2 an = 6.
Zuzeni se'f (Ukl)a,@ = _(Ukl)ﬁa da
— (Try ori0ij) - (0i5)ys + 2(04j0k10i5) 6 (12.80)

coz se uzitim Diracovych identit anuluje; prvy resp. druhy ¢élen se rovnaji
+64(0k;)ys. Faktor 64 u druhého ¢lenu vzejde z inventury kladnych a zapor-
nych prispévki (znaménko podle parity po¢tu prvki priniku mnozin indext
{i,7} a {k,1}) 2-1/2 +14-13/2 — 14 - 2. Kontrakci s (i, ...is)ag dostaneme
(prvni ¢len ted jiz nepfispéje)

2(04%iy...i6Tij )75 (12.81)

coz opét vymizi: klicovou je zde rovnost 45-1+1-15—10-6 = 0 pfi bilanci
prispévkl £7;, -

Piidéani spinoru k pridruzené representaci grupy SO(N) vede k nové Lieo-
vé algebre jen ve tfech piripadech: kromé N = 16, coz p¥inasi Eg, se da v tupl-
né analogii sestrojit 52-rozmérna vynata grupa [F; pfidanim 16-rozmérného
spinoru k 36-rozmérné pridruzené representaci SO(9). Podobnost je oprav-
du velkolepd; v 16-rozmérné spinorové representaci SO(9) lze vzit za Gplny
soubor matic matice v;,. 4, pron = 0,2,4,6,8 a antisymetrie ndm dovoli
omezit se opét na n = 2 a n = 6. Vzorce zlistanou, jen ¢isla se obméni; +8
misto +64, osmicku v druhém ¢lenu dostaneme jako 2-1/24+7-6/2 —7-2
a misto 45 + 15 — 60 bude poZrdni u n = 6 vypadat 3-2/2+6-2/2—3-6.

Treti moznosti je pridani osmirozmérného spinoru k pridruzené represen-
taci SO(8), ¢imz ziskdme grupu SO(9) zpisobem, ktery se 1isi SO(8) rotaci
triality od standardnéjsi a jednodussi konstrukce — totiz piidani 8-vektoru
J; = Jig k pridruzené representaci SO(8).

Nyni bychom radi popsali nékteré podgrupy Eg. Jednu maximalni podg-
rupu — SO(16) — jsme jiz uvedli. Ta obsahuje maximélni podgrupu SO(10) x
SO(6), vici niz se jeji pFidruzend representace rozpada na pridruzené repre-
sentace slozek a na produkt vektori

120 = (45,1) & (1,15) & (10, 6). (12.82)

6 Ekvivalentni jako tiZeni s (Yki)ap- Tr+ znadi stopu v positivné chirdlni spinorové
representaci.
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Jak se vii¢i této podgrupé transformuje spinor SQ(16)? Sestnict y-matic
v1..16, pomoci nichz definujeme tvar operatori ve spinorové representaci,
se rozpadne na prvnich deset ;.. 19, které miizeme povazovat za matice
SO(10), a poslednich Sest 11.. 16, které zaméstndme jako matice SO(6). Spi-
nor SO(16) je tedy alespon v prvnim pribliZzeni sou¢inem spinori SO(10) a
SO(6). A co s chiralitou? Operétor chirality SO(16) ¥ = y17v2 . . . y16 je zjev-
né soucinem operatoru chirality SO(10) 719 = ~1v,...v19 a podobného
u SO(6) ¥© = yi1712. .. 116

7 =410

~(6) (12.83)
Tedy spinor @, positivni chirality grupy SO(16), ktery pii konstrukci Eg
piidavame k J;;, se rozpada na dva kusy s vlastnimi ¢isly 7(10) = 7(6) =+1
resp. 7(10) = 4(6) = —1. Oznacime-li spinory positivni & negativni chirality
grupy SQ(10) resp. SO(6) jako 16 & 16 resp. 4 ¢i 4 (dimense spinorovych
representaci jsme jiz diskutovali), mame rozklad 128 grupy SO(16)

128 = (16,4) & (16, 4), (12.84)

ktery ve spojeni s rozkladem pridruZené representace vyse udava zptsob
transformace fundamentalni representace Eg (u této grupy je to tatédz co
pridruzend) vidi této podgrupé.

Nyni méme tu milou povinnost predstavit vam grupu Eg jako podgrupu
Es. Jako predehru si uvédomme, ze ve 4 grupy SO(6) jsou generatory her-
mitovskymi 4 x 4 maticemi, jejichz bezstopost zabezpecuje prostota grupy
SO(6); jsou tedy SU(4) generitory — neboli SO(6) je podalgebrou SU(4).
Postiehnutim shodné dimense 15 u obou docilime piesvédceni, ze nemuze
jiti o vlastni podalgebru: musi jit o isomorfni algebry.!” Tato cesta nis sou-
¢asné poucila, Ze fundamentélni 4 a 4 grupy SU(4) se chovaji v SO(6) jako
spinory kladné resp. zaporné chirality. Naopak, fundamentélni (vektorova)
representace 6 grupy SQ(6) je antisymetrickym tensorem druhého ranku
grupy SU(4), ktery méa dimensi 4 - 3/2 -1 = 6, jak ma byt. (Je jedno, zda
bereme 4 A4 nebo 4 A 4; tyto representace jsou ekvivaletni, jelikoZ je lze pie-
pocitavat pomoci antisymetrického tensoru Levi-Civitty ves = eamng /2.)

A tak mluvme misto o podalgebie SO(10) x SO(6) o SO(10) x SU(4).
Déle, SU(4) méa oc¢ividnou podgrupu SU(3) x U(1). Znadime-li hornimi in-
dexy U(1) niboje, rozklada se nam 4 grupy SU(4) na 1° @ 37!, 6 grupy

'"To jsme jiz mohli spatiit na shodnjch Dynkinovych diagramech SQ(6) a SU(4) poté,
co jsme je zkonstruovali obecné pro SO(n) a SU(n).
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SU(4) — pravé ztotoznény s antisymetrickym soucinem dvou 4, se transfor-
muje jako 32 @3~ a pridruzena representace SU(4), coz je viastnd 4®@4 — 1
(—1 znadi odstranény singlet — stopu) se pod SU(3) x U(1) transformuje jako
893 193" 1%, kde 8 znamena piidruzenou SU(3). Kombinaci viech faktt
dochézime k vysnénému rozkladu pridruzené representace Eg viiéi podgrupé

SO(10) x SU(3) x U(1):

248 = ((45,1)°® (1,1)° ® (16,1
® ((16,3)~! @ (10, 3) @ (
® ((16,3) @ (10,3) 2 @ (

)@ (16,1)7%) &
1,3 & (12.85)
®(1,3)") @ (1,8)".

Zvlastni pozornosti zaslouzi 78 generatort, které jsou SU(3) singlety. Neb
komutator dvou SU(3) singlettt musi byt opét SU(3) singlet, lze usoudit,
ze téchto 78 generatoru tvori uzavienou podalgebru (téch generatort, které
s onou SU(3) komutuji, nékdy zvanou centralisator grupy SU(3)); je zndma,
jako vynata Lieova algebra Eg. Evidentni je maximélni subalgebra SO(10) x
U(1), vadi niz se pridruzend representace g rozklada podle predpisu

78 =450 16° 16 ° @ 1°. (12.86)

A co vic, rozklad 248 obsahuje 27 kopii 3 grupy SU(3). Tyto se musi zobrazo-
vat na sebe pii Eg transformacich , a tak musi mit [£g néjakou 27-rozmérnou
representaci s SO(10) x U(1) rozkladem

27=16 91021 L (12.87)

Jistotu zvysime ovéfenim, ze 16 - (—1) + 10-2+ 1 - (—4) = 0 stopa U(1)
generatoru v representaci 27 grupy Eg je nula. To je v souhlase s faktem,
7e stopa kazdého generdtoru néjaké prosté Lieovy algebry vymizi v kazdé
representaci (onen U(1) generétor je jednim ze 78 generdtorti Eg). Tim také
dokazujeme ireducibilitu, jelikoZ tato stopa by se neanulovala po vyskrtnuti
nékterych ¢lent rozkladu 27. Komplexné sdruzenou representaci jsou 3

27=16' 10> @ 1. (12.88)

Posledni vysazené formule nejsou zjevné vzajemné isomorfni, takze 27 a 27
jsou komplexni representace, neekvivalentni k nim komplexné sdruzenym.
E¢ je opravdu jedinou vynatou Lieovou algebrou, kterd viibec komplexni
representace ma. Posbiranim ¢lent lze dojit k rozkladu 248 grupy Eg vuéi
maximalni podgrupé Eg x SU(3).

248 = (78,1) @ (1,8) @ (27,3) & (27, 3) (12.89)
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Uzijeme-li maximdlni podgrupu SU(2) x U(1) grupy SU(3) a oznacime-li
hornimi indexy U(1) ndboj, mame

248 = (78,1)°a (1,3)°®(1,2) * & (1,2)%®

(L1 e (27,12 8 (27,20 @ @7.1)2 @ (27,2)!. (290

Posbiranim SU(2) singlett dostaneme 133-rozmérnou pridruzenou represen-
taci dalsi vynaté grupy E-, kterd se rozkladd pod maximalni podgrupou
Es x U(1) na

133 =780 1@ 272 27 . (12.91)

Shromézdénim dubleti (u grupy SU(2) je representace 2 pseudoredlnd a tedy
isomorfn{ 2!) ziskdme fundamentalni 56-rozmérnou representaci E; s Eg x
U(1) rozkladem

56 =1 a1°®27 ‘627, (12.92)

a muzeme tedy zapsat rozklad 248 grupy Eg pro maximélni podgrupu E; x
SU(2)
248 = (133,1) @ (56,2) & (1,3). (12.93)

Kromé Eg, E7, Eg zndme jesté vynaté grupy Fy a Gy. Zminénou SO(9)
konstrukci grupy Fy lze vnofit do SO(16) vystavby Eg omezenim se na
Jij pro 1,7 = 1...9 a vybérem 16 slozek spinoru ze 128, ktera se vici
SO(9) x SO(7) podgrupé SO(16) rozklad4 na (16, 8), stejné jako 128’.
Zajimavy je centralisitor grupy F, v Eg. Musi jim byt kombinace J;;
(spinory @, sotva donutime komutovat s ostatnimi), a to podgrupa SO(7)
(aby komutovala s SO(9) podgrupou Fy). Navic musi zachovavat nas vybér
(16,1) z (16, 8), tj. ptjde o podgrupu SO(7) fixujici jeden element osmiroz-
mérné spinorové representace. Této grupé se iika Go a je to soucasné grupa
symetrii Cayleyovy malé nasobilky, jak jsme jiz uvedli v kapitolce o ok-
tonionech. Tedy [Eg obsahuje podgrupu F; x Gs. Mimo jiné, trojindexovy
antisymetricky invariant lze ted ziskat z invariantniho spinoru s, jako

Y = 57 RAm Aohsss (12.94)
kde 4* = 7'+® jsou gamma-matice SO(7) upravené tak, aby ptisobily uvnit
representace, spliujici {¥*,47} = —d0".

A ocekavali byste jiny rozpad 248 grupy Eg vici podgrupé Fy x Gg nez
direktni sumu pfidruzenych representaci a produktu fundamentilnich?

248 = (52,1) ® (26,7) ® (1,14). (12.95)

Pokud jste této sekci viibec nerozumeéli, nesmutnéte a radéji si zkontrolujte
posledni rovnost, znac¢i-li @ s¢itani a zavorky nasobeni. (VQ)
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Kapitola 13

Nilpotence, Jordanuv tvar

Nésledujici kapitola pojednava opét o ,Cisté linedrné algebraickém* tématu
— o nalezeni Jordanova tvaru matice. Jde o jisté vyvrcholeni té ¢asti linedrni
algebry, kde se neuvazuje skaldrni souc¢in. K porozuméni je t¥eba dobrého
osvojeni zakladt line4drni algebry — pojmi dimense, hodnost, vlastni ¢islo a
vlastni vektor (a ni¢eho jiného).

MoOTTO KAPITOLY. K dané matici A najdéte ,,co nejjednodussi” podobnou
matici D, tzn. vyjaddiete A = CDC™!, kde D m4& néjaky standardni tvar, s nimz
se dobre pracuje.

Vidéli jsme, Ze ,nejjednodussi“ casto znamend ,,diagonélni“, a to u zob-
razeni, které ma basi slozenou z vlastnich vektori. To je vSak z hlediska této
kapitoly spise trividlni pripad. Ti, ktefi neptiklddaji studiu Jordanova tvaru
velkou pozornost, by si méli nalézt vhodné argumenty: jednim z nejsilnéjsich
je, ze nediagonalisovatelnd matice nebo operator je ,kifehkd“ vici typické
perturbaci — zménime-li byt jen o malinko maticové elementy, matice se sta-
ne diagonalisovatelnou. Je ,nekonecné mélo pravdépodobné“, ze ,nahodné
vybrany“ operator nebude diagonalisovatelny (dimense mnoziny takovych je
mensi nez dimense prostoru matic vSech). Mnohé prirozené piiklady nedia-
gonalisovatelnych operatori ndm nicméné nabizi analyza.

PRIKLADY. Operator derivovani na prostoru polynomi nejvyse n-tého
stupné

d
i Pu Py (13.1)
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2 3 n
m4 vad basi 1,7z, ”2’—| §—| o % (13.2)
o 1l o o
.. o o 1 o
matici N = = = 1 (13.3)
o o o o
d3
Podobné operator tiet{ derivace el Pio — Pro (13.4)
x
) ) $3 $6 III9 III4 $7 1710 $2 $5 178
mé vzhledem k basi 1,§,a,a,$,z,ﬁ,l—o!, g,y,g (135)
Ny o o
matici N’ = o Ny o |, (13.6)
o o Nj

kde matice N; je matice ¢ X ¢ typu z minulého prikladu.
Vsimnéte si, 7e N+ =0, (N)* = 0.

UkoLy. Najdéte co nejjednodussi vyjadieni maticemi uvedeného typu pro
operatory

1. k-té derivace pro obecné prirozené k
2. pro libovolny diferencidlni operator s konstantnimi koeficienty, napr. pro

d? d
— 4+ — 13.7
dz? + dz (13.7)
3. pro diferencidlni operdtor s polynomidlnimi koeficienty, napf. (mdiZete se
omezit jen na pripad polynomua nizsiho stupné, nez je stupen derivace,
pred nimz stoji)
d? d
rT—— + —. 13.8
dz? + dx (13.8)
DEFINICE. Matice N, N’ byly typickymi piiklady nilpotentnich ope-
ratoru. To je takovy operator f:V — V, 7e In € N takové, 7e

f"=fofo...of =0. (13.9)
—_—

n krat
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Cislu n (nejmensimu moznému) iikame stupe operatoru. Podobné stupen
vektoru v je nejmensi &islo k takové, aby f*(¥) = 0.

VETA. f : V — V je nilpotentni < jeho jedinym vlastnim ¢éislem je nula.

DUKAz. Implikace doprava je trividlni ¢asti ditkazu:
Je-li f(V) =\, pak ff(¥) =0 Mv=0=> X =0=)1=0. (13.10)

Pro netrivialni ¢ast diitkazu sestrojime retézec do sebe vnorenych pod-
prostori

{6} = KerogKerngerQQ e gKerk = Ker*t' =V, (13.11)
kde Ker'={veV]|fi(¥)=0} (13.12)
alm® = fi(V) = {w = fi(¥)| v € V}. (13.13)

7 minulého semestru dobie vime, 7e dimIm* + dim Ker? = dim V.

LEMMA. Nemé-li f nenulova vlastni ¢isla a je-li Ker? = Ker®t!, tak
Ker® = V. Z toho pak plyne implikace véty doleva, protoze f* = 0.

DUKAZ LEMMATU. Je tedy Im? = Im**!. To ale znamend, e zobrazeni

f:Im?® = Im™' = Im* (13.14)

je vzdjemné jednoznacné a tedy regularni na Im®. Musi byt Im® = {6},
jinak by existovalo nenulové vlastni ¢islo zobrazeni f, coZ by byl spor.

Ke zkouméni struktury fetézct
{0}CKer'CKer?C... a V=Im’D...DIm* =Im**! = {0} (13.15)

budeme potiebovat jeden novy pojem.

DEFINICE. O nenulovych vektorech vy,...,V, Fekneme, Ze jsou neza-
vislé vuéi podprostoru W C V, pokud
Zfr’iki €W = vsechny A’ jsou nulové. (13.16)

(,Nezavislost bez spojky* lze ted chipat jako nezavislost viéi trividlnimu
podprostoru, obsahujicimu jen nulovy vektor.)
Rekneme, 7e V1,...,V, dokonce tvoii basi V va¢i W, pokud navic

LU{F,...,. ¥l UW) = V. (13.17)

(,Basi bez spojky* ted chapeme opét jako basi viiéi podprostoru obsahuji-
cimu jen nulovy vektor.)
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13.1 Base z retézcu vektoru

Zakladni vysledek teorie nilpotentnich operatort shrnuje nasledujici
VETA. Necht f : V — V je nilpotentni operator stupné k. Pak existuji

vektory v&’“’,...,v%“gk) stupné k, dale vektory ng_l),...,ﬁ'%cacljl) stupné
k — 1, ...az vektory \_f’gl),...,ﬁ'g\l&l) stupné 1 takové, Ze nenulové vektory
z nasledujici tabulky tvori basi prostoru V.
=(F) =(F)
\31 VN (k)
" g
Fe) fel,)
3 3
(13.18)
\L k \L k
1/ R S(1 (1
foi@l) e el RN
: : ! :
0 0 0 0

LEMMA 0 PONOROVANI{. K ditkazu zdkladni véty o nilpotentnich operé-
torech budeme potiebovat védét, ze v libovolné tabulce vektori, sestavené
7 fetdzcit vektord, v nich# Sipka od ¥ k W znamena £ (V) = W, jsou vSechny
vektory nezavislé pravé tehdy, pokud jsou nezavislé vektory v nejspodnéjsim
fadku (jejichz obrazem je nulovy vektor).

(13.19)

Ol S+ St

oI+ S+ St
o+ St S
<t
o]

Ol

DUKAZ LEMMATU. Nezdvislost spodnich vektori plyne z nezavislosti vSech
vektori trividlné. Naopak, je-li néjaka (netrivialni) kombinace Y V;\" (vSech)
vektori nulova, je (diky této rovnosti)

FOO-vN) = f(#)A (13.20)
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nulova i néjaka kombinace vektorii zmensené tabulky, v nichZ vynechame
»nejvrchnéjsi“ vektor z kazdého retézce. Nasobnym opakovanim tohoto mys-
lenkového kroku (nasobnym zmensovanim skupiny vektorii, z nichz lze vytvo-
fit nulova netrivialni kombinace) dojdeme k zavéru, ze pak musi byt zavislé
i nejspodnéjsi vektory.

NAVOD K DUKAZU VETY. Onu basi Ize tedy zkonstruovat tak, Ze dbame
na nezavislost spodnich vektorii, ovSem nesmime také zapomenout zadny
dlouhy retézec pred tim, nez zacneme stavét kratsi:

LEMMA. Ve vété nahofe zvolme Vi,...,V, jako basi V viaci Ker®—1,
kde Ker*~'CKer* = V. Pak pro kazdy vektor v € V stupné k existuji
koeficienty AL, ..., \" takové, 7e

V—> VX' jestupné k— L. (13.21)
7

Diikaz je okamzity (vite-li, o ¢em jde rec).

Zvolili jsme né&jakou basi vi,...,V, prostoru V viéi Ker#~!. Vektory
f(¥1),...,f(¥,) doplnime dalsimi vektory wi,...,w,, € Ker*~! na basi
prostoru Ker #~1 vici Ker ¥=2. Vektory £2(v),...,f%(V,), £(W1), ..., f (W)

doplnime . .. atd. az do pi¥ipadného doplnéni base Ker .

MuZete, zajisté, postupovat i zdola. Najdete néjakou basi Ker . Ke ka-
dému jejimu prvku v; se pokusite najit n&jaky vektor u;, aby f (d;) = v;. Tim
ziskate basi Ker? (vektory v; a ty vektory ii;, které lze najit, dohromady).
... Prodluzujete fetézce, az najdete basi celého V = Ker*.

DUSLEDEK. V jazyku matic hlavni nilpotentni vétu vyjadiime takto:
Kazdou étvercovou nilpotentni matici A (3k A¥ = 0) Ize napsat ve tvaru

A=cCJC}, (13.22)
kde J mé blokovy tvar (Jordanav tvar pro nilpotentni matici)

J1 o fe)

o J2 o

J= (13.23)

fe) o JTL
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a bloky maji tvar typu

(13.24)

O O O O
O O O B+
O O +— O

O — O O

DUKAz. Osvétli se to ihned, vyjadiime-li zobrazeni {X — AX} matici
vii¢i basi sestrojené ve vété a napsané v poradi

Fet@®y R vy e (13.25)

)

Matice C ma tedy ve sloupcich souradnice vektori tvoricich retézce, a to
tak, Ze ten napravo bunky se zobrazi do druhého, ten do tretiho ... az levy
vektor (dané buiiky) se zobrazi do nulového vektoru (levy vektor je vlastni
vektor prislusejici vlastnimu ¢islu nula).

Diivod, pro¢ je C nalevo a C~' napravo, si lehce vyjasnite tak, e je-li
sloupec souradnic vektoru v basi retézcii, je Cu sloupcem souradnic v pu-
vodni basi a ACu je sloupec souradnic v piivodni basi vektoru pfirazenému
vektoru Cu. Z druhé strany, Ju je vektor prirazeny vektoru u (obé vyjadreno
v basi fetézcii) a CJu je jeho vyjadreni v piivodni basi. Proto je AC = CJ.

URCENf TABULKY RETEZCU. Necht m4 nilpotentni matice A rozmér n x
n. Spocteme si hodnosti mocnin A

ho=n, hy:=h(A), hy:=h(A%, ...hy=0 (13.26)
a tvar tabulky (pocet Fetézcii a jejich délky) spoéteme z rovnosti
n—h; = dimKer! (pocet vektort vespod fetézct) (13.27)

n— hy = dimKer? (celkovy pocet vektort ve 2 fadkich dole) atd.
(13.28)
Uréovat konkrétni vektory lze ndhodné. Postupujeme-li shora, zvolime
nahodné (nezévislé) vektory vi,...,Vn, spocteme £(¥),...,f(¥,) a tyto
vektory doplnime (ndhodné, oviem pozor: musi lezet v prostoru Ker ')
vektory wy, ..., W, (¢asto bude m = 0 ¢ili zddné doplnéni). Takto postupu-
jeme dale a nakonec obvykle zjistime, ze spodni vektory fetézci jsou linearné
nezavislé. (Je nekoneéné mélo pravdépodobné, ze budou zavislé, vybirali-li
jsme opravdu ndhodné. PiSeme-li ale souradnice vektoru prili§ jednoduché,
miize se nam stat, ze budou zavislé; pak je tfeba néktery(-é) z vektori korigo-
vat.) Postup je mozno libovolné kombinovat s vyhledavanim fetézct ,,zdola“.



13.1. BASE Z RETEZCU VEKTORU 185

Samoziejmé, fakt, ze volba miZe byt ndhodné a vysledek tedy nejednoznad-
ny, ztizi zkousejicimu moznosti kontroly, coz byva vyhoda pro zkouseného.

V_PRAXI TO JDE LEPE. Samoziejmé, v piipadé matic 2 x2,3x3 a 4 x4
(které vam asi zadaji jako tikol) je Skdla moznosti omezend. Jordantiv tvar
nilpotentni (nenulové) matice 2 x 2 musi mit tvar

( Z i ) , (13.29)

[¢] [¢] o]
1|, o o o (13.30)
[¢]

(e]

a mezi maticemi 4 x 4 to neni o moc téz8i; kromé matic, v nichz oproti dvéma
pripadiim z 3 x 3 pridame dolt a vpravo nulovou fadku a sloupec, pribudou
jen

o 1 o o o 1 o o
o o 1 o o o o o
o o o 1|’ o o o 1 (13.31)
(o) (o) (o) (o) (o) (o) (o) (o)
PRIKLAD. Matice A typu 20 x 20 m4 dimense prostorii
Ker? = {%| A’X = 0} (13.32)

rovny dim Ker 1234 = 7,13,18,20. (Hodnosti mocnin A jsou doplitky do
dvaceti, tj. 13,7,2,0.) Potom hledané tabulka obsahuje sedm fetézcii o dél-
kach 4,4,3,3,3,2,1.

Vi Vo
Vi fva Wi Wy o W3
R 2 W fwe Wi Xy
3% 3% 2w fPwe fPws fX Y

(13.33)

Vektory V1, v, uréime naméatkou, f(¥),f(¥;) doplnime ndhodnymi vektory
V_S}l, WI'Q, V_S}:), Z Ker3 atd.

ULony.
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1. Najdéte Jordaniv tvar matice z posledniho prikladu.

2. Znate-li strukturu nilpotentniho operatoru A, najdéte strukturu jeho moc-
nin A%, A3, atd.

3. Jsou-li nilpotentni A, B, musi byt nilpotentni AB nebo A + B?

13.2 Jordanuv tvar obecné matice

Vybaveni dokonalou znalosti struktury nilpotentnich operatori, obratime se
nyni ke studiu struktury libovolného operatoru f : V — V.

DEFINICE. Pro element spektra A operatoru f: V — V oznacme
Ker} = {¥|(f — A\1)T'% = 0}. (13.34)

Rekneme, Ze A je iddu k (nepletme s obvykle odli$nou hodnotou nasobnosti
A), pokud
Ker \CKer3C ... CKerf = Kerh™; (13.35)

posledni ¢len oznaéme Ker y a nazvéme ho kofenovym podprostorem .
Potifebujeme nyni pojem direktniho souétu prostorii:

DEFINICE. Rekneme, Ze podprostory Vi, Vs, ...,V C V tvoii direktni
rozklad V, jestlize kazdy vektor vV € V lze jednozna¢né napsat ve tvaru

k k
V=Y ¥, kde V€V, Zipiss V=PV, (13.36)
1=1 1=1

VETA POPRVE. Plati

V= @ Ker, (13.37)

Aespektrum f
a navic f(Ker)) C Ker , dimKer , = ndsobnost .

DUKAz. Necht ¥ € Ker y, tzn. (fF — A1)¥¥ = 0, kde k je ¥4d A. Chceme
nejprve ovérit vztah £(v) € Ker . Plati ale

-

(f — \L)FE(¥) = (F — A1) 1'% 4+ \(f — A1)Fv = 0. (13.38)
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Nyni pouzijeme DULEZITE LEMMA. V = Im y®Ker ,; navic f(Ker ) C
Ker,\, f(]Im,\) - ]Im)\, kde

Im? = {w = (f - \1)’¥|v e V} (13.39)
a Im  je posledni ¢len posloupnosti

Im } DIm

IV
U

. 2Im% = Im ¥ (13.40)

DUKAZ LEMMATU. Pisme fy := (f — A1) (miiZeme si klidné predstavo-
vat, ze A\ = 0). Je diilezité si uvédomit snad nejpouzivanéjsi vztah zimniho
semestru

dimIm y + dimKer y =dimV, (13.41)

aby stacilo dokazat, ze Im \ N Ker ) = {6}
Necht ¥ € Im  je nenulovy vektor. Pak v = £¥(ii) pro vhodné i € V.
Vztah v € Ker ) by znamenal, Ze f_';lfﬂ(ﬁ) = 0 pro vhodné 1 < j < k. To

Kéak neni mozné, nebot Im% = Im I/{H =...=1Im ];\J“j a tedy by jiz platilo
f¥(d) =0, tzn. vV = 0.

Zbyva ovérit invarianci vici f; ta je ale zfejma ze vztahu
f(¥) = (F— ALV + AV (13.42)

a tak pro v € Im ) resp. Ker ) je (f:— A1)V € Im ) resp. Ker ) a ndsledné

=

také £(v) € Im ) resp. Ker .

POKRACOVANT DUKAZU VETY. VSimnéme si, Ze X jiZ nepatri do spektra
zuzeného operatoru f : Im y — Im y!!!

Podle operatoru f : Im ), — Im ) opét rozlozime prostor Im y = Im ), +
Ker y (zvolime dalsi prvek spektra X'), kde Ker y je kofenovy podprostor
N almy = (f — N1)¥Im, kde k" je ¥4d X' (snadno nahlédneme, ze Fédy
X' jsou stejné pro operdtor f na V — V jako na Ker y — Ker ).

Indukci takto dokonc¢ime (alesporni v situaci kone¢né dimense, jde to vSak
casto i jindy) diikaz véty.

Nyni aplikujeme vétu o struktufe nilpotentniho operatoru na kazdy f —
Al : Ker y — Ker ). Dostavame tento zavérecény vysledek.

JORDANOVA VETA PODRUHE. Necht f : V — V je libovolny operator.
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Pak existuje base V, v niz ma f matici tvaru

J1 o
[e) J2 N [e)
J= ) , (13.43)
(o] (o] ... JN
kde jednotlivé bunky J; maji tvar
1 o
o A 1 o
[e) [e) >\ N N [e)
Ji= oo . .. : (13-44)
o o o L T . ]_
o] o] o] DR .. A

(¢isla A jsou ze spektra f). Konkrétnéji, kazda matice A lze zapsat pomoci
podobné matice J vys$e uvedenych vlastnosti jako

A=CJCc!, (13.45)

kde matice C m4 ve sloupcich vlastni vektory ¥ ((fF—A1)¥ = 0) resp. vektory
z Fetézcn ((f — A1)V =vektor vlevo od V).

MoTivuiict A zaTEMNUIfcf POZNAMKY. Jednou z nejobecnéj$ich ma-
tematickych disciplin je teorie kategorii, jejimz cilem je porovnavani for-
malismi jednotlivych matematickych disciplin a hledani jejich spolecnych
ryst. Aniz bychom se napiiklad jakkoli pokouseli formalisovat podobnost
napt. mezi teorii koneé¢nych mnozin a zobrazeni na nich na jedné a LA na
druhé strané, zkusime na intuitivni Grovni vyjadrit podobnou ideu, jaka se
pouziva pti konstrukci Jordanova tvaru, pii znazornéni struktury zobrazeni
na mnoziné: znazornovani prvk mnoziny jako bodt a zobrazeni jako Sipek
jsme jiz pouzivali u studia permutaci (kdy jsme kreslili cykly permutace).
Obecné zobrazeni lze znazornit obrazkem, v némz lze vybarvit ¢erné ,na-
vratné“ body y zobrazeni, tj. takové, pro néz Vn Iz € X f"(z) = y, a hraji
roli Im ). V konkrétnim obrézku lze podminku Vn nahradit podminkou jen
»pro n=3* apod. Ty ostatni, odpovidajici Ker ), ponechéme bilé.

N&s nynéjsi rozklad je opét invariantni viicéi ptisobeni zobrazeni f, alespon
v tom smyslu, Ze bod prifazeny ¢ernému bodu je opét ¢erny.
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PODROBNEJSf KOMENTAR K JORDANOVE VETE. Pfechod od formulace
véty 1 k formulaci véty 2 (od direktniho rozkladu k blokové matici) je umoz-
nén néasledujicim obecnym tvrzenim, které sice potiebujeme pro direktni
rozklad na libovolny pocet séitanct, ale pro pohodli zformulujeme pouze
takto:

TvrzENf. BudV = N@R (alternativni znaceni pro Ker a Im) a f(N) C
N, f(R) C R. Necht v, ..., V, tvoii basi Na w1y, ..., w,, tvofi basi R. Necht
A je matice f : N — N a B matice f : R — R. Pak matice f : V — V m§
vidi basi Vq,...,V,, W1,..., W, blokovou matici

A o
( s B > (13.46)

Diikaz si kazdy, kdo jiz ovladl pojem base a vyjadrovani zobrazeni matici
(a necekd, Ze tplné kazdou formulaci za ného udéla nékdo jiny) miize pro-
vést sam. Ti, kteri jsou schopni i samostatného vybéru indexti (... ), mohou
dokézat i (potrebné) zobecnéni pro V = @, Nj.

Nyni podrobnéji okomentujeme pocet a délku riznych blokt v Jordanove
matici ve vété 2. Bloky odpovidajici danému vlastnimu ¢islu davaji vlastné
(po odecéteni A1) Jordantv tvar nilpotentniho operatoru

(f — A1) : Ker y — Ker . (13.47)

Drtive, nez ukoncéime diskusi nalezeni Jordanova tvaru obecné matice,
jesté doplnujici pozndmky k nilpotentnim operatortim.

PRIKLAD. Mé&jme nilpotentni operator F na R'' zadany v ngjaké basi
(vynechavejme Sipky) {a,b,c,d,e, f,qg,h,i,j,k} vztahy (Sipka od ¢ k u zna-
mend F(t) = u)

k—h—¢g—0,f—ed—e—0,caba—sb—0,i—0,j—0.
(13.48)
Je jasné, ze hledanou tabulkou fetézcii z véty o struktufe mutize byt napr.

k—h—g—0i-g—0j—g—0d—e—0,

S - - 13.4
f—d—0,a—>b—>0,c—a—0. (13.49)

K obecnym diagramim s netrividlnimi smyckami se jesté za chvili vratime.
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PROBLEM. Necht F je nilpotentni operdtor. Charakterisujte viechny ope-
ratory, které komutuji s F'. Najdéte dale podminku na F', aby fakt komutovani
F a G implikoval, Ze G je polynom od F":

n
G=> aFF (13.50)
k=0

(Reseni b) se da fici ,operator F' ma jediny fetézec.)

Diskuse délek a poctu jednotlivych Jordanovych bunék pro obecnou ma-
tici: navod pro praktické pocitani lze shrnout do dvou kroki, z nichz vam
rfekneme jenom tii.

1. Najdeme spektrum dané matice A (pfipadné daného operatoru, neni-li

tento jiz pfimo zadan matici A v néjaké ,prirozené“ basi).

PozZNAMKA. ,Najit spektrum® je universalni rada pro téméi vse-
chny situace LA, kdy nas v souvislosti se zadanou ¢tvercovou matici
nenapadé nic vhodnéjsiho. Jasny kandidat pro ,radu ¢.1¢ v ,Helpu®
(F1) jakéhokoliv predstavitelného software, ktery by mél za cil pro-
cvicit znalosti LA. V analyze by podobna universalni rada mohla znit
,nenapada-li vas nic rozumnéjsiho, derivujte®.

2. Najdeme dimense prostort
Ker {CKer3C ... CKerf = Ker (13.51)
neboli hodnosti matic (A — A1), (A — A1)%, ...

3. Najdeme koienovy podprostor Ker ) a v ném podrobné prostudujeme
jiz probranymi metodami nilpotentni operator

(A —21) : Ker ) — Ker . (13.52)

PozoR. ,,Nejvyssi vektory fetézcti“ volime sice zase tieba ,namét-
kou“, ALE SAMOZREJME V PROSTORU Ker? (nikoliv snad ve V).

PRIKLAD. Na R'® mé&jme operator F zadany opét Sipkami

g—f—oe—va—>b—sc—d—ek—j—i—] (13.53)
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1. Spektrum sestava z hodnot (ovérte! Nakreslete si cykly daného zobrazeni
a nakouknéte do (vodu kapitoly o Penroseové pokryti)

—1,0,1,6,¢2,€3,¢*, kde e =exp(2mi/5). (13.54)
2. Jelikoz je ziejmé
(g—¢c) = (f —d) = 0,(i — k) = 0, (13.55)

je nasobnost vlastniho ¢&isla 0 alespon tii. Vétsi ovSsem byti nemize,
protoze mame jesté Sest dalsich vlastnich éisel, z nichz jednotka je
alespont dvojnasobna (protoze jsou dva cykly)

F(i+j)=i+yj, Fla+b+c+d+e)=a+b+c+d+e (13.56)
aplatil+1+1+1+1+2+3 =10 (soucet nasobnosti).
3. Najdeme jesté zbyvajici vlastni vektory

(F+1)(i—j) =0 vlastni ¢islo —1
(F—eE)a+e5b+e2Ke+e3Kd+e4Ke) =0 K =1,2,3,4
vektory oznacme v.x, vlastni &isla e

(13.57)

ZAVER. Viéi basi
(f_d)v (g_c)v (i_k)v (7:+j)a (i_j)a (a+b+c+d+e)a Ve Vg2, Ugd, Ugt (13'58)

ma naSe zobrazeni F' matici

J = diag (( Z L ) ,0,1,—1,1,5,52,53,54>. (13.59)

o
(Symbol ,diag* vytvaii blokovou diagondlni matici s uvedenymi prvky na

diagonéle, jinde jsou nuly.)

PozZNAMKA. V tomto konkrétnim piipadé se mnohym nebude zdat Jor-

[

danav tvar jednodus$si nez matice vuci basi g, f,e,a,b,c,d, k, j, i:

+

+

0O 000O0O0O0OHR~OO

+

(13.60)

+

0O 00O0OHOOOOOo

+

0O 00+~ O0OO0OOOO

+

0O 0O0O0OO0OOOGOHRO
0O 000O0O0rKOOO
0O 000O0+~OOOO
0O 000O0O0O0OHR~OO
O+~00O0O0OOOOo
=0O0OO0OO0OOOGOO
O+~00O0O0OOOOo

+

Jednodussi je, ale presto pouceni, ze byva uzitecné zkoumat i jiné ,kanonic-
ké“ tvary matice, je spravné.
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Cyklicky vektor

Mé&jme linearni operator f : V — V (ne nutné nilpotentni). Zkoumejme
vektor Vv € V a Fetézec

(%), 2(%),..., (%) (13.61)

maximalni mozné délky, pfi niz jsou vektory z rady jesté nezavislé. Mtize se
nam stat, ze takto sestrojime celou basi V (pro jakypak nilpotentni operdtor
to nastane?) a takové basi fikdme cyklicka base prostoru (vzhledem k f) a
f ma vici basi

o O o ap

1 o o ap
“f(%),..., (%) matii Q=|° 1 -+ o a || (13.62)

o o 1 ak

kde F¥71(¥) = aoV + a1f(¥) + ... + axf¥(¥). (Chcete-li mit jednicky nad
diagondlou, jak jsme zvykli, napiste poradi prvki base pozpatku.)

Diskusi pojmu cyklicky vektor je tieba chapat jako alternativni moz-
nost (paralelné rozvijenou) k pojmu Jordanovy butiky. Srovnejme vyjadieni

A=CJC! versus A=DQD™!, (13.63)

kde J je Jordanova buika

(13.64)

O O 0O »
O O > k=
O > +— O
> = 0 O

e U Jordanova tvaru se velmi snadno pocitd J”, expJ a tedy i exp A, a
bez naméaceni. (Zopakujte.)

e U vyjadieni v cyklické basi netieba znat spektrum A, a proto ho do-
porucuji bézné kursy diferencidlnich rovnic (tradi¢né pro prevadéni
soustavy diferencidlnich rovnic prvého fadu na jednu rovnici vyssiho
fadu). Cyklicky vektor — néstroj skuteénych Sampionti.
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Misto Jordanovych blokd bychom tedy mohli vyjadiovat operator mati-
ci sloZzenou z nilpotentnich blokt a z bloktu pravé popsanych. Tento zptisob
kanonického rozkladu se tedy také leckdy pouziva (napf¥. p¥i prevadéni sou-
stavy diferencidlnich rovnic na jednu rovnici vys$siho fadu) a volba mezi nim
a Jordanovym tvarem je nékdy zalezitosti vkusu.

CVICENS.
1. Spoctéte charakteristickou rovnici
0 =det(Q — A1). (13.65)

P0OZNAMKA. Pro piipad operitoru derivovani se tato rovnice na-
zyva charakteristickou rovnici rovnice

y* ) = B+ agy. (13.66)

2. Charakterisujte pfipady, kdy vyjddreni , Q" existuje! (V fei Jordanova
tvaru: kolik bunék prislusejicich danému elementu spektra musi existovat
apod.) Plati totiz

VETA. (f) Cyklicky vektor operatoru existuje (tzn. existuje ve vhod-
né basi vyjadreni pomoci matice, majici nenulové prvky jen tésné nad
diagondlou a v levém sloupci) praveé tehdy, kdyz pro kazdy prvek spekt-
ra existuje pravé jedna Jordanova bunka.

P0OZNAMKA. Poznamenali jsme jiz, Ze o nalezeni cyklického vekto-
ru je fe¢ vzdy, prevadime-li soustavu linearnich diferencidlnich rovnic
prvého fadu na jednu linedrni diferencialni rovnici vyssiho radu. Preve-
deni tedy neni mozné zcela vzdycky (jak by se dalo pfi absenci pojmu
Jordanova tvaru v mnohych kursech diferencidlnich rovnic mylné vy-
vozovat). (Q)

13.3 Polynomy a funkce matic

7 funkci matic lze ¢isté linedrné algebraickymi prostifedky zkoumat exponen-

vvvvvv

jak to délaji ¢etné knihy o LA, zde uvedeme jeden vyrazny vysledek.

HAMILTON-CAYLEYOVA VETA. Necht p je charakteristicky polynom ma-
tice A resp. operatoru f (zopakujte pojem determinantu operatoru!):

p(A) = det(A — A1) resp. p()\) = det(f — A). (13.67)
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POTOM PLATI p(A) =0 resp. p(f)=0. (13.68)

DuUkAz. Vyjdeme z direktniho rozkladu (viz obecnou Jordanovu vétu)

V=P Ker,,. (13.69)

Vime, Ze p(X) = [1;(Ai — A\)™, kde n; = dimKer ), je ndsobnost \;.
Necht v € V. Pisme Vv = 3 ¥;, kde v; € Ker ,,. Jenomze

(A —X1)"¥; =0 (pro&?) (13.70)
= p(A)V; =0 jelikoz p(A)=]J[(N1—A)" (13.71)
=p(A)¥V=0 YW = p(A)=0. (13.72)

Pro nilpotentni operdatory nam véta nic prekvapivého nenabizi. Objasnéte.
Ovérte déle, ze za n; stadi dosadit délku nejdel$iho Fetézce prislusejicimu danému
vlastnimu dCislu.

Pouziti. Hamilton-Cayleyovu vétu mizeme pouzit napiiklad k vypoctu
mocnin matice. Chtéjme tieba spocitat prvnich deset mocnin matice A

4 -5 7
A= 1 -4 9 (13.73)
—4 0 5

Charakteristicky mnohoclen A je p(A) = =A% +5A%2 — 17\ + 13
aproto A®=5A% —17TA+13 a A*=5A3 - 17A% +13A. (13.74)

Do druhého vztahu lze dosadit A3 z prvého' a staéi tedy spoéitat druhou
mocninu matice A a pak jen scitat.
Presto nezapomerite na standardni zptisob vypo¢tu pomoci podobné dia-
gonalni matice:
1 o o
A=C| o 2+3i o c! (13.75)
o o 2—3

a tak kuptikladu

1 o o
AV =C| o (24300 o c! (13.76)
o o (2 — 30)10°

!Pfi¢itdme-li k matici &islo, minime tim toto &islo vyndsobené jednotkovou matici.
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Soustavy diferencialnich rovnic

Vratme se k feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi
koeficienty typu
it =aligt + ... +alz"
(13.77)

" =a"al + ... + a2,

kritce X = AxX X = X(t) € R". Jak jsme se jiz zminili, feSeni 1ze hledat ve
tvaru
X(t) = exp(tA)é, ¢eR" (13.78)

PozNAMKA. Ukdzeme, ze kazdé feSeni mé tento tvar, pomoci Bana-
chovy véty o kontrakci. Rovnici X = AX zapiSeme ekvivalentné ve tvaru
rovnice integralni

%(t) = R(to) + t AR(s)ds. (13.79)

Na prostoru vSech vektorovych funkci ¥() s hodnotami v R" uvazujme li-
nearni operator

t

YO = FF0), kde [FF)() =¥(to) + | A¥(s)ds. (13.80)

CVICENT Z ANALYZY. Zavedte na tomto prostoru co nejjednodussi metri-
ku (&imz se stane metrickym), aby F' bylo kontrakci, uvaZujeme-li funkce na
néjakém malém intervalu (to, 7).

Potom miizeme hledat feen{ rovnice ¥ = A% jako pevny bod zobrazeni
F metodou iteraci. Budeme pocitat ¥,() jako F(¥,—1()) a zacneme s funkci

Jo=¢ ¢ceR" (13.81)

Tterovanim nam vyjde

t
F1(t) =€+ | A&ds=(1+ (t —to)A)G, (13.82)
to

v dalsim kroku

t t—19)?A?
Vo(t) =C+ | Ayi(s)ds = (14 (t —to)A + (= to)’ A

c 13.83
A e (1383)
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a obecné matematickou indukci

m _ k Ak
Fm(t) = (t—to)7 A" :’,) A% (13.84)
k=0 '

Ziejmé tedy hledany ,fixpoint“ ma tvar
¥(t) = (exp(t — tp)A)C. (13.85)

SPOCTEME EXPONENCIALU. K dofeSeni soustavy rovnic nam jiz staci
umét pocitat exponencidlu matice. Vyjadiime matici A v Jordanové tvaru

tA=C-tJ-C7! (13.86)
a jak jsme jiz dokazovali,
exp(tA) = C-exp(tJ) - C7L. (13.87)

Pottebujeme nyni spocitat exponencidlu ¢-ndsobku matice v Jordanové tva-
ru. Ta se ale sklada z blokil a exponencidlu spo¢teme tak, ze exponencialy
jednotlivych blokt vypoc¢teme samostatné a slozime je opét do blokové ma-
tice.

Posledni, co musime umét, je tedy vypocet exponencidly t-nasobku Jor-
danova bloku, napf.

At t o
expB, B=| o X t |. (13.88)
o o M

Ovsem B = Atl1l + tN (kde N je matice s jednotkami nad diagonalou), a
jelikoz At1 jako kazdy éiselny nasobek jednotkové matice komutuje se vSemi
maticemi, uzijeme vztahu

XY =YX = exp(X+Y)=expX-expY (13.89)

(mohli bychom se bez toho obejit, ale nebylo by to ekonomické) a exponen-
cidlu bloku jiz lze psat jako

exp B = exp(At) Z x
k=0

(13.90)
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Priklad exponencialy exp tN

ot o o 1t t2/2 t3/6
o o t o o 1 t t2/2

exp|l o 1T e o 1 y (13.91)
o o o o o o o 1

Novym rysem feSeni ve srovnani s diagonalisovatelnou A bude fakt, ze sou-
fadnice jiz nebudou vzdy kombinacemi exp(At), ale budou moci byt i kom-
binacemi t¥ exp(\t).

FUNKCE JORDANOVY BUNKY. Nejen exponencidlu ¢-nasobku lze dobie
spocitat pro Jordanovy buniky. Obecnou funkei f(z) nilpotentni buniky (kte-
rou dosadime za x) spo¢teme podle Taylorova piredpisu (pro nazornost jen
pro matici 4 x 4)

f(0) f’((O)) f”(0)§2! f”’((O))//?)’!

F0)  f10)  f(0)/2!
f(O) f’(O) . (13.92)
° f(0)

Zkontrolujte, Ze pro polynomy (stadi mocniny) a exponencidlu ndm davd tento
vztah znamé predpisy.

-
O o o o
0O 0 0 K~

o]
o o
o] o]

PRIKLAD NA JORDANUV TVAR. Refme homogenni soustavu linedrnich
diferencialnich rovnic

b = =2zl 4224223
2 = —z'4 223 (13.93)
3 = —2z! 4 323,

Vime jiz, ze obecné feSeni ma tvar
X(t) = (exptA)c, (13.94)
kde %,¢ € R®. Jde o to uréit (exp tA)c.

Najdeme Jordaniv tvar A: spocteme vlastni ¢isla (provedte podrobnéji)
1,1,—1. Mame

-3 1 2 4 —4 o
A-1)=| -1 -1 2|, (A-1)?>=| o o o |, (13.95)
—2 o 2 2 =2 o
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-1 1 2
A+1)=| -1 1 2 (13.96)
-2 o 4
Vlastni vektor prislusejici —1 je (ovétte)
2
v=1| o (13.97)
1
7 tvari matic vidime
dimKer] =1, dimKer? =2, dimKer', =1 (13.98)

aV=FKer?oKerl,.

V prostoru Ker? (vSech vektort se stejnymi prvnimi dvéma soufadnice-
mi, jelikoz (A — 1)? m4 vzijemné opaéné prvni dva sloupce a nulovy tieti)
vybereme tieba vektor

w=|1 (13.99)

Pak je w' = (A — 1)W = (-2, -2, -2)" € Ker].

ZAVER.
(exptA)W' = e'W' (13.100)

Libovolné feSeni je linedrni kombinaci zminénych

X(t) = e tav + e (BW + YW + W), (13.101)
kde a, 3,7 jsou libovolné konstanty (lze je urcit, jsou-li zaddny okrajové
podminky).
Metoda variace konstant a specidlni pravé strany

Soustavu n diferencidlnich rovnic prvniho fadu (lze modifikovat i pro rovnice
vyssiho fadu, viz Kopackova skripta) s nenulovou pravou stranou, napsanou
v maticovém tvaru

X— AR =1f(t), %(t),f(t)eR" (13.102)
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lze Tesit metodou variace konstant: Hledejme feseni ve tvaru
X(t) = exp(tA)E(t), (13.103)

kde € je vhodna vektorova funkce. Dosazenim do (13.102) mame
. N 13 o
C(t) = exp(—tA)f(t), tedy ¢(t) :/ exp(—sA)f(s)ds + c¢(0). (13.104)
0

Tento integral lze snadno spocitat v pripadé, kdy f (t) ma tvar
f(t) = eMp(t)f; feR", (13.105)

kde X je komplexni ¢islo a p je polynom. (To zahrnuje i pfipad pravych stran
typu eMcos (wt + @) - p(t), kde X\, w, o jsou redlné. Vyjasnéte.)

Rozlozme pocatecni podminku f do Jordanovy base matice A. Predpo-
klddejme tedy uz rovnou, ze f je prvkem takovéto base, to znamena, ze

(A — p1)*f =0, (13.106)

kde p je vhodné vlastni ¢islo matice A a k je prirozené éislo.
Predpokladejme nejprve, ze p # A. Pak, ozna¢ime-li f; := (A — p1)7f,

exp(—tAYE(t) = exp(—t(A — u1))eP9p()F = O Rip(t) S (<1,
= (13.107)

.....

tat metodou per partes.

PRAVIDLO PRO ZAPAMATOVANT. Pokud A # p, tak FeSeni k pravé strané
typu eMp(t )f je sumou vyrazti tvaru eMg(t )fm, kde stupei g je stejny jako
stupen p am < k.

CvICENi. Modifikujte pro pfipad, Ze A = pu.

Na zavér jesté uvedme kriatkou obecnou informaci na téma,

INVARIANTNf PODPROSTORY OPERATORU. Tak nazyvame podprostor W
prostoru V, které dany operator f : V — V prendsi do sebe, tzn. f(W) C W.
Vidéli jsme jiz nékolik zajimavych piikladi invariantnich podprostori (do-
konce invariantnich rozkladt) pii diskusi trojrozmérnych isometrii, pii kon-
strukci Penroseova pokryti, nedavno pti dikazu obecné Jordanovy véty a
jinde. Plati nasledujici jednoduché
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LEMMA. Pro kazdé n < dimV existuje invariantni podprostor operatoru
f:V =V ktery mé dimensi n.

CviICENS. DokaZte to (t¥eba jako dlsledek invariantniho rozkladu na koe-
nové podprostory s pouzitim véty o strukture nilpotentniho operatoru; existuji
vSak i jiné dikazy).

P0OZNAMKA. Pojem invariantniho podprostoru je dilezity i v nekoneéné
dimensi, kde ovSem situace takto jednoduchd neni a byly sestrojeny pri-
klady (snad ponékud patologické) operatori nemajicich zadny netrividlni
invariantni podprostor.

Dilezity je nasledujici DUSLEDEK. Kazdy operator lze ve vhodné basi
vyjadfit trojihelnikovou matici. (Podivejte se na poznamku na strané 75.)
Pro jisté tridy operatort na prostorech se skaldrnim soucinem plati dokonce
silnéjsi vysledek, tzv. véta o spektralnim rozkladu.

DUKAZ. Stadi sestrojit basi Vi, Vo, ...V, takovou, aby linearni obal kaz-
dé k-tice vektoru vi,...,Vy byl invariantnim podprostorem f.

Neplette laskavé tuto vé&tu s faktem, Ze matici lze vZdy prevést
na trojihelnikovy tvar pomoci ekvivalentnich radkovych uprav.

Tento disledek jesté pouzijeme pozdéji.
Zakoncéeme tuto kapitolu dvéma kontrolnimi tilohami:

CvICEN{. Jaky je Jordaniv tvar exponencidly matice A?
(Obdobny jako u A, ale s exponencidlou ptivodnich hodnot na diagondle;
sta¢i ovéfit pro jednu buiiku.)

CvVICENi. Na n&jakém prostoru polynomt koneéné dimense méjme dife-
rencidlni operator (tfeba druhého fadu pro konkrétnost) s polynomidlnimi
koeficienty. Jaky mize byt jeho Jordaniv tvar? (Zde maximélni moZny po-
¢et bunék pro jeden kazdy prvek spektra zavisi na tom, jaké je minimum z
¢isel (nezdpornych, je-1i operator rozumné definovan!) tvaru

n minus stupen polynomu, ktery je koeficientem u n-té derivace, (13.108)

pricemz nabude-li se toto minimum vicekrat, je diskuse jesté jemnéjsi. Objas-
néte a uvedte piiklady tieba s odkazem na niZe uvedenou sekci Ortogonalni
polynomy; specidlné charakterisujte operatory, jejichz Jordaniv tvar je dia-
gondlni.)



Kapitola 14

Positivni matice

ZaméFime se nyni na zkouméni (redlnych) matic s nezipornymi prvky (aij >
0). Takové matice vznikaji v nejriznéjsich aplikacich (teorie pravdépodob-
nosti, biologie, fysika, ekonomie); aij maji vyznam korelace mezi j-tym vstu-
pem a i-tym vystupem a jejich nezapornost byva dana kontextem tlohy.

7 hlediska cisté algebraického vypada asi otdzka ,zkoumejme matice s
nezapornymi prvky* neprili§ zajimavé — mnoZina téchto matic netvori prilis
vyraznou algebraickou strukturu. Na druhé strané lze fici leccos zajimavého
o struktufe samotnych positivnich matic. Vétsina ptislusnych vysledkt byla
nejprve ziskana v souvislosti s aplikacemi, hlavné v teorii pravdépodobnosti.
Zajemci o teorii pravdépodobnosti naleznou v této kapitole zjednodusené
formulace nékterych zikladnich tvrzeni napt. z teorie Markovskych proce-
st, ale i nekonec¢né délitelnych pravdépodobnostnich rozlozeni, Brownova
pohybu,. .. Cela tato kapitola by po expansi mohla byt jakymsi zakuklenym
uvodem do teorie pravdépodobnosti. . .

PRI{KLAD 1, MODEL EPIDEMIE. Zkoumejme priibéh nemoci s konstantni
Lintensitou nakazlivosti* v idealni populaci, kde z%, z", z¢, 2% oznac¢uje pro-
cento zdravych, nemocnych, imunnich a mrtvych jedinci populace (jejich
soucet je jedna) a matice

pzz © pzz' °©
T T
p=| Pz Pn ° ° (14.1)
°© Pnp P; ©°
o pdn o 1
s jednotkovymi soucty ve vSech sloupcich — to Ize vyjadrit rovnosti
(1,1,1,H)P =(1,1,1,1) (14.2)

201
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N4

oznacuje pravdépodobnost zmény stavu daného jedince do piistiho dne (na-
pf. p', je pravdépodobnost, ze dnes nemocny ¢lovék bude zitra imunni; tri-
vialita pravého sloupce souvisi s tim, ze mrtvi jedinci to jiz maji spoctené).
Je-1i pocéateéni stav populace dan vektorem X, za n dni bude dan vektorem
P"X; pfi volbé konstanty 1 v pravém dolnim rohu ov§em bude pribéh nemoci
fatalni.

PRIKLAD 2, VEKOVA STRUKTURA OBYVATELSTVA. Necht 2, n = 0,1
az 120 oznacuje pocet zen véku (n,n + 1) v populaci. Ve stabilisované trzni
n+l . pravdépodobnost preziti o jeden rok a
p° ., pravdépodobnost narozeni dcerky n-leté matce.

Vékova struktura zenské populace v roce N je potom dana vektorem
PN Z(rok 0).

spolecnosti uvazujme veli¢iny p

CvICENS. Naleznéte podminky na veli¢iny p"*1,, a p° , pfi nichz populace
expanduje resp. vymira.

Matice z obou piikladii byly positivni (mély neziporné prvky) a matice
z prvého prikladu byla navic stochasticka, méla jednotkovou sumu v kaz-
dém sloupci.

Misto ,,positivni“ bychom méli presnéji rikat ,nezaporna“. V aplikacich
se v8ak nejcastéji setkdvame se situaci, kdy bud jiz pfimo prvky zkoumané
matice jsou vSechny ostie vétsi nez nula nebo toto alespon plati pro dosta-
teéné velkou mocnimu dané matice (a tudiz se systém nerozpadé na nékolik
,vzadjemné nekomunikujicich“ ¢asti). To budeme mlcky predpoklidat i my
v dalsim zkoumani, kterému vSak pro kontrast piredesleme jednoduché

cVICEN{. Nezidpornd matice A je nilpotentni pravé tehdy kdyz neezistugi
cykly libovolné délky ny,...,n, = ny takové, ze an, n;,, 7# 0.

(Je viibec tieba predpoklidat nezdpornost matice 7?77) Pro positivni ma-
tice (ve smyslu predchozi poznamky) plati nasledujici dulezité tvrzeni.

14.1 Perron-Frobeniova véta

Necht A je positivni matice. Ozna¢me symbolem

A) = A 14.3
p(A) = max A (14.3)

spektralni polomér A.
Pak p(A) = X pro néjaké vlastni kladné ¢islo A. Navic, toto ,nejvétsi
vlastni ¢islo“ je jednoduché. Déale, pro libovolnou pocateéni volbu kladného
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vektoru X plati
(A/A)"X = cyV + zbytek, (14.4)

kde ¢, je konstanta zavisici na X, vektor v je vlastni vektor prislusici A (tato
véta implikuje, Ze je jen jeden!) a zbytek ma Fad ¢”, kde ¢ je podil druhého
nejvétsiho ¢isla ku A.
Je-li navic A stochastickd, je A = 1. Vektor v potom nazveme stacio-
narnim stavem a je ¢; = > x’.
PozZNAMKA. Je tedy
AR~ AA"R,  A"X ~ const V. (14.5)

Tyto dva vztahy ndm dévaji ndvod k piibliznému vypocétu A = p(A) a V.

CVICENI{. Pokuste se samostatné dokdzat nékterd z uvedenych fakt.

NAVOD K DUKAZU PERRON-FROBENIOVY VETY. (f)

e Diikaz staci provést v piipadé, ze p(A) = 1, protoze vezmeme-1i matici
B = (p(A))~' A, plati p(B) = 1.

e Necht tedy p(A) = 1. Necht je didle AV = V¥, piredpokladejme, Ze ne
viechny slozky v* maji stejné znaménko. Pisme pak v = v+ —v~, kde
vH? = max(v’,0). Vzhledem k positivnosti prvki A jsou vektory Av+
a AV~ také positivni. Zavedme vektor w

w' = min[(AVT)!, (AV )] (14.6)

a pak lze spatfit, Ze vektory z* a Z v nésledujicich rozpisech jsou
opét nenegativni.

AVt =W+ 2T, AV =w+7 . (14.7)

Pak je A(VF + V) = 2w +Z" +Z , na druhé strané vSak je A(v" +
V7) = AV +2AV™, a tak Vv = Z" — Z7, ale protoZe kazd4 souiadnice

je nulova u alespon jednoho vektoru ze z+ a Z~, musi byt v = Z*.

Méli bychom pak A(ZT +Z7) =zt +Z~ +2w > (1+p)(Zt +Z") pro
vhodné p > 0, coz je mozné pouze v trividlnim piipadé v = 0. (Jinak
by pak muselo existovat vlastni ¢islo vétsi nez jedna.)
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N4

kdy misto kladnosti vSech prvkia A predpokliadame jen jejich nezdpor-
nost a kladnost prvki vhodné mocniny A,

e Necht AV =V, Aw = w. Argumenty podobnymi jako v druhém bodé
ukazete jednoznacnost vlastniho vektoru, tedy vztah

V =aw. (14.8)

e Tedy existuje jediny retézec prislusejici vlastnimu ¢islu jedna. Navic je
to v8ak retézec jednoclenny, protoze kdyby 3Z, Ze

(A-1)Z=v, (A-1)v=0, (14.9)

platilo by také (rozndsobte)
A"Z=(A—-1+ 1)"Z=Z+ nv, (14.10)
coz vSak neni mozné, protoze posloupnost A™Z méa vSechny slozky ome-

zené (dokazte!), zatimco {Z + nv} je neomezend (pro nenulové V).

POZNAMKA O PRIBLIZNEM VYPOCOTU SPEKTRALNIHO POLOMERU.
Uvedené vztahy

AR = NA"®, A"X = const V, (14.11)

kde AV = AV, |A\| = p(A), lze zobecnit pro libovolnou matici (i pro pfi-
pad, kdy p(A) = |A| s komplexnim \); tam vSak musime pracovat s dvéma
pribliznymi rovnostmi misto jedné).

Formulujte toto zobecnéni a (ovlddate-li jiz dobfe teorii Jordanova tvaru)
dokazte prislusna tvrzeni.

CVICEN{. Pohyb bludistém. Mé&jme dvojrozmérné koneéné bludisté tzn.
systém pokoji s dvefmi (nékteré z nich vedou ven) takovy, ze v kazdém
pokoji mame zadano rozdéleni pravdépodobnosti, udavajici s jakou stied-
ni éetnosti budeme jednotlivymi dvefmi z daného pokoje vystupovat popi.
zda ziustaneme sedét na misté. (Napitiklad predpoklad rovnocennosti vSech
viditelnych dvefi tzn. totilni desorientace putujiciho.) Predpokladejme Ze
kterékoliv dvefe funguji oboustranné tzn. pouzivaji li se, tak obéma sméry
~ i kdyz nikoliv nutné se stejnou ¢etnosti. (Takovyto predpoklad neexisten-
ce pasti lze definovat i obecnéji, zformulujte.) Potom ndhodny (nezemdleny,
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tudiz stale se pohybujici ovSem) poutnik ,Casem urcité vyleze z bludisté®.
Matematisujte (rozmér matice je ddn poctem pokoju plus jedna, zkouma-
nym vektorem je pravdépodobnost pobytu v rtiznych pokojich v daném case
uplynulém od vchodu do bludité zvolenymi dvefmi), vyteste a piipadné i
odhadnéte stfedni ¢as straveny pobytem v bludisti pro néjaky konkrétni la-
byrint. (Chcete-li ovéem podrobnéjsi odhady druhého nejvétsiho vlastniho
¢isla atp., da to dost prace.)

O nalezeni ,,nejvétsiho“ vlastniho vektoru

Nésledujici dvé véty vznikly ptivodné v teorii Markovskych procest a jsou
nyni zndmy jako podminka tzv. detailni rovnovahy v knihach o nerovnovazné
statistické fysice. Tyto véty dobfe ilustruji osud nékterych matematickych
tvrzeni, kterd postupné vznikla odpozorovanim zakonitosti v jistych special-
nich situacich, aby po patficném zobecnéni a zjednodusSeni nabyla vzhledu
malého cviceni ze sbirky tloh linedrni algebry.

VETA. Je-li stochastickd matice A symetrickd, je vektor

1
1

=
I

(14.12)
1
jejim vlastnim vektorem prislusnym nejvétSimu vlastnimu éislu 1.

Tato a nasledujici véta nachazeji dilezité aplikace v nerovnovazné statis-
tické fysice. Uvédomme si napiiklad, Ze pii zkoumani systému o 10?3 &astic
(z nichz kazda nabyva tfeba jen dvou riznych stavii — jako spin nahoru ne-
bo dolu - takto n&jak vypadé tieba tzv. Isingtiv model statistické fysiky)
pracujeme s konfigura¢nim prostorem o 9107 prvcich (kvantové s linedrnim
prostorem této dimense). Mame tedy co do ¢inéni s maticemi ponékud vel-
kého rozméru. ..

Nésledujici vétu lze chapat také (pro nezdjemce o statistickou fysiku) jako
cviceni na témata uziti Perron-Frobeniovy véty, vlastnich vektort, hodnosti,. ..

VETA. Oznacéime-li symbolem p spektralni polomér positivni matice A
(tj. nejvétsi vlastni ¢islo), tak plati

(p 'A)" = DIID', n — oo, (14.13)
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kde D, D’ jsou vhodné positivni diagondlni matice a IT oznacuje matici, jejiz
vSechny (i nediagondlni) prvky jsou 1. Navic plati

m
> didi=1 (m je rozmér matice A) (14.14)
=1

a prislusny vlastni vektor k p je tvaru

d,
v=| : |. (14.15)
dm,

Je-li A symetricka, tak D = D’ a 31", (d%,)? = 1 a pro stochastickou A
dostavame vztah

1 LI 1
d' = - kde  d= S ody,  tan AT ~DIL (14.16)
=1

Koneéné pro symetrickou stochastickou A mame rovnost dii =1/y/m, tzn.
predchozi vétu.

Necht A je stochastickd matice takova, Ze existuje diagonalni matice Q
takova, Ze matice AQ je symetrickd. Potom feSeni Ad = U je tvaru

1

1
i=const Q| . |. (14.17)

DUKAZ. Prvni ¢ast si zkuste dokazat sami s pouzitim Perron-Frobeniovy
véty. Druha cast plyne z prvé takto:

AQ je symetrickd <= AQ = QAT, z ¢ehoz' A"Q = Q(AT)", a tak je
symetricka i A™Q.

S pouzitim prvé ¢asti mame (diky stochasti¢nosti A) A™ — PII s diago-
nalni P s jednotkovou stopou a (diky symetrii A"Q) A"Q — DIID, tedy
D=Q=P,i=A"id— PITi = const Q(1,1,...,1)T.

!Ukaite si napf. indukci: AAQ = AQAT = QATAT atd.
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Grupy positivnich matic
Zacénéme nasledujicim cvicéenim.

CviCENS. Charakterisujte matice A takové, Ze exp(tA) je positivni resp.
stochastickd matice pro vSechny redlné hodnoty parametru t.

ODPOVED. Jde o matice, jejichz vSechny prvky mimo diagonalu jsou
nezaporné resp. navic suma prvki v kazdém sloupci je rovna nule! Abychom
toto nahlédli, stac¢i se podivat na ptipad, kdy ¢t — 0.

Zajimame-li se specidlné o tzv. konvoluéni matice (viz odstavec duali-
ta grup; jde o matice komutujici s matici ,posunu® v cyklické grupé Z, =
{0,1,2...,n — 1}, tedy pfesnéji fedeno v linedrnim ,formalnim* obalu této
grupy), mame tuto odpovéd: infinitesimalnim generatorem takovéto konvo-
luéni grupy je opét néjaka konvoluce, jejiz jadro je kladné pricteme-li k nému
vhodny nésobek ,,Diracovy delta funkce v nule“! Pro stochastické konvoluc¢ni
grupy je navic suma jednotlivych hodnot jadra nulova.

Toto je jakousi jednoduchou analogii tvrzeni o tvaru tzv. ,nekonecné dé-
litelnych pravdépodobnostnich rozlozeni* z teorie pravdépodobnosti, kde se
zhruba Fefeno dokazuje, Ze takovato pravdépodobnostni rozloZeni jsou bud
gaussovska nebo Poissonovska — ¢i jakési ,mixaz“ téchto dvou. Prohlédneme-
li si konvoluc¢ni jadro sestrojené jiz v zimnim semestru pii diskusi Vander-
mondovy matice (pfi diskusi ndhrady vyssich derivaci diferencemi), vidime,
7e nemiize byt kladné (ani po pfi¢teni vhodné hodnoty v bodé nula) pro deri-
vace vys§iho Fadu nez dvé. Takze nds moc neprekvapi, ze diferen¢ni (resp.
diferencialni p¥i prechodu ke spojitému pfipadu) operatory fadu vyssiho nez
dvé se pti studiu grup positivnich matic nebudou vyskytovat jakozto genera-
tory. To, jak diferencni operatory fadu nejvyse dva vedou k Poissonovskym
¢i — ve vhodné pojaté limité — dokonce ke gaussovskym mirdm, jsme jiz
trochu nahlédli v kapitole exponencidla matice. Pfesné formulace takovych-
to tvrzeni samoziejmé vyzaduji detailnéjsi analyzu, viz monografie z teorie
pravdépodobnosti.

14.2 Feynmantv integral
Idea ,integralu pies vSechny trajektorie“ vznikla nejprve v pracich

N.Wienera (1920—30) budujicich teorii Brownova pohybu. Jde o zkouméni
pologrupy {exp(tA)|t > 0}, kde A je Laplacetv operator v R, R? apod.
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V tomto pripadé byla vybudovina matematicky rigorosni analogie uvah,
které budeme provadét v této sekci.

Podobnou ideu rozvinul heuristicky Richard Phillips Feynman poté, co
ho do reje fysiky opét vtahl problém, pro¢ ma tenky talif rotujici a houpa-
jici se ve vzduchu pomér frekvenci téchto dvou pohybu praveé 1 : 2, a ziskal
tak alternativni formulaci kvantové mechaniky, kterd je dnes velmi popu-
larni. Jeho konstrukce analogii vztaht, jez uvedeme za chvili, pro operator
(1A 4+ U) dosud nenagla matematicky precisni tvar (vyjma piipadu disku-
tovaného nize v odstavci Feynmaniv integrdl a exp. matice). Za poslednich
40 let bylo uéinéno nékolik pokust ,zaradit tento pojem plné do matemati-
ky“. Vyslo i nékolik prehlednych ¢lanki, dokonce i knih majicich ambiciézni
nazvy jako ,matematicky rigorézni teorie Feynmanova integralu®; jesté vice
matematiki si na predmétu asi vylamalo zuby (které nastésti nékdy narostly
znovu) a dost bylo asi také téch, ktefi si na ¢as mysleli (koneckoncii i jeden
z autoru téchto skript pred mnoha lety...), ze se s problémem vyrovnali
tim, Ze dokézali, Ze Feynmanuv integral ,neexistuje“. On skutecné existu-
je jako ,integral“ ¢ ,mira“ (ve smyslu mat. teorie miry) prakticky pouze
pro grupy kone¢nych matic (viz nize) resp. nekoneénych positivnich matic,
jak specialisté dobie védi. (VSak je na ném také zaloZena rozsahla ¢ast sou-
dobé teorie pravdépodobnosti a teorie potenciilu). Konkrétné, Feynmaniv
integral vybudovany pro rovnici vedeni tepla je matematicky zcela v porad-
ku na rozdil od rovnice Schrodingerovy. Rozdil je dan kladnosti prislusného
sjadra® exp(—z?) v kontrastu s komplexnim jadrem exp(iz?) pro rovnici
Schrodingerovu. Rozdil v matematickych potizich v téchto dvou zdanlivé
analogickych situacich je tak propastny, ze vedl po dobu nékolika desetileti
matematické i teoretické fysiky (viz poznadmku na téma vztahu téchto dvou
— ponékud odlignych — zpusobu nazirani fysiky na konci této kapitoly) ke
konstruovani ,euklidovskych variant“, jakychsi analogii skutecné fysiky za-
lozenych, zjednodusené feceno, na nahradé ¢éisla ¢ ¢islem —1 v exponencidle,
tzn. na ndhradé Schrodingerovy rovnice rovnici vedeni tepla. (Tak postupuji
i fysici, prodluzuji-li analyticky problém do ,imagindrniho casu“ resp. do
yeuklidovského casoprostoru®, kde dostanou vysledky, které prevedou opét
do realného c¢asu.)

7d4 se vSak, ze pristupovat k problému Feynmanova integralu jenom
z matematickych posic neni rozumné. Lepsi je asi objekt intensivné (neri-
gorézné, co se da délat...) zkoumat (coz se t¥eba v teorii elementarnich
¢astic vydatné déje; tam i v jinych oblastech soucasné fysiky jsou Feynma-
novy integraly skuteénym pilifem teorie) a tim vyjasnit jeho pozadované
vlastnosti pred tim, neZ se ho néasilné pokusime vméstnat do existujicich
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matematickych struktur (at uz to je teorie miry ¢ cokoliv jiného), z nichz
zadna nemusi byt adekvatni. Pokud je metoda skuteéné uzite¢na, tak se asi
nékdy vhodny matematicky formalismus objevi — podobné, jako se ¢asem
objevil pro popis delta funkce, operatorového kalkulu apod. (Uz to ale trva
v piipadé Feynmanova integralu dost dlouho...zd4 se v8ak, ze vhodny for-
malismus je nyni do znacné miry piipraven v soucasném pojmovém aparatu
tzv. clusterovych rozvoji matematické statistické fysiky.) A nyni tedy blize
k véci:

Feynmanova interpretace kvantové fysiky se d4 zjednodusené vylozit tak-
to: pii bézném prechodu od teorie klasické k teorii kvantové nahradime ve-
liciny klasické teorie néjakymi operatory, vydedukujeme jejich komutatory
atd. a ziskAme vzorec pro hamiltonian, podle néhoz se v ¢ase méni stavovy
vektor (Schrodingerovo pojeti) nebo operatory (Heisenbergovo pojeti).

Skutecnost, ze ¢astice uz nem4 piesnou trajektorii (resp. v teorii pole ze
pole nem4 presné hodnoty ve vSech mistech prostoru a ve vsech ¢asech), 1ze
spolu s Feynmanem vylozit tak, ze vSechny myslitelné trajektorie prispivaji
k amplitudé pravdépodobnosti (coz je komplexni ¢islo takové, ze ¢tve-
rec jeho absolutni hodnoty ndm dava pravdépodobnost nebo jeji hustotu)
Cinitelem .

exp(ﬁ), (14.18)

h

kde S je G¢inek (Casovy integral z lagranzidnu) a h je Planckova konstanta.
Skutec¢nost, ze limitnim pripadem kvantové teorie je klasicky pohyb po kon-
krétni trajektorii, ted vysvétlime tak, Ze v tomto piipadé se faze S/h rychle
méni a prispévky (komplexni jednotky) se s velkou presnosti rusi s vyjim-
kou trajektorii v blizkosti klasické, kterd spliuje 05 = 0, a proto pfispiva
nejvétsim dilem.

Feynman vtipné aplikoval své integraly na kvantovou teorii pole; integ-
roval tedy pres vSechny mozné hodnoty pole a ziskal pravidla pro vypodet
element? S-matice? (z niz se daji spocitat i¢inné priifezy riiznych rozptylo-
vych procesti). Amplitudy (elementy S-matice) se ziskaji sumaci pfes rizné
Feynmanovy diagramy. To jsou ty obrazky, kde napf. jeden ze dvou vstu-
pujicich elektronu ,vysle* virtualni foton, ktery druhy z nich ,,pohlti*, a tim

vvvvvv

cesy, kde se napr. virtudlni foton zméni na moment na elektron-positronovy
par).
Navic, Feynmanovy diagramy jdou pozménit na pripad, kdy elementarni

2Pismeno ,S“ pochazi od némeckého ,Streung® nebo anglického ,scattering®.
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stavebni objekty nejsou bodové ¢astice, ale struny tak, ze ziskaji tvar spoju-
jicich se a rozpojujicich ,trubek“ (napft. ,kalhot*), a lze ziskdvat i amplitu-
dy pro teorie stringti. Jestlize u ,bodovych“ diagrami jiz diagramy s jednim
rozdélenim fotonu na elektron-positronovy pér (diagram polarisace vakua)
déavaly nekoneény ptispévek, ze kterého se ziskava konecéna hodnota urcitou
regularisaci (pfifazovanim koneénych hodnot divergujicim integraltim), né-
které (super)stringové teorie vychazeji zcela konecéné.

V pribéhu let se objevily i jiné zptsoby (nez jsou integraly po trajek-
toriich), jak odvodit Feynmanovy diagramy (napf. Freemana Dysona), ale
»path-integraly“ ztistavaji nejoblibenéjsimi.

Podivame se nyni na nejjednodussi priklady.

Nasobeni mnoha matic alias Feynmantiiv integral

(b) Soucin IT matic rozméru n x n A, B, ..., Z m4, jak znamo, elementy
I = 3 algbh, ... 2, (14.19)
(a7b7""y)

kde suma je pres vSechny trajektorie, ¢ili usporadané pétadvacetice indext

(a,b,...,y). (V)

Exponenciidla matice a Feynmaniv integral

(#f) PouZijeme vztah

tA tA
A= )V = lim (14 )V, 14.2
exptA = (exp o)V = lim (1+50) (14.20)
V dalsim si predstavujme interval (0, ) rozdélen na N stejnych dila délicimi
body t,, = mt/N, m=0,1,..., N.
Trajektorii nazvéme libovolnou posloupnost?

y = (y(0),y(1),...,y(N)) s hodnotamiv {1,2,...,n}, (14.21)

kde n x n je rozmér matice A.

Je-li X € R" vektor, miizeme vektor Z := (exptA)X napsat jako limitu
vyrazu tvaru (v dal$im piSeme indexy matice neodsazeny tésné nad sebou,
z estetickych divodi; horni index ma byt vice vlevo)

tA
7= (1+ W)Nse a tedy (14.22)

*Pod y(m) minime toté%, co y(t.m).
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‘ N—1 A i)
i _ y(i 0
= D | H (T + o A (14.23)
yiy(N)=j =0
Pisme A ve tvaru A = U+ A s diagonalni matici U a s matici A s nulovymi
diagonalnimi prvky. Pak je

N—-1 . . )
1+ U+ A = 14.24
21;[0 1+ U+ 5A)%0 (14.24)
t i+l t i+1
- I a+ WU)%)* I a+ WA)%)* ). (14.25)
iy (i+1)=y(i) iy (i+1) 7y (i)
coz je priblizné (v limité N — oo pfesné) rovno, s oznacenim U(y) = UY

o (% 2 U(y(i))) <%> II A, (14.20)
ity(

i+1)=y(i) iy (i+1)#y(i)

kde s je pocet ,skoku“ (y(i 4+ 1) # y(i)) trajektorie y (konéici v bodé j).
Uhrnem (vztah je piesny pro N — oo, pak s < N)

: t
#/ =" P(y)exp (/ U(y(u))du) A (xx) (14.27)

0

y
kde véha P(y) (,Feynmanova mira“ ptes y; y(t) = 7) je ddna vyrazem
pNsN=T
Py) = (N) [T ave+D, .. (14.28)
i=0

Vyraz (**) nazyvame Feynmanovym integralem funkce
t
Y= exp/ U(y(u))du - 29 (14.29)
0

podél vahy P.

S pouzitim pojmu miry (viz kursy analyzy) lze vzorci (**) dat zcela
presny smysl pro jakoukoli matici A i pro N — oo. (D& to ovSem jistou
praci. Pro znalce: P mé charakter Poissonova pole na prostoru po ¢astech
konstantnich trajektorii.)

CVICENI. Vyjasnéte (**) pro pfipad operétoru

(AE)" = o+ 4 vl U(n) o (14.30)
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Formule (**), ¢asto nazyvanid Feynman-Kacova, diva feSeni pocatecni
ulohy .
Z=AzZ Z(0)=xeR" (14.31)

Okrajovou tlohou (termin z teorie diferencidlnich rovnic) rozumime nale-
zeni feSeni Z = AZ za podminky, Ze hodnota nékterych slozek Z je predepsana
pro kazdy cas ¢t (pfipadné jen pro nékteré casy).

Priklad pro A = A: na miizce 6 X 6 bodii mohou tvoiit hrani¢ni body
dvacet okrajovych indext.

Hleddme-li feseni na intervalu ¢ € (ty, 00), pak obvykle zadavame také
pocatecni podminku Z(tp). (Je-li 2% v daném ¢ase t zadano jako okrajova
podminka, tak platnost vztahu Z = AZ suspendujeme (do&asn& rufime) po
dobu platnosti okrajové podminky pro z*.)

Pro kazdou trajektorii ozna¢me symbolem 7 posledni okamzik ¢, pro niz
je y(t) z mnoziny, kde je predepsana okrajova hodnota v daném ¢ase ¢. Potom
misto (**) mame formuli (7 je tsek trajektorie od 7 k )

=5, P@)exp ([LU(y(w)du) 220+ (x5 )

14.32

+ Zy:r:to P(y) exp (ftto U(y(u))du) xto ( )
s t

kde  P(g) = ( %) [T avs. (14.33)

m

PozZNAMKA. Formuli (***) lze dale zobecnit, definujeme-li operaci §
(useknuti trajektorie od ¢y do 7) pro libovolnou veli¢inu 7 definovanou ne-
jen jako ,okamzik posledniho pobytu trajektorie“ v néjaké zadané mnoziné,
kterd se miize ménit s ¢asem, ale obecnéji jako ,okamzik prvniho objeveni
se urcité udalosti formulované pouze v terminech dalsi budoucnosti trajek-
torie*. Takovéto veli¢iny se nazyvaji hitting time nebo stopping time
(coz mé smysl, pokud se divime na trajektorii smérem do minulosti).

CVICENI. DokazZte (¥***) i v pfipadé, Ze 7 je libovolny hitting time. (VyuZijte
multiplikativity exp ftto = exp [, exp [Ya P(y) = P(§)P(9), kde § resp. § je
asek y do resp. po Casu T.)

JEDNODUSST PRIKLAD S IDEOU FEYNMANOVA INTEGRALU.
Hledejme funkei f na oblasti Q C R?, splitujici rovnici

Af =0, (14.34)
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kde A = §%/01? + 0?/0y? je (dvourozmérny) laplacidn, kterd navic spliiuje
okrajovou podminku f = ¢ na hranici 92 dané oblasti. Interpretujme tikol
tfeba jako hledani stacionarniho rozlozeni teploty v auté (nepiedpokladdme
ovSem proudéni vzduchu, predstavte si tfeba auto naplnéném piskem) pii
zadané teploté riznych mist na karosérii.

Problém diskretisujeme (a snad nediskreditujeme): misto Q@ C R? vezme-
me kone¢nou podmnozinu €2 miize ZZ; nékteré body prohlasime za hranic¢ni
(092) a predepiSeme na nich okrajovou podminku g. (Tento pfedpis se ne-
bude v uvazovaném nejjednodussim piipadé s ¢asem ménit.) Misto bézné
diskretisované verse laplacianu

(Af)* = i(f’ﬁ”é1 FfRE gy pRAE X8 4R (14.35)

pracujme s operatorem pruméru pies sousedy P = 1 + A (posledni élen A
mu chybi; (Pf)P pro hrani¢ni body definujme jako konstantu ¢") a chceme
tedy vyfesit rovnici Pf=f pri podmince f = g na 0%, tzn. najit vlastni
vektor prislusejici nejvétsimu vlastnimu ¢&islu jedna stochastické matice P;
tato interpretace nas vSak uz nyni tolik nezajima.

Dosazujme do pravé strany definice P

> 1 2.2 - I -
(Pf)x — Z(fx-i—el + fx—e1 + fx-i-ez + fx—ez) (14.36)

za f vyraz Pf (maji se rovnat), ndzorné fe¢eno ,nechme teplo stén pisobit
na auto, dokud nedojde k rovnovéaze*, az narazime na 9. (To znamena, f h

pro h € 09 uz nerozepisujme, ale nahradne okrajovou podminkou gh.)
Ziskdme vztah (pfipomenme, Ze 7 oznacuje okamzik dosaZeni stény)

1

— 14.37
- (14:37)

X =3 gly(r)
y

kde sumace je pies vSechny ,ndhodné prochazky“ po ZQ, startujici v X a
konéici okamzikem dosaZeni 0f).

Rikéate ,tolik prace a zadny vysledek“? Neméte zas tak pravdu. Alespoi
je ze vzorce vidét, ze vice ovliviwji ,teplotu v bodé z* trajektorie kratké (a
tedy také body blizké), z ¢ehoz plyne pouceni, ze kdyz se chceme ohiat, je
lepsi byti k topeni blize nez déile.

Co vice, uvérime-li, ze dostateéné jemnd mrizka je dobrou aproximaci
kontinua, pochopime, pro¢ plati véta, Ze hodnota funkce f ve stfedu koule,
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uvnitt které ma f nulovy laplacian, je rovna ustiednéni pies povrch.

o 1 N
£(8) = /| I (14.38)

Amr?

7 integralu po trajektoricich je ziejmé, ze f(0) je kombinaci (vazenym pri-
mérem) hodnot f na povrchu a cit pro symetrii ndm napovi, ze pro pfipad
sttedu koule budou vSechny body povrchu vystupovat se stejnou vahou.
(V analyze se tvrzeni dokazuje ve vét& o tfech potenciilech.)

P0zZNAMKA. Posledni vztah pro f(z) je velmi specidlnim piipadem (*¥**),
navic pro pfipad ,diskrétniho ¢asu®, kdy misto grupy {exptA}, t € R, mame
posloupnost operatort P, P2, P3 P, ...

Feynmanuv integral v kvantové teorii pole

Ukazeme si filosofii pfevedeni integralu po trajektoriich na integral obyc¢ejny
(nékolikarozmérny). Jako piiklad si nevypiijéime obvyklou (bodovou) teorii
pole, nybrz teorii strun. Vypocty, které naznacime, se provadéji pii vypoctu
rozptylovych amplitud v teoriich bosonovych (neobsahujicich antikomutujici
proménné) uzavienych strun (z topologického hlediska kruznice).

Pro danou funkci J komplexni proménné z = z + iy (kterou budeme
pojimat jako parametrisaci sféry promitnuté ze severniho pdlu do roviny
rovnobézné s rovnikem) chtéjme spocitat Feynmantiv integral pres vSechny
funkce X proménné z z exponencidly jakéhosi integralu:

I = / DX (2) exp ( / de dy [~(VX)” + iJ(z)X(z)]) , (14.39)

kde (VX)? = (0/0x(X))? + (0/0y(X))?. Metoda doplnéni na étverec ndm
ted pomtize tak, e provedeme vhodnou? substituci X(z) = X'(z) + M(z)
(posunuti), ¢imz zistane nezménéna mira integrace DX = DX', protoze jde
o jakysi ,soucin diferencialt funkce X ve vSech bodech roviny“. Tim se nam
exponent upravi (uzivime novy symbol pro ¢tverec gradientu, d, je derivace
podle x nebo y)

— 0, X0 X +iJX = =0, X0 X' —20,M 0, X" — 0 MO M +iJ(X' + M)
(14.40)
a vidime, ze kdyz upravime per partes jeden ¢len

— 20,M0, X" = —20,(X0u M) + 2X AM, (14.41)

“Nic se nedgje, bude-li M komplexni; funkce exp —z> je holomorfni.
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vySkrtneme podle Gaussovy véty prvni ¢len pravé strany, ktery neprispiva
diky spojitosti X v nekonecnu, a zvolime M (z) natolik vhodné, aby bylo
J(2) = 26AM (z), vyrusi se nam kombinované ¢leny JX' a v exponencidle
bude jen

— 00 X 0, X" — Oy MO M +iJM (14.42)

a kdyz prepiSeme exponencialu souctu jako soucin exponenciil, mizeme dru-
hou z nich vytknout pied Feynmaniv integral a vysledkem tedy je (od ¢lenu
0o MOy M jsme opét odecetli totdlni divergenci)

I; = exp/dx dy%JM-IJ:[), (14.43)

protoze to co v dradhovém integralu zbylo (po pfejmenovani integracni pro-
ménné funkce X' — X) je pravé Ij—p, o némz tieba jiz vime, Ze je roven

jedné. .. (VQ)

O vztahu matematické a teoretické fysiky

Ctenaii mo7na zatim tyto pojmy splyvaly. Tyto pojmy vSak odpovidaji dve-
ma odliSnym urovnim zkouméani: spojuje je samoziejmé pouzivani matema-
tiky jako zdkladniho prostiedku, lisi se vSak v drovni rigoréznosti. Zatimco
matematicka fysika pripousti jen zcela rigorézni pouziti matematickych pro-
stfedkt — véetné stylu vyjadiovani véta/dtikaz; coz ovSem nevylucuje i zde
obcasnou ,volnost*, spojenou t¥eba s vynechanim precisniho dikazu (po-
kud je ovSem ziejmé, Ze jej lze vytvorit!), teoreticka fysika se nesvazuje vzdy
timto (nékdy opravdu velmi destruktivnim) omezenim.

Vice elegantnich ,kouzel“, ale i zdsadnich objevil, za néz se dava napii-
klad Nobelova cena, je v teoretické fysice. Vztah teoretickych fysiki k ma-
tematické fysice byva nékdy trochu arogantni respektive hrani¢i az s necha-
pavosti typu ,,proc¢ se jesté hrabete v problémech, které jsou piece uz tiicet
let vyfeseny?“ Jen obcéas mohou matematicti fysikové kontrovat ,ano, ale
$patné vyieseny; spravna odpovéd je totiz Gplné jind“. Castéji jen potvrzu-
ji podrobnym matematickym zkoumanim to, co jejich teoreticti predchtidci
Luhadli“ diive.

Takto dramaticky se ovSsem rozdil mezi matematickou a teoretickou fy-
sikou jevi jen v nékterych partiich fysiky, hlavné v problémech s ,nekonec-
né stupni volnosti“, jako je statistickd fysika, teorie pole a teorie pevnych
latek (a Feynmantv integral). V jinych oblastech fysiky, zvlasté tam, kde
geometrie je hlavnim matematickym nastrojem, byva rozdil méné vyrazny
aZ zadny.
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Cvi¢enf. (Doplnék k Jordanovu tvaru.)®

Necht f : V — V je nilpotentni operator s jednim fetézcem: vy = 0,
¥ = £(¥i41),i =0,1,...n—1. (Zobecnéni nize provedenych tivah na obecny
i nenilpotentni operator je mozné. Promyslete si jej.) Vezméme néjaky jiny
operator f malo se ligici od f (jinak Givahy nize ztraceji zajimavost) a piSme
jeho charakteristickou rovnici ve tvaru P(z) = [[i;(z — &), kde &; jsou
prvky spektra f. Vezméme ngjaky novy poéatecni vektor w = w, € V a
sestrojme Fetézec (musi byt wo = 0; odtvodnéte!)

{V_‘}z :f(‘ﬁi+1)—6i+1\ﬁi+1, i:(),l...,n—l}.
Jde-1li o basi V (obvykle tomu tak bude, volime-li w namatkou; zformulujte
podminku na basi presné!), ma pak f vi@ ni matici

Vsimnéte si, Ze tato matice obsahuje n parametri, (na rozdil od Jordano-
vy buiiky, kterd obsahuje jen jeden), tak jako v pFipadé diagonalisovatelné
matice.

Dulezitost takovéhoto vyjadreni je v tom, Ze meméni svij tvar v limité
f — f. Tim se odstrani asi nejhorsi vada na krase konstrukce Jordanovy
base; totiz jeji skokové se ménici tvar v okamzicich, kdy operator prestdvd
byt diagonalisovatelny.

Toto je dilezité tfeba pii feSeni diferencidlnich rovnic (zde uz se pohy-
bujeme obvykle v nekone¢né dimensi, kde je tieba vétsinou vhodné ménit i
pocatedni vektor w, tak aspon nidznakem): Vezmeme v t¥idé diferencidlnich
operatoru 2. fadu s konstantnimi koeficienty néjaky operator D s dvojndsob-
nym vlastnim &slem A. Necht D je mald perturbace D s vlastnimi funkcemi
exp(Az), exp((A + €)z). Pak je urcité rozumnéjsi misto uvedenych, skoro
stejnych funkci brat do Jordanovy base tieba dvojici

. _ exp((A +e)z) — exp(Aa)

W =Wy = — zexp(Ax)
£

W1 = Dwy — (A + €)Wy — exp(Az)

Tato base se méni spojité i v bodé degenerace D =D.

Pro uSetfeni mista umistujeme zde. Spoltéte detailng.



Kapitola 15

Dualita

Dualita je jev, na ktery narazime v mnohych oblastech védy a lidské ¢innosti:
v historii (v Rakousko-Uhersku), v...

V této kapitole se pokusime vylozit podstatu nékterych vyznami tohoto
slova.

15.1 Dualni grupa

DEFINICE. Rikejme charakter grupy (budeme mluvit jen o Abelovych)
kazdému jejimu homomorfismu do U;, multiplikativni grupy komplexnich
jednotek. Dudlni grupou pak nazveme mnozinu charaktert s operaci na-
sobeni:

(¢1- ¢2)(a) = ¢1(a) - p2(a). (15.1)

Miuzete ovérit, ze dudlni grupa k (R,+) je opét ona (isomorfni ji), dudlni
grupa k (Z,+) je U; a naopak, dudlni grupa k Z, je zase isomorfni Z,;
vSechny charaktery maji tvar

x € Ly, — exp(2mikz/n) := pp(z) pro ke {0,1,...,n—1}. (15.2)

Po chvili mysleni uvétite, ze charaktery direktniho soucinu cyklickych grup
jsou pravé souciny charakteri téchto grup, a budete tak umét najit dualni
grupu k libovolné Abelové grupé podle poznadmky na strané 31. To se vdm
bude hodit pozdé&ji v analyze pii zkouméani Fourierovych fad a transformaci
vice proménnych.

217
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Lze také definovat skalarni souc¢in komplexnich funkci na grupé (N je
pocet prvki neboli fad grupy)

b(F, ) = = 3 F(g)3(g) (15.3
9eG

(pozn.: pro Lieovy grupy lze nahradit integraci ,podle rovhomérné miry*,
tzn. s vhodnou vihou takovou, aby na integral neméla vliv substituce g —

90+ 9)-

CVICENI. DokaZte, Ze viechny charaktery cyklické grupy (ale i obecné ko-
nené Abelovy grupy, viz vétu o struktufe Abelovych koneénych grup) tvofi
ortogonalni basi prostoru komplexnich funkci na této grupé.

15.2 Dualni grafy a télesa

Mluvit v kombinatorice o polyedrech a rovinnych grafech je prakticky totéz.
Méame-li rovinny graf, predstavime si ho nalepen na kouli a hranam grafu
budou ,,po narovnani“ odpovidat hrany polyedru.

A@W >

<>

CVICENI. Identifikujte polyedry, jejichz grafy vidite na obrdzku. Nakreslete
odpovidajici graf i pro tficetistén ze strany 130.

(#) Nakreslime-li si (kombinatorické) grafy Platénovych téles (neboli na-
kreslime-li bod za kazdy vrchol télesa a pospojujeme-li body téch vrchold,
které jsou spojeny hranou) a jinou barvou vyznadime do plosek tecky (i do
nekone¢né plosky okoli, odpovidajici spodni sténé, dame jednu) a pospojuje-
me ty tecky, plosky kterych sousedi stranou (nesta¢i vrcholem), ziskdme tak
dualni grafy k ptavodnim. Zopakujeme-li operaci znovu, ziskdme vychozi
graf.
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Graf ¢tytsténu je samodudlni, krychle je dudlni k osmisténu (a naopak)
a dvanactistén je dudlni k dvacetisténu (a obracené).

Hruby popis tiké, ze téleso mé tolik vrchold, kolik mé jeho dudl stén.
Navic dudlni télesa maji stejny pocet hran.

Kresleni grafi vsak neni jediny zptusob, kterak ziskdvat dudlni télesa.
Mé¢jme obrazec v roviné nebo téleso v prostoru, presnéji feceno néjakou
konvexni mnoZinu bodt M, uvniti které lezi pocéatek souradnic. Dualni
mnoZinu boda M’ pak definujme jako!

M ={X|VyeM bRy <1} (15.4)
Pokud lze ziskat M jako konvexni obal néjaké mensi podmnoziny P, tj.
n . n .
M={R|X=) &N, % eP, Y XN=1}, (15.5)
=1 =1

staci text Vy € M nahradit Vy € P.

Dudlni normy

DEFINICE. Necht ||...|| je norma na linedrnim prostoru V, tj. plati
IV +wl <[Vl + Wi, AV = ALV (15.6)

a norma nenulového vektoru je kladna. Potom dudlni normou (na duilnim
prostoru; viz odstavec dudlni prostory nize, zatim si predstavujte euklidovsky
prostor a v' (V) chépejte jako b(V,V')) rozumime normu

¥ = sup |v'(¥)]. (15.7)
VeV Vi<t

Dokazte, ze jde o normu!

PRIKLAD. Necht K je konvexni (jinak by neplatila trojihelnikova nerov-
nost pro normu za okamzik definovanou) téleso stfedové symetrické podle
pocatku v R". Pak

V|l = inf {|\| |V € AK} (15.8)
AeR

'Vedeni pragmatickymi zdjmy zatim umistujeme dudlni té&leso do tého# prostoru —
protoze v ném mame skalarni souc¢in— a nikoli do prostoru dudlniho, coz by mélo hlubsi
logiku.
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je norma na R". (Norma nabyva jednotky na povrchu K, je tedy pomérem
délky daného vektoru a délky vektoru s nim rovnobézného, ktery ukazuje na
povrch K.) Piiklady K jsou krychle, osmistén, dvanédctistén a dvacetistén, a
pripustime-li i centralné nesymetricka télesa, tak i ¢tyistén. Dualni téleso
ke K pak lze definovat jako

K = {eR"| || <1} (15.9)

DokaZzte, Ze dudini norma k dudlni je zase plvodni. DokaZzte, Ze dudlni télesa
podle posledni definice se shoduji s dfive zavedenymi.

15.3 Dualita v geometrii

Asi jste uz nékde? slyseli, ze existuje princip, podle néhoz kazdou pravdivou
vétu o geometrii Ize modifikovat tak, ze tato modifikace bude také pravdiva,
a ziskdme ji tak, ze nahradime slovo ,bod“ slovem ,rovina“ (vZdy doplite
»a naopak®), slovo piimka ponechdme beze zmény, frazi ,body lezi na piim-
ce“ frazi ,roviny se protinaji v primce“, ,prusecik t¥i rovin“ vyménime za
yrovina, na niz lezi t¥i body“ atd.

V pripadé rovinné geometrie vyménime slova ,bod“ a ,primka“, pojmy
,prusec¢ik primek“ a ,spojnice bodu*, fraze ,tii pfimky se protinaji v jednom
bodé“ a ,,tfi body lezi na piimce“ atd.

Abychom byli konkrétni, lze piitadit bodu, pfimce nebo roving?, jednotné
mnoziné bodt M, nésledujici mnozinu M’, to jest rovinu, pfimku nebo bod

M ={Z|V§ €M b&7¥) =1} (15.10)

(Dokazte, Ze jde opravdu o rovinu, pfimku nebo bod a Ze dudini objekt k dudl-
nimu objetku je pavodni objekt.)

V dalsim textu mluvme o rovinné geometrii. Schopnosti principu by byly
slabé, pokud bychom si nevsimli napiiklad skutecnosti, ze mnozina dualnich
piimek* k bodtim né&jaké kuzelosecky obsahuje pravé tecny néjaké (dalsi)
kuZelosecky (a naopak). (DokaZte.)

Ted jiz lze ukdzat vztah mezi Pascalovou a Briandéelovou vétou.

Inspiraci k této sekci byla pFednéaska Petra Vopénky Zdklady matematického myslen.

3V piipadé rovinné geometrie piifazujeme bodu p¥imku a naopak.

"Rik4 se ji pfimkova kuZelosecka na rozdil od oby¢ejné bodové. Skutetnost, e
v trojrozmérném prostoru jsou treba Ctyfi redlnd cisla na nendsilné urceni pfimky, byl
jednim z historickych impulst ke zkoumani vicerozmérnych prostori.
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Pascalova véta tvrdi, ze pokud vybereme na kuzeloseéce néjakych Sest
bodt 1,2,3,1',2',3" a body A, B, C ziskdme jako priiseciky

A=23n23, B=31"n31, C=12"n12, (15.11)

kde napf. 23’ znamena piimku spojujici body 2 a 3/, potom budou body
A, B, C lezet na ptimce.

Dualni véta Briancelova tvrdi, ze pokud narysujeme Sest tecen néjaké
kuzelosecky 1,2,3,1',2,3" a p¥imky A, B, C ziskdme jako spojnice®

A=2302'3, B=31031, C=12'01'2, (15.12)

kde napt. 23’ znamend prisec¢ik piimek 2 a 3/, potom se budou pi¥imky
A, B, C protinat v jednom bodé. (©)

15.4 Dualni prostory

Zacatetnik mize mit pocit, Ze rozliovat vektor napi. v R" a linearni formu
na R" (coz ,je* opét pouhd n-tice ¢isel predepisujicich hodnotu dané formy
na vektorech kanonické base) je samoucelné. Vyjasnéni jakési dvojstranné
symetrie (prostor—prostor forem na ném—ptvodni prostor) — a pravé to je
obsahem pojmu dualita — dava dulezitou informaci nejen v (pozdéjsich) kon-
strukcich analyzy a funkciondlni analyzy resp. teoretické fysiky (dualismus
,vlna/¢astice* sotva objevite v elementarnich konstrukcich nize, ale patii
sem také), ale jiz nyni: pFinasi uréitou systematisaci v ndhledu na otazky
typu:

,Pro¢ je v jedné formuli A nebo A~! a v jiné AT nebo A=17?
Pro¢ se transformuji jinak vektory a jinak jejich souradnice? ...

Dudlnim prostorem k prostoru V budeme rozumét prostor vsech li-
nearnich forem, to jest linedrnich zobrazeni, piifazujicich prvkim V reilné
nebo komplexni ¢islo, podle toho, nad jakym télesem je sestrojen prostor V.
Budeme ho znacit V' a podobné jeho vektory budeme obvykle psat s ¢arkou.

Scitani a nasobeni konstantou z télesa zde definujeme nejprirozenéjsim
zpusobem:

(@ +V)(W) = T(W) + ¥ (W), (\-d)(W)=\d(W). (15.13)

Znak Q znamens spojnici bodi stojicich na strandch tohoto symbolu.
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TERMINOLOGICKA POZNAMKA. Odpovidajici objekty dudlu ¢asto ozna-
¢ujeme piedponou ,kontra“. Naopak, pokud jsme jiz pojmenovali objekty
ve V' a chceme oznacit odpovidajici objekty V, pouzivame piedpony ,ko*.
(Nazvy kovektor, kontravektor uzijeme v kapitole o tensorech.)

V této knize zvolend konvence hornich a dolnich indext (pfi¢emz index
vice vlevo (obvykle horni) ndm vzdy fika, o jakou jde fadku, a index vpravo
(obvykle dolni), o kolikdty jde sloupec) pro svoji konsistenci pfimo vybizi
k tomu, abychom v dudlnim prostoru pouzivali pfesné opaény zapis proti
prostoru pivodnimu (soufadnice dudlniho prostoru do Fadky, znacené z});
neopomeneme vsak vzdy poznamenat, co bychom ziskali, kdybychom krat-
kozrace psali vSe stejné jako v prostoru ptvodnim.

Budeme tedy znacit ¥ prvky dudlni base k basi V; tak, 7e

V' (¥)) = 6. (15.14)

Mizeme tedy i-tou souradnici vektoru X vici basi {€;} interpretovat jako
hodnotu i-tého prvku dudlni base (jakozto formy) v bodé X:

' =v"(X) pokud %= Z\‘f’zxz (15.15)

PROC JDE O BASI.
V(O ') =) V(W) =)yt = Oy v (O Vi) (15.16)

Posledni tvar (3 y;¥"7)V Ize jednoznacné piepsat vyjadienim V' jako V' =
Sy v

DEFINICE. Mé&jme linedrni zobrazeni f : V — W. Nazvéme dudlnim
zobrazenim k f

ff W =V (W= wofl (15.17)

VETA v RUZNYCH KONVENCfCH. Necht A znadi matici zobrazeni f vaci
basim V4,..., V;, resp. Wi,..., Wy,

Pouzivame-li konvenci této knihy a piseme-li souradnice dudlniho vektoru
do ¥adky, mame pro duélni zobrazeni touz matici vi¢i basim w'!
V'L, ..., ¥"™ jako pro pivodni zobrazeni:

=N
e, W a

Flow e WAL (15.18)
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Samoziejmé, pokud bychom psali soufadnice do sloupce® i v dudlnim pro-
storu, bude mit zobrazeni matici transponovanou, a proto budeme duilnimu
zobrazeni Tikat také transponované:

fowT = ATwT, (15.19)
V nasi versi vété ihned uvérite pohledem na

[f'(W)] (%) =W - AV = WA - 7. (15.20)

DEFINICE. Necht {&} je base V, necht {&"} je (duélni) base V' a base
{&"} dualni” basi k {€"'} v prostoru V". Potom ztotoznéni

& < & (15.21)

e . , e . "
davéa tzv. kanonicky isomorfismus mezi V a V'.
Toto ztotoznéni je mnohem prirozenéjsi a jednoznacénéjsi, nez ztotoznéni
. ! , , ,
mezi V a V', kterd zkoumame déale!

TvVRZENf. V tomto ztotoznéni je f” = f.

Protéjskem pojmu linearni forma je v analyze pojem funkce. V ivodu ke
knize jsme konstatovali, ze LA vyrostla ze zkoumani ,linearisovanych“ pro-
blému analyzy a je uzite¢né se z tohoto hlediska podivat na nékteré zakladni
véty analyzy funkci vice proménnych a obnazit jejich linedrné algebraické
jadro. Udélejme si tedy toto malé odboceni k analyze.

PRIKLAD. Ve tvrzeni ,derivace ve sméru je skaldrni souéin sméru a gra-
dientu* substituujeme za slova ,smér, funkce, derivace ve sméru z, gradient*
slova ,,vektor, forma, hodnota v z, representujici vektor formy*“. Dostavame
vétu o representaci linedrni formy — zjednodusenou, linearni versi uvedené-
ho tvrzeni.

CvICENS. Identifikujte véty analyzy, jimZ jsou ndsledujici tvrzeni lineariso-
vanou karikaturou.

6 Abychom psali jen podle nagich konvenci, pfipsali jsme k vektoru W' pismeno ,T.
Samozifejmé, ti, ktefi pisi soufadnice vzdy do sloupce, toto ,T“ u vektort vynechavaji.
"Zajisté, 7e dudlni k dudlni ma indexy umistény zase jako piivodni.
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VETA. Linedrni forma {% — a7'%} nemtize byt konstantni na R" pokud
a #£ 0. Je-li v8ak konstantni pro vektory, na nichz jsou konstantni jisté dalsi
formy b;, {%¥ — bI'®}, tak existuji multiplikdtory \; € R takové, 7e

=Y \b;. (15.22)

VETA. Komposici linedrnich zobrazeni odpovida nasobeni matic.

VETA. Rovnici F(z,y) =const pro zobrazeni F(x,y) = Az + By lze fesit
i v piipadé, ze A, B,z,y,const jsou matice (vektory) spravného rozmeéru;
pokud B! existuje, tak

y = —B~'Az 4 const’. (15.23)

Jak jiz bylo poznamenéano, nahradime-li ve vétach analyzy slovo ,,funkce®
slovem linearni forma“ (tedy linearisujeme-li problém; linearisace je syno-
nymem vzeti diferencidlu), dostavame jednoduché tvrzeni LA, kterd pritom
vyjadiuji podstatu uvedenych vét. Pro tplnost uvedme jesté jedno tvrzeni
z teorie kvadratickych forem (které teprve budou probirany nize):

VETA. Kvadratické formé odpovida symetrickd matice (a co matice dru-
hych parcidlnich derivaci?).

V analyze nas ani nenapadne plést si body prostoru R" a funkce na nich
definované (téch je trochu vice). V linedrni algebie mame misto bodt vektory,
misto funkci formy. Nemél by nds mést (v této zjednodusené situaci) fakt, ze
dimense vektorového prostoru a jeho dudlu (prostoru forem) jsou stejné a ze
méame vétu o representaci (diky existenci skaldrniho soucinu a euklidovské
metriky na R").

ZMENA DUALNf BASE. Pokud je C matice pfechodu od base vi,...V,
k basi wq,..., Wy, tj.

(Wiy.. s Wp) = (F1, ..., ¥)C, (15.24)

potom lze vyjadiit vatah mezi duidlnimi basemi formuli®

v—‘;ll ‘—/:/1
=ct| : |. (15.25)
\Xf’n ‘—;In

8Fakt pi{tomnosti inversni matice k C je analogicky zméné mé¥itka mapy: na podrob-
néjsi mapé jsou vzdalenosti vétsi a naopak.



15.5. DUALITA A SKALARNI SOUCIN 225

Lehce se o tom piesvéddéite, pokud zapiSete (ndsobenim prvkii W' krat w ted’
myslime w'(w))

w'l el
(Wi,...,w,)=1=C | : | (¥,...,%)C (15.26)
= In ‘-"ITL

Jestlize (proti konvencim této knihy) budeme psit jednotlivé prvky dudlni
base vedle sebe (tak jako v ptivodni basi), bude matice pfechodu od base
V..., ¥ k basiw'!, ..., W™ dina tzv. kontragradientni matici k matici
C, totiz C 17T

(w'h,...,w") =1, ... vmeT (15.27)

15.5 Dualita a skalarni soudin

V této sekci nebudeme dualisovat dany skaldrni soucin na V, nybrz uzijeme
, , ve v v 7 !
tohoto skaldrniho soudinu ke ztotoznéni V a V'.

VETA 0 REPRESENTACI. Necht b(7,7) je skalarni sou¢in na V. Potom pro
kazdy prvek ¥ € V' existuje jednoznacné uréeny representujici vektor
v € V takovy, Ze

vweV (W) = b(W,¥). (15.28)

DUKAZ. Necht Ker = {w |v'(w) = 0} je nulovy prostor ¥/, necht v L
Ker (mimo jiné, Ker * je jednorozmérny). Pak Ize volit ¥ tak, aby v'(W) =
b(w, V), a tak forma

{W — b(W,V)} (15.29)
m4 stejny nulovy prostor jako V', navic obé formy nabyvaji stejné hodnoty
i pro v, takze obé formy jsou totozné i na V = L({V,Ker }).

DEFINICE. Necht je na V definovan skaldrni soucin b(77). Definujme
zobrazeni j : V — V' (neplette se ztotoznénim V a V") vztahem

[§(%)] (&) = b(, 9). (15.30)
Toto zobrazeni (tvrdime) je antilinearni (,anti* kvili tomu pruhu), tzn.

— — — —
.

J@ A+ V) = (%) Hi¥),  JOW) = N(). (15.31)
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Nebylo by spravné hledat ztotoznéni pomoci vyrazu b(v,d) misto b(d, V),
ponévadz j(v) by pak nebyla linedrni forma (ale antilinedrni).
Specialné, mame-li ortonormalni basi, prifadi zobrazeni j prvku base

primo prislusny prvek dudlni base.

Dulezitou modifikaci transponovaného zobrazeni pro pripad komplexniho
skalarniho soucinu s pruhem je adjungované (hermitovsky sdruzené)
zobrazeni.

DEFINICE. Oznacime jim zobrazeni
ff=j"'of'oj alternativng: b(f(¥),w) =b(¥,f(W)).  (15.32)

Toto zobrazeni méa v téze basi adjungovanou neboli hermitovsky sdru-
zenou (viz diikaz niZe) matici:®

A* = AT, (15.33)

DUKAZ. Necht je Vi,...,V, ortogonilni'’ base V, necht f* = j1fj

—

je adjungovany operator k f : V — V|, kde j(V) je definovino (ve vété

o representaci) vztahem [j(V)](d) = b(u, V).
Tém, kterym vztah f* = j~'f'j piisobi bolesti hlavy (coz miiZe byt
v urcité konstelaci i autor téchto radek), pripomindame, ze je to totés jako
vztah
b(f(d),V) = b(d, f*V). (15.34)

Vskutku,
b(d, f*(¥)) = [j(f*(v)](u) =
= (f'(I(V))) (1) = j(¥)(f (1)) = b(f (), V)
tiprava na zlomu fadky plati praveé kdyz jf* = f'j, coz je to samé jako
=i | |
Je-li f(v;) = EVja]i, [ (v) = Z‘_”jbjk; tak

b(f(¥i), V) =Y, db(¥;, V) = a"b(Vk, V)
1= B (15.36)

b(¥i, [*(¥) = X, V,b(¥:,¥;) = b, b(¥i, ¥:),

(15.35)

“Mnohdy se adjunkce zna&i kiizkem misto hvézdicky.

10Slovem ,ortogonalni“ se zde, ale i mnohde jinde, mini to, 7e kromé toho, Ze jsou
kolmé, maji i stejnou velikost (nejc¢astéji jednotkovou, pak mluvime o ortonormadlni basi).
V protikladu k tomu se neuzivd pojmu ,ortonormélni matice* (z grupy Q(n)).
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¢imz je ditkaz bik = aki = a*ik hotov.

(Znovu pFipominame, ze pro smysluplnost adjunkce je nutna existence
skalarniho soucinu, ktery mé za nasledek, ze se indexy v rovnostech nevys-
kytuji ve vSech ¢lenech ve stejné vysce.)

TvRzEN{. Podobné jako u duélniho zobrazeni,

=1 (15.37)

Diikaz je zi'ejmy, vyjadrime-li zobrazeni matici vii¢i néjaké ortonormalni basi.
Obecnéji,

V), d) =

v), 1) (15.38)
v

POZNAMKA O TAKZVANE FORMALN{ ADJUNKCI.

V souvislosti se zndmym vzorcem ,per partes® se casto mluvi o tzv.
yformalni adjunkci operatoru. Jde o to, ze ,zapomeneme-li hranaté zavo-
ry“, mizeme tento vzorec interpretovat tak, Ze operdtor minus derivace je
adjunkci k operatoru derivace! Slovo ,formalni“ se pouZiva pravé v souvislos-
ti s onim ,zapomenutim“. Podobné i pro operatory derivace vyssich rada.
Uvidime pozdéji, %e (z nejriznégjsich divodt) se na vhodnych prostorech
funkci kupodivu budou ony ,zapomenuté hranaté zavory“ anulovat, takze
formélni adjunkce bude davat spravny vysledek.

ADJUNKCE SOUCINU. Komposice dvou operatorti méa adjunkci

(f9)" =g"f" (15.39)

To je zfejmé v maticové formulaci, obecnéji
b(f(g(d)),¥) = b(g(1), f*(¥)) = b(d,g"(f*(¥))) (15.40)
(pri prvé upravé nakladejte jako s normalnim vektorem s g(d), ve druhé

S F(9).
Toto tvrzeni ma za nasledek, ze na néjakém z prostorii funkci, které
budeme diskutovat v kapitole o adjunkci, bude platit'!

2 * 2 S
(a(m)% + b(x)% + c(:r)) = %a(m) - %b(m) + c(z), (15.41)

' Matematickym jazykem, operator nalevo, ktery sdruzujeme, p¥itazuje f — a(z)f” +

b(z)f' + c(@).
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kde je tfeba napr. prvni ¢len vpravo nejprve nasobit a(x) a pak teprve deri-
vovat (pruh nad a(z) v naSich prikladech pijde vynechat, polynomy a,b,c
budeme mit redlné).

Tato rovnost pro svoji platnost potrebuje, aby = byl hermitovsky opera-
tor (pak budou hermitovské i jeho redlné funkce), aby d/dz byl antihermitov-
sky (coz bude oboje splnéno na prostorech funkci napr. kvantového harmo-
nického oscilatoru). Poznamenejme jesté trivialitu, ze adjungovany operator
k operatoru nasobeni komplexnim ¢islem c je nasobeni ¢.

DEFINICE. Zavedme ¢tyfi nova adjektiva pro operator f. (Totéz plati
pro matice.)

e samoadjungovany neboli hermitovsky, je-li f* = f
e antihermitovsky, je-li f* = —f

e unitarni, je-li f* = f~!

e normadlni, je-li ff* = f*f

Prvy pojem pirechdzi v redlném prostoru na ,symetricky“, druhy pojem na
,antisymetricky®, tfeti na ,ortogonalni* (matice prechodu mezi ortonormal-
nimi basemi). Misto samoadjungovany se téz fikd samosdruZeny.

Antihermitovsky operator lze téz definovat jako takovy, jehoZ i-nisobek
je hermitovsky. (Ovérte ekvivalenci.)

Pojem norméalniho operatoru nema piilis veliky samostatny vyznam, ale
dobfe zastiesuje predchozi t¥i skupiny. (To neznamend, ze kazdy normalni
operator patii do nékteré z téchto skupin. Normalnim je jakykoli nasobek
unitarniho, hermitovského, ale i mnohé jiné operatory, tieba konvolucéni —
viz strana 256.)

CVICEN{. Naleznéte vSechny normalni nilpotentni operatory.

(Nulovy operator. Nevidite-li to hned, pockejte na vétu o spektralnim
rozkladu.)

Redlny néasobek (anti-)hermitovského je (anti-)hermitovsky, komplexni
jednotkou vynasobeny unitarni je unitarni atd. V kvantové fysice je dulezité
nasledujici pozorovani.

P0zoROVAN{. Exponencidla antihermitovského operatoru je unitarni ope-
rator.

f*=—f = (exp(f))* = exp(=f) = (exp(f)) " (15.42)
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UvADIME DULEZITE PRIKLADY.

Hermitovsky operator Jeho exponenciila

energie (hamiltonian) H exp(Ht/ih) — pockej Cas t
slozka hybnosti p, exp(ip,z/h) — posun podél z
Slozka momentu hybnosti J, | exp(iJ,¢/h) — rotace o ¢ kol z

(Posun soufadné osy o z ve sméru osy z je ekvivalentni posunu systému
0 —z. Podobné pro otoceni.)

Vyslovené netrividlni aplikace ma vsak pojem duality jinde v analyze
(rigorosni konstrukce slozitych objekti, které bychom jinak stézi dokazali
definovat).

15.6 Dualita ve funkcionalni analyze

(#f) KdyZ uz se obcas jinde probiraji ty lokdlné kompaktni metrické (ba
i topologické) prostory, uvedme informativné, k ¢emu to mize byt tieba
uziteéné.

POJEM PRAVDEPODOBNOSTI A MIRY. Je-li X (lokdlng) kompaktni pro-
stor (tieba R, R", prostor trajektorii,. .. viz ddle) a je-li C(X) prostor spoji-
tych funkci s normou

Il = sup [f(2)], (15.43)
zeX

pripadné pro X lokalné kompaktni bereme soubor pseudonorem

| fll = sup |f(z)], kompaktni K C X, (15.44)
TeEK

nazveme mirou kazdou spojitou linedrni formu na C(X). Je-li navic forma
(mira) p nezdporna (u(f) > 0Vf > 0) a u(1) = 1, mluvime o pravdépo-
dobnosti na X.

PRIKLAD 1. D4 se ukdzat, 7e linedrni forma,
fe= | flx)g(x)dx (15.45)

je mirou pokud

|9(z)| dz < oc; (15.46)
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je-lig(x) >0a f:g(x)dx =1, jde o pravdépodobnost.
Pro nekone¢ny interval (a,b) nastivaji drobné potize s touto definici:
napiiklad zndma Gaussova mira (pravdépodobnost)

Pz | @ (15.47)

neni jesté spojitou formou ve vyse uvedené topologii. Misto abychom ménili
topologii, radéji dale rozsifime pojem miry na objekty tvaru

9
w=3 (15.48)
n=1

s mirami p, v predchozim smyslu, kde bud

e 1p>0ad pn(l) < oo (do této skatulky spadne vyse uvedend Gausso-
va mira) nebo obecnéji

e kde pro kazdou funkci f s kompaktnim nosicem vyzadujeme splnéni
pro

el 2= sup |pun(9)] (15.49)
lg|<f

pozadavku 3, [[un||; < 0o. Sem patii Lebesgueova mira, pfifazujic

integrovatelnym funkeim f veliinu [0 f(z)dz.

Teorie miry a integralu je vyraznou (snad az hypertrofovanou) soucasti
latky prednasené studentim MFF UK v druhém roéniku. (Je ale obvykle
budovana alternativnim pristupem bez dirazu na pojem miry jako funkcio-
nalu.) Jeji uzitenost vynikne ani ne tak pii vypoctu integrald v R" (tam
by koneckonci stacila néjakd varianta Riemannova integralu), spise ve slozi-
téjsich situacich v teorii pravdépodobnosti a teoretické fysice. Napr. objekt
P(y) resp. P(y) zavedeny v uvodu k Feynmanové integralu je mirou na pro-
storu v8ech trajektorii, dokonce pravdépodobnosti jsou-li exp tA stochastické
matice. (Pro nepositivni, nekoneéné matice ovSem nastavaji znacné potize
s Feynmanovym integridlem, pojem miry uz nestaci k rozumnému popisu
tohoto objektu.)

Dualita a distribuce

S distribucemi a delta-funkcemi zacal ze zcela pragmatickych duvodu pra-
covat Paul Dirac. Diracova delta-funkce je intuitivné funkce nulova vSude
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kromé bodu nula, kde mé tak nekonec¢nou hodnotu, ze

/700 d(r)dr =1, (15.50)

a tedy pro libovolnou funkci f(z)

/_o:o 5(x)f ()dz = £(0). (15.51)

Pokud si chceme takovou funkci predstavit, vyberme si néktery z obvyklych

piedpist (M je ¢islo jdouci nade viechny meze):'?

6(1') = MeXp —M2[L'2’ (5($) = M- (x c (_ﬁ, ﬁ)),

\/771— . . 2
§(x) = SmMz - g(y) = sin’ Mg

(15.52)

Pokud méa z fysikdlni rozmér (délky), ma d(x) rozmér pievracené délky,
protoze d(x) si lze predstavit jako polovinu ,derivace* (bezrozmérné) funkce
signum(x).

Ukazalo se, ze je uzite¢né pracovat i s derivacemi delta-funkce. Budeme-li
n-tou derivaci funkce g znacit jako g™ (z), lze dokézat (bez byrokratickych
tvah o podminkich) matematickou indukei a metodou per partes vztah (hra-
naté zavorky vymizi)

oo 6 (z) f(z)dx = [5(n_1)($)f($)]iooo - 2% 5=V (2) f(z)dz =
=...=(=1)"f()(0)
(15.53)
Prvni derivaci delta-funkce si miizete predstavit jako (M — oo, derivujeme
vztahy vyse)
5/($) — LA/I?’G—M%ﬂ

b

™ (15.54)
§'(z) = —sgn z - M (|a:| € (537,557 + #))

S delta funkcemi se manipuluje dobre i ve vice rozmérech: napitiklad ve
tfech rozmérech chapeme delta-funkci (pfipisujeme index ,,3“) vektoru jako
soucin delta funkci jeho slozek (je tedy nulova vyjma pocéatku souradnic)

83 (X) = 0(z)0(y)d(2) (15.55)

12yyraz 2 € Y nabyvéa hodnoty jedna, je-li pravdivy, jinak je nepravdivy.
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a lze bez nedorozuméni pracovat s identitami jako (r znamend ||f]|)
0? 0* 0%\ 1
St = | - = —4nd (¥ 15.56
(8372 + 0y? + 022 | r mo(F), ( )

kterd nazorné ¥iki, ze hustota niboje, vytvarejictho potencidl q/4megr, je
q63(F); timto rozdélenim hustoty ndboje imitujeme bodovy niboj velikosti g
umistény v pocatku souradnic.

Poznamenejme, ze v kvantové teorii pole se ptivodné klasicka pole (my
mluvime o skaldrnim poli ¢ a jeho ¢asové derivaci dy¢p, podobné je tomu ale
i u vektoru elektrické intensity a magnetické indukce) stavaji operatory —
feknéme presnéji operator-distribucemi — takovymi, Ze

[$(%), 0p(F)] = i*X—%'), [$(K),X)] = [00h(X), 00p(X)] =0 (15.57)

komutuji kazdé dva operatory v riznych bodech.

Greenovy funkce
Jde o vypocet funkce 9, spliujici rovnici

Ly =f (15.58)
s pravou stranou. Hned je jasné, 7e ke kazdému nalezenému feseni lze pricist
jakékoli feseni 1y odpovidajici rovnice bez pravé strany

Ly =0 (15.59)
tak, ze i soucet bude fesenim. Zbyva nalézt jedno feseni. Najdeme-li ale pro
vSechna z( funkce 1., spliujici

[Ltpwo] (z) = 6(z — z0), (15.60)

budeme pak moci zapsat feSeni rovnice z ivodu pro jakoukoliv funkci f jako
integral

(o)
9@) = [ F(@oay ()0, (15.61)
—00
o ¢emz se lehce presvédéite dosazenim (L piisobi jen na proménnou )
(0]
Lyl (@) = [ F o)Ly (@) = £ (@) (15.62)
— 0o
Greenova funkce je oznaceni pro spravné normované v,
G(z,10) = Kby, () (15.63)

a jeji hodnoty se daji vylozit jako elementy operatoru L—!.
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Zminka o exaktni teorii distribuci

Matematici obvykle definuji topologicky dudl V' jako prostor vsech li-
nearnich forem na V spojitych v topologii zadané pomoci né&jakého systému
pseudonorem.

Piikladem je Schwartztv prostor'® D funkci nekoneéné diferencova-
telnych s kompaktnim nosi¢em (mnozina vSech z, kde je funkce nenulova)
na R s pseudonormami typu (pro urcité a, b, n)

n

d
- (a:)‘ . (15.64)

1 b = max,
Ti $touravi z vas se moZné divi, jak miZze mit funkce vSechny derivace (byt z COO)
a pritom mit omezeny nosi¢; fikaji si, pokud je funkce pro z < —1 nulova, lze
vypocitat v8echny derivace v bodé -1 (musi byt nulové, existuji-li) a Taylorovou
fadou propoditat, Ze je funkce nulova i ddle. A naopak, funkce nulova pro zaporné
z a 2% pro kladna z jiz nema sedmou derivaci v bodé nula. Nemaji vsak pravdu; to,
ze je funkce nekone¢né diferencovateln jesté neznamend, ze je analyticka (z C*).
Piikladem budiz funkce nulovd pro 22 > 1 a v intervalu (—1, 1) nabyvajici hodnoty

6(x) = exp (-ﬁ) . (15.65)

Je tak hladce napojena, ze kazda jeji derivace vyjde nulova pro x — 1— resp. x —
—1+, protoze vzdy obsahuje onu zasné rychle klesajici exponencidlu vynasobenou
néjakym podilem polynomi z.

Kdyz uz jsme se dostali do téchto partii analyzy, nebylo by ekonomické nérici,
Ze pomoci takové funkce lze kazdou (integrabilni. . . ) funkci g(z) nekone¢né zahladit
na funkci G(z), kterd pak mé v8echny derivace (a zde urcuje §iftku rozmazani).

1 o0
G(z) = Y / dt f(x + at)p(z) (15.66)
Faktor M zde znamend (pro funkci nahofe uvedenou)
M= / dt ¢(x) (= 0.444) | (15.67)

Na zakladé podobného postiehu lze dokazat tzv. lemma o rozdéleni jednotky:
Mame-li oteviené oblasti Oy, O, . .. Op, jejichZ sjednoceni pokryva kompaktni mno-
zinu O, lze jednotkovou funkci na O rozepsat na soucet libovolné hladkych funkci f;
nabyvajicich hodnot z intervalu (0, 1), kazd4 z nichZ je nulovéd vSude kromé oblasti
O;. (Plati i na obecnéjsich prostorech, nez jsou euklidovské.)

131, Schwartz, = 1950.
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Topologickym dudlem D' je Schwartztiv prostor distribuci (v nasem
pripadé s koneénym nosi¢em) vSech spojitych (podle topologie dané sousta-
vou pseudonorem) linearnich forem na D. Kazdé funkci f € D lze piifadit
distribuci (a zkonstruovat tak vnoreni D do D)

o0
(geD s / f(2)g(z)dz} : D = R. (15.68)
—00
Podle vzorce per partes mame
[ (5:5@)) a@yiz == [ 1(0) 1 g(w)da (15.69)
dx g N dz? ’ ’
coz umoznuje definovat operaci derivovani
4. pLp (15.70)
dr ’

jako dudlni zobrazeni k operatoru

— i : D = D. (15.71)
dz

Takto mitizeme napf. ziskat libovolnou derivaci delta-funkce. (OQ)

CviICENf. Metoda ,transfer matice* (opakovani Feynmanova integralu).

Kolika zpisoby je mozno obsadit N zidli u kruhového stolu osobami tak,
aby zadné dvé osoby nesedély tésné vedle sebe?

NAvOD. Vyuzijme vztah (14.19). Vezméme 2 x 2 matici A = (0,1;1,1).
Kazdé dvojici sousednich prazdnych zidli resp. dvojici s obsazenou pravou a
prazdnou sousedni levou zidli resp. dvojici obsazené levé a prazdné soused-
ni pravé zidle v daném cyklickém usporadani ptitadme vyraz ag 2 resp. ag
resp. a1,2. Nepfipustnost sousedicich osob vyjadiujeme pozadavkem aq1 = 0,
,0s0ba“ ma vsude index 1, ,prazdno“ index 2. Hledané ¢islo je pak rovno
(pridejme viemozné souciny z (14.19) obsahujici nékde téz ¢len a1 a uplat-
néme fakt, ze prvni a posledni indexy jsou stejné, nebot jsme v kruhu!)

1
TrAYN = — + (=N 15.72
TN—l—(T), (15.72)

kde 7 = 77! — 1 ~ 0.618 je zlaty fez. (Ovéfte posledni vztah.) Metoda ma4,
zobecnéni i pro vice typt moznych ,atomt“, i na vicerozmérné miizi.



Kapitola 16

Spektralni rozklad, adjunkce

Linearni algebra tvori jaidro pojmového aparitu soucasné kvantové teorie.
To naznacuje i pohled na obsah této kapitoly. Bohatou informaci o kvantové
teorii a o pouziti LA (a dalsich matematickych partii) v ni nalezne ¢tenar v
knize J. Formanka [14].

Nize uvedend velmi diilezita véta je koneckonci podrobnéjsi, silnéjsi versi
véty Jordanovy pro specidlnich pfipad normélnich (¢ili hlavné hermitovskych
a unitarnich) operatort.

Provedeme vsak radéji znovu samostatny dikaz této véty.

VETA O SPEKTRALNIM ROZKLADU. Je-li f:V — V normélni operator,
tak existuje ortonormélni base V sloZena z vlastnich vektori operatoru f.
(Jiné formulace a ¢etné disledky této véty pro konkrétni volby f viz pozdéji.)

Dikazu predesleme dvé lemmata, z nichZ prvni plati i v obecnéjsim kon-
textu linedrnich prostort i bez skalarniho sou¢inu (a uz jsme se o ném tu a
tam zminili).

LEMMA PRVE. Dva komutujici operatory f,g : V — V maji alespon
jeden spole¢ny vlastni vektor.

Ozna¢me symbolem Ker , (difve Ker }) nulovy prostor (f — A1) odpovi-
dajici néjakému vlastnimu ¢islu A. Ker \ = {V| f(v) = AV}, Jelikoz platit

g(Ker ) C Ker, (16.1)
tak existuje néjaky vlastni vektor restrikce (ziiZeni operdtoru na Ker y)

g : Ker ) — Ker (16.2)

—

'Ditkaz: ¥ € Ker, = f(¥) = A = g((¥)) = Ag(F) = f((¥)) = A&(¥).

235
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a ten je pravé hledanym netrivialnim spole¢nym vlastnim vektorem.
Toto lemma uzijeme pro pripad g = f*, které pro normalni f komutuje

s f.

TVRZENI. Specidlné, je-li V spoleény vlastni vektor f a f*, tak prislusnd
vlastni ¢isla
f(V) =2, f(V)=)\v (16.3)
splituji vatah X = X, jelikoz

Nb(¥,¥) = b(¥,f*(¥)) = b(f(¥),¥) = b(A\¥,¥) = Ab(¥,¥).  (16.4)

Jako v dtikazu Jordanovy véty nyni chceme ovérit, ze Kery i Im, =
{w = (f — A\1)¥ |V € V} jsou invariantni podprostory vzhledem k obéma
operatorum f i f*; presnéji, dokdzeme pouze

LEMMA DRUHE. Necht f(¥) = M. Ozna¢me symbolem W ortogonalnf
doplngk {v}+. Pak f*(W) C W.

Pro diikaz si staci uvédomit, Ze

vweW b+ (W) =b(f(¥),w) =0. (16.5)

Toto lemma, pouZijeme pro piipad, kdy je V spoleénym vlastnim vektorem
f a f*. Potom jsou operatory (restrikce)

LW W (16.6)

opét vzajemné adjungované (ovéfte) a zajisté, ze stile komutuji. Lze tudiz
nalézt dalsi vlastni vektor f a f*, tentokrat v prostoru W. V piipadé konec¢né
dimense V (popravdé ale vét$inou i jindy) takto najdeme za kone¢nou dobu
celou basi, a ditkaz je timto hotov.

Jiny dikaz véty lze ziskat pomoci néasledujici véty, kterd je jednoduchou
variantou lemmatu zformulovaného na strané 200 na konci kapitoly o Jor-
danové tvaru.

SCHUROVA VETA. Kazdy operétor lze ve vhodné ortonormalni basi vy-
jadrit trojahelnikovou matici. Neni totiz tézké uvidét, Ze tato trojuhelnikova
matice musi byt pro pripad normalniho operatoru diagonalni (pokud basi od-
povidajici rostoucimu systému invariantnich podprostorii zkonstruovanému
na strané 200 bereme ortonormalni).




237

MATICOVA REFORMULACE. Pro normélni matici A (AA* = A*A) exi-
stuje komplexni diagonédlni D a unitarni U takova, ze

A =UDU ! =UDU". (16.7)

Je-li navic A unitarni resp. hermitovskd resp. antihermitovska, jsou na dia-
gonale v D komplexni jednotky resp. redlnd resp. ryze imaginrni ¢isla.

ROZKLAD DO PROJEKTORU. Pro kazdy normélni operdtor f : V — V
existuji ortogonalni projekce p; : V — V takové, ze

pip; = 0ipi,  »_pi=1, p;i =) (il (16.8)
b

a navic (\; jsou elementy spektra)

f= Zkipz‘ = Z D) i (il (16.9)

kde druhy (Diractiv) zapis se uziva v kvantové mechanice a vztahu

1= Z i) (thil (16.10)
fikdme obvykle relace tplnosti a vztah
pipj = |vi) (ilih;) (sl = bijlhi) (il = dijpi (16.11)
plati pravé proto, ze vlastni vektory |1);) tvofi ortonormélni basi a tedy
(thiltps) = dij. (16.12)

FUNKCE NORMALN{CH OPERATORU. Rozklad do projektorii

F=> Xpi (16.13)

umoziuje definovat operator F(f) pro jakoukoliv funkci F'(A) definovanou
na spektru predpisem

F(f) =2 F(\)pi (16.14)

CVICENS. Pro F(z) = z", F(z) = e” je to v souladu s dfivéj$imi definicemi.
Zopakujte!
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Jinou zajimavou funkci je odmocnina z matice. Popiste podrobné jeji
konstrukci. Zajimaji nds hlavné redlné odmocniny ¢ili pripad tzv. positivné
definitnich, redlnych symetrickych matic (jejichz spektrum sestavd pouze
z positivnich hodnot).

Odmocnina z matice je pfimo nezbytnd pri praci tfeba s tzv. viceroz-
mérnymi gaussovskymi integraly (tzn. napi. integral z funkce exp(—x’ Ax)
popf. jesté dale vynasobené néjakym polynomem). Znéte-li jiz metody vi-
cerozmérné integrace (Fubiniovu vétu a vétu o substituci — mimochodem
jak zni piislusnd linedrné algebraickd zjednoduSend verse téchto vét, vite?),
spoctéte tyto integraly.

ULOHY O ADJUNKCI A TRANSPOSICI.

1. Necht f: V — V na obyéejném prostoru bez skaldrniho soudinu ma vidi
basi Vi,...,V, matici A. Urdete matice transponovaného a adjungova-
ného zobrazeni vici téze basi.

2. Re$te minulou Glohu v pfipadg, je-li zaddn skalarni souéin b na V.

3. Necht f : E" — E" je ddno matici A v né&jaké basi vi,...,v, € E",
kde v; = (c},...,c%)T. Potom dudlni zobrazeni f' ma vici stejné basi
matici (piSeme-li vektor vzdy vpravo, i kdyz je z dudlu; identifikujeme

E" = (E")) G 'ATG, kde G = CTC.
RESEN{. Ot4zky prvé alohy jsou nekorektné formulovany. V druhé pisme

(V1,- .., ¥n) = (&1,...,8,)C (16.15)

pomoci matice prechodu C od néjaké ortonormalni base €; (tj. b(€;,€;) =

8;;) k basi zadané. Potom ma f vGci basi {€;} matici C"'AC a f* m4 viici

této basi matici C*A*(C~!)*. Kone¢né viici basi {¥;} ma f* matici
CC*A*(C H*C! =GA*G 1, (16.16)

kde G = CC* je tzv. Grammova matice. (Setkdme se s ni i jinde.)

16.1 Fyzikalni veli¢iny v kvantové mechanice

Pii prechodu od klasické teorie ke kvantové nahradime fysikilni veli¢iny
vhodnymi linedrnimi operatory, G¢inkujicimi na Hilbertové prostoru (linear-
ni prostor se skaldrnim sou¢inem) stavii (obvykle nekoneénérozmérném pro-
storu komplexnich funkci; jde o funkce na R3, studujeme-li pohyb ¢&astice ve
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tfech rozmérech). Tak napiiklad v kvantové mechanice jedné ¢astice pohy-
bujici se v jednom rozméru mame hermitovské (aby vlastni ¢isla byla redlna
a tedy méritelnd) operatory x, p s komutacni relaci

[x,p] = ih, (16.17)

kterd pripousti interpretovat operator x jako nasobeni dané funkce (jde
o prostor funkci R — C) funkei z a operdtor p jako —ihd/dz (v takovém
pfipadé mluvime o soufadnicové representaci).

Podotknéme, Ze funkci lze Fourierovou transformaci pievést do hyb-
nostni representace, chiapat funkci jako funkci proménné p a operator p
representovat jako nasobeni dané funkce funkci p a operator x jako ihd/dp.
Ovérte, ze oba tyto operatory jsou hermitovské v obou representacich.

Zatimco v klasické fysice mély vSechny veli¢iny konkrétni hodnotu, v kvan-
tové mechanice lze o presné hodnoté mluvit pouze v pripadé, ze systém se
nachézi ve stavu, ktery je vlastni funkci daného operatoru.

Tak napiiklad, hleddme-li (v soufadnicové representaci) vlastni stavy
operatoru polohy (vlastnimu ¢éislu fikejme xg), mé platit

Vz Xtz (T) = ToWPa, (T), (16.18)

z ¢ehoz dostavame po vydéleni ¢, (), %e funkce 1, musi byt vSude (pro
vSechna z) nulova, vyjma bodu z = xy. Takovou funkei 1ze tedy psat

Pao(2) = (z|20) = 0(2 — Z0) (16.19)
a nelze ji nasobit takovym ¢initelem, aby méla jednotkovou normu. Jde totiz

o pfipad spojitého spektra (vlastni ¢islo nabyva hodnot ze spojitého oboru),
a tak musime podminkou vyse nahradit vztah pro ortonormaéalnost base

(Pilehs) = diy. (16.20)

Podobné, vlastni funkci prislusejici vlastnimu ¢islu py operatoru p je rovin-

na vlna? .

Ppo () = (x|po) = Nor exp(ipoz/h) (16.21)

a tyto vlny mohou poslouzit jako spojitd base prostoru stejné dobre, jako
base vektort |zp). Ortonormdlnost této base a relace uplnosti pro obé base
zapiSeme jako

W) =0 -, 1= [ Iodstel = [ Il (1622)

—0o0 —0o0

2Kdybychom nepfipsali jmenovatel v/27h, museli bychom napsat 27h do jmenovatele
v relaci aplnosti pro |p)-basi.
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Heisenbergova relace neurcitosti

(f) Mluvme o stfedni hodnoté dané veli¢iny F' ve stavu [¢)) (normovaném,
(Wli) = 1) jako o N
(F);=Db(F, ) = (J|F[4)). (16.23)

Neuréitosti veli¢iny F' (ve stavu v, tento index budeme dale vynechévat)
mé&jme na mysli®

AF = J((F — (F))?2). (16.24)

Ujasnéte si, ze AF = 0 je pravé kdyz je |¢) vlastnim vektorem F.

Ptejme se nyni, zda mohou dvé (redlné) fysikalni veli¢iny dané (her-
mitovskymi) operatory F, G nabyvat spolené presnych hodnot, a hned si
odpovézme: pokud komutuji, je mozné vytvorit basi celého V ze spolec¢nych
vlastnich vektori. V opa¢ném pripadé je

Flp) = fl¥),  Gl$) =glp), (FG—=GF)l¢) = (fg—9f)l$) =0 (16.25)

mozné nalézt spolecéné vlastni vektory jen ty, které jsou navic vlastnimi vek-
tory komutéatoru [F, G| prislusejici nulovému vlastnimu ¢islu. Presnéjsi vztah
pro neurcitosti nam poskytuje

HEISENBERGUV PRINCIP NEURCITOSTI. Podle ného je pro hermitovské
F,.G

AF.AG > %|([F,G])|, (16.26)

coz ma napriklad nasledujici dusledek, prejdeme-li do nekone¢nédimensio-
nalnich prostorii:

Pro operétory x, p plati [x, p] = if, stfedni hodnota tohoto komutatoru
je vzdy ih, a tak

Az - Ap > Z (16.27)

Poznamenejme, 7e rovnost nastéva pro vlnovou funkci ve tvaru

(z|p) = c-exp (—ﬁ(m —10)% + %) (16.28)

Gaussovy krivky, tedy pro tzv. minimalisujici vinovy balik.

3Pfi ¢teni literatury se neleknéte, je-li neurditost nazyvana st¥edni kvadratickou
odchylkou, dispersi nebo rozptylem (poslednimi dvéma pojmy se spiSe nazyva ¢tverec
nasi neurcitosti), a Ze se znaci tfeba 0, F.
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Pro diikaz (jsme opét v konecné dimensi) si uvédomme, Ze operatory
F'=F-(F), G'=G-(G) (16.29)

maji stejny komutétor [F',G'] = [F, G] diky bilinearité komutatoru a fak-
tu, Ze c¢islo (F) apod. komutuje se v§im. Upravujme: prvni nerovnost je
Cauchyova, Im zde znac¢i imaginarni ¢ast, v predposledni tipravé uzijeme
samoadjungovanost F,G a v posledni rovnost komutatorii.

AF - AG > [b(F'y, G'9)| > [Tmb(F'sh, G'4p)| = (16.30)
= % [b(F'sp, G'p) — b(G'y), F'yp)| = % Ib((F'G’ — G'F')p, )| = (16.31)

= 3 (R, Gl ). (16.32)

16.2 Prostor Fourierovych rad

.. Poté, co na jednom seminéii skonéila Weylova prednéska o Riesz-Fische-
rové vété? se Hilbert idajné Weyla zeptal: ,Weyle, feknete mné, prosim, co
to je Hilbertuv prostor? J4 jsem tomu nerozumél.

Popovidame si o prostoru komplexnich funkci periodickych s periodou
27 a se skaldrnim soucdinem

b(f,g) = /7; f(z)g(z)dz (16.33)

splhujicich néjakou podminku rozumnosti, konkrétné integrovatelnost v kva-
dratu, tj.

T
/ f (@) dz < oo (16.34)
-7
(témito detaily vas budou zatézovat piisti rok dosti). Uvazme, Ze operator

hybnosti P = —id/dz je® hermitovsky, protoze (podle metody per partes,
hranaté zavory se tentokrat anuluji diky periodiénosti)

/7r (—zdif)g dr = f( z—g) (16.35)

-7

10 isomorfnosti dvou prostorit se skalarnim soudinem: prostoru posloupnosti s koneé-
nou sumou kvadrati absolutnich hodnot ¢lenii a prostoru funkci na intervalu s koneé¢nym
integralem ctverce absolutni hodnoty — ztotoZznénych v Lebesgueové smyslu.

®Pro srovnani: na prostoru polynomt je tento operator nilpotentni, coZ je jako nebe a
dudy.
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Operator P méa vlastni funkce odpovidajici celému vlastnimu ¢islu p

1
wp (I) - \/ﬂ
které jsme normovali (nasobili faktorem, zarucujicim jednotkovou normu).
(Kazd4a funkce P, jmenovité jeho ¢tverec, ma tytéz vlastni vektory jako P.
Ctverec P? bychom museli uvazovat v piipadé realnych prostort a vidime,
7e by podprostory odpovidajici vlastnimu &slu p? byly dvojrozmérné. Kom-
plexni vyklad je ,fundamentilnéjsi“.)

Tyto vlastni funkce muZzeme uzivat jako basi prostoru funkci. Predtim
jsme funkce vyjadfovali jako ,integrilni linedrni kombinaci vektori (nespo-
etné spojité) base vlastnich vektorti unitdrniho operatoru® e (s vlastnimi
¢isly — komplexnimi jednotkami) nebo hermitovského operatoru z s vlastnimi
Cisly xg € (—m, 7). Vyjadieni funkce 1) ve spojité basi lze psat

exp ipe, (16.36)

v = [ :¢($0)5($ ~ ro)dap, (16.37)

kde 1 (xp) hraji roli koeficienti linedrni kombinace a ), () = §(x — ) jsou
funkce tvorici basi. (Delta-funkce je vylozena v kapitole o dualité.)
Takovato vyjadieni ovsem pojmem Hilbertova prostoru jesté spravneé for-
malisovana nejsou; to vyzaduje dalsi matematické konstrukce jako je napf.
tzv. ,osnasconnoje prostranstvo“ I. M. Gelfanda.
V ftedi brackett lze psat relace aplnosti a vztahy mezi basemi
m eipx
1=1= 2 )l = [ Ie)eldr, (o) = T =T} (16.39)
pEZ -7 ™

16.3 Kvantovy harmonicky oscilator

Tomuto problému je popravu vénoviano mnoho pozornosti v mnohych kni-
héch; nejen proto, Ze na mnohé situace 1ze nahlizet v piiblizeni, kdy je sila
umérnd vychylce (tedy potenciilni energie roste kvadraticky s vychylkou),
ale i proto, ze identickd tdloha se objevuje v kvantové teorii pole, véetné
(super)strun, a proto, Ze ma svoji velkou krasu a jednoduchost.

Mluvme o prostoru komplexnich funkci na redlné ose (dostatecné slusné
se chovajicich, integrovatelnych v kvadratu, v nekone¢nu jdoucich k nule i
se svoji prvou derivaci atd.), v némz méjme operatory soufadnice a impulsu

d
B, p=—iho, (@9 =ih (16.39)
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(aby byl text 1épe vyuzitelny i fysikalng, vkladame vSude konstanty 7, k,m a
w = /k/m), o nichz si ¢tenaf mize mysliti, Ze jsou rovny jedné; pak vyhlizeji
vzorce zvlasté elegantné.

Na tomto prostoru méjme skaldrni soucin

lf) =bE.g) = [ f@)g@s. (16.40)

Hledame vlastni ¢isla a vektory hamiltonianu kvantového oscilatoru, to
jest operatoru energie (k = mw? je ,tuhost®, m je hmotnost ¢istice)

2
=P L (16.41)
2m 2
Bez dlouhych feci, zacnéme nejefektivnéjsi cestu: vime, Ze operatory z a
p jsou hermitovské (v diikazu hermitovosti p tentokrat vypadnou hranaté
zavorky proto, ze funkce spolu se svymi prvymi derivacemi jdou v nekoneénu
k nule); jako vzdy, kdyZ se nAm vyskytne vyraz tvaru a?+b%, je i ted vyhodné
uzit pro analyzu komplexni kombinace a + bi, a — bi.
Zavedme tedy anihilaéni operdtor ¢ a k nému adjungovany kreaéni
operator ¢* vztahy

¢ = 277;[ w(mw:i: +ip), ¢ = 2n;lhw (mwz — ip). (16.42)
Pomoci bilinearity komutatoru lehce ovéfite, ze [¢,é] = 1, (16.43)

a snadnym roznasobenim® schvélite, Ze
H=(¢¢+ %)hw. (16.44)

Pipravme si jesté komutatory [I:I, ¢*] = hwe™, [I:I, ¢l = —hwé, (16.45)
které lehce spoctete, znate-li rovnost, jiz lehce zkontrolujete rozepsanim

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B. (16.46)

Méme-li vlastni vektor |i) operdtoru H odpovidajici energii (vlastnimu

¢islu E)
H|yp) = E|yp), (16.47)

Pozor, (4 + 3)2 =a%+ab+ba+0 £a% + 26b + b2, pokud 4 a b nekomutuji.
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potom vektory &), é*[t) jsou také vlastni stavy H s energii F — fiw resp.
E + hw (uzito roznasobeni, fakt, ze ¢islo E komutuje se v§im atd.):

Helyp) = ([H,¢] + eH)ly) = —hwely) + ¢Bly) = (B — hw)ely),  (16.48)
He' ) = ([H,&']+ & H)Y) = hoi )+ Bly) = (B +hw)e*[p). (16.49)

Tyto rovnosti plati nesporné, avsak také mame pozadavek, Ze vlastni ¢islo
¢*¢ nemuze byt zaporné (a tedy vlastni ¢islo H mensi nez hw/2), protoZe
stfedni hodnota operatoru ¢*¢ v normovaném stavu |¢)

(Wleeld) = M pl),  (Pl) =1, (16.50)

kterd je pro vlastni vektor |¢) pfimo rovna vlastnimu &islu A, je vlastné
¢tvercem normy vektoru ¢é|y).

Reseni zahady zilezi v tom, Ze rovnosti vy$e jsou splnény proto, ze cely
vektor ¢|i)) se razem stane nulovym, jdeme-li s energii p¥ili§ nizko. Dovo-
lené je jen takové spektrum energii, ze pro néjaky vektor |0) (fikejme mu
vakuum) plati

. 1
0) =0 = &¢l0) = 0 = H|0) = Zhw|0). (16.51)

Jinak Feceno, spektrum obsahuje hodnoty fiw/2, 3hw/2, 5hw/2, . . ., jsou ekvi-
distantné rozestavéné a toho vyuzil Stvoritel v kvantové teorii pole: kazdy
stav fotonu, stejné jako ostatnich bosoni, s danou velikosti a smérem hybnos-
ti a s danou polarisaci, predstavuje jeden oscilator a stupen hladiny (vlastni
¢islo operatoru ¢*¢) udava pocet foton v tomto stavu.

Nedavno zavedenou terminologii bychom mohli fici, Ze je vakuum cyklic-
kym vektorem kreacniho operatoru. (¢*"|0) tvori celou basi pron = 0,1,2....)

To, ze zékladni hladina (nula fotoni) nema nulovou energii, byl jisté
jeden ze stimuli k vystavbé supersymetrickych teorii. Pokud si myslite,
7e stadi fici, ze H = hwé*é a zbavit se tak energie zdkladniho stavu, vézte,
ze potom nejde celkové energie psat jako objemovy integral jeji hustoty.

16.4 Hermitovy polynomy

Funkce ,vakuum® mé v soufadnicové representaci tvar (vracime se opét
k znaceni obvyklému v matematice)

1 z?
2|0) = o(z) = ———exp [ —— |, 16.52
o) =t = w(~52) (16.52)
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kde z; je jednotkova délka

h

Vidime, ze k-ndsobnym piisobenim krea¢niho operitoru (kombinace z a
d/dz) se k exponenciale pfindsobi polynom k-tého stupné.

To néas vybizi k tomu, abychom exponencialni faktor vytkli (dale stavime
k =m = w = z; = 1) a definovali skalarni soucin na prostoru polynomi

(F = fexp(z?/2))

b(F,G) = [ O:OF(x)G(x)e_’”zdx. (16.54)

Hermitovy polynomy H, odpovidajici n-krat vzbuzenému vakuu (n fo-
nonu ¢ili vibra¢nich kvant) se obvykle normuji tak, ze

b(Hy, Hy) = Smpn! - 2"/7. (16.55)
Pak 1ze psat jednoduchy vzorec (s konvenénim znaménkem)
. n 172 dm 71,2

Abychom zjistili, ktery operator G ma za své vlastni funkce Hermitovy po-
lynomy, staci si uvédomit, ze tento operator ziskdAme tim, ze polynom néso-
bime exp(—x?/2), ¢im# ho pievedeme na vinovou funkeci harmonického os-
cilatoru, zaptisobime na toto hamiltonidnem (z minulé sekce) a opét délime
exp(—22/2), ¢imz vlnovou funkci opét prevedeme na polynom. (Pamatujme,
ve H=1/2(z% — d?/dz?).)

G = exp(2?/2)H exp(—z?/2) = 1(—d—2 + 2$i +1) (16.57)

2 dz? dz
Takovy operator G ma tedy vlastni ¢isla 1/2, 3/2, 5/2 atd. (Abychom méli
vlastni ¢isla 0,1, 2, sta¢i vynechat jednotku v zévorce.)
Tvar nékolika prvnich Hermitovych polynomu

Hy=1, H, =2z, Hy=4z>-2,
H; =8z% — 12z, Hy = 16z* — 4822 + 12.

Plati rekurentni vzorec

(16.58)

Hpii — 22Hp, + 2nH,_1 =0 (16.59)

a polynomy lze ziskat jako koeficienty MacLaurinovy fady vytvorujici funkce

. > tn
e e = 5 H (). (16.60)

n=0
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16.5 Legendreovy polynomy

V piipadé Legendreovych polynomi uvazujeme polynomy na (—1,1) se ska-
larnim soucéinem

(g1f) = / f(z (16.61)

Na tomto prostoru nis zajima Legendretiv operator (derivujte, vynasobte
z? — 1 a opét derivujte)

d? d d d

L= —1)— +2 —1 16.62
(x )dac + xda: dac(x )da: (16.62)
Po substituci z = cos # nabude operator tvaru
1 d d
—_— — 16.
~ sinfdf sin 9d9 (16.63)

Ukéazeme, zZe je hermitovsky (L* = L).

-1 (5

Pouzili jsme dvakrat per partes. Hranaté zavory byly tentokrat nulové proto,
7e obsahovaly ¢initel (2 —1), ktery nabyva v bodech 1 nuly (alespoii pokud
jsou f, g polynomy).

Vlastnimi vektory jsou Legendreovy polynomy, obvykle normované podle

vztahu
1 d"

27l dz”
Prvnich par polynomi mé tvar (jsou prepocteny i na kosiny nasobkt 6 po
substituci z = cos )

Py (z) = (2 —1)"]. (16.65)

Py=1, P, =z =cosb,
P, =1(3z 2_ 1) = §(3 cos 20 4 1), (16.66)
P3 = 3(52°% — 3z) = §(5cos 30 + 3 cos b).

To, ze jsou vlastnimi vektory, je vidét z toho, Ze jsou na sebe kolmé. Provadi-
me-li ortogonalisaci 1,z,z2 ..., vyjdou ndm jednoznaéné (a# na koeficienty)
vektory. Na druhé strané, hledame-li mezi polynomy n-tého stupné vlast-
ni vektor L, ktery (protoze vlastni) je kolmy na vSechny polynomy nizsich

stupni, vyjdou také jednoznacné.
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Kolmost ovétite ndsobnym provedenim per partes na vyrazu
1 darn am

_ 2
b(P,,, P,) = konst - /71 da:—"(x —1)" e ——(z? — 1)™da. (16.67)

Mimo jiné, pro polynomy normované zptiisobem vyse, plati vztah ortogona-
lity (n + 1/2 da dost pocitani)

J
b(P,, Pr) = —". (16.68)
n+ b
Pfesto nas zajima spektrum Legendridnu (ndsobime koeficientem x = 2™-n!).
art!

L(kPy)(z) = (2% = 1) (a® = )" =

+2

= Qfldx""'l( ) ('1’.2 1)d;n+2+(flf — 1)”’ =
= —ddxm (2* - 1)%(@’ — )" — 2z L (a2 —+11)n_ (16.69)
—n(n+ 1) (@? —1)" = ddzn+1 2nz(z? — 1) — 2neL— (22 — 1)"—

—n(n+1) 4" (22 —1)" = n(n + 1)kPy(z)

dx™
Neékolikrat byla uzita Leibnizova formule pro N-tou derivaci soucinu
NN -1) (n-2
2
analogicka binomické vété. Tak naptiklad v posledni tipravé polozime v pr-
vém ¢lenu N = n + 1, u = (z2 — 1)", v = 2nz a mame (¢leny, kde se v
derivuje vice nez jednou, jsou nulové)

()™ = My 4 NNy 4 "+ .+ uw®™) (16.70)

dn+1 5 m+1 5 mn
no_
o) 2nz(z”—1)" = 2n$da¢”+1 (z®—=1)" —|—2n(n+1)dx

Posledni napsany ¢len 2n(n + 1) se trochu odecte s n(n + 1) a predposledni
vyrusi s predposlednim v tpravach. Prostiedni tpravu pii vypocétu spektra
kontrolujte pozpatku, pii prifazeni u = d/dz(z?>—1)", v = (z?>~1), N = n+1.
Tentokrat jsou nulové ¢leny, kde se v derivuje alespon tiikrat.

Vidime, 7ze P, je vlastni funkce p¥islusejici vlastnimu ¢éislu n(n + 1).

(% —1)". (16.71)

Bez diikazu konstatujme na zavér jesté, ze polynomy lze pocitat podle
rekursivniho vzorce

(n+1)Pyy1 —(2n+1)zP, +nP,_1 =0 (16.72)

nebo jako koeficienty Taylorova rozvoje vytvorujici funkce

(1 -2tz +¢)~/? = ZP (16.73)
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(konverguje” pro |t| < ‘x +vVz2 -1
1 dostaneme nalevo 1/(1 — t), coz je geometrickd tada Y .2 ,t", a tudiz
Vn P,(1) =1, ze jejich definici lze rozepsat

Po(z) = 2inn! (%x” - n%x”2 +.. ) (16.74)

), z toho plyne, Zze po dosazeni x =

nebo ve vyjadieni z = cos 6
=1 [ 2 2n — 2 .
P,(cosf) = Z; n ( ; " cos(n — 2i)6. (16.75)
1=
Pievracenou hodnotu vzdédlenosti dvou bodt o sférickych soufadnicich (r, 0, 0)

a (p,0,¢) lze vyjadrit jako

-1/2 _

(r? — 2rpcos 6 + p?) (16.76)

pro p < T; pro p > r ve vzorci vymémme rap.

Krokem ke sférickym funkcim jsou pridruzené Legendreovy polyno-
my

P () = (1 — 222 L p (o), (16.77)

dz™

po dosazeni

2\m /2 d+m !

P (z) = 2l—l'(1 — 7)™ e (z®=1) (16.78)
které pro kazdé m = 0,1, ...,1 (vSimnéte si, ze vSe funguje i prom = —I, —I+
1,...,—1) tvori ortogonélni basi. Vztah ortogonality je

2 (4 m)
P x) P (z)dx = &y — 16.79
Jsou vlastnimi vektory (pfislusné vlastnimu éislu I(I 4 1)) operatoru
d? d m?

1) 42 .
e i

Vétsinou se nasobi urcitym faktorem. Tzv. normované pridruzené Le-
gendreovy polynomy jsou

1 —mN\Y2
Pim <(l+ )ﬁ> P™. (16.81)

"Pro |z| < 1, coz je napi. vidy pro & = cos 6, konverguje vidy je-li [¢]| < 1

(16.80)
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Jsou dobfte definoviny pro vSechna m = —[, -l +1,...,l — 1,1l a

Pim=(=1)"Ppp. (16.82)

Sférické funkce

Asi jste uz nékdy slySeli o tom, Ze velikost vektoru orbitadlniho momentu
hybnosti je \/I(I + 1)i. Neddvno jsme nasli operator s vlastnimi ¢isly [(I+1).
Ano, operator
52 . A PN

L =L;L;+ LyLy+ L,L, (16.83)
ma, vlastni ¢isla [ (I+1)h2, protoze ho jistym zpiisobem lze pfevést na operator
Legendretv.

Uvazujme tedy prostor funkei na jednotkové sfére (to jest mnozina bodi,
kde r = 1), jinymi slovy — zavedeme sférické souradnice

z=rsinfcos¢p, y=rsinfsing, 2z =rcosb (16.84)

a dumejme o prostoru vsech funkci 0 € (0,7), ¢ € (0,27), na némz definuje-
me skalarni soucin vztahem

2

bE.g) = [ dofg— [Tsinods [ dp70,030.). (165
sféra 0 0

v némz jsme vyjadrili element prostorového tthlu d€) = sin € df d¢ tak, aby
byl invariantni viiéi rotaci souradnic.
Na tomto prostoru méjme dva operatory
d 1 0 . ,0 1 92

M=—i—, L=

e ginf— — 16.
e’ 096" 056 ~ snrgag (16.86)

které komutuji (jediné, s ¢im mize d/0¢ nekomutovat, je f(¢), a ta se zde
nevyskytuje). M mé vlastni ¢isla m € Z a L ma vlastni ¢éisla (I + 1),
[ =0,1,2... a spolec¢né vlastni funkce Y}, budeme nazyvat kulové ne-
boli sférické funkce s momentem hybnosti [ a jeho tieti slozkou m. Cislo
m nabyva hodnot —I, -l +1,...1 —1,[.

Normované kulové funkce maji tvar

Yim (0, ¢) = (2m) /2 Ppppe™? (16.87)
a nékdy se mluvi i o nenormovanych

By, = P™(cos B)e™?. (16.88)
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Uvedeme zde tvar nékolika prvnich kulovych funkci, tvoticich ortonor-
malni systém vuci zadanému skaldrnimu soucinu (funkce Y; _,, je rovna
(—1)™Y 1, 8):

b(lemayvl’m’) = 5”’5mm’ (1689)
1 .
Yoo = = Yip = ,/% cosf, Y = ,/8% sin fe'?, (16.90)
Y e 1 15 is
Yoo = gy <2 cos” 0 2> , Yo = o sin 6 cos fe'?, (16.91)

1 /1 , /
Yoo = 1 % sin? 0e??, Y3y = % (g cos® 0 — g cos 0) , (16.92)
1 /21 , 1 /1 ,
Ys = Z‘/E sinf(5cos? 0 — 1)e’?,  Yiy = Z,/% sin? 0 cos 0, (16.93)

1 /35 . 9 /35 15 3
Y33 = V1. sin® 963’¢, Yio = o <§ cos* 0 — 7 cos? 0 + §> ,
(
(

16.94)

3 /5 . 3 i
Yi1 = —/—sin6(7cos” 6 — 3cos f)e'?, 16.95)

4V 47
Yio = §\/i sin? (7 cos? 0 — 1)e??, (16.96)
4V 87w
_ 3 /35 .3 3ip _3F-4 4ip

Yi3 = 1\ 2, sin Ocosbe”?, Yy = 3\ 5, Sin fe™?. (16.97)

Kdyz jsme jiz zabrousili do prostort funkci vice proménnych, nemuze-
me nerici, ze nejpiirozenéjsi zpusob, jak ziskat spocetnou basi ,,polynomt*
na prostoru funkci na kartézském soucinu intervali, je uvaZzovat spolecné
vlastni vektory dvou operator ptsobicich na dvé rizné proménné (takové
komutuji).

Tak naptiklad na prostoru funkci

f(d,z) : (—m,7) x (—-1,1) = C (16.98)
existuji dva komutujici operatory
0 d? d
P=—— L=(z2-1)— +20— 16.
99’ (z )d$2+ e (16.99)

8Cinitel (—1)™ nam zajistuje platnost viech vzorcii i pro m < 0 a ti, kte¥ definuji
kulové funkce pro zadpornd m bez (—1)™, tak ¢éini trochu kratkozrace.
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a za basi prostoru funkci Ize vzit spoleéné vlastni vektory obou operatoru,
souciny dvou funkci

fen(, ) = e*O Py (). (16.100)

16.6 Cebysevovy, Laguerrovy a dalsi polynomy
Volme opét interval (—1, 1), tentokrat ovsem se skaldrnim soucinem
- 1 dx
g) = z)g(z) —, 16.101
[, @) = (16.101)
ktery po substituci z = cosf, 6 € (0, 7) dava
f g = / £(6)5(6)d8 (16.102)
0

a je tedy jakymsi skaldrnim souéinem na pulkruznici.
Uvazme diferencidlni operator?

3 d S d d? d
=v1-—22—/1— 1—2%)— —z—. 16.1
C=V1-z dx\/ 72 - = ( x)d$2 T (16.103)

Vétami o substistuci nebo vyjadienim

d d

_— = 16.104

dr  —sinfdo ( )

ihned usoudite, Ze v proménné 6 ma tvar —d?/df>.
Je samoadjungovanym operatorem, protoze
b(Cg, ) f f\/l—xQd\/l—aﬂigdx—
= [f 1-224 ] — LV =2 (dz ) L gdr =
1
[f 1—x2dg g l_xde ]7 +f11( l—xQdf)gdx—

(16.105)

hranaté zavorky vymizi v pripadé, Ze funkce f,g maji kone¢nou derivaci
v bodech —1,1, jelikoZ v/1 — 22 je zde nulové.

9Nejprve derivuji, pak nasobim v/1 — 22, pak ...
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Vlastnimi vektory jsou CebySevovy polynomy (prvniho druhu) pii-
slusejici vlastnimu &islu —n?

To(z) =(1— x2)*1/2jx—nn(1 — 22)"*+1/2 = cos(narccos z) =

S U n\ e (16.106)
=z —<2>x 2(1—x2)+<4>x Y1—22)2—+. ..

Dalsimi linedrné nezavislymi vlastnimi vektory jsou CebySevovy poly-
nomy druhého druhu (jde o polynomy nasobené /1 — z2)

Un(z) = sin(n arccos z), (16.107)

tvorici dalsi ortogonalni basi prostoru funkci. Vsimnéte si, ze i v pripadé,
kdyZ obé funkce f,g maji tvar polynom krat /1 — z2, tak hranaté zavorky
vymizi, ponévadz je-li f = Fv/1 — x? pro polynom F a g = Gv1 — z? pro
polynom G, je

d — Fz d Gz

—f=_ " —g=—-———"" 16.108
&l =TT LT T e 10

kde symbol wr a wg oznacuje vyrazy, které jsou nulové pro z = +1 a (nebot
nasobeny v/1 — z2) v hranatych zavorkich tedy vymizi. Zbylé ¢leny daji

—zV1 - 22[FG - FG]., (16.109)

a vymizi tedy také. (Pozor, podminka samoadjungovanosti nebude splnéna
v kombinovaném p¥ipadé, tj. pokud f bude polynom a g bude Gv1 — z2.)

Uvedeme jesté tvar nékolika prvnich Cebysevovych polynomii:

U():O, U1:\/1—x2, ngZx\/l—xQ,
Us = (422 = 1)V1— 22, Uy = (82 —4dz)V1 —22...
To=1, Ti=z To=22>-1, T;3=4z>—3z,
Ty =8z* — 822+ 1, Ts=162° — 202> + 5z,
T = 3225 — 48z* + 1822 — 1, Ty = 642" — 1122° + 5623 — Tz,
Ty = 12828 — 25625 + 1602* — 3222 + 1,
Ty = 2562 — 57627 + 4322° — 1202 + 9z
(16.110)
Pro tplnost zde jesté bez diikazi uvidime rekurentni vzorec (stejny pro 7' i
U)
Toi1 — 25Ty + Ty =Upyr — 22U, +U,_1 =0 (16.111)
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a tzv. vytvorujici funkce

1 —¢2 > 1
— = To(z)t", ———— Unt1i@) i (16112
1 — 2tz + 2 n;m n(@)f, 1z 2ta:+t2 Zm_x ( )
Shriime jesté vztahy ortogonality
S T (@) T (2) 25 = 5 (0 + 0mom), (16.113)
J2 U (@)U () 2 = 5 (G — 6—myn)-

Nejlepsi aproximace jsou pomoci Cebysevovych polynomi

Cebysevovy polynomy hraji dilezitou tilohu v teorii aproximaci (funkcf) po-
lynomy. Polynom p nazveme nejlepsi aproximaci dané spojité funkce f na
intervalu (a,b) v t¥idé polynomi P,, stupné nejvyse n, pokud

inf —q = max |f(¢ 16.114
inf |1/ [ufu ma | )|] (16.114)
se realisuje pravé pro ¢ = p.

CEBYSEVOVA VETA. Polynom nejlepsi aproximace je pravé jeden. Dale,

je-li p polynomem nejlepsi (n-té) aproximace funkce f, tak existuji body
a<ar <ag<...<a, <b takové, ze Cisla

0i := f(a;) — pl(a;) (16.115)

stfidaji znaménka proi=1,...,naVi ¢ =|f —p|.

DULEZITY DUSLEDEK VETY. Nejlepsi aproximaci funkce

f(z) =2z" (16.116)
v prostoru P, 1 je pravé ten polynom g € P, 1, pro néjz je
" —q(z) (16.117)

odpovidajicim nasobkem T),(z). Jinymi slovy, mezi v§emi polynomy n-tého
stupné se stejnymi koeficienty u z" je pravé (nasobek) T, (z) nejlepsi apro-
ximaci nulové funkce.

CvICENf. Pokuste se dokazat posledni disledek, eventudlng i CebySevovu
vétu.
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Laguerrovy polynomy

Jiz jen telegraficky si fekneme o Laguerrovych polynomech

Ln(r) = 2 (ane™) = 3(-1) ( n > 7;—,'95 (16.118)

n 7
dzr =

které tvoii ortogonalni basi ®vii¢i skaldrnimu souéinu na intervalu tentokrat
(0,00) (¢initel e™* zajistuje konvergenci)

— o
b(f,g) = / e " f(x)g(x)dz. (16.119)
0
Tvar nékolika prvnich je

Lo=1, Li=1-uz, L2:2—4$—|—[172,
L3 =6 — 18z + 922 — 23,

Ly =24 — 96z + 7222 — 1623 + 22, ’ (16.120)
Ls = 120 — 600z 4 600z — 20023 + 25z* — z°
daji se pocitat podle rekurentniho vzorce
Lpii—(2n+1—2)L, +n°L, 1 =0 (16.121)
a vytvorujici funkce je
o0
eXp[_'ft_/(tl —9l_ nZ%Ln(x)i—n!, It < 1. (16.122)

Funkce L,, jsou vlastnimu ¢éislu n prislusejici vlastni funkce hermitovského
operatoru

2
— x% + (z — 1)% (16.123)
a jsou tedy ortogonalni.
Prokazdé m = 0,1, 2,... lze ziskat jeden systém ortogonélnich polynom!!
Ly Ly Ly o, ..., tzv. piidruZené Laguerrovy polynomy (pro piipad

m = 0 dostavame piimo plivodni Laguerrovy polynomy)

m
L d

n = dgm

m 1 7!

Ln(x):(—l)mn!nf< " >(_f”)i, (16.124)
=0

YPomoci nich se vyjadiuji radidlni ¢asti vlnovych funkei atomu vodiku.
' Aby systém byl L%, LY, . . ., uzivaji néktef{ autofi jinou definici: L = (—=1)? L L, 14 (z).
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maji vytvorujici funkci

exp[—zt/(1 —t)] i Lm(x)tnim

= 16.12
(—hym(1—gmtt — 2 T Ty (16.125)
a vztah ortogonality je
m rm © mo—zym m 5nn'(n')3
b(Ln,Ln,):/O e L @) L ) = S (16.126)

Funkce L](x) jsou vlastnimu ¢islu n —m prislusejici charakteristické funkce
operatoru ,
—x%—k(m—m—l)%. (16.127)

Zjistéte, kterak v tomto pripadé hodnota hranatych zdvorek zajisti hermitovost
tohoto operatoru.

Na zdvér se pokuste vytvorit dalsi hermitovské operatory a skaldrni souciny,
vedouci k definicim dalSich tfid ortogondlnich polynomi. Moznd dojdete k z&-
véru, ze uvedené priklady jsou opravdu témi nejhezéimi.

Také Besselovy funkce jsou vlastnimi funkcemi uréitého operatoru a
tvori jisté ortogonalni systémy funkci, ortogonalni v8ak nikoli proto, ze sy-
stém obsahuje vlastni funkce odpovidajici riznym vlastnim ¢islam, ale na-
opak obsahuje funkce J,,(Az), ¢ili rizné (ve sméru osy z) roztazené funkce
prislusejici jednomu vlastnimu ¢islu x,,, a tak se vymykaji zde diskutovanému
tématu, stejné jako hypergeometrické funkce (resp. Jacobiho polyno-
my, které z nich ziskdme jen ur¢itou transformaci parametri) a kterych
jsou Legendreovy a CebySevovy polynomy specidlnim piipadem pro zvlasgtni
volbu parametri, a tak zadjemce odkazujeme na ¢etnou literaturu.

16.7 Diagonalisace konvoluéniho operatoru

Ptipomenme na tvod pojem charakteru zavedeny v odstavci dudlni grupa.

Necht G je koneénd Abelova grupa (mysleme tfeba piimo na Zjy). Vnorme

G do formalniho linedrniho obalu nad G, tzn. do RE (tento prostor dale
znacime symbolem £(G) a jeho prvky jako {z,|g € G}; samotné prvky G
potom ztotoznime s {dg, | @ € G}). Zobrazeni ,translace* (,posunu®)

{a—a—-g}:G-G (16.128)
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lineadrné prodlouzime predpisem
{zo]a € G} = {(Tyz)q = x4—g |a € G} (16.129)
na operator T, definovany na celém L(G).

DEFINICE. Libovolny operéator na £(G), ktery je linedrni kombinaci ope-
ratort posunu, nazveme konvoluénim operatorem (konvoluci). Je-li

f=> Fl(g)Ty, (16.130)
9eG

nazveme funkci {F(g)|g € G} jddrem konvoluce f.

PozNAMKA. Pozdéji budete v analyze zkoumat spojitou analogii tohoto
pojmu na G = R. Tam bude analogicky konvoluci funkci X a F funkce

(F + X)(t) = /o:o Ft — s)X (s)ds (16.131)

a tedy X — F x X bude konvoluénim operatorem s jddrem F' na vhodném
prostoru funkci na R (pfi¢emz samoziejmé vyvstanou ve srovnani s konec-
nou grupou G nové technické problémy spojené s otdzkou, jaka jadra jsou
pripustnd, aby uvazovany operator mél rozumné vlastnosti).

Neni tézké nahlédnout, ze kazdy konvoluéni operator je norméalni (pokud
nerozumite, uzijte rejstiik nebo ignorujte) (¢emupak je asi rovna adjunkce
k T,!7), takze ma smysl chtit ho diagonalisovat. Ve skutecnosti — v diisled-
ku komutovani vSech translaci — lze provést tuto diagonalisaci pro vSechny
konvoluéni operatory najednou. Nize uvedenou vétu jsme jiz jednou pouzili
— pii vypocétu cirkulantu:

VETA. Necht T je konvolu¢ni operator s jadrem F. Potom je T diagona-
lisovan v ortogonélni basi v8ech charaktert G a plati

T(p) = F(p)p (16.132)

pro libovolny charakter ¢, kde

Flp) =" ¢lg)F(g). (16.133)
geG
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POzZNAMKA. Tato véta je zdkladem celého matematického oboru — tzv.
harmonické analyzy. Viz teorii Fourierovych rad a Fourierovych transfor-
maci. Pfindsime nékolik disledkii:

PARSEVALOVA ROVNOST. (N je pocet prvki G.)

S IFGE =+ 3 |Fe)

9eG 0eG’

2
: (16.134)

Staci si uvédomit, ze prechod od kanonické base k basi dané charaktery
normalisovanymi faktorem 1/v/ N, je unitdrnim zobrazenim.

DRUHY DUSLEDEK. O uziti nasledujici rovnosti se je$té zminime v pod-
kapitole o tensorech a nezavislych jevech. (Je to pouhé sklidani diagonalnich
matic.)

Fi «Fy,=F, - F (16.135)

PozNAMKA. Hezéi, vici G a G’ symetrickou variantu Parsevalovy rov-
nosti dostaneme v nasledujici normalisaci. Ztotoznime G i G’ s aditivni
grupou éisel {k/v N,k =0,1,... N — 1}. PiSme tedy charaktery G ve tvaru

pe(z) = exp(2milz), == \/—% ¢ = # (16.136)

PiSme
¢(z)F(x). (16.137)

Bereme-li skalarni souciny

b(F,G) = = ¥,cq F(2)T(@)

b(F,G) = 2= Y FOG(),

(16.138)

(faktor 1/v/N je tu proto, aby p¥islusnd ,rovnomérnd mira* na G a G’
s vahou kazdého bodu 1/ N pfesla v limité nize v miru Lebesgueovu) mé
Parsevalova rovnost tvar

|7 = £

‘ . (16.139)

Pro N — oo pak ptfechazime k Fourierové transformaci, kde Parsevalova
rovnost mé tvar

~ 2
/R|F(x)|2dx:/R‘F(§)‘ dt. (16.140)
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., . ! Voo v NS 7
Jin4 normalisace (prvky G’ uvazujeme zde opét celo¢iselné)

F®(p) = = 3 (o) Flo) (16.141)
gcG

vede k varianté )

Y IR = X [P (16.142)

9eG 0eG’

coz je zase obvykly a vhodny tvar pro prechod (pifi N — oo a preskalovani
G obdobné jako nahote, ale faktorem 1/N) k teorii Fourierovych fad. Nalevo
potom vznikne integral ptes [0, 1].

Harmonicka analyza je péknym prikladem postupné abstrakce matema-
tického oboru — ktery vznikl ,zkoumanim kmiti* (tfeba strun hudebnich
nastroji) a nachizi mnohé aplikace tieba v elektrotechnice — a o némz je po
300 letech rozvoje s jistou nadsazkou také mozno fici, ze to je ,pouze” jisty
specidlni pripad diagonalisace operatoru — totiz konvolu¢niho operatoru — a
to viici basi dané vSemi charaktery dané grupy. (©)



Kapitola 17

Kvadraticky svét

17.1 Bilinearni a kvadratické formy

DEFINICE. Zobrazeni na kartézském soucinu vektorovych prostori
F: Vi xVyx...xV, ->R/C (17.1)

nazveme multilinedrnim (=linedrni v kazdé proménné), pokud plati

o P+, V2.0, %0) = F(¥1,.0 %) + F(F, Vs, V)

L4 F(}\\_f‘l,\_f’g,...,\_f‘n) :AF(\_;l,,\_f’n)

(pokud je to rovno AF(¥y,...,V,), zobrazeni je v dané proménné an-
tilinedrni)

a obdobné rovnosti pro ostatni proménné. V této kapitole mluvime o piipadu
n = 2, proto ona predpona ,bi* v oznaceni bilinearni formy.

vvvvvv

(%, W) = /() : Vx V' = R/C. (17.2)

. ., e 11 e e, , !
7 véty o representaci vime, Ze jakékoliv bilinedrni zobrazeni z V x V' lze
prenést na V x V vztahem

G(V,w) := F(V,j(W)). (17.3)
Pak je ale zobrazeni v druhé proménné antilinedrni a nikoli linearni.

259
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Abychom mohli mluviti napft. i o skalarnim sou¢inu na komplexnim pro-
storu jako o bilinedrni formé, u¢inme timluvu, Ze bilinedrnim zobrazenim
B budeme rozumét zobrazeni B : VxV — R/C linedrni v prvé a antilineér-
ni v druhé proménné. V ¢isté algebie (neovlivnéné ,pirehnanym*“ dirazem
na hermitovské formy) se bilinedrni formou nazyva forma linedrni v obou
proménnych; to, co my jsme nazvali bilinedrni formou, se obvykle nazyva
sesquilinear form apod. Ze sesquilinedrnich se preorientujeme na skutecéné
bilinedrni formy v kapitole o tensorech.

DEFINICE. ZtZeni neboli restrikeci Kp
{V— B(V,v)}:V=C (17.4)

nazveme kvadratickou formou odpovidajici dané bilinedrni formé.
Nabizi se otazka, zda se touto restrikci neztrati néjaks informace o pu-
vodni (hermitovské, sesquilinearni) bilinearni formé B. Odpovéd ,neztrati“
dava nasledujici'
REKONSTRUKCN{ VETA.

S oS 1 . o o S o
B(%,y) = ; (Kp(X+¥) - Kp(X ~ ¥) +iKp(X + 1) — iKp(X ~ i¥))
(17.5)
Na realném prostoru lze dokonce pséat
I | R Lo
B(d, V) :Z(KB(u—I—v)—KB(u—v)). (17.6)

Identicka véta byla uvedena uz v kapitole o skalarnim soucinu, ditkaz
provedte timtéz roznasobenim.

DUSLEDEK. Pojmy ,symetricka bilinedrni (nebo sesquilinedrni) forma*
a ,kvadratickd forma“ budeme dle libosti zaménovat.

DEFINICE. Bilinedrni formu nazveme hermitovskou resp. symetric-
kou, pokud plati

v, w eV B(v,w) = B(w, V) resp. B(W, V). (17.7)

Vidime, Ze pro reilné formy oba nové pojmy splyvaji.

!Mluvime o ,sesquiline4rnich® forméach.
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Skalarni soucin ted lze chapat jako hermitovskou bilinedrni formu, ktera
je navic positivni:
VW#0  B(V,¥)>0. (17.8)

Pojem hermitovské (samoadjungované) kvadratické formy je tedy zobec-
nénim pojmu skaldrniho soucinu.

17.2 Matice kvadratické formy

DEFINICE. Necht vi,...,V, je n&jaka base V.
Matici®> A = (a;j) s prvky a;; = B(V;,V;) nazveme matici dané bili-
nearni formy B.

DvA VEKTORY. Pokud v tomto prostoru méme dva vektory

n n

potom je
B(X,¥) =Y B(¥iz', ¥jy) Zx’B Vi, Vi), (17.10)

coz lze prepsat do tvaru maticového soucinu (x je sloupcova matice se sou-
fadnicemi X tak, jak se vektor obvykle pise)

B(%,¥) =y*ATx nebo x'Ay. (17.11)

(Ve plati i v R", kde lze vynechat pruhy a hvézdicku nahradit téckem.)
Kvli shodé s obvyklym znac¢enim v kvantové mechanice, kde se sdruzuje
levy ¢initel (bra-vektor),® budeme uZivat prvého zapisu s transponovanou
matici A”". Vidime, ze hodnotu bilinedrni formy ve vektorech ¥, ¥ lze nahlizet
jako skalarni soucin
B&,§) = b(E(R), ), (17.12)

kde zobrazeni f je ddno vzorcem

—

f(x) = ATx. (17.13)

2Fakt, 7e piseme oba indexy doli, je spravné. I na pravé strané jsou oba dole.
3Uvodni poznamka o bracketech na strané 62.



262 KAPITOLA 17. KVADRATICKY SVET

(Bude-li ¥e¢ o bracket-zdpisu, budeme minit matici formy matici transponovanou
k té, o niz jsme mluvili, béZzné budeme pracovat s ket-vektory, jejichz soutradnice
budeme psat do sloupce, zatimco prislusné bra-vektory budou vektory dualniho pro-
storu se souradnicemi sdruzenymi proti odpovidajicim ket-vektortim a zapisovanymi
do radky. Skalarni sou¢in budeme nadale psat

b(X,¥) = (ylz) = y"x. (17.14)

Nastésti, alesponr v redlném ptipadé je jedno, kam umistime pruh.)

—)

VETA. Necht A resp. A’ je matici B vadi basi vy, ..., V), resp. V{,..., V.
Necht matici pfechodu od ¥; k Vv, je matice C:

(v’l, G;l):(vl, Gn)c. (17.15)

PAK JE A’'=CTAC. (17.16)

Uvédomte si rozdily proti zméné matice zobrazeni.

DUKAz. Tabulku A = (a;;) lze znazornit jako maticovy soucin

—

Vi
sloupce : a fadku ( Vi, ..., Vp ), (17.17)
Vi
kde soucinem prvku v;-v; minime B(V;, V;) = a;;. PiSme vztah mezi basemi
také transponované:
\7’1 Vi

=cT| : (17.18)

Vl V1
(¥ W) =CT s (W, Ve )€ o(1719)

vl Vi
tedy vskutku A’ = CTAC, (17.20)
kde ,-“ je nasobeni dané predpisem B a pruh u C vyjadiuje antilinearitu

v druhém éiniteli.
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Ve slozkach vypada dikaz

= B(V}, V) ZB ek, Vid ) = ch ;B(V, V)T Zc Fapic.
kol Kl kol

’

(17.21)

PRIKLADY BILINEARNICH FOREM. 7Z analyzy jsme zvykli na linearisaci
problému (pocitani s diferencidlem zkoumanych funkci). Tam, kde lineari-
sace dava nedostateénou informaci, napi.* v okoli extrému, nastupuje jem-
néjsi metoda: zkoumané funkce nahrazujeme jejich linedrné-kvadratickymi
aproximacemi, tj. Taylorovym rozvojem 2.fddu. (Pokud se prvni diferencial
anuluje, zbude jen kvadratickd forma.)

Pro funkce f : R" — R tak dostdvame kvadratické formy typu

=Y 1'a;z/, XeR" (17.22)

Analogicky, na prostorech funkci mizeme takto dospét ke kvadratickym for-

mam tvaru napr.
B(f / (/ T(s,0)f ()d)dt (17.23)

kde J je n&jakd funkce dvou proménnych (,jadro* dané bilinedrni formy).
Budiz poznamenano, ze skalarni souc¢in dostaneme pro

ai=05 A J(s,t) = p()3(s — 1), (17.24)
kde p je vaha (nap¥. 1 nebo e7%°) a §(z) je Diracova funkce.

Jednoduché piiklady kvadratickych forem dostavidme, méfime-li (tfeba
euklidovsky) vzdalenosti na podprostorech R", které n&jak parametrisujeme,
¢imz vyjde kvadrat vzdalenosti bodu jako kvadratickd forma rozdilu zminé-
nych parametrii. Tim jsme poukézali na p¥irozenost zadani vzdalenosti v R™
(kde m < n) pomoci vhodné kvadratické formy (s matici obecné odlisnou
od jednotkové) a mtzeme zformulovat

CVICENT. Spo&téte vzdalenost bodu od podprostoru E C R™ v metrice
dané kvadratickou formou na R™ s matici A.

(P¥iklad: vzdalenost bodu od piimky v RQ, kde vzdalenost mérime po-
moci kvadratické formy s néjakou matici A.)

*Jiny piiklad: pokud zévislost sily pruZiny na vychylce aproximujeme linearné, musime
zéavislost energie aproximovat kvadraticky.
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PRIKLAD-TOEPLITZOVY FORMY.? Mé&me kvadratickou formu na R”, je-
jiz matice viéi kanonické basi mé prvky invariantni vicéi posunu v cyklické
grupé {0,1,...,n—1}, tzn. prvky a;; zavisi pouze na j —¢ modulo n. (Tf¥eba
suma ¢tverct rozdili sousednich soufadnic; 0 a n — 1 jsou také sousedé.)
Takovéto formé se rika Toeplitzova a prislusny representujici operator je
ovSem konvoluéni operéator (viz. str. 256); spektralni rozklad tam uvedeny
davéa pak diagonalisaci uvazované kvadratické formy.)

CviCENt. Charakterisujte pfipady, kdy konvoluéni operdtor je dokonce sa-
moadjungovany. (Odpovéd: kdyz mé ,symetrické jadro* tzn. kdyz je repre-
sentujicim operatorem Toeplitzovy formy; viz dale — formulujte podrobnéji).

17.3 Diagonalisace kvadratické formy

DEFINICE. Rekneme, Ze bilinedrni forma m4 v dané basi kanonicky
¢ili diagondlni tvar, pokud jeji matice vici této basi je diagonalni.

PRIKLAD. Uvazujme symetrickou formu B(v, w) danou v kanonické basi
&1, &, prostoru R? piedpisem

B(V,¥) = 2% — 22y + 2%, ¥ = (z,y) = &1z + &y, (17.25)
podrobngji  B(V,V) = z2’ — 29/ — y2' + 2yy/'. (17.26)

Forma B samoziejmé nemd vuci basi €1, €; kanonicky tvar;

., . 1 -1

jeji matice je 1 9] (17.27)
NapiSeme-li vSak B(V,V) ve tvaru

(@ —y)* +y* = (2")* + (y")*, (17.28)

kde 2" = z — y a y" = y, znamen4 to, Ze uvedend forma mé jednotkovou
matici viéi basi €] = &, &) = & + &, protoze (ovéte)

%Jsou dilezité v teorii pravdépodobnosti p¥i zkoumani staciondrnich nahodnych proce-
st, v modelech statistické fyziky a kvantové teorie pole i jinde.
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a diky bilinearité nasledné
B(¥,¥) = (z")? + (y")? pro kazdy vektor v =&z" +&y". (17.30)

Formu jsme tak diagonalisovali vii¢i basi, ktera neni ortonorméalni (ani orto-
gonalni) v obvyklé euklidovské normé.

Representace hermitovské formy operatorem

VETA O REPRESENTACI BILINEARNf FORMY. Pro hermitovskou kvadra-
tickou formu B na linedrnim prostoru V se skaldrnim soucinem b existuje
jednoznacéné urceny hermitovsky operator f:V — V takovy, Ze

B(v,w) = b(f(v),w) = b(V, f(W)). (17.31)

DUKAZ. Necht B je libovolng bilinearni forma. Representujme linedrni
formu

(V= B¥,w): V- C (17.32)

w°) VeV,
° (ovéfte linedrnost) spliuje hledany vztah

vektorem w°: B(vV,w) = b(

?
Potom operétor f(w) =w

s

B(¥,%) = b(¥, f(W)). (17.33)

Dokazali jsme tedy obecnéjsi tvrzeni a hermitovost B potiebujeme jen
proto, aby bylo

b(v, f(w)) = B(v,w) = B(w,V) =b(w, f(V)) =b(f(V),w). (17.34)

Diagonalisace hermitovské formy

V nedavném piikladu jsme diagonalisovali viiéi basi, kterd neni ortogonéal-
ni v obvyklé euklidovské normé. Hermitovska forma vSak mizZe byt vzdy
diagonalisovana v ortonormélni basi: najdeme vlastni vektory dané® matice
(neboli matice representujiciho operatoru), normujeme je (nestaci-li ndm jiz
ortogonalni base), pokud nékterému vlastnimu &islu piislusi vicerozmérny

SDoporutujeme pracovat s matici transponovanou proti pivodni definici, tedy a;; =
B(V}, V), neboli v kvantové konvenci (B je i nadale antilinedrni v druhé proménné.)
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prostor vlastnich vektorti, tak jeho basi Gramm-Schmidtovsky ortogonali-
sujeme, a dojdeme ke kanonickému tvaru formy, protoze vlastni vektory
hermitovské matice piislusejici riznym vlastnim ¢éislim jsou (v obvyklém
skaldrnim soucinu) kolmé (o tomto nemiize byt fe¢i v ostatnich metodéch,
které uvedeme, v nichz nehraje ,kanonicky“ skaldrni sou¢in zadnou roli):

VETA. Necht A je hermitovska’ matice. Pak existuje diagonalni matice
D a unitarni matice U (jejiz sloupce tvori souradnice jednotlivych vlastnich
vektori A) takova, ze

A=UDU ! (U !l=U"). (17.35)

(Pokud maéte potiZze se zapamatovianim, ze ma-li U mit ve sloupcich vlast-
ni vektory, pak musime psat U nalevo od D, navrhujeme vam napft. tuto po-
miicku: AU = UD, protoze napiSeme-li na pravou stranu sloupec ,,jednicka
a zbytek nuly“, coz je prvni vlastni vektor V| vyjadieny v basi vlastnich
vektori, je UDV; roven A-nasobku tohoto vektoru zapsaného ve staré basi,
stejné jako AUV, .)

ZPET K PRIKLADU. Najdete-li vlastni ¢isla (1/2(3 £ +/5)) dané matice a
odpovidajici vlastni vektory €], €&}’, které normujete, budete moci kvadra-

tickou formu psat ve tvaru

I I 3 — \/g

3 5
Kp(&'s" + &'y") = T(g:’”)2 + L;[(y’”)?. (17.36)
Metoda doplnéni na ¢tverec
K jejimu vyloZeni od vas potifebujeme znat vzorec
(a4 b)? = a® + 2ab + b2 (17.37)

Upravujeme vyraz

3 aijxixj = a1 (z")? + 20122 2% + ... 4+ 2a1,2 2" + >ij>1 aijxixj =
a11(§:1)2 + Z dZ]Il,’B] = ...
(17.38)
kde #' = 2! + %362 +...+ ¢=z". Uplatnime-li stejny postup déle na fadu
dgo(x?)?, ... atd., dostaneme vyraz

2

a11 (Y2 + @ (82 + ... + apn (22 (17.39)

"Diilezity p¥ipad je redlny, kdy slova ,hermitovska“, ,unitdrni“ lze nahradit slovy ,sy-
metrickd“, ,ortogonalni“.
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Takovéto upravy lze ovSem provést pouze za piredpokladu a1y # 0, ase # 0
atd. Pokud Vi a;; = 0 (jinak bychom zacali upravovat vzhledem k libovolné-
mu a;;(z')? takovému, Ze a;; # 0) a pokud je alespon jeden prvek ay; # 0 —
tteba a7 # 0 (opaény piipad Vi ay; = 0 je trividlni, na soufadnici ' forma
nazavisi, ¢ili bude a1 = 0), provedeme nésledujici substituci jako prvni krok
tpravy ("2 jsou z'? rotované o 45°)

2arrats’ = % (@ +27)? = (@' = 27)?)) = ana((@)? = (7)) (17.40)

Tim prevedeme zadanou kvadratickou formu na pripad, kdy ass # 0 # a11,
a dale pokrac¢ujeme zpusobem uvedenym vySe.

KOMENTAR K METODE A ZOBECNEN{. Formu f(X) = ¥ a;;z'z’ piSme
podrobnéji jako

f(X) = a;;€"(%)€"7 (V), (17.41)
kde {&"} je dudlni base k basi &1,...,8&,, vi¢i niz ma vektor ¥ soufadnice
xZ

X=) &' (17.42)
Ptechod k nové souradnici
. a2 ain
Pl =g+ 2 4 D (17.43)
a1 a1l
vlastné znamena zménu duélni base: od €1, ..., €™ k nové
e . a12 ain
g =&+ &% ... 4 & (17.44)
ay ay

Diagonalisovat formu metodou doplnéni na étverec znamend piejit v (E™)

k takové basi & ,...,&", v ni% mé kvadraticka forma tvar
. 2
f® = ai (¢%) . (17.45)
i

Maéte-1i matici pfechodu mezi dualnimi basemi, matici pfechodu mezi piivod-
nimi basemi ziskate jako k ni inversni (v nasem poradi zapisti) nebo chcete-li
kontragradientni.

Z postupu je ziejmé, ze zamezime-1i pripadu, kdy bylo napt. a1; = 0 (tyto
piipady oSetifuje nasledujici véta pomoci formulace o hlavnich minorech),
Ize ziskat matici piechodu C~! od vlnkované basi k nevinkované (kde C je
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matice pfechodu od nevlnkované k vlnkované) jako produkt (soucin) matic
typu

1 @2 a3 ag
a11 a1l ail

o 1 o o

o o , (17.46)

o o o 1

bude tedy horni trojtihelnikova (a tedy i matice C, inversni matice k horni
trojihelnikové je horni trojihelnikova).

VETA. Pro kazdou symetrickou matici A, kterd ma nenulové vSechny
hlavni minory (tj. nenulové determinanty matic vzniklych z A vybérem prv-
nich k fadek a sloupci), existuje horni trojihelnikova matice C takova, ze
matice

cTAC (17.47)
je diagondlni.

ZOBECNENf METODY. Pfechod k nové souradnici je moZno popsat jako
zménu matice formy

A — CTAC. (17.48)

V tedi radkovych a sloupcovych tprav matice to znamené, Ze s kazdou 1ad-
kovou tpravou udélame zaroven i odpovidajici sloupcovou apravu matice A.
Metodu doplnéni na c¢tverec lze zobecnit tim, ze tyto tpravy jiz nemusi byti
elementirni. (Postup je vyhodny, zajimdme-li se pouze o signaturu.)

Promyslete podrobné, co presné znamend a jak lze pfipadné zobecnit ono
»najednou”. (Jde o asociativitu nasobeni matic.)

Jacobi-Sylvestrova metoda

Jednim z postupii, objevujicich se v nejriznéjsich situacich a znovu a vzdy
dévajicich néjaky netrividlni vysledek, je Gramm-Schmidttv ortogona-
lisa¢ni proces.

Tentokrat ho neaplikujeme vzhledem k béznému skaldrnimu soucinu, ale
obecnéji vzhledem k zadané symetrické kvadratické formé B na redlném
prostoru:

Oznacéme symbolem A matici formy B viiéi néjaké zvolené basi €1, .. ., €,:

aij = B(&;,&). (17.49)
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Chceme tuto basi ,ortogonalisovat viaci B*, tzn. nalézt novou basi

fr = &c, (17.50)
i<k

aby B(f, f_';) =0 Vj # k (tuto podminku sta¢i nahradit podminkou Vj < k
a dokonce ji upravit na Vj < k B(Fk,éj) = 0). ,,Cejch“ bude vhodné volit
takto: B(fk,é'k) = 1. Pak bude ¢, = B(fk,Fk). Najit cx; pro j < k znamena
fesit soustavu rovnic typu

S B(&,8), =0 pro i<k (17.51)
j

ZB(é’i,é'j)ch =1 pro i=k, (17.52)
J

tedy soustavu s rozsifenou matici

app -+ Gy | O
(17.53)
agr - agg |1
Podle Cramerova pravidla plati (dokaZte a ovérte!)
det A(kfl)
= — 17.54
Ckk det A—(k;) ) ( )
kde det Ay je k-ty hlavni minor A
air - Gkl
det oo, (17.55)
aig v Gkk

To vSe plati za predpokladu, kterého se drzime i vSude v tomto odstavci, ze
det Ay #0 VE=1,...,n. (17.56)
UKAZKA. V prostoru R? je zadana kvadratickad forma matici A vici basi

€1, 69, €3 (protoze je prvni, s kterou pracujeme, fikejme ji kanonicka)

(%,¥) =~ B(X,¥) =y A%, (17.57)
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kde ¥ znadi sloupec a X! jeho transposici, ¢ili fadku se stejnymi &isly.
Necht tieba

42 13 -2
A=| 13 2 1. (17.58)
2 1 -3

Najdeme basi ﬁ, f;, fg, v niz ma forma diagondlni matici, a polozme
fi =&. (17.59)

Vsimneme si, ze

B(f, ;) =42, (17.60)
coz bude prvni element (diagonalni) matice formy v basi {f;}. (Nebudeme
pouzivat cejch z texu, ale kalibraci ¢j; = 1.) Dale najdéme vektor f, ktery
je (v metrice dané formou) kolmy na f;, a to ve tvaru (vpravo)

fIAf, =0, £, =& +kf. (17.61)

Dosadime-li pravy vzorec pro fa do pozadované rovnosti, vyjde roznasobenim

13

eVAf, =13,... k= ~

(17.62)

Opét si spo¢teme element diagonalni matice (bilinearni forma z fi af vy-
mizi)
42 o 42

B(fy,f5) =&l A(& — —f1) =2 — — - 13 = —40. 17.
(f2,f2) = €3 A(& 3 1) 13 3 0 (17.63)
Hledame-li f"g ve tvaru

f3 = €3 + mf; + nfy, (17.64)
dostaneme z podminek

fIAf, =] Af, =0 (17.65)

hodnoty m,n (v kazdé z rovnic je bud jen m nebo jen n).
Ziskali jsme tedy matici pfechodu od kanonické basi k nové basi a (dia-
gondlni) tvar matice formy v basi {f;}.

CvICENS. | tato metoda je jen specidlnim pfipadem metody soudasnych
sloupcovych a radkovych Gprav. Dalo by se fici, Zze v protikladu k metodé do-
plnéni na Ctverec (diagonalisace zvnéjsku) jde v Jacobi-Sylvesterové metodé
o diagonalisaci matice ,zevnitf. Promyslete!
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17.4 Signatura, definitnost

Necht mé kvadratickd forma B ve vhodné basi diagonédlni matici, kde n,
resp. n_ resp. ng prvka na diagonale je kladnych resp. zdpornych resp. nu-
lovych.

Potom signaturou minime uspotfadanou trojici (ny,n_,ng); nékdy ji
zapisujeme nazorné jako

(+ +otC —V---—,UO---O)- (17.66)
n4 n_— no

Formé navic prisoudime privlastek A-definitni, kde & je vhodné predpona,
vytvorena podle nasledujicich pravidel:

e nin_ = ng =0 definitni (pokud n, > 0 tak positivné, pokud n_ > 0,
negativneé)

e n_ = 0 positivné semidefinitni
e n, = 0 negativné semidefinitni

e nyn_ > 0 indefinitni

Jacobi-Sylvesterova metoda vede nyni k nasledujicimu dusledku.

VETA. Necht méa matice kvadratické formy A vSechny hlavni minory
nenulové. Pak je signatura formy (n — n_,n_,0), kde n_ je pocet zmén
znamének v posloupnosti

det A(l),det A(z),. .. ,det A(n) = det A. (1767)
Specidlné, A je positivné definitni pravé tehdy, pokud jsou v8echny hlavni
minory kladné.

Jesté jsme nedokézali korektnost definice pojmu signatury, tj. nezavislost
hodnot n,,n_,ng na volbé base. Pro redlné symetrické formy vSak toto tvrdi
VETA O SETRVACNOSTI.

JEJf DUKAZ. Mé&jme dvé base ¥1,...,Vn a Vi,...,Vn, v nichZ mé dan
forma f diagondlni tvar dany matici D = {d';} a D = {d';}. Necht' jsou
prvky basi uspoiddany tak, ze d'; > d'f), a d'; > d'f.
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Necht ig je posledni index, pro ktery di;’O > 0. Odvodime spor z pred-
pokladu, Ze JZSO < 0. (Ostatni situace se vyridi obdobné.) Vskutku, kdyby
ci]j < 0 pocinaje od jistého indexy jo < 7j0~, proved~11' bychom tuto uvahu:

Podprostory L({V1,...,Vi}) a L({Vjy,...,Vn}) musi mit netrividlni
priinik (z diivodii dimense). Necht je jim vektor w.

20 no_ )
0£W=) ¥\ = ¥yl (17.68)
i=1 J=Jjo
Potom ale o
Fw) =Y (X)*d; >0 (17.69)
i
a zaroverl o
F@) = Y (u)d; <o. (17.70)

To jsou paradoxy, Ze ano?

17.5 Kvadriky a kuzelosecky

Uvedené téma je nejstar$i ¢asti linearni algebry (z dob Egyptu, Recka, Ba-
bylonu atd.), jeho neznalost uleh¢i rozhodovani, zda zkousejici udéli znamku
53¢ Ci L, VySSi®.

DEFINICE. Kvadratickou ,,plochou® v R"” rozumime mnozinu bodt
spliujicich rovnici

n n
{(: ) aa'a? +) Bia’ + v =0}, (17.71)
ij=1 i=1

kde A (¢ti ,velkd alfa“) je redlnd symetrickd matice.
e Nizev ,plocha“ je adekvatni pro ndmi nejvice diskutovany pripad n =

3. V pripadé n = 2 jde o kfivku, v dimensich n > 3 se nékdy mluvi
také o nadplochach nebo hyperplochach.

e Leva strana neni ovSem samotnd kvadratickd forma, obsahuje téz li-
nearni a absolutni ¢len. Zminime se o jedné vyznacné konstrukci, pomo-
ci niz se stane ,,¢isté kvadratickou“, totiz o projektivnim prostoru.
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Projektivni prostory

DEFINICE. Prostor R*\ {0} (pro konkrétnost) faktorisujeme podle ekvi-
valence ,byti nasobkem* a dostaneme mnozinu ti¥id (jsou jimi ,pFimky*)

DE|A e R\ {01], (17.72)

kterou nazveme projektivnim prostorem (v nasem piipadé dimense tii,
oznaceni P3).
Body P3 tvaru {AX} pro z! # 0 mtZeme ztotoznit s prvky R®:

—_

T ,’II2 T
AX — = —)- 17.73
DRy e (5,55 (17.73)

w

Zbylé body P3 tvaru (Az!, Az?, A\z?,0) tvoii nevlastni prvky P;, v R? pred-
stavitelné jako body ,lezici“ na pifmkach (Az', Az2, Az®) v nekone¢nu. (Kaz-
dy smér primek mé jeden nevlastni bod, lezici na ,obou stranidch“ v neko-
necnu. Pak lze tedy mluvit o tom, ze kazdé dvé primky —i rovnobézné— maji
jeden prusecik.)

(Jinou, nelinedrni predstavou P je sféra {€ € R*| ||%| = 1}, ve které
navic ztotoznime protilehlé body X a —X.)

V projektivnim prostoru piejde ovSem rovnice kvadratické plochy (viz
vy$e) na rovnici bez linearniho a absolutniho ¢lenu tvaru (nas piipad n = 3)

n n
> aale! +) Bata" ! 4yt =0, (17.74)
ij=1 i=1

coz lze napsat zavedenim oy, 11 ; = @ pt1 = 5i/2, pt1p4+1 = 7y jako

n+1 o
> aga’a? = 0. (17.75)
1,j=1

Projektivni geometrie (studium vlastnosti projektivnich prostort) by-
la vzdy dtlezitou souc¢asti linearni algebry. Vznikla v 19.stoleti® v pracech
zejména némeckych geometri (Mobius, Steiner, Pliicker, Klein) a jejich fran-
couzskych predchidct z 17. a 18.stoleti (Pascal, Desargues, Monge, Poncelet
~ ,promitini®). V poloviné dvacatého stoleti postupné prevladl néazor, ze
jde viceméné o uzavienou oblast matematiky s ukonéenym vyvojem. Tento

8V zdjmu Gtendid ve 21.stoleti jsme nepouzili vyraz ,minulé stoleti®.



274 KAPITOLA 17. KVADRATICKY SVET

nihled (s patfiénym zpozdénim nékolika desetileti) také zptsobil postupné
vymizeni projektivni geometrie z ucebnich planti. Teprve v poslednich asi
dvaceti letech (pfed psanim téchto skript) pfisla projektivni geometrie opét
»,do mdédy“ u mnohych teoretickych fysikii a matematikii (Roger Penrose,
Yuri Manin, Semion Gindikin...).

VSUVKA 0 PROMITAN{. Prosvécujme bodovym zdrojem umisténym v po-
¢atku souradnic néjakou rovinu p C R? a zkoumejme polohu ,stin“ objekti
z p vrzenych na jinou, ne nutné rovnobéznou rovinu p’. Na rovinach p, p’
zavedme repér, ¢ili podatek P resp. P a vektory base vV, w resp. v/, w'.
Podminku pro to, aby body B resp. B' z p resp. p'

B=P+sv+tw, B =P +V+t'w (17.76)

lezely na primce se zdrojem svétla, zapiSeme jako nulovost vektorového sou-
¢inu B X B, coz je soustava ti{ rovnic (vektor mé t¥i slozky) pro neznimé
s',t'. Podle Cramerova pravidla napiseme Feseni jako

S,_a/8+l8/t+,y/ I_alls_i_ﬁ//t_i_,y//
as+ ft+vy as + Bt +

(+) (17.77)

s deviti konstantami «, ... (jmenovatele jsou stejné, jde o determinant sou-
stavy).
Vnoiime nyni{ prostor R? = {(s,t)} do projektivniho prostoru

P? = {(t1,t2,13)}, (17.78)

v némz libovolné dvé trojice tvaru (1, ta,t3) a (cty, cto, ct3) ztotoznime (pro
¢ # 0). Body (s,t) odpovidaji pfimce (cs, ct, ¢). Promitani {B — B'} : p —
P, které ma v parametrickém popisu tvar (x), tedy zobrazeni

{(s,t) = (s',t")} : R* > R? (17.79)
je nyni mozno rozsitit na linedrni zobrazeni
{(t1,to, t3) = (£, 1y, t5)} : P* — P? (17.80)
na projektivnim prostoru P? predpisem
th = a'ty + Bty +'t3

tIQ = Oz"tl + ,3”252 + ")/”tg . (17.81)
th = at1 + ,Btg + ’)’tg
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MiZete si promyslet, ze nevlastni body p se zobrazi na nevlastni body p’
pravé kdyz jsou rovnobézné.

SHRNUTI. Pojem projektivniho prostoru ndm umoziuje chapat teorii
projektivnich zobrazeni (danych linedrnimi lomenymi funkcemi) jako sou-
¢ast LA!

K dalsimu elementarnimu vykladu uZ jen poznamename, Ze ,Spravny
kontext“, ve kterém by se nize uvedeny material mél zkoumat, je praveé teorie
projektivnich prostort.

VETA. Vhodnou zménou (je mozna i ortogonalni) base lze linedrné-
kvadratickou funkci

f(X) = Z it + Z Bizt + v (17.82)
ij i
pievést na tvar? (z'* oznauje soufadnice vektoru v nové, éarkované basi)
f(X) = Z Ni(z')? + Z,uix'i + v (17.83)
i i
Déle, posunem souiadnice . . .
2'=1"+a (17.84)
lze docilit tvaru _
F@) =S Nz + 0/, (17.85)
i
kde exponent je jedna u téch 2*, kde \; = 0, u ostatnich dva.

POZNAMKA PRED DUKAZEM. Posun soufadnic neni lineirnim zobraze-
nim (nejsme v prostoru funkei na R", ale v R"). Opét uvadime (viz zac¢atek
kapitoly o maticich) fakt, Ze v projektivnim prostoru posun je linedrnim
zobrazenim:

(z) = (' 4a%), i =1,2,3 nahradime (z°,2%) — (z'+a'z? z*). (17.86)

DUKAZ VETY JSME JI% PROVEDLI.

TERMINOLOGIE. Plochu danou nékterou z rovnic v posledni vété nazve-
me kuzelose¢kou pro n = 2 a kvadrikou pro n = 3, obecnéji i pro n > 3.

“Nedivte se, e u diagonalisované matice uZ neplati ,zédkon zachovani indexii*.



276 KAPITOLA 17. KVADRATICKY SVET

1. Odivodnéte nazev kuzelo-seCka tim, ze ukaZete, ze lze ziskat jako prinik

vhodné roviny v R? (23 = f(z!,2?)) a kuzele

(%) = (z1)? + (2?)? (17.87)
a naopak, ze prinik kuzele a roviny je kfivka dané rovnice.

2. Obdobné naleznéte pro kazdou kvadriku nadrovinu v R* (parametriso-
vanou parametry z', 2%, 2%) takovou, ¥e uvaZovana kvadrika je prinik
zminéné nadroviny a hyperkuzele

(zM)? = (z1)? + (22)? + (23)% (17.88)

Klasifikace kuzelosedéek a kvadrik

ELIPSOID. Je-li kvadratickd forma v rovnici plochy (positivné nebo ne-
gativné) definitni, mluvime o elipsoidu resp. o elipse (pokud n = 2).

Elipsoid nazveme kouli, pokud ma kvadraticka forma matici, ktera je na-
sobkem jednotkové, v kazdé (< v né&jaké) ortonormalni basi. (Nepozadujeme-
li ortonormalitu base, lze vzdy elipsoid vyjadiit jako kouli.) Prinik elipsoidu
s libovolnou (nad)rovinou typu

{(ReR"| D aiz’ =7} (17.89)
i=1

je opét elipsoid.

Elipsoid mé tedy ve vhodnych soutradnicich rovnici

> Xi(z')® =const, Vi A >0 (17.90)

a redukuje se na bod, je-li konstanta nulové, a na prazdnou mnozinu, je-li
zapornd (tzv.imagindrni elipsoid).
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kuzele

<

< jednodilng
\ hyperboloid

(ny,n_,0), kde nyn_ # 0. Hyperboloid, jak kvadrice fikdme (resp. pro
n = 2 hyperbola) mi tedy rovnici, ve vhodnych souiadnicich

k n
Z)\i(a:i)Q - Z Ai(z%)? = const Vi A >0 (17.91)
i=1 i=k+1

a v nekonec¢nu ho lze aproximovat asymptotickou plochou — kuzelem

k n
DA = > Xi(@')? =0, (17.92)
i=1 i=k+1

V piipadé, Ze jedno \; mé jiné znaménko nez vSechny ostatni (coz je vidy

pro n = 3), uréuje znaménko tohoto \; a konstanty napravo, zda hyperboloid

lezi uvniti kuzele (shodnéd znaménka) ¢i naopak.

V n =3 jde v prvém pripadé o dvojdilny hyperboloid s rovnici typu

2 —r?—y?=1 (17.93)

a ve druhém pripadé o jednodilny hyperboloid s rovnici

22—z -y =1 (17.94)

Ktera rovnice patii kterému, si lehce uvédomite, predstavite-li si z jako funkci
z,y: v pfipadé dvojdilného lze spoéitat z pro viechna z, y jako £+/1 + 22 + 32
(u jednodilného mize dojit k odmochovani zaporného ¢isla).

PARABOLOID. Pokud je v rovnici kvadrat néjaké soutradnice s nulovym
koeficientem a pritom jeji prvni mocnina s nenulovym a rovnice zavisi na
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v8ech soutadnicich, dostavime paraboloid (resp. parabolu pro n = 2).
(Vzdy, kdyZ v rovnici zbude néjaky linedrni ¢len, lze vhodnym posunem
soufadnic vynulovat ¢len absolutni.)

Parabola mé rovnici typu y = 2 a v trojrozmérném prostoru existu-
je elipticky paraboloid (tvaru parabolického zrcatka, které odrazi paprsky

jdouci z ohniska do rovnobéznych smérti) o rovnici typu
z =1+’ (17.95)

a hyperbolicky paraboloid (tvaru sedla, at na koni nebo na horach) s rovnici

typu

z=1z% -1 (17.96)

Rozumné funkce z, kterd ma minimum v bodé (0, 0), se v pfiblizeni linedrné
kvadratickém chové pravé jako elipticky paraboloid.

Paraboloid hyperbolicky a elipticky.

VALEC. Pokud se v rovnici néjaké soufadnice viibec nevyskytuje, ziskime
utvar, ktery vznikne pirimocarym posouvidnim ménérozmérného dtvaru, a
mluvime o eliptickém, hyperbolickém valci atd.

PRIMKOVE PLOCHY. Jednodilny hyperboloid a hyperbolicky paraboloid
jsou primkové plochy, protoze kazdym jejich bodem lze prolozit primku
(v pripadé téchto dvou vzdy dvé), ktera celd lezi na dané kvadrice.

Dokonce si miizete vymodelovat jednodilny hyperboloid tak, ze do kru-
hové obroucky zapichate $pejle a na jejich druhé konce symetricky umistite
dalsi kruhovou obroucku tak, abyste dostali vilec. Potom staci jen krouzky
vzajemné pootocit.
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DUKAZ. Otodenim souradnic o 45°

o = x—j; y = x\;iy (17.97)

prepiSeme rovnici hyperbolického paraboloidu na tvar (tentokrat vyhodnéjsi)

z=2x"y. (17.98)

Kazdy bod této kvadriky je urcen cisly (z',y') a dvé pfimky prochézejici
timto bodem ziskdme predpisem x’' =const. resp. y' =const. (pak z zdvisi
linedrné na y' resp. ').

U jednodilného hyperboloidu najdeme primky prochazejici bodem (0, 1,0)
(kazda zapsand jako priinik dvou rovin)

y=1, z=z a y=1, z=-—zx. (17.99)

Protoze kazda z téchto primek prochazi néjakym bodem kvadriky s danou
souradnici z, staci ji otocit kolem osy z o urcity tthel, aby prochazela zvole-
nym bodem (diky invarianci hyperboloidu vii¢i rotaci kolem osy z).

(Protoze uvedené primky v bodé (0, 1,0) nelze ziskat jednu z druhé rotaci
kolem osy z —ponévadz v roviné z = 0 se protinaji, coZ by se rotaci narusilo—
budou prochézet kazdym bodem dvé primky.)

Hlavni osy kvadrik

Méame-li kvadriku typu

—

b(AX,X) + b(X,¢) + ¢ =0, (17.100)
kde A je symetrickd matice, £ € R™ a b(77) je obvykly skaldrni soutin
z E", nazyvame vlastni vektory A té% hlavnimi osami uvazované kvadriky.

(Tento pojem se pouziva hlavné pro elipsoidy, pFipadné hyperboloidy.)
Poznamenejme, Ze nejkratsi vlastni (polo)osa elipsoidu

{%] Y aijz’z! = const} (17.101)
ij

odpovida vlastnimu vektoru prislusejicimu nejvétsimu vlastnimu éislu A.
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17.6 Vinky a kédovani obrazu

Maly tvod do teorie “Image Processing”

Uvedeme zde jeden specidlni piiklad diagonalisace kvadratické formy (,, Toep-
litzova typu“; tedy formy invariantni vaci néjaké grupé posund na daném
linedrnim prostoru funkci na intervalu [0, 1]). Jde vlastné o prevedeni na
diagonalni tvar symetrické matice typu ,cirkulant®, kde prvky matice a; ;
zavisi pouze na |i — j|.

Jako mnoho jinych véci, nize uvedena problematika pivodné nevznikla
v liné LA, nybrZ jinde v matematice, fyzice ¢i technice (konkrétné v teorii
zpracovavani a kddovani obrazu, pti studiu tzv. renormalisacéni grupy ve
fysice, v otdzkach aproximace funkci v matematické analyze. .. ).

Jde v8ak koneckonci jen o ortogonalisaci jistého specidlniho souboru vek-
tort, jak uvidime.

Samoziejmé, nize uvedené radky maji slouzit jen jako prvni letmé sezna-
meni s oborem, ktery se zvlasté v poslednich letech bouflivé rozvijel a nalezl
Cetné dulezité aplikace v problematice optimalniho kédovani a zpracovani
obrazové informace. (Zajemce odkazujeme na velmi bohatou ¢asopiseckou a
posledni dobou i knizni literaturu; hledej pod heslem “waveletts”).

UvODNf A MOTIVAGNE POZNAMKY.

1.,,0Obrazem* rozuméjme v dalsim redlnou funkci f(z,y) definovanou tie-
ba na ¢étverci [0, 1]2. Hodnotu funkce f(z,y) interpretujme jako ,stupen Sedi*
daného obrazku v bodé (z,y) € [0,1]? .

Mluvime tedy o ¢ernobilém obrazu. (Barevny obraz lze pak representovat
tfemi monochromatickymi obrazy.) Stupném Sedi minime — mluvme tfeba o
diapositivu — veli¢inu typu ,logaritmus koeficientu zeslabeni prochézejiciho
svétla v daném bodé“. Jednotlivé obrazy lze takto sc¢itat (,prekladat pres
sebe*; koeficienty zeslabeni svétla se pak vzadjemné nasobi!), nisobit kon-
stantou (,,zvysit ¢i snizit kontrast“), odéitat ... (Abychom dostali linedrni
prostor, coz se bude hodit. Uvazujeme tedy dale i funkce s nekladnymi hod-
notami, aniz bychom je chtéli néjak interpretovat jako ,zesilovace* svétla.)

2. My se zde ale pro jednoduchost omezime (matematické jadro teorie
pritom zlstane nezménéno!) na jednorozmérné ,obrazy“ tzn. funkce na in-
tervalu [0, 1].

Mluvit zde ale o ,zvuku“ by asi nebylo nejvhodnéjsi. V souvislosti se
zpracovanim (nedigitdlnim) zvuku vyrostla totiz pravé klasickd Fourierova
analyza — kterd je zaloZena na myslence rozkladu ,zvukového signalu“ do
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harmonickych slozek (sind a kosint). To je pravé to, o co v teorii vinek
nejde. Teorie vinek je naopak ndhradou za klasickou Fourierovu analyzu v
téch (Getnych) situacich, kde by pouziti metody rozkladu do harmonickych
slozek nedavalo rozumné vysledky .

(Na druhé strané je aparat Fourierovy transformace jednou z nejdilezi-
téjsich dukazovych technik pii dikladnéjsim budovéni teorie vinek. Takhle
daleko se my ale nedostaneme, i kdyz metody Fourierovy transformace ru-
dimentarné pouzivame téz — viz partie o cirkulantu a konvoluc¢nich operato-

rech.)

Rastrované obrazky a ortogonalni projekce

(f) Pr¥ipomenme prostory funkei IC, £, Q zkonstruované v prvni ¢asti knihy
v odstavci vénovaném funkcim typu “spline”. V dalsim budeme délenim
intervalu [0, 1] rozumét vzdy déleni specidlniho typu:

xi:%; i=0,1,2,....n (17.102)
a navic budeme obvykle predpokladat specialni volbu éisla n totiz n =
2k k = 1,2,... Piislugné déleni intervalu na 2¥ ¢asti budeme oznacovat
v dalsim symbolem D* a odpovidajici prostory funkci K, £, Q budou mit
téz navic index k .

V&imnéme si jedné velmi dilezité vlastnosti uvedenych prostoru funkci.
At uz F¥ oznacuje kterykoliv z téchto t¥i prostori, plati vidy vztah

FEc P (17.103)

Skalarni soucin na vsech téchto prostorech budeme brat obvyklym zptisobem:

b50) = [ f(@o(arts (17.104)

(popfipadé s komplexnim sdruzenim u g, bude-li ¥e¢ o prostorech komplex-
nich funkei).

Ozna¢me symbolem GE+t ortogondlni doplnék prostoru Fv P M-
Zeme pak napsat nésledujici ortogondlni rozklad FHLna ortogonalni pod-
prostory:

FHlorFoeodt' = Faedede.. 0d . (17.105)
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Oznac¢me P;, podrobnéji Pik"'l, ortogondlni projekci z FHna F;. Déle
ozna¢me symbolem @Q; ortogonalni projekci na G; ;. Mizeme pak pro kazdou
funkci f € P! a pro ka#dé j < k + 1 (tieba pro j = 1) napsat rozklad

k+1
f=P(H+ Y fi (17.106)
i=j+1
specialné
k+1
f=h+Y_fi (17.107)
=2

kde f; = Qi(f) resp. f1 = Pi(f) .
Interpretujme tento rozklad pro pfipad F = KC — tedy pro piipad apro-
ximace f po cdstech konstantnimi funkcems: Funkce

J
Pi(f) =Y fi e F (17.108)
1

mé vyznam ,j-tého rastru obrazku f* tzn. je to ta funkce z F;j, jejiz hod-
nota v libovolném intervalu zvoleného déleni D; je rovna primérné hodnoté
(pramérné ,Sedi“) funkce f . Funkce f;;; dodava pak jakousi dodate¢nou
informaci, kterou je tfeba k obrazku P;(f) ,pfilozit“, abychom dostali jem-
néjsi, (j + 1)-ni rastr funkce f.

Jak nyni ,skladovat® informaci obsazenou ve funkcich f;? Nejlépe zvole-
nim vhodné base kazdého z prostorti Gi, 1. (A zapsanim soutradnic f; vici
témto basim).

Jde tedy o vhodné volby basi v téchto prostorech.

Ortogondlni base invariantni vic¢i posunu

V dal$im budeme hledat ortogonalni base zminénych prostort.!’ V piipadé
prostortt K je odpovéd vcelku nasnadé. Basi volime z (vhodné normaliso-
vanych) funkei tvaru

2Lk- ) » ok
K tomu jes$té musime pridat — jako prvni prvek base — funkci identicky rovnou
jedné na celém intervalu [0, 1].

10Na otédzku, pro¢ jsou pravé ortogondini base tak zadouci v numerickych aplikacich, je
zfejma odpovéd: V jaké jiné basi jste schopni spoéitat soufadnice libovolného vektoru tak
snadno?
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Jde o tzv. Haarovy funkce. V§imnéme si nésledujici vyznacéné vlastnosti
téchto funkei: Vsechny tyto funkce (kromé prvni) jsou vhodnym posunem a
dilataci jediné funkce x(z) = —sgn(2z — 1).

(Takovato vlastnost bude jisté mila p¥i snaze o tisporné skladovani prvki
dané base v paméti, pifi programovani i pii samotném vypoctu soutradnic
funkei f;!)

Funkce, jejichZ vhodné posuny a dilatace tvori (zhruba feceno) ortogo-
nalni basi uvazovaného prostoru funkci, nesou nazev ,vinky“ (waveletts,
ondeletts, ...) Obsahem teorie ,vinek* je v prvé radé konstrukce takovéto
base (s ,co nejlepsimi vlastnostmi®, jako je hladkost, lokalisace apod.) — v
nejriznéjsich prostorech, které se mohou vyskytnout v aplikacich.

Pro¢ se nespokojime jenom s Haarovou basi 7 Protoze tfeba v tlohach
aproximace jhladkych®* funkei je vhodnéjsi hledat (co nejpresnéjsi) aproxi-
mace dané funkce nikoliv v prostoru /C, ale v prostorech L, Q popiipadé v
dalsich prostorech hladkych funkci.

Konstrukce vinky zacind obvykle zadanim néjaké ,piirozené“ (obvykle
zatim neortogondlni) base v prostorech F;, zadané pomoci posunu jediné
funkce (at uz je to funkce typu Stolova hora ¢i MileSovka, Rip, ...— viz
odstavec vénovany spline funkcim v prvni ¢asti knihy).

Prvnim tkolem bude tuto basi ortogonalisovat pri zachovani invariance
vzhledem k posuntim:

VETA 1. Necht V je linedrni prostor funkci na grupé [0,1) (s obvyk-
lym skaldrnim sou¢inem fol f(x)g(x)dx) generovany vSemi posuny, o hodno-
ty %; i=0,1,...,n—1 néjaké funkce ¢. Necht dimense V je n . Pak existuje
funkce ) € V takovd, Ze jeji posuny o hodnoty *; i =0,1,2...,n — 1 tvoii
ortogondlni basi V.

DUKAZ. Napisme si matici vzdjemnych skaldrnich soucinii jednotlivych
posunii funkce ¢. Ukolem nenf nic jiného ne# diagonalisovat kvadratickou for-
mu s uvedenou matici v nové basi, invariantni vii¢i vSem posuniim o hodnoty
%; i =1,2,...,n. Oznacime-li vySe zminénou (positivné definitni, odivod-
néte! ) matici jako A (je to matice typu ,cirkulant* a navic symetricka!), je

treba najit jinou matici B typu ,cirkulant“, aby matice
B*AB (17.110)

byla jednotkova ! Tedy v podstaté (chceme-li dokonce B hermitovskou) najit
odmocninu z matice A~! — co# je problém, ktery ,resi“ véta o spektrdInim
rozkladu.
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Numerické nalezeni B mtize byt vSak (pro velkd n, kterd vystupuji pro
dostateéné ,jemné“ volby prostorit F, ; n = 2¥) znaéné netrividlni problém.

Navic bychom radi néco védéli o chovani koeficientti a; ve vyjadieni (jehoz
existence je pravé Vétou 1 garantovanal)

n

P(z) = Zbi¢($+%). (17.111)

1=0

Velmi zadouci by byla napt. vlastnost ,rychlého ubyvani“ koeficienti a;
(tfeba ubyvani rychlejsi nez vhodna geometrickd posloupnost s kvocientem
mensim nez 1).

(#) Reseni vSech téchto netrividlnich otézek zalezi na volbé prostoru V.
Napftiklad pro prostory typu £ mé matice A tvar A = 1 + Q kde piitom
Q ma nenulové (a malé, bereme-1i normu ¢ rovnu jedné) prvky pouze tés-
né vedle diagondly. (Spoctéte je; tedy spocltéte skaldrni souciny dvou funkci
typu MileSovka.) Pak ma smysl hledat odmocninu z matice nikoliv pomoci
spektralniho rozkladu (coz mutze byt prakticky neproveditelné!) ale pomoci
Taylorova rozvoje, tzn. ze vzorce

oy CV Gk o)

o Q" (17.112)

k

Pokuste se ukazat rychlou konvergenci této fady matic (v uvedeném pii-
kladé prostoru L£; v jinych prostorech zadna ,rychl4 konvergence® této sumy
ani nemusi nastat. Pak je tfeba zvolit jiné piistupy).

Vinky

V predchozim odstavci jsme kratce zkomentovali pruni krok nutny ke kon-
strukci vinky, tedy konstrukci ortonormdlni base v kazdém prostoru Fy.
Pracujme ted opét s prostory typu K, £, Q a s délenim intervalu [0, 1] na 2¥
stejnych dili.

Druhym potiebnym krokem bude nasledujici véta.

VETA 2. Necht prostory Fj jsou generovany vzajemné ortogonalnimi
posuny, o hodnoty i/2k; i=1,2,...,2%F —1 n&jaké funkce ¢y, ktera je dilataci,

d(z) = S(5F) (17.113)
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urcité funkce ¢. Necht plati vztah Fp C Fpyq. PiSme pak

2k .
#5) = L adla+ zp) (17.114)
Polozme
2k .
$la) = 3 (~Deila + ). (17.115)
1=0

Pak vSechny mozné posuny o hodnoty i/2%; i = 0,1,...,2F — 1 funkce
V() = 1p(x/2F) tvoFi ortogonalni basi kazdého z prostorti Gy; k > 1 .

PozNAMKA. Tim je konstrukce vinky dokon¢ena. Poznamenejme vSak,
ze predpoklady véty nahote (specidlné konstatovani, Ze vSechny ortogonalni
base jiz sestrojené jsou vhodnymi posuny a dilatacemi jediné funkce) ne-
jsou obecné garantovany pro funkce sestrojené pomoci véty 1! Jsou splnény
obvykle jen ptiblizné, pro velkd k. Tyto problémy zmizi, pracujeme-li na
celé realné ose misto na grupé [0,1]. (Pak je platnost uvedeného predpokla-
du viceméné ziejma. Cenou je ovSsem nutnost prace s nekonecnérozmérnymi
prostory, nutnost diskuse chovani koeficienti v nekonec¢né radé véty 1 apod.
Tedy problematika jiz v podstaté mimo obor LA. Nicméné je to tato — zcela
realistickd — situace, ktera se pii aplikacich vétsinou uvazuje.)

(V) Diikaz samotné Véty 2 neni viibec obtizny a pfenechame jiz ¢tenaii,
aby napsal prislusné skaldrni souciny a ovéril jejich nulovost (a popiipadé
ocenil diavtipnou volbu koeficienti ¢;). Je potiebné si vSimnout vztahu (ktery
je dusledkem ortogonality jednotlivych posunti funkce ¢)

> agivjaz =0 Vi (17.116)
[

Piikladem je prostor KC; postupem zde naznafenym (za¢inajicim s funk-
cemi typu Stolova hora a konstruujicim vinky pomoci vét 1 a 2) dostaneme
jiz zminénou Haarovu basi. (Ovéfte jednotlivé kroky konstrukce, vypoclet koe-
ficientd ¢; 1)
hlavni problém je v provedeni kroku popsaného vétou 1 (a diskuse chovani
funkce ¢ tam sestrojené).(Q)
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Kapitola 18

Dvé maticové bagately

18.1 Pseudoinverse matice
Co délat, nema-li matice A inversni matici? Jinymi slovy, jak nahradit vzorec
X=A"'b (18.1)

pro feSeni soustavy AX = b v piipadé, ze A~! neexistuje? Odpovédi je
konstrukce tzv. pseudoinverse matice z kuchyné Moore-Penroseho.

DEFINICE. Pseudoinversi obecné (obdélnikové) matice A nazveme ta-
kovou matici A~, pro kterou plati' (pravé posledni dvé podminky piinaseji
piivlastek ,Moore-Penroseho®)?

AATA=A, A"AA"=A", (AA)*=AA", (A"A)*=A"A.
(18.2)

CVICEN]. Existuje-li A~!, je samoziejmé& A~ = A~!. Zatim pfenechime
matematikiim dikazy jednoznacné existence pseudoinversni matice a radéji
ukazeme, jak zkonstruovat A~ ve dvou typickych piipadech.

Kdyby to nékoho pfece jen zajimalo, pseudoinversni zobrazeni k f: V —
W ziskdme tak, ze ve W najdeme basi Im f a doplnime ji na basi W vektory
kolmymi® na Im f. Zobrazeni f~ : W — V pfifadi vektortim base Im f jejich

!Mysleme zv14sté na redlny piipad, kdy lze nahradit adjunkci transposici; je myslitelna
i transposice v komplexnim piipadé.

2Prv4 podminka znamend, e A~ je pseudoinversni k A, druhi naopak, plati-li obég,
jsou navzajem pseudoinversni.

3Potiebuji skalarni sou¢in na V i na W.

287
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vzory pii zobrazeni f, a to ty, které jsou kolmé na Ker f, a zbylym (kolmym
na [m f) vektorim base pfifadi nulovy vektor ve V.

e A je obdélnikova, typicky ma vice fddkid nez sloupct (je vysoka),
napt. z uloh linedrni regrese takové, ze

A*A  je regularni (18.3)

e A je obdélnikova, pocet fadkil nejvyse roven poctu sloupci (§iroka
matice) takovd, Ze (rovnice AX = b ma typicky vice feseni)

AA* je regularni (18.4)

1. Misto neexistujiciho FeSeni soustavy AX = b hleddme Feseni pro pro-
jekci b™ do sloupcového prostoru, tedy

AX=b", (b—b')LSA)= A*(b—b')=0 (18.5)

Potom je A*A% = A*b = A*bl a miizeme psit ® = (A*A)"'A*b.
Ovéfte, Ze v tomto piipadé spliuje (A*A)~'A* podminky pro pseu-
doinversi matice A.

~ 76

2. M4-li rovnice AX = b vice feSeni, mizeme hledat to ,nejmensi“ z nich
(ve smyslu minimalisace > ;" ; |xl|2) Jelikoz pro b=0 je feSeni rovnice
AX = 0 v ortogonalnim doplitku k sloupcovému prostoru S(A*) matice
A*, znameni to, 7e pro obecné? b + 0 bereme feSeni AX = b kolmé
k S(A*)* (abychom ziskali feSeni s minimalnim ¥*%), tedy ¥ € S(A*).
Takové X, které je kombinaci sloupcti A*, lze zapsat jako A*Z, kde
sloupec Z obsahuje pravé koeficienty udavajici ,,jak velké“ kombinace.
M4 tedy byt

AR=AA*Z=b, &li Z =(AA*) 'b, X=A"(AA") 'b.
(18.6)
Takze A~ = A*(AA*)™! je hledanou pseudoinversi v tomto piipadé.
Odivodnéte podrobnéji.
Tato situace je dudlni minulé, protoZe pseudoinversi ted hleddme tak,

7e matici A nejprve hermitovsky sdruzime, najdeme k ni pseudoinversi
podle minulého postupu a tuto opét (nazpatek) hermitovsky sdruzime.

=
“Obecné Fedeni rovnice AX = b dostaneme tak, Ze p¥i¢teme k jejimu jednomu konkrét-

S

nimu FeSeni jakékoli feSeni rovnice AX = 0.
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CVICEN{. Spoctéte pseudoinverse matic

A = (ay,ag,...a,), B= : . (18.7)

CVICEN{. Nechf matice A ma hodnost h. Jakou hodnost maji jeji Grammo-
va matice AAT a jeji pseudoinverse?

18.2 Polarni rozklad operatoru

V této sekci najdete analogii zapisu komplexniho éisla v exponencidlnim
tvaru
z=r-e9% = r(cos ¢+ isinep) (18.8)

pro matice: vyjadiime jakoukoli (nehermitovskou) matici jako komposici ma-
tice (resp. operatoru) hermitovské a unitdrni. Ma to velky vyznam pro fe-
Seni riznych aproximacnich tloh, které jsou snadno fesitelné pro diagonélni
(resp. hermitovsky) operator. Rozklad obecného operdtoru pak umoziiuje
rizné aproximacni tlohy fesit obecné, jak uvidime nize.

VETA. Reguldrni komplexni matici A lze zapsat v kterémkoli z nésledu-
jicich t¥® tvarti (matice U, U’, V, V' jsou unitarni — analogie komplexnich
jednotek €', matice B, C positivné definitni hermitovské a D je matice po-
sitivni diagonalni hermitovska — tedy realnd -)

A=CV=UB=UDV (18.9)
a navic

A*A =B2=V"D?*V', AA*=C?=U'D?U”*, U =UV"* (18.10)

Pro diikaz staci prodiskutovat spektralni rozklad matice A*A, ktera je
nutné hermitovska a positivné definitni. Pisme tedy

A*A = V*EV’ (18.11)

®T¥i vztahy misto jednoho mame diky nekomutativité.
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s unitarni V' (vzorcem V'V'™* = 1) a diagonalni® redlnou positivni E, ktera
je Jordanovym tvarem A*A. Polozme proto E = D? s jinou positivni realnou
diagonalni matici D. Zrejmé matice

B :=V"*DV’ (18.12)
je positivné definitni a hermitovskd a B> = A*A. Polozime jesté
U:= AB! (18.13)

a U bude unitdrni, nebot BU*UB = A*A = B?, a tak U*U = 1.
Plati také A = UB = UV*DV’' = U'DV’ pro U’ := UV"*.

PRIKLAD UZITf SPEKTRALNfHO ROZKLADU. Chtéjme redlnou nxn étver-
covou regularni matici A ,co nejlépe“ aproximovat matici B zadané hodnosti
h = h(B) < n. ,,Co nejlépe* zde znamend minimalisovat normu ||A — B||
pro matice B hodnosti < h, kde

1A= 2>

0]

ai-

= /mann. (18.14)

Diskusi provedte sami, hlavni body postupu v dal$im textu formulujeme jako
cviceni.

1. Ukazte, ze dana norma je specidlnim ptipadem norem typu

IAll5 = A%, (18.15)

podrobnéji norem odvozenych ze ,skalarniho soudinu matic"

b(A,B)s =) b(A%;,B%)), (18.16)
7

kde ¢ = {X;} je n&jaky soubor vektord v E".

2. Je-li ¢ systém tvofici ortonormdlini basi E*, je [|A| = ||A]|, pro kaZdou
A a tedy uvedend norma ||...|[, nezdvisi na ¢.

SMatice E je urtena jednoznalné a na permutaci vlastnich &sel.
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3. My = II--[[ug kde Ug = {UZX;}, pro libovolny operdtor U G&inkujici
na linedrnim obalu ¢ s unitarni matici vadi {X;}.
4. ||[AU]|, = ||Alls pro libovolnou ortonormdini basi ¢ a libovolny unitdrni
5. Necht
A=UD,V (18.17)

je polarni rozklad A. Zavedme matici Dpg vztahem
B=UDpV’ (18.18)
a zvazme si, ze
|A ~B|| = |[UD4 ~ U'Dy| = [Ds — Dy (18.19)
podle vztahu minulého a ndsledujiciho trividlniho

6. |A]] = HATH podle ¢ehoZz (ve spojeni s predminulym bodem) také
IUA| = ||A|| pro unitarmi U

ZAVER. Ulohu o nejlepsi aproximaci A matici B dané hodnosti jsme
prevedli na ulohu o nejlepsi aproximaci matice D 4, o niz tentokrat smime
predpokladat, Ze je diagonalni a positivni, matici Dp. V této oblasti najdeme
feseni lehce: i matice D p bude diagonalni a positivni; ziskame ji totiz vynu-
lovanim patii¢ného poc¢tu nejmensich diagondlnich elementi D 4, abychom
docilili pozadované hodnosti.

Shrnujeme: nejlepsi aproximaci k A je matice

B =U'D3V/, (18.20)
kde D p je nejlepsi aproximaci D 4.
CvICENS. Spoététe pseudoinversi D™ diagondlni matice D (nezapadd do
pripadd, které jsme jiz poditali).
S pouzitim tfetiho polarniho rozkladu definujte matici

A" =V*D U (18.21)

a ukazte, ze jde o pseudoinversi k A.
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CVICENS. Je-li A &tvercova matice, tak AAT i AT A mayji stejny Jorda-
niv (diagonalni!) tvar (coz je silnéjsi forma tvrzeni dokdzaného uz ve cviceni
na konci kapitoly spektrum). Vyuzijte polarni rozklad A.

CVICENI. (Tzv. Golden-Thompsonova nerovnost pouzivana napf. v kvan-
tové teorii pole.)”
Pro libovolné dva hermitovské operatory A, B plati nerovnost

Trexp(A + B) < Trexp AexpB (18.22)

(pficemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz A a B komutuji).
A vzpomindte, jak je to pro determinant?

DUKAZ. RozepiSeme levou i pravou stranu jako

>

tak vidime, Ze stac¢i dokdzat nerovnosti typu

Tr(A + B)” Tr AFB!

py resp. Z TN (18.23)

Tr(A'B'A"B"...) < Tr(A’A"...B'B"..)) (18.24)

kde A’, A" ... oznacuji néjaké mocniny matice A a podobné¢ u B',B”....
Predpokladejme, ze A a B jsou hermitovské matice a matice B = D je
jiz. dokonce diagonélni. (To smime podle véty o spektralnim rozkladu a diky
cykli¢nosti stopy matice.)
Nerovnost (18.24) pak dostaneme, rozepiSeme-li stopy zminénych soucinti
matic v (18.24), z nerovnosti typu

xnlynQan < %xﬂ + n2y” + ﬁz” n =nj + ng + ns (1825)

(coz je zndma nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem!).
Napi$me si to podrobnéji tieba pro A = A’ = A” = ... a pro B =
Dnl; BII — Dng’ BIII — Dn3:

3" ali(d)™ ay (dy) ™ ek (dy)™ < (18.26)
i,5,k

<M ADPA? + 2 v A2D"A + B A3D” = Ty AD".
n n n

"Pro udetfeni mista umistujeme zde, nikoliv na konec kapitoly Spektralni rozklad.



Kapitola 19

Ri3e tensort

19.1 Co jest tensor

Zvoliv' rozpravu o poétu tensorovém za predmét této posledni kapitoly, dou-
fam, Ze se zavdééim ¢tenarstvu hojnému nasemu a to tim vice, jelikoZ v nasi
mateistiné neni mnoho spisti o tomto veledilezitém piredmétu jednajicich.

Linearni algebra pojednéavé, jak ndm znamo jiz, o predmétech obecnych i
konkrétnich, aby s jedné strany pozadavktm dostateéné obecnosti mathema-
tické hovéla a s druhé strany poznani toho, s ¢im se stale stykame v mathe-
matice 1 v pfirodozpytu, rozsifovala; neb které védomosti byly by prospés-
néjsi nezli ty, které schopnosti abstrakce mathematické rozvinuji a navic nam
obcovani v prirodé a s prirodou usnadnuji?

Poohlédneme-li se na na$i dosavadni ¢innost, pozndme ihned, ze prvnimu
ucelu bylo predevsim hoveno; prevladajit valné v textu naSem konstrukce
abstraktni, a¢ i v téch mnoho konkretniho jest jak ¢tendrstvo naSe zajisté
poznalo.

Zvoliv tedy nyni predmét poctu tensorového za nasi rozpravu, budiz hned
zptredu podotknuto, Ze predmét, jez jsem pro ¢tenaistvo své hojné dle skrov-
nych sil svych upravil, bude pojednédn v obecnosti ne mensi, nez dosavadni
themata nase, ¢imz jsem se arci vzdal nadéje, ze by vSichni ¢tendfové vsemu
stejné porozuméli; vyzadujit zdkladni konstrukce theorie tensorové nékte-
Cantorova poctu mnozstevniho.

Spis tohoto druhu nesmi se porovnavati s povidkami, které jednou byvse
precteny obyéejné ztraci vSechnu cenu, nybrz slusi se jej pokladati za nutny

Neproglo jazykovou tipravou.

293
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¢len prostonarodni knihovny studentské.?

TENSOR JAKO MULTILINEARNf ZOBRAZEN{. Bylo by omylem povaZovat
pojem multilinearniho zobrazeni za ptipravu k studiu funkce vice promén-
nych v analyze. Spise je mozné ¥ici toto: pojem linedrniho zobrazeni odpovida
tém situacim v analyze (typicky vice proménych), kdy nés zajima diferen-
cidl prvniho faddu. Pojem kvadratické formy nastupuje v analyze tam, kde
informace dand diferencidlem prvniho fadu je p#ili§ trividlni. (Pfechod od
kvadratické formy k bilinearni formé je pro analyzu ovSem zcela formalni
zalezitosti.) Zato vSak existuji v analyze, a mnohem cetnéji v geometrii a
fysice objekty, popsané multilinedrnimi formami. Zatim jsme méli jediny ne-
trividlni priklad multilinedrni funkce vice nez dvou proménnych: §lo o pojem
determinantu.

Teorii tensoril je mozno budovat na prostorech se skalarnim soucinem
(viz napf. knihu J. Kvasnici), coz ¢asto dostacuje pro aplikace a coZ je moz-
na pro zac¢ateéniky ,stravitelnéjsi“, neb nevyzaduje pojem duélniho prosto-
ru; po pravdé feceno se vSak pojem duélniho prostoru spise jenom dokonale
zamaskuje tim, Ze se ztotozni dudl s ptivodnim prostorem pomoci véty o re-
presentaci a transformace soutfadnic se provadéji pouze ortogonalni.

Teorii tensort je mozno ovSem budovat i obecné na linearnich prostorech
i bez skalarniho soucinu; skaldrni soucin se potom pouziva jen k nékterym
specidlnim konstrukcim. Tento postup je v soucasné literature castéjsi, je
logictéjsi a asi i jednodussi (i kdyz nikoli nutné pro zacatecniky). Pidrzime se
ho jiz proto, ze kapitola o dualité ma smysl predevsim s ohledem na budovani
teorie tensort. Kdyz jsme jiz dualitu zvladli (haha?), bylo by nesmyslné
zavadét tensory néjakym specidlnéjsim zpisobem.

PRIKLADY TENSORU.

e skaldr (tensor bez indexi, ma jednu slozku, ktera se neméni pii trans-
formacich)

e vektor (kovektor, kontravektor)

e zobrazeni, operator; jeden index nahote a jeden dole; identickému zob-
razeni 1 : V — V odpovidd Kroneckeruv tensor ¢

e bilinedrni forma (napf. Riemannova metrika g, )

2Uvod zpracovén volné dle spisu ,O povétrnosti“, dr.F. J. Studni¢ka, Praha, 1872, Ma-
tice lidu — spolek pro vydavani lacinych knih ¢eskych. F.J. Studnicka byl prvnim rektorem
Ceské casti UK.
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e dalsi tensory z obecné teorie relativity; napi. tensor kfivosti R,

tensor hmoty (tj. hustoty energie a hybnosti) T},,

tensor setvacnosti I;;, pomoci néhoz lze vyjadiit moment setrvacnosti
na osu zadanou jednotkovym vektorem v, vztah mezi vektorem tihlové
rychlosti a momentem hybnosti atd. a vztah pro energii rotujiciho téle-
sa jako hodnotu kvadratické formy po dosazeni vektoru uhlové rychlosti
(jde o specidlni ,ortogonalni“ tensory, proto vSechny indexy dole)

1
I= Iijvivj, Lz = Iijw]', E = §Iijwiw]' ce (191)

tensor napéti 7;; a deformace ¢;;; jako piiklad vzorci uvedeme vztah
pro silu pisobici na plosku ds (normélovy vektor k plosce o veli-
kosti stejné jako méa ploska obsah), vztah mezi nimi pomoci tensoru
pruznosti (Hookiv zakon), ktery pro isotropni lditku miize obsahovat
jen dvé nezavislé konstanty «, 3, protoZe musi byt zkonstruovan jen
z delta-tensoru (v8echny indexy piSeme doli: pfipoustime jen ortogo-
nalni transformace)

dFi = Tidei, Tij = Cijklgkl [N

19.2
Cijkt = ;i + 2 (Gikdj + 010;k); (19-2)

tensor deformace €;; = 1/2(0;u; + 0ju;) lze také interpretovat tak, ze
udava, na jaky elipsoid tvaru (alespon pro mala ¢;;)
((5@' — 2ez~j)xixj = 7‘2 (19.3)

se ,smackne“ kulovy element objemu daného télesa z;z; = r? (alespoii
pro tak malé poloméry koule 72, abychom mohli zanedbat eventudlni
nekonstantnost €;; v kouli)

dalsi a dalsi fysikalni tensory, napt. tensor polarisovatelnosti, uda-
vajici vztah mezi vektorem polarisace a vektorem elektrické intensity
v krystalech (v homogennich latkach je nasobkem 0;;)

P = a;;E; (19.4)

piezoelektrické tensory a mnohé jiné

e determinant
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Abyste mohli lépe ¢ist dalsi text, osvézte si, co je to faktorprostor (v hledani
vam pomuze rejstiik).

Vysvétlete, pro¢ je faktorprostor V podle W specidlnim pfipadem faktorm-
noziny, tzn. mnoziny vech t¥id ekvivalence Q typu

o= {v e V] Ouv} (19.5)

(ekvivalence je relace, ktera je reflexivni, symetricka a transitivni) pro spe-
cidIni ekvivalenci
VOV <= v—-we W. (19.6)

DEFINICE FORMALNfHO LINEARNfHO OBALU. Budeme potiebovat jestd
jednu abstraktni konstrukci, totiz vytvoreni vektorového prostoru nad zvole-
nou basi. Nasledujici definici lehce pochopite, predstavite-li si dobie zndmy
linearni prostor R" jako formalni linedrni obal mnoziny {1,2,...,n}.

Forma&lnim linedrnim obalem £ ;(X) mnoziny X budeme?® minit mno-
zinu vSech (redlnych ¢ komplexnich podle kontextu) funkci na mnoziné X.
Kazdy prvek X € L¢(X) lze zapsat ve tvaru

X= " Aa)Vy, (19.7)

zeX

kde vektor v, € L(X) oznacuje funkci A\(y) = d5y. V piipadech, o nichz
budeme mluvit, budeme (i pokud X bude nespocetni) kombinovat konec-
prostor kvantové mechaniky jedné c¢astice popsat jako komplexni formalni
linedrni obal prostoru R3) bychom sumu (alespon formélné) nahradili néja-
kym integralem, Kroneckerovo delta néjakou delta-funkei atd.

T¥i definice tensorového soucinu prostoru

PRVA DEFINICE. Necht V a W jsou linedrni prostory majici base v1, ...V,
awi,..., Wy, Pak formalni linedrni obal kartézského soucinu basi nazyvame
tensorovym soud¢inem V a W a znac¢ime ho

VoW = L({¥F1,..., 90} X {W1,..., Wim)). (19.8)

3Jestlize bude zfejmé, ze jiny linedrni obal nez formalni nebudeme umét konstruovat,
budeme index f vynechavat.
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Prvky V @ W budeme zapisovat ve tvaru

<> ..
T = 3% © W), (19.9)
i!j

kde v; ® w; je nové oznacCeni pro prvek (v;, w;) kartézského soucinu basi
(nazyvany casto dyadicky souéin vektorti), a jest prvkem base V@ W.
Definice jest tedy takova, ze

dim(Ve W) =dimV - dimW. (19.10)

Nejde tedy o kartézsky soudin V x W, ktery ma dimensi dimV + dim W,
a tudiz ho radi znacime také V& W. (Toto znaceni jsme jiz uzivali u di-
rektnich rozklad prostori.) Prostor W ® V je isomorfni prostoru V@ W,
a o této skutecnosti se vyjadiujeme jako o komutativité tensorového sou-
Cinu. (Nechédpejte tuto v&tu jako tvrzeni o komutativité ndsobeni
matic. S takovymi nedbalostmi si zde nezahravame.) Mizeme také kon-
struovat isomorfismy mezi prostory

Us(VeW)=(UsV)s (UsW), (19.11)

coz ndm umoznuje mluvit i o distributivnosti ® vici @. (Ovéfte alespon,
Ze prostory na obou strandch maji stejné dimense.)

Zatim se nebudeme obtéZovat otazkou, zda nezavisi definice na volbé
base (lze konstruovat isomorfismy), véta nize nam vse vypovi.

DRUHA DEFINICE. Tensorovym souc¢inem VW nazyvame prostor vSech
bilinearnich forem na kartézském souéinu V' x W’ duélnich prostorti.
Vztah této nejkratsi definice k definici prvé plyne z nasledujiciho.

VETA. Kazda bilinedrni forma B na V' x W' je uréena jednoznacné ¢isly
b = B(V',w'), (19.12)
kde {¥"} resp. {w"} oznacuje dudlni basi, protoze

B> i, Biw) =Y i B(¥,w"). (19.13)

DUSLEDEK. Ztotoznime-li tensor ¥; ® w; s bilinedrni formou

(¥, W) = 0 () ! (%)), (19.14)
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mame tim zadan isomorfismus V ® W na prostor vSech bilinearnich forem
na V' x W, ¢imz je také vy¥izena otdzka V @ W zkonstruovanych podle
riznych basi dle definice prvé. Objasnéte.

DEFINICE TRETI. () Tato nejabstraktnéjsi definice je matematiky nej-
pouzivanéjsi.
Tensorovym souc¢inem V ® W rozumime faktorprostor?

LV x W)/Z, (19.15)

kde Z je linedrni podprostor generovany vektory

(V, W1 + W) — (V, W1)
(\71 + \7‘2,\5}) — (\_f‘l,\ﬁ)
(AV, W) — (V,\W)
AV, W) — (A\V, W)

- (‘_;7 ﬁ?)
- (‘_;Qav_‘;)

(19.16)

Podrobnou diskusi posledni definice vynechame.

SPOJENf PRVE A TRET{ DEFINICE. Necht mnozina {Vy, Vs, ...} generuje
V a mnozina {wq,...} generuje W. Potom prostor

L{(¥i,%:)}/Z, (19.17)

kde Z je podprostor L generovany vSemi prvky tvaru

0!(¥,W)  kdew e Wa 3;a'v =0 (19.18)
a Z]‘Bj(v,v_‘?j) kdeveV azjgjv-‘;j:(j .

je isomorfni V@ W.

P0OZNAMKA. Extrémnimi moznostmi voleb mnozin {¥1, ...} resp. {w,...}
je jednak base V resp. W; v tomto pripadé dostavame definici prvou, protoze
Z je trivialni podprostor obsahujici jen (0,0) nulovy prvek.

Druhou extrémni moznosti je dosazeni celych prostori V resp. W za
mnoziny {Vy,...} a {w,...}, ¢imz dostdvame tieti definici tensorového sou-
¢inu.

DUKAZ jenom naznac¢ime. Vyjdeme ze spravnosti prvé definice a pridame
néjaky ,novy“ vektor

Vo1 = 3 AV (19.19)
i

“Jde o faktorprostor opravdu ob¥iho prostoru, kterj ,ma“ dimensi takovou, jako je
pocet prvki v V x W. Tato troufalost je pfinejmensim zde uZite¢na.
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do souboru Vi,... . Tim sice zvétsime prostor L, nikoli viak faktorprostor,

> Rl
jeliko# pro kazdy element t ,nového“ prostoru L existuje t ze starého L
takovy, 7> (Q)

)

- =S F @) - S S N T W) €L () (19.20)
J J

TvRzEN{. Kazdé bilinedrni zobrazeni
F:VxW— W, (19.21)

kde V, W, W jsou linearni prostory, 1ze jednozna¢né rozsitit na linearni zob-
razeni

QF: VoW - W; (19.22)
ozna¢ime-li symbolem j vnofeni j(V,wW) =V Q@ W
(pOZOI‘, ](A‘_’:a ﬁ;) = .7(‘77 >\V_S}) =Aj (‘77 V_S;)), tak

F =Q®F oj, s argumenty F(V,w) = QF (Vv w). (19.23)

DUKAZ opét jen strucéné: nedd moc prace rozsitit kazdé zobrazeni (bili-
nearity zde netieba) na kartézském soucinu

F:{v,..}x{w,..} > W (19.24)

na linedrni zobrazeni na L. Bilinearitu uZijeme teprve v okamziku, kdy uka-
zujeme, %e takto rozsitené zobrazeni se anuluje na podprostoru Z, C L.

DUSLEDEK. Prostor vSech bilinedrnich forem na V x W — tedy prostor
V'@ W' podle definice druhé — jsme timto ztotoznili s dudlem prostoru VW
(je tfeba jesté dodat, ze restrikci linedrniho zobrazeni na V@ W je bilinedrni
zobrazeni na V x W).

Zcela analogicky je mozno ztotoznit prostory

(VW) =V eW, (VoW)=VeW atd. (19.25)

(Pro nekoneénérozmérné prostory V, W, kde navic uvazujeme rizné topolo-
gie, to ovSem takto jednoduché neni!)

And
PiSeme jen tu &ast t, kterd nelezi ve starém L.
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DEFINICE. Necht v € V, w € W. Tensorem
=vew, t9=qvu (19.26)
oznacéime ten prvek t € (V' @ W'Y, pro néjz plati

t(v, w') =o' (V) - w' (W), tijv;-w;- = vlot - w;-wj. (19.27)

TERMINOLOGICKA POZNAMKA. Je tedy mozno chapat prostor W ® , V'
jako prostor vSech A-linedrnich zobrazeni (A je téleso, A-linearita znamena,
7e zobrazeni prifazuje vektoru vynasobenému konstantou k € A opét k-
nasobek, co vektoru pivodnimu) z prostoru V do W. Ten se také nékdy znadi
jako Homy (V, W) a fik4 se, Ze je kovariantni podle W a kontravariantni
podle V (kvili té ¢arce).

TvRzENf BEZ DUKAZU. Nechf v € 37, ¥;X', w = 3, w;u/. Pak podle
posledni definice

—

VOW=Y V;®@W; ANy, (19.28)
ij

pomoci ¢ehoz bychom mohli ve smyslu prvé definice vyraz v ® w i definovat.

DEFINICE. Tensor ¢ € V® W nazveme rozlozitelnym, pokud je tvaru
Ve W.

Vektory v, w jsou uréeny aZz na to, ze lze jeden z nich vydélit a druhy
vynasobit néjakym A, jednoznacné.

CvICENI. Necht P je prostor funkci (tfeba polynomi) na R. Tensorovy
soutin P ® P je moino ztotoznit s jistym prostorem funkei na R? (dvou
proménnych). Elementy f ® g jsou pravé ty funkce, které maji tvar

{(z,y) = f(z)g(y)} : Rx R = R. (19.29)

Roz$fREN{. Tensorovy soucin vice (nez dvou) linedrnich prostord (napft.
U, V, W) lze zkonstruovat jako sou¢in (U ® V) ® W nebo jako sou¢in U®
(Vo W) (prostor U® V je opét linearni prostor a jeho prvky lze zase
nazvat vektory). Nastésti, obé definice vedou k isomorfnim prostorim, a
o této vlastnosti budeme mluvit jako o asociativité tensorového nasobeni
(zdvorky budeme vynechavat).
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Prvky tensorového sou¢inu U® V ® ... ® Z budeme zapisovat ve tvaru
<~ ..
T= )Y (i®V;®...0z)t" " (19.30)
il

Tensor tedy lze chapat jako tabulku ¢isel indexovanou nékolika (zadnym,
jednim, dvéma, tfemi® atd.) indexy, viak davajici informaci pouze ve zvole-
nych basich ve U,...,Z. Se zménou base se méni i tabulka ,slozek tensoru“:

<>
VETA. Vyjadieme tento tensor T v novych basich prostorta U,V,...Z,

totiz v basich {d;}, {\:f'j},. .. {Z;} a matice prechodu od nevlnkovanych k vin-
kovanym basim ozna¢me U, V,...,Z, napr.
(Ty,...,10,) = (G,..., V) U. (19.31)

Potom tensor napsany v novych basich
<~ ~ ~ ~ e
T= ) (U®V;®...07)" (19.32)
ifyeens]
bude mit slozky takové, Ze slozky ve starych basich jdou vyjadrit jako

tij--'l = Z uiivj~ R Zl~£€j"'l~. (19-33)
TGyl

DUKAz. Staéi dosadit Gy = Y, G;u’; (a podobné pro ostatni base) a
tensorové roznasobit s uzitim distributivniho zédkona.

<~ . .
T= ), Z(ui®v]-®...®zl)uliv75-...-zl
TGyl ©rseesl

i (19.34)

o~

MATEMATICKE PRIKLADY TENSORU.

e Prostor polynomii vice proménnych lze psat jako tensorovy soucin pro-
stort polynomi jedné proménné: ™ y" ztotoZnime s z"™ ® y".

e V tomto smyslu je Hilbertiiv prostor stavi dvou c¢astic v kvantové
mechanice tensorovym sou¢inem Hilbertovych prostoriu téchto c¢astic;
popisujeme-li dvé ¢astice, vlnovou funkci musime definovat v Sestiroz-
mérném prostoru — nejsou to tedy dvé vlny v trojrozmérném prostoru!

®Dale &ty¥mi, p&ti atd.
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e (#) Analytici radi povazuji prostor funkci vice proménnych za tensorovy
soucin prostori funkci jedné proménné. V pripadé nekoneénédimensio-
nélnich prostort je zadouci zkonstruovat jesté vhodnou topologii na
V@ W. Pak se ukazuje, ze prostor C({0, 1) x (0, 1)) spojitych funkei na
daném dvourozmérném intervalu s normou || f|| = supy ye(01y | f(,9)|
je ztplnénim C(0,1) ® C(0,1). (V)

Uvedena tematika tvori rozsadhlou partii funkcionélni analyzy (Grothen-
dieck,...).

Vidime, Ze v téchto pripadech jsme nahlizeli na tensory spise v duchu defi-
nice prvé a tieti. Jindy (tensor setrvacnosti, metricky tensor, piezoelektricky
tensor) je prirozenéjsi mluvit v duchu definice druhé, to jest kvadratické
formy.

V dal$im se omezime na tensorové souc¢iny V@ W ® ... ® Z vzniklé
tensorovym nasobenim prostort V, W, ... Z, které jsou vSechny kopiemi
jednoho zvoleného vektorového prostoru eventudlné jeho dudlu (obycejné
jde o prostor isomorfni n&jakému R"™).

Odedévna v této knize uzivame zapis pomoci hornich a dolnich indexii,
ktery prindsi nesporné vyhody: vSechny s¢itance (a tedy také obé strany
rovnic) musi mit stejné ty horni i dolni indexy (a kazdy se smi vyskytovat
jen jednou), které nejsou hluché; hluchymi indexy mame na mysli indexy,
vyskytujici se v rovnicich jednou nahote a jednou dole, pficemz podle nich
provadime s¢itani, napf.

Y PV, = FVo+ F'Vi+ ...+ FV; = F'V, (19.35)
w

a (jak vidite v poslednim vyjadieni) znak sumy lze vynechat v souladu s Ein-
steinovou sumacd¢ni konvenci.

V dal§im bude E pevny vektorovy prostor s basi &€;,...,&; a E' jeho
dual.

DEFINICE. Tensor tvaru
(—) ..
T=) a§®8®..0828%...cE’E®...0E @ ®..., (19.36)

ktery ma u koeficienti ag'_'_'_ m hornich a n dolnich indext, tedu u soucint
€ ®...8%® ... mi m dolnich a n hornich indext, nazyviame m-krat kon-
travariantni a n-krat kovariantni. Budeme také ¥ikat, Ze je to tensor typu
(n,m).
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Tak naptiklad, vektor base €; prostoru E je (jednou) kontravariantni
vektor neboli tensor typu (0, 1).

Zménhme nyni basi {€;} a odpovidajicim zptisobem dudlni basi {e”}
matice C necht je matici pfechodu od base €1, ... €, k nové basi fl, . ,fn:

—

f; = &;c.. (19.37)
Pfipominame, Ze je potom ((071)53. jsou elementy inversni matice)
1= (1,8, (19.38)

coz lze zapsat v méné prirozeném tvaru méné prirozenym zavedenim kon-
tragradientni matice D = (C~1)T (pozor, u d; urcéuje — na rozdil od nasich
zvyki — dolni index j fadku)

" =&%d}. (19.39)

Potom se slozky tensoru s obéma druhy indext u slozek transformuji podle
nasledujicich vzorct: necht

<« .
T = a) € ®6®...08%2&" ... =i fofo.. effefle.... (19.40)
Potom je (pfipominame Einsteinovu konvenci)

aff =iy al (@R e (19.41)

PRIKLAD. Tensor (1,1)
o, 8 ©8 =& ®ade" (19.42)

ztotoziiujeme s operdtorem €;z' — €;y7, kde y/ = a’;z". Vzorec pro trans-
formaci tensoru je potom dobie zndmym vzorcem

A =CAC! (19.43)

pro zménu matice zobrazeni pii zméné base.
Dvakrat kovariantni tensor

;8" @ &7 (19.44)
ztotoziiujeme s bilinedrni formou na £ danou predpisem

B(&;z', &jy’) = ajjz'a’. (19.45)
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Ve vzorci pro transformaci tensoru poznavame formuli popisujici zménu ma-
tice kvadratické formy pri zméné base:

ar = a5 (D = (@) fage™) (19.46)

Z posledniho tvaru je vidét A = (C_I)TAC_I, coZz zndme v obriceném
tvaru A = CTAC.

Operace s tensory

Tensory z téhoz prostoru lze séitat (jejich ,soufadnice* se pritom séitaji),
lze mezi sebou nasobit tensory typu (n,m) a (n',m'), aby daly jako vysledek
tensor (n + n',m + m'). Napiiklad lze psit pro ,souradnice“

¢ =albl (19.47)

Specidlnim piipadem tohoto je ndsobeni konstantou — skaldrem, tensorem
typu (0,0).

Ale hlavné lze tensory 0zit; zvolime si par indext (jeden horni a jeden
dolni) souradnic tensoru typu (m,n), abychom misto obou napsali tyz index,
s¢itali podle ného a dostali souradnice tensoru typu (m — 1,n — 1).

Pak lze na velkou ¢ast linedrni algebry (kromé ,specidlnéjsich* partii
zalozenych na pojmu spektra operatoru) nahlizet jako na sadu cviceni ilust-
rujicich pojem tzeni tensoru. Jak se vam libi takovy nézor? Driive nez
odpovite negativné, prectéte si nasledujici priklady.

Hodnota linedrni formy 4@’ (prvku dudlniho prostoru, jednou kovariant-
niho tensoru) ve vektoru v je izenim tensoru typu (1,1)

u' (V) = ulv’, (19.48)

Tensorovym nasobenim dvou tensoru typu (1,1), kterymi jsme nahradili

<~
operatory, dostaneme tensor t typu (2, 2), jehoz vhodnym tzenim dostavame
ty = a'yby, = =d b (19.49)

soucin matic C = AB.

Z jednoho tensoru se souradnicemi tij typu (1, 1) 1ze GiZenim dostat skalar
t'.. Co je to? Uz jste na stop&?!

Presvédcili jsme jiz ¢tenaie o hloubce definice Henriho Poincaré, ze ,, Ma-
tematika je uméni nazyvat rizné véci stejnymi jméeny.“?
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CviGEN{. Na rozdil od stopy operatoru jsme nikde nediskutovali pojem stopy
kvadratické formy. Vite proc¢?

TENSORY NA EUKLIDOVSKYCH PROSTORECH. Podle nizoru nékterych
je toto a jenom toto pravé to, co fysikové potiebuji.

Urcité to neni tak dplné pravda, neb zvlasté slozitéjsi linedrni prostory
(nekonecné dimense) jsou potiebné, a pritom nemivaji vzdycky k disposici
skalarni soucin.

Pocitame-li obvykly euklidovsky skaldrni soucin, tak ho pro vektory X,y
dostaneme jako

b(%,¥) =D 'y’ (19.50)
3

Ale podle toho, co jsme Fekli o tensorech a o zakonech zachovani indext, neni
tato rovnice korektni. Lze ji ovSem spravit, zavedeme-li symetricky metricky
tensor g;; a zapiSeme tedy soucin jako

b(X,¥) = gijz'z’. (19.51)

Mizeme povolit zvedani a spousténi indexti za pomoci metrického tensoru,

vvvvvv

ti = gijt', ' =tg"™, M = geem yed® g% g (19.52)
zavedeme-li inversni metricky tensor se souradnicemi takovymi, aby
9ijg’* = of. (19.53)

Skalarni soucin lze pak struéné psat jako’ z;y* = 2'y;. Inversni tensor vy-
pocteme jako inversni matici, a proto je pozadavek ekvivalentni podmince

g g5, = . (19.54)

V euklidovském prostoru vsak byvaji lidé mnohem tvrdsi: povoli jen tako-
vé base a transformace (ortogondlni), ve kterych mé metricky tensor tvar
(zkratka) g;; = d;;. Potom horni index hraje tutéz roli jako dolni

vt =i, 0% = 0v%%. .. (19.55)

a neni je tieba rozeznavat, a proto nabyva smyslu tieba i pojem stopy kvad-
ratické formy.

"Rovnost dvou uvedenych vyrazii je disledkem obvykle pozadované symetrie metrické-
ho tensoru.
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19.2 Symetrické a antisymetrické tensory

Doufejme, Ze nikoho moc nemrzi, Ze jiz del$i dobu mluvime spise o ,sou-
fadnicich“ tensori nez o tensorech. Vzdy mluvime o tensoru, zapsaném ve
standardnim tvaru (soucet tensorovych soudinti vektorti base — a dudlnich
vektord base — nasobenych pfislusnou ,souradnici).

Nyni si budeme v8§imat symetrie a antisymetrie viiéi permutacim nékteré
skupiny indexti (musi byt vSechny horni nebo vSechny dolni) a s eventudlnimi
ostatnimi indexy tensoru nebudeme hybat. Pro konkrétnost, budeme mluvit
o tensoru, ktery jiné takové indexy nemad, a budeme se zabyvat (anti)symetrii
vici permutacim n dolnich indexi (soufadnic).

DEFINICE. Nazvéme (anti)symetrisaci® tensoru se soufadnicemi Cij..p
tensor

. 1
(anti)sym;; cij.p = o Z{znak TYCr(i) (), m(p)> (19.56)

™

kde s¢itdme pres vSechny permutace 7 mnoziny pismen pro indexy {4, j,...,p}
a znak m piSeme v pripadé antisymetrisace. Pokud je to mozné, piseme misto
textu ,(anti)sym* zavorky kolem indexi, podle nichz (anti)symetrisujeme,
napft.
Ektymn = SYMEiktmns L (kiymn = anbisymy i, (19.57)
Faktor 1/n! je volen tak, aby dvoji provedeni (anti)symetrisace dalo totéz,
co provedeni jediné. (Anti)symetrisaci totiz dostaneme (anti)symetricky
tensor, to jest takovy, ze pro kazdou permutaci 7

Cij..p = {rmak 7} - Cr(i) n(j).....n(p)- (19.58)

Mnohé uziteéné tensory byvaji symetrické (kvadratické formy, moment
setvacnosti atd.), mnohé antisymetrické (determinant, tensor elektromag-
netického pole F),,, sjednocujici vektor elektrické intensity a magnetické
indukce v teorii relativity).

Samoziejmé, zajimavé by mohlo byti i studovat (anti)symetrii(isaci) vaci
zaménam dvojic indexi; napt. velky tensor kiivosti Ry ., je nejen antisy-
metricky vici zdméné k, A jakoz i u,v, ale je také symetricky vicéi zdméné
onéch dvojic indextu

Ry = Ry - (19.59)

8 Antisymetrisaci se také ¥ik4 alternace.
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Témito otadzkami se nebudeme ptilis zabyvat.
Symetrisace tensoru vi ® ... ® V,,, kde V¥; jsou vektory (nebo obecnéji
symetrické tensory) se nékdy oznacuje symbolem

VR ...0 ¥ (19.60)

sym  sym

Obdobné antisymetrisace tensoru v ® ... ® Vp,, kde V; jsou vektory (nebo
obecnéji antisymetrické tensory) se (vidy) oznacuje symbolem ,skobka®

FIA . AV (19.61)

—

a nazyva se vn&j§im (Grassmannovym) sou¢inem vektort (...) Vi,... V.

Mimo jiné, pro tensor zadany abstraktné multilinedrni formou na [E x
E x ... x E definujeme (anti)symetrii takto:

DEFINICE. Multilinedrni formu f nazveme (anti)symetrickou, pokud pro
vSechny n-tice vektort z [E plati vztah

f(\_ﬁ, ce ,Vn) = {znak 7T}f(\_f'7r(1), cee 7‘77r(n)) (19.62)

CVICEN{. Vyjadiime-li f slozkovym zapisem
I S _ i g
f(€iz], €jzs, ..., €p2h) = ajj. prizy - ... b, (19.63)
pak je definice nova v souladu se starou.

DEFINICE. Symetrisovanym tensorovym sou¢inem E ® E rozumi-
sym

me mnozinu vSech moznych kombinaci tensort typu v @ w. (Na E @ E
sym sym

méame prirozené zadanou linedrni strukturu, ovérte.)
Abstraktné lze E ® E definovat jako faktorisaci prostoru E ® E podle

sym
podprostoru generovaného vSemi prvky tvaru

FOW—Wwo V. (19.64)

(Ve slozkach to znélo jednoduseji, nebo ne?)
UkaZte, Ze kazdé symetrické zobrazeni F' : [E x [E — tj. takové, ze F'(V, W) =

F (W, V) - |ze jednoznaéné rozsifit na linedrni zobrazenina E ® E.
sym
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DEFINICE. Obdobné antisymetrisovanym tensorovym soucdinem
E A E rozumime mnozinu vSech moZnych kombinaci tensort typu v A w.
(Na E A E mame pfirozené zadanou linearni strukturu, ovérte.)

Abstraktné tento prostor definujeme jako faktorisaci V ® V podle jeho
podprostoru generovaného prvky

eaf+fog, (19.65)

¢imz ve faktorisaci ztotoznime tensory € ® fa-fweé Obecnéji, prostor
A™(E) = EA. . . AE (napravo m-krat E) definujeme jako faktorisaci E®. . .QE
podle podprostoru Z generovaného tensory typu

€I RE Q... RQE, — znak ﬂéﬂ(l) & éﬂ(Q) X...Q éw(m), (19.66)

kde 7 je permutace na indexové mnoziné {1,...,m}. P¥islusnou t¥idu €; ®

... ® &y, + Z oznalujeme symbolem €; A ... A &p,.
CvICENL. Je-li m > dimE, je A™(E) = {0}.

NAvop. Kazdy prvek A™(E) je linedrni kombinaci prvka tvaru € A... A
€m, kde €; volime z néjaké base E. Pro m > dim[E se musi néktery prvek €;
vyskytnout ve vyrazu €; A ... A &, alesponi dvakrat; transponujeme-li tyto
dvé kopie mezi sebou, uvedend transposice na tensoru nic neméni, z druhé
strany vSak podle antisymetrie méni znaménko tensoru. Pouze nulovy tensor
se rovna svému opaku.

DEFINICE. Podobné jako u obecnych, lze i u antisymetrisovanych tensori
g
mluvit o rozloZitelnosti tensoru t € A¥(E), existuji-li vektory vi,...,Vp

s — —
takové, 7e t = Vi A ... A V.

PRIKLAD. KaZzdy tensor z AQ(R?’) je rozlozitelny, coZ souvisi (jak zane-
dlouho uvidite) s tim, ze ho vzdy lze zapsat (a to nekone¢né mnoha zptisoby,
a to nejen volbou A) jako ,vektorovy sou¢in“ dvou vektort.

Naopak, uz tensor %tz A2(R*) nemusi byt rozlozitelny, jako napiiklad
(&1,...,8&, tvoif basi RY)

Y =@ A8 + 8 A&L (19.67)

DUKAz. Pokud by ? = U AV, byl by tzv. anuldtor
ixd
t

An(t) = {weR*|WAT=0)} (19.68)
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<>
£)!

alespon dvourozmérny, protoze U,V € An(
Na druhé strané, je-li w = &;z", tak

WAL = 8At-2' = 8 AE3AE42 +ExNE3AE422 +E3 N8| AEyz® + 64 N8| AEaz?,

(19.69)
coz je rozklad n&jakého tensoru vici basi A*(R*) a je tedy nulovy jen pokud
jsou vSechna z* nulové, anulitor tedy obsahuje jen nulovy vektor.

FysSIKALNf PRIKLAD. (f) UZ jsme mluvili o tom, Ze v kvantové mechanice
je Hilberttv prostor stavii dvou riznych ¢astic (nap¥. protonu a elektronu)
tensorovym souc¢inem prostori téchto ¢astic samotnych. Vezmeme-li symet-
ricky resp. antisymetricky produkt N kopii prostoru stavii jednoho bosonu
resp. fermionu (Castice s celoéiselnym resp. polociselnym spinem, napt. fo-
tonu, alfa-c¢astice resp. elektronu, protonu atd.), dostaneme prostor stavi
soustavy N téchto castic.

PozNAMKA. Formalni direktni soucet (kartézsky soucin prostort se séi-
tanim definovanym ,,po komponentach®)

ReEsEoE)eEERE) ... (19.70)

sym sym  sym

se nazyva symetrickou algebrou’ linedrniho prostoru E. Né&kteii to
radéji pisi jako

R@lEGBl(E®E)®1(E®E®E)®...::exp(E) (19.71)
1! 2! sym ! sym  sym
a nazyvaji to exponencialou daného vektorového prostoru. Prvky této al-
gebry lze interpretovat jako formélni mocninné fady nad [E. Symetrické al-
gebra prostoru je vidy nekonecnérozmérnym prostorem.
Na druhé strané antisymetricka algebra linedrniho prostoru E za-
psand jako direktni soucet

AE)=RoE® (EAE)®...® A" (E) (19.72)

mé, pro koneénérozmérné & dimensi koneénou, konkrétné receno

im = ; im A* = ; _n =27 .
dim A (E) I;)d AR (E) ];k!(n_k)! 2", (19.73)

9 Algebrou“ minime v algebfe vétdinou okruh bez pozadavku asociativity.



310 KAPITOLA 19. RISE TENSORU

protoZe skobky & A...A &y, z riiznych vektort base tvoii basi A¥(E). (Kom-
binaé¢ni ¢islo n nad k snad znéte.)

Mluvili-li jsme o prvcich symetrické algebry jako o formélnich mocnin-
nych radéach, existence A(E) ndm dava tusit, Ze by mohlo existovat néco
jako analyza antikomutujicich proménnych. (Objev lze pfipsat Berezi-
novi do roku 1969.)

Opravdu, predstavme si sadu (i = 1,...,n) antikomutujicich promén-
nych'® analogickych komutujicim x;

{©i, 95} =0, (19.74)

kde {a,b} = ab+ ba oznacuje antikomutétor (vztah ©;0; = —0;0; mimo
jiné implikuje ©? = 0), a uvazme, 7e kazdou funkci téchto proménnych lze
zapsat jako

f=a+a'Q;+a70,0; 4+ ...+ a7 P0,Q0;...Q,, (19.75)

v kterézto formuli se vyskytuje 2" nezavislych koeficienti (tensory a jsou
antisymetrické). S¢itat mizeme jen ¢leny grassmannské s grassmannskymi
nebo negrassmannské s negrassmannskymi, tudiz bude polovina tensort «
nulové; podle toho, ktera to bude, bude funkce f grassmannska nebo ne-
grassmannska.

Miuzeme také parcialné derivovat podle i-té proménné a pravidla

o 0 0
EVA 8—@]-} =0, {8—%

{ L0} =0 (19.76)

a integrovat; integrovani je v tomto svété totéz co derivovani a jsme-li di-
sledni, je i hermitovsky sdruzenym operatorem k danému ©;. Lze efektné
mluvit i o delta-funkci:

3(9;) = ;. (19.77)

Antikomutujici (fermionovské...) proménné hraji velkou roli v supersy-
metrii, superstrunach atd.

Matematické moznosti, skryté pod témito pojmy, jsou dilezité v kvanto-
vé teorii pole. Bud napiiklad E Hilbertiv prostor!'! stavii jednoho elektronu
(pro nazornost mluvme o basi tohoto prostoru obsahujici vektory (n,1,1,, s,),

0Dosud se znadi predevsim pismenem 9 apod.
UNyni mluvime o komplexni variaci zminénych pojmil, kde se viechny vektory base
mohou nésobit komplexnimi faktory, algebra ma tvar C & ... atd.



19.2. SYMETRICKE A ANTISYMETRICKE TENSORY 311

stejné tak bychom mohli vzit basi ,elektron se spinem nahoru/dolt v bodé
X“ apod.)

Antisymetricka algebra je ted (stejné jako [E) nekoneénérozmérna a tvori
Hilbertuv prostor, ktery je direktnim soué¢tem n-elektronovych Hilbertovych
prostord pro n = 0,1,2,.... Stavy tvorici jeho basi lze psat napf. jako

(1s1)" (15,)* (25¢)*]0). (19.78)

kde |0) znamena vakuum a (2s4+)* apod. jsou kreaéni operatory piidava-
jici elektron do daného stavu. Snad v tom vidite jednak antisymetrisovany
tensorovy soudin

(1s4) A (1sy) A (2s4) (19.79)

a jednak Pauliho princip: tim, ze byste kreovali dva elektrony do jednoho
stavu, byste dostali nulovy vektor (prvek antisymetrisované algebry).

Meéreni plosnych obsaht

ey s

nez symetrisované tensorové souciny a vénujeme jim nékolik piipravnych po-
znamek. (Viz nejprve piipravné poznamky k definici determinantu ze zim-
niho semestru.)
Souviseji totiz s pojmem plo$sného obsahu linedrnich Gtvart v euklidov-
ském (nebo kvasieuklidovském na zptisob Minkowského prostoru) prostoru.
Necht R(Vy,...,V) je k-rozmérny rovnobéznostén

k
> vit' [t € (0,1)} (19.80)
i=1

vymezeny vektory vi,...,v; € R".
Chtéjme mu priradit veli¢inu

F(¥1,...,%), (19.81)

kterd by méla vyznam ,plosného obsahu“ tohoto rovnobéznosténu. (Toto
pojmenovani pochazi z pripadu k& = 2, n = 3, jindy by mohlo byti roz-
umnéjsi hovotit o délce, objemu apod.) Piipad &k = n jsme jiz diskutovali
(determinant): determinant matice A lze pocitat jako

det A =n!- ai<iajj comabs (19.82)

J

~~

n-krat a
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Vsimnéte si, Ze tato rovnice mé indexy zapsany korektné. Chceme-li spocitat

n-rozmérny objem n vektord §;, i = 1,...,n, spo¢teme si tensor
I g 1 Ny
V=8 A...A§,, ViU?P= ~ > 37{(2)375(]) oo™ Pmak g (19.83)
tow

a vSimneme si, ze nl-krat V12" nam vyjadiuje objem rovnobéznosténu vy-
ty¢eného vektory §; v jednotkich objemu rovnobéznosténu vytyéeného vek-
tory base €1, ..., €,; samoziejmé, zménou base se méni tento objem a tak se
budou ménit i slozky tensoru \H/, pokud se neomezime pouze na unimoduldrni
transformace.

Vyraz n!- V12" lze psit také jako

Vi-Pe (19.84)

zavedeme-li Uplné antisymetricky tensor €;;., s elementem 15, = +1.
(Elementy odpovidajici sudym resp. lichym permutacim jsou +1 resp. —1.)
Tento tensor zustava pii unimodulidrni zméné base (kdy matice prechodu je
unimodularni) konstantni. Obecné, nésobi se determinantem matice precho-
du k nové basi, napt. pro zrcadleni méni znaménko.

Plo$né obsahy k-dimensiondlnich objektt umisténych v m-rozmérném
prostoru ale nelze pocitat pomoci objektl se stejnymi vlastnostmi, jaké mé
determinant.

Grassmann si ani ne sto let pfed vydanim této knihy uvédomil, Ze anti-
symetricky tensor

R(F1y...,¥5) = V1 AVo Ao AV, (19.85)

mé plno ,plosny obsah“ vystihujicich vlastnosti; zvlasté to, ze
k
Axgpgn - \i = - AR gy -
R(v1+2vz~)\ Vo, oo, Vi) = R(Vy, ..., Vi) (19.86)
i=2
se neméni prictenim nasobkl ostatnich vektori k prvému (a obdobné pro
ostatni vektory), coz ndm p¥ipomind invarianci velikosti ,plochy* vidi této
operaci.
A d
Linearni charakter m4a tensor R a nikoliv ,pouhé &islo“, jakym je de-
terminant (coZ je ovSem — jak jiz vime — také tensor, i kdyz tento fakt je
tfadé uzivateli tohoto pojmu skryt diky tomu, Ze jde o specidlni ptripad n-
nasobného vnéjsiho soué¢inu'?v prostoru dimense n).

12Mluvime o determinantu matice, jejiz sloupce tvoii soufadnice vektorii, nikoliv matice
zobrazeni.
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Zbyvéa nyni definovat normu na E A ... AE a prohlasit HﬁH za velikost
k-rozmérné ,plochy“ rovnobéznosténu.

My nastésti zname konkrétni priklad, jak se to vSe déla: chceme-li spoci-
tat obsah rovnobéznika vytyceného (trojrozmérnymi) vektory a, B, spocteme
si jejich vektorovy soudin

m = [& x b], (19.87)

coz je vektor, a velikost plochy dopocteme jako délku tohoto vektoru.
Obdobné postupujeme i v tensorovém zapisu: vypocteme slozky tensoru

- L1 .
m=aAb, mi= o (@'t —alth) (19.88)

a ¢tverec obsahu dopocteme jako (dolni indexy chépejte jako podle nedévno
diskutovanych pravidel spusténé indexy)'3

S? = 2lm" 7. (19.89)

(Faktor 2! jsme pridali proto, %e ve vzorci pro m" je 1/2!, které se mocni
na druhou, ale zase sumace pres vSechny dvojice ruznych 7,5 je sumaci 2!
stejnych ¢lent, a proto nasobime jen prvou mocninou 2!.)

Snad je zfejmé, jak se vytvoii analogie pro obecné k (pocet vektort

a,... ,&, pocet indext tensoru m atd.). Tensor m bude
m=aA...Ad, mi? =gy ar>. (19.90)

Ctverec obsahu k-rozmérného ,,rovnobéznika®
R@,...,d) = {t1&+tab+ ... + tpd |t; € (0,1)} (19.91)

budeme pocitat jako -
S? = klm"-Pmy; . (19.92)

Lze tedy zavést skalarni soucin dvou tensord s k indexy

Na tomto vzorci je vidét linearita v prvém parametru, antilinearita v druhém
e, . ey . . > hg >

a positivni definitnost (pro positivné definitni metriku, Vm # 0 b(m, m) >

0).

130d nynéjska piSeme prouzky, aby byly vzorce vyuzitelné pro p¥ipad komplexnich pro-
storil (se skaldrnim soudinem s pruhem). MiZete si je odmyslit, staci-li vam redlna varianta.
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VETA. Vyse definovany skalarni soucin antisymetrickych tensort spliiuje
podminku
b(ViA... AV, Wi A... AW) = det G, (19.94)

kde G = (g;;) je Grammova matice soubori vektori a je
gij = b(\_f“ V_S}]) = Uikmjk, (1995)

méme-li skaldrni soucéin vektorti zadan uvedenym zpisobem.

Konkrétné, je-li v; = w; a navic jsou vSechny V; na sebe kolmé, uvedeny
determinant mé hodnotu soudinu ¢étvercti norem vektortu v;.

Vidime, ze vyraz ma vSechny pozadované vlastnosti a navic je i dobie
normovan. Protoze je spravné zapsan po strance indexové, je to skalar, ktery
se nezméni, prejdeme-li k nové basi. Pficteme-li k této invarianci vici rotacim
jesté neménnost pri pri¢itani k vektoru nasobkii vektort ostatnich (i samotny
tensor je viici tomuto invariantni), lze véfit tomu, ze jsme nasli tu pravou
formuli pro vypocet obsahu.

DUKAZ. RozepiSeme-li skalarni soucin do tvaru n!m*-Pm;; ,,, dostane-
me

' . .
(lf!.)Z > UT(Z)UQ(J) fe vZ(’”wl,m o W o (pyrmak w - zmak . (19.96)

7’
Nyni najdeme napfr. k ¢initeli vf(i) takovy cinitel mezi w, aby mél index také

7(7). Bude to ten s tim pismenem 1,...,p, kterému permutace w' priradi
7(i), to jest s pismenem 7'~'(7(i)). Dojdeme tak ke tvaru

1 (1) — T(p)—
H Z znak 7 - znak 7TI . ’Ul( )’U)ﬂlfl(ﬂ.(l))mlfl(ﬂ(i)) -0y (p)wﬂlfl(ﬂ-(k))ﬂrlfl(ﬂ(p)).

(19.97)
Ovsem oznaceni hluchych indexi Ize jakkoli prostridat a psat misto vsech
7(i),...,7(p) pfimoi,...,p a sumace podle w tak prejde na prosté nasobeni

k! (vSechny sé¢itance jsou stejné). Mame tedy vysledek, v némz poznavame
det G, jeliko# znak ' je ty# jako znak n'~! a sumace pres inversni permutace
je totéz, co sumace pres permutace.

Z znak ' - ’inl,ﬂ.l—l(i) e VLW 1 () (19.98)
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VsSechny souvislosti mohou mit mnoho vykladt a my uvadime nékolik
reformulaci. Podrobnéji viz dalsi literaturu, tieba [21].

VETA PRVA. Necht v; = &;a’;, kde €i,...,8&, je base E. Pak

VIA. L AH =) det AT -8, A... A&, (19.99)
Q

kde A% oznacuje matici vzniklou z (vysoké) matice A vybérem fadki s in-
dexy w1 < wo < ... < wi a sumace ve vzorci se provadi pres vSechny takovéto
vybéry €.

K ditkazu vam staci definice determinantu.

VETA DRUHA. Necht b(7,7) je skalarni soucin na E a necht &i,..., &, je
ortonormalni base [E. Pak vzhledem ke skaldrnimu souéinu plati nasledujici
ZOBECNEN{ PYTHAGOROVY VETY.

2
‘ (19.100)

a vysazend formule véty prvé davé ortogonalni rozklad tensoru vy A ... A Vy.

DUSLEDEK. Necht A je libovoln4 ,,$tihl4“ matice o k sloupcich a n ¥ad-
cich. Ozna¢me symbolem G jeji Grammovu matici

G = A*A. (19.101)

(V realném piipadé si misto adjunkce piedstavte transponovani.'*) Potom
plati vzorec

det G =Y |det A%, (19.102)
Q

‘2
kde sumace je pies vSechny vybrané k-tice w; < ... < wy z mnoziny indext
1,...,n.

PRAVIDLO PRO ZAPAMATOVAN{. Mdme-1i k-rozm&rnj rovnob&Znostén
vymezenj vektory vi,...Vy, tak jeho k-rozmé&rny "objem" V po&itame
vzorcem V = vdetG, kde G = A*A a do sloupct matice A piZeme
soufadnice vektord vy,... V. (N&kdy miZe byt vyhodn&jsi vzit misto

Y Transponovéni si lze piedstavit i v komplexnim pi¥ipad&, pak je tfeba vynechat abso-
lutni hodnotu v néasledujicim vzorci.



316 KAPITOLA 19. RISE TENSORU

det G pravou stranu vzorce nahote.) Popiste podrobné& piipady
k =n a dale vSechny pripady k <n < 3.

P0ozNAMKA. S pomoci techniky vngjsiho soucinu a zavedenim skalarniho
sou¢inu na A¥(E™) jsme dokazali tvrzeni z teorie determinantti, které bychom
tézko dokazovali jenom prostiredky samotné teorie determinanti. Nejicelnéj-
§1 by bylo asi postupovat nepiimo, napi. lze lehce dokézat, ze vynasobenim
matice A zprava néjakou unitirni (resp. ortogonélni) matici se nezméni ani
jedna strana zobecnéné Pythagorovy rovnosti. (Kazdy si to muze zkusit.)
Navic ma rozklad z véty prvé vyznamnou geometrickou interpretaci:

Méjme tii vektory

x o}
él = o) s _‘2 = y s 63 = o (19103)

a zajimejme se o Gse¢ prvniho oktantu, to jest plochu trojihelniku s vrcholy
v bodech s polohovymi vektory €;, €5, €5.

Dohodnéme se lokalné, ze v AW bude znadit plochu trojihelnika s dvéma
stranami V,w (tedy polovinu rovnobéznika). Potom lze tensor tsece psat
jako

(ég—él)A(éQ—él) =63 A€y —E3NE — & Né& (19.104)

a (ztotoznime-li jesté vnéjsi souciny s vektorovymi, coz je vam asi jasné jiz
ted, za chvili o tom budeme mluvit) skaldrni soucin D-S, kde S je normalovy
vektor k plose S s velikosti shodnou, jako je velikost plochy, se da tedy psat
ve tvaru

FS; + FySy + F,S,, (19.105)

kde napt. S; uz lze chapat jako plochu priamétu tsece do roviny z = 0. To
mé za nasledek, Ze v plo$ném integralu

/ﬁdé (19.106)

nezélezi na tom, zda plochu, po niz integrujeme, trochu zhrubime nebo nikoli.
Navic, ¢tverec plochy tsece se d4 podle naseho zobecnéni Pythagorovy
véty zapsat jako
2 2 2 2
P =P, + P/ + P}, (19.107)

kde P, apod. jsou priuméty tsece do danych rovin (z = 0).
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VNEJST A VEKTOROVY SOUCIN. Tensory z prostoriit A¥(E) a A" *(EE) Ize
ztotoznit (vSimnéte si alespon, ze maji stejnou dimensi) pomoci Giplné antisy-
metrického tensoru (s n indexy) Levi-Civitty, totiz (k je néjaka konvenéni
konstanta)

ij...p ij...pq...t
S~~~ SN——
mk =K...e n M, (19.108)
=

q...t

a indexy lze spoustét a zvedat pomoci metrického tensoru.

Opét poznamenejme, Ze tensor € zistava invariantni jen pri unimodular-
nich transformaci; dokonce i mezi ortogonalnimi transformacemi je polovina
neunimoduldrnich — jsou to zrcadleni (¢ je pseudoskaldr). P¥i nich méni
e znaménko a tedy se transformace tensoru s k indexy lisi od transformace
tensoru s (n — k) indexy o znaménko.

Konkrétné, v trojrozmérném prostoru rozeznidvame polarni vektory
(napft. X, p, E atd.), které se p¥i zrcadleni transformuji stejné jako X. Vybere-
me-li za zrcadleni prostorovou inversi (stfedovou soumérnost podle pocatku),
zméni znaménko.

Na druhé strané lze napriklad vektorovym nasobenim dvou polarnich
vektorti dostat tensor s dvéma indexy, ktery lze pievést na vektor, nyni vSak
axialni vektor neboli pseudovektor (napi. moment hybnosti, magneticka
indukce), ktery pfi inversi znaménko neméni.

Doufame, Ze jiz rozumite, za jakych predpokladu lze povazovat determi-
nant — vnéjsi soucéin n vektori v n-rozmérném prostoru, ktery je zajisté také
determinantem, za skalar.

19.3 Tensory v obecné relativité

(#f) Jak funguje Einsteinova gravitacni teorie matematicky?

Méme c¢tyti souradnice z#, p = 0,1,2,3 a rtzné tensory jsou jejich funk-
cemi. V prvnich fadach, jde o metricky tensor g,,. Ten udava v kazdém
bodé geometrii. Checeme-li zjistit, jaka je délka (jeji ¢tverec) malého vektoru
o slozkach dx* umisténého v bodé z#, pouzijeme vztah

ds? = g, (z%)dz" dz” 19.109
n

s Einsteinovou sumacni konvenci pres vSech 16 kombinaci hodnot indexi
V.
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Mimo jiné, metrika stac¢i na formulaci zdkona pohybu télesa v gravitac-
nim poli (zdkona kosmické lenivosti): télesa se mezi dvéma body ¢asopros-
toru pohybuji po takové draze, aby vlastni ¢as, ktery na draze naméii, byl
maximélni mozny (alespon ve srovnani s blizkymi dradhami).

5 (/ ds> =0 (19.110)

Tento tensor predpokladejme symetricky (obecné lze tensor druhého fa-
du napsat jako soucet symetrické a antisymetrické ¢asti a antisymetricka
¢ast neprispiva k ds?) a uzivejme ho na spousténi indexti: mame-li napii-
klad tensor o slozkach F*¥, mluvme také o tensoru se slozkami F¥, které
vypocitame

FE(xY) = gp(z®)FF" (). (19.111)

Déle si spo¢téme inversni tensor (jakozto inversni matici) g"” takovy, aby

Iur(2*)g"™" = 0,,. (19.112)
Podotknéme, Ze specialni teorii relativity ziskdAme pozadavkem konstantniho
Guv-
1 o o
o —1 o o
Juv = o o —1 o (19.113)
o o o —1

(Stejné slozky pak ma i g*”.) Tensoru g"” lze pak uzit pro zvedani indexi:
P = Fh g™, (19.114)

Dale mé smysl mluvit o determinantu g,, (podivej se, Ze pro specidlné re-
lativistickou metriku je zdporny), ba o odmocniné'® z jeho opaéné velikosti.
Casto se o ni mluvi jako o skaldru \/—g, ale po pravdé jde z hlediska trans-
formacnich vztahii presné o antisymetricky'® tensor Levi-Civitta se ¢tyimi
indexy dole, coz ocenite pohledem na indexové spravnou rovnici nize:

“V7Y9a8v5 "V " Gkrw = 4!a‘ntisymli)\uugaligﬁ/\g’Yﬂg(sV' (19115)

15Udév4 cosi jako hustotu fysickych m* na jednotkovou étyfrozmérnou krychli v sou-
Fadnicich; je to nadzorné pfi diagondlnim g, .

16Je t¥eba se dohodnout na znaménkové konvenci, napi. V=9p123 > 0 (pro pravotocivé
soustavy).
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Kazdy tensor lze derivovat. Derivaci podle z# zna¢ime 0, namisto ne-
prihledného 9/0z*, takze
Our” =6, (19.116)
Timto zptsobem lze z tensoru dostat veli¢inu s jednim indexem dole navic.
Takto ziskani veli¢ina se vSak nebude transformovat ,,spravnym zpuso-
bem* pfi transformaci souradnic (neptjde-li o derivaci skalaru nebo obecnéji
0 vnéjsi - tj. antisymetrisovanou derivaci diferencialni formy, tj. iplné an-
tisymetrického tensoru).
Co je to ,spravny zpusob transformace*? Na ¢tyfrozmérném casoprosto-
ru méjme dvé sady souradnic; kazdému bodu pFifadme dvé étverice éisel z#
a ot (to, ze jde o souradnice v ¢arkovaném systému, zna¢ime pouze ¢arka-
mi u indexi). Lze si (alespoii lokalng) predstavit z# jako funkce z* nebo i

<
naopak. Potom spravny vztah mezi slozkami néjakého tensoru t musi byt
100 s = O 0y Dya 05z (19.117)

~ 7 L] L] ! e e L] e v L] d
Napfiiklad, jsou-li z# a x¥ svazany linearné (c" ', je konstantni)

!

=", (19.118)
plati po zderivovani napf.
Qi = 0% = (19.119)

a vztah mezi tensory lze psat ((¢1)%, jsou elementy inversni matice)

1% ... = Caa'cﬂﬁf O T (i LA i L B (19.120)

Pouhym zderivovianim prvniho vztahu mezi slozkami v rtznych systémech
(aplikaci 0y zleva) se presvédcéite, ze 8,\25%3_ " nemd v ¢arkovaném systému
pozadovany tvar

ONtSy (19.121)
ale obsahuje navic ¢leny typu

OOt (%) Dpr” ..., (19.122)

z nichz vliv ne¢arkovaného systému nevypudime. Zajisté, pro zminénou li-
nearni transformaci soufadnic vymizi, nikoli vSak obecné.
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Vychodisko spoc¢iva v zavedeni kovariantni (Christoffelovy) deriva-
ce. Definujeme Christoffelav symbol predpisem

1
L,*=Ty, = agW(a,,g,M + 09w — OuGur) (19.123)
(sdm se netransformuje jako spravny tensor) a misto derivace 0, uzivejme
kovariantni derivaci V,, kterd obsahuje navic Cleny, které se ,navési* ndsle-
dujicim zptsobem na kazdy index derivovaného tensoru
d... d... d... d... 0... 1)
V#(Tgﬁ) = 8# (Tgﬁ) + FZOAT;/YB + FZﬂTc’ZI/ +.o..= ]‘—‘ZJ/TCIM/ﬂ - F/M/TCZE tet
(19.124)

Pouhymi dpravami si mizete dopocitat, ze V,g,5 = 0, V#go‘ﬂ =0 a ze
v ,\tf;‘g " se jiz transformuje spravnym zptsobem.

Také je zajimavé, Ze i kovariantni derivace spliuje Leibnizovo pravidlo
(pro derivovani soucinu)

Yty = Vg + 157V (up). (19.125)
Mimo jiné, pokud se budete snazit nalézt spravné se transformujici tensor,
obsahujici druhé derivace metriky, dostanete Riemanniv tensor kiivosti

Rpupa = =0alp, + 10,100 + 0,00 — T5,T7 (19.126)

oVt po ur- oo

z néhoz nas ¢asto zajima jen uzeni, tzv. tensor Ricciho
R, =R, a (19.127)

a skalarni kfivost
R =R, =R,g"". (19.128)

az veérit, ze Riemanniv tensor je antisymetricky vici zdméné indext
Mizete ovérit, ze Riema tensor je antisymetrick ¢i zdméné inde
prvé nebo posledni dvojice a symetricky viaci zdméné téchto dvojic a ze
spliuje cyklické pravidlo

Raps + Bpy,a0 + Bya,ps = 0. (19.129)

Diky témto vlastnostem je jasné, Ze Riemanniiv tensor ve dvou dimensich
mé jen jednu nezavislou slozku Ri212 a ve étyfech dimensich slozek 20 =
6 -7/2 — 1. Riemanntiv tensor mé jednu nazornou interpretaci: objedeme-li
vektorem V obrys infinitesimalni dvojrozmérné plochy popsané antisymet-
rickym tensorem dS“ tak, abychom se chovali jako v plochém prostoru a
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s vektorem neotaceli (paralelni posun), potom se ndm vektor V' trochu
sto¢i o hodnotu -
SVF = dSU R * V. (19.130)

P#i vSech uzavienych objizdkich vektor miiZe rotovat'” rotaci z grupy zna-

mé jako grupa holonomii. V plochém prostoru je to jen trividlni grupa
s jedinym prvkem, v ndhodné vybraném zakiiveném prostoru to byva grupa
SO(n), kde n je dimense variety (anglicky manifoldu, to jest onoho zakii-
veného prostoru, o némz jde f'e¢, ktery si lze predstavit, Ze je umistény ve
vicerozmérném prostoru). Existuji vSak i variety s grupou holonomii U(n).

Jiz jen dodame, ze pomoci Ricciho tensoru se formuluje deset rovnic
gravitace (nebo jedna tensorova, chcete-1i), popisujicich zakiiveni prostoru
v zavislosti na hmoté v ném

1
Rag — §Rga5 = —CTag, (19.131)

kde ¢ je néjaky soucin Newtonovy gravitacni konstanty a dalsich konstant
(obvykle stavime ¢ = 1) a T"" je tensor hmoty: v piipadé specidlni re-
lativity vyjadiuje hustotu (pro p = 0) nebo hustotu toku (pro u = 1,2,3)
energie (pro v = 0) nebo slozky hybnosti (v = 1,2, 3).

Kdyz uz jsme se zminili o kovariantni derivaci, je na misté také po-
hovofit o jiné kovariantni derivaci, taktéz spliujici Leibnizovo pravidlo
(predpokladame-li, ze ndboj pole, které je sou¢inem dvou poli, je souctem
naboju téchto poli), totiz

V=8, +igA, (19.132)

pro pripad elektromagnetismu a analogickych v piipadé silnych ¢i elektros-
labych interakci.
Dané derivace vynasobend ¢ dava

Pu — 4Ay, (19.133)

kde ¢ je ndboj pole a A, je ctyFpotencidl. V teoretické mechanice ¢i jinde
budete hovofit o p, jako o (operatoru) zobecnéné hybnosti a p, — ¢4,
odpovida onomu klasickému sou¢inu hmotnosti a (¢tyfvektoru) rychlosti.
Nézorny vyklad souvislosti s Christoffelovou derivaci davaji Kaluzovy-
Kleinovy teorie. Predpokladejme, ze kromé obvyklych étyt souradnic v ¢a-
soprostoru mame je§té patou (z°), ktera se neprojevuje, protoze je cyklicka

1"Kazdé uzaviené kiivce odpovida jeden prvek — jedno otoceni z grupy holonomii.
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s periodou 27 R, neboli protoze je svinutd (kompaktifikovand) na kruz-
nici o (malinkém) poloméru R. Pak lze pole (jez je funkci péti souradnic)
rozvinout do (komplexni) Fourierovy fady podle soufadnice x5:

p(z°, zt, 2%, 23, 2%) = Z br(2°, 1, 22, 23) exp(ikz® / R). (19.134)
keZ

Uvédomme si, 7e k lze interpretovat jako nadboj pole ¢ vyjadieny v elemen-
tarnich nabojich, a zajimejme se zvlasté o pole (pro konkrétnost) ¢q, které
se méni v zavislosti na paté soutadnici jako exp(iz®/R).

Budiz element metriky gs5 konstantni (pro urcitost —1 jako napf. gi1),
zato elementy g,5 (1 = 0, 1,2, 3) ztotoznime s potencidlem (az na konstantu)
a derivaci V, (1 =0,1,2,3) pocitejme ve sméru, v némz je g,, diagonalni:

V=0~ gus0s (19.135)

Ovsem 05 lze diky zvolené zavislosti na paté souradnici psat jako nasobeni
faktorem ik/R.

Kalibra¢ni invarianci lze vylozit jako specidlni pripad invariance vici
transformacim soufadnic. Pokud v kazdém bodé (xz*, p = 0,1,2,3) uréime
Az® (dostateénd pomalu se ménici, abychom neohrozili konstantnost gss),
pole ¢ se nasobi v kazdém bodé komplexni jednotkou

br(z") = dp (") exp(ikAz® /R) (19.136)

a elementy metriky g,5 se zméni podle standardniho pravidla pro transfor-
maci tensoru pfi transformaci metriky

Gus = Gus — O AT, (19.137)

v ¢emz dobre rozpozname vzorce pro zménu potencidlu.

19.4 Spinory

Vidéli jsme, ze lze konstruovat tensory s libovolnym pocétem indexi nahote
a dole. V této sekci ukdzeme, Ze je mozné i cosi opacného, totiz zavést ,po-
loviéni“ indexy, abychom veli¢inu transformujici se jako vektor ziskat jako
soucin dvou elementarnéjsich objekt, fikejme jim spinvektory, podobné,
jako jsme ziskali tensor (tensorovym) nisobenim dvou vektort.

Hned na pocatku upozornujeme, ze budeme mluvit o pripadu specialni
() teorie relativity, tj. budeme uvazovat jen transformace grupy SQO(3,1)
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(kterou nahradime SIL(2, C), ktera je s ni az na diskrétni rozdily isomorfni)
a nikoli celé grupy GIL(4) (a nakonec se podivime na jeji podgrupu prosto-
rovych rotaci SO(3), nahrazenou SU(2), a nikoli na GIL(3)).

Spinory je mozné uzivat efektivné i v obecné relativité, ale postup v za-
sadé spoc¢iva v zavedeni v kazdém bodé nové base (tzv. stonozky nebo v pii-
padé CtyT rozméra ¢tyinozky, pro které se vzila némecka oznaceni vielbein
a vierbein), ktera se chova jako obvykla base ve specidlni relativité.

Zacneme trochu neocekavané pirimo prepisem vektoru do spinorové for-
my: vektorové indexy mohly nabyvat ¢tyt riznych hodnot. My sestavime ze
slozek realného vektoru V# &tyti kombinace!®

VO(_) — (1.0 +x3)/\/§, VOi — (1.1 +i$2)/\/§,

_ - 19.138
V10 — (1.1 _ 7:1'2)/\/1 Vll — (xo _ 1.3)/\/5’ ( )

které vsak jiz nejsou realné, ale splnuji
VAB = (VBA), (19.139)

kde indexy A, B nabyvaji hodnot 0,1 a indexy A, B hodnot 0,1 (zapis byl
jen zkratkovity, pod B jsme zde méli na mysli B, nad nim# se nakresli pruh,
v dalsim textu index A nebude souviset s A o nic vice, nez s B). Pouzivame
upraveného formalismu Rogera Penrose a Wolfganga Rindlera, ktefi misto
pruhi pisi ¢arky; tprava nespocivé jen v tomto; my budeme vzdy uvazovat
tak, ze pokud existuje néjaky spinor napr.

potom existuje i spinor o
SPEFGABC (19.141)

ktery ma komplexné sdruzené slozky (v ptipadé, az pijde o operatory, budou
hermitovsky sdruzené) a spinor se stejnym poc¢tem pruhovanych a nepruho-
vanych indext spliiuje urc¢itou podminku realnosti, analogickou podmince
pro vektor. Napfr.

pPODIOIOIOL — (p1010100010) 5 pOOOLIO0OLL 5o yeding ¢islo.  (19.142)

Za urcitou dobu bude také zfejmé, Ze nase podminky zlistanou splnény
i po transformaci.

18 Jako piiklad odligné konvence uvadime, Ze nap¥. Landau ve svém Uvodu do teoretické
fyziky 2 — kvantovd mechanika pouziva horni indexy 1,2 misto naSich hornich 0,1 a horni
indexy 1,2 misto naSich dolnich 0, 1.
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Jak to vSechno funguje?

Hledame-li zptsob, kterak vyjadiit ,¢tverec délky ctyirvektoru®
VVE =g VIV = VOV — VIV — vV VIV, (19.143)

zjistime, Ze ho lze psat jako dvojnéasobek (to kviili tém odmocnindm ze dvou)
determinantu

2. (VOO _ 0Ly 10y, (19.144)
To je velmi pFijemné, protoze pouzitim novych (antisymetrickych) spinort
s dvéma indexy dole

EAB = —€BA, €ip= —€pi, €01 =& =1 (19.145)

Ize ¢tverec délky tohoto Gtyfvektoru psat jako (Einsteinova sumaéni konven-
ce, A a A zde spolu nesouvisi)

eape gV AV BB, (19.146)

Chceme-li nyni prejit od starych souradnic k novym, lze vzit misto matice
z grupy SQO(1, 3) matici z grupy SI(2, C). M&me tedy soubor ¢ty komplex-
nich ¢isel (z nichz jsou nezavislé t¥i, jelikoz determinant ma byt jedna, maji
tudiz informa¢ni hodnotu Sesti realnych &isel, stejné jako prvky SQO(1,3))
tﬁ,, coz je ,matice prechodu“ od neéarkované base k ¢arkované

A = 4,84, (19.147)

umoziujici vypocitat soufadnice v necarkované basi z téch v carkované.
Dale pod téi, méjme na mysli (jak jsme se dohodli) komplexné sdruzend
¢isla. Potom lze vyjadrit jakykoli spinor (s hornimi indexy) v ne¢arkované
basi, napt. vektor . . .
VAP — A B v AE (19.148)

Poznamenejme, 7e podminka pro invarianci e*? viié této transformaci je

pravé podminka pro unimodularitu transformacéni matice (zkontrolujte):
eAB = A4 4B, AT (19.149)
Mizete se presvédcit, ze na pocatku uvedenou podminku ,reality*

VAB = (VBA) (19.150)



19.4. SPINORY 325

bude spliiovat vektor i po transformaci, splhoval-li ji pied ni (a stejné tak
viceindexové spinory).
Navic, jako obdobu zvedani a spousténi indext pomoci g,

ty = gut” (19.151)

budeme spoustét a zvedat indexy pomoci €4p; je zde ale tfeba brat ohled
na poradi indexti, ponévadZ e4p je antisymetricky (ne tedy symetricky).
Dohodnéme se na nasledujici konvenci: e#8 bude zase antisymetricky a /' =
1. Déle index 0 nahote bude totéz, co 1 dole (podle ,gravitaéni pomicky*),
zatimco 1 nahote bude opacné proti 0 dole:

A=), A=), (19.152)
s anonymnimi indexy piSme
A = Meap, X0 =ePp, (19.153)

obdobné pro viceindexové spinory (ostatni indexy beze zmény) a stejné pro
pruhované indexy.

ROZKLAD NA SYMETRICKE SPINORY. Budeme si v§imat jen piipadu spi-
noru, symetrického vici permutacim ve dvou skupinich indexi. Neni totiz
obtizné nasobnym provedenim nésledujicich tvah rozlozit spinor na souciny
€ symboll a spinori symetrickych viici zadméné néjakych dvou indext, dale
na souciny € a spinort symetrickych viié¢i permutacim ve dvou skupinéch,
z nichz jednou je pravé ona dvojice atd.

Nas pripad bude ukazovat to, co se da fysikalné popsat jako ,skladani
momenti hybnosti“. Mé&me kupiikladu rizné spinory Aiyasc, Buyperas
obé symetrické viiéi véem permutacim indext. V takovém piipadé zavisi po-
uze na tom, kolik indexti z mnoziny {A, B, C'} resp. {D, E, F, G} je jednotka.
Pokud ma4 spinor k spinorovych indext, mize mezi nimi byt 0 az k£ jednotek
(k + 1 variant) a tedy obsahuje k + 1 nezdvislych slozek. V kvantové me-
chanice se dozvite, Ze lze ¢astici popisované takovym spinorem pfipsat spin
s = k/2 (celé nebo polocelé ¢islo) a k+1 = 25+ 1 slozek bude odpovidat tzv.
amplitudam pravdépodobnosti, ze se ¢astice nachazi ve stavu s prumétem
spinudoosy z s, = —s,—s+1,...,5s —1,s.

Ale zpét k matematice. Spinor Sapc,pEra symetricky vici permutacim
v obou skupinach

SABC,DEFG = SBAC,DEFG = SABC,EDFG = - - -, (19.154)
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ktery si lze predstavit napi. jako néjakou sumu

Sasc,pera = »_ AapcBprra, (19.155)

)

lze rozlozit zptisobem

7/2 5/2
SABC,DEFG = SY3HIQABCSYH1DEFG$5;A/BCDEFG + SippEreca+t (19.156)
+8%2 pepreca + Sy earenreca),

kde ¢isla 7/2. .. znamenaji polovinu po¢tu indext, tj. spin.
. 7/2 o s “
Spinory S /5o prra 12e spocitat zpétné jako napf.

SZ/;DEF =k SymABDEFSABC,DEFG8CG, (19.157)

ovSem kombinatorickou konstantu s neni lehké spocitat.

Fysikalné se véc vyklada tak, ze dvé ¢astice A,B se spiny sg, s, (v nasem
pripadé 3/2 a 2) mohou vytvorit ,sloZenou* ¢astici se spiny v intervalu (krok
minus jedna)

Sa+ SbySa+Sp—1,...,[Sa — Sp]- (19.158)
Pokud vSem témto fe¢em nerozumite, alespon se presvédcte, ze pocet slozek
je stejny:
Sa+Sp
(2sa+1)(2sp+1) = > (2s+1). (19.159)

$=|$a—5p|

Trojrozmérné transformace

Budeme si vsimat Lorentzovych transformaci, fixujicich navic jakykoli vektor
ve sméru casu, tedy i vektor

VAB = ( L ‘; ) (19.160)

délky v/2, tj. V# = (v/2,0,0,0). Pomoci ného lze ,piepocitavat® horni ne-
pruhované indexy na dolni pruhované a naopak.

SA=vABg, s = 5,vAB (19.161)
Ve vzorci pro invarianci yAB napsaném jako (¢ B]?' zde znameni, t%, =B,

VAB — A vA B By AB (19.162)
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lze interpretovat V jako jednotkovou matici, a tak navic o matici pifechodu
t (o niz uz vime, ze je unimoduldrni) mizeme fici, Ze je unitarni (tt* = 1).

Takové transformace jednoduse tvoii podgrupu SU(2) grupy SL(2,C).
Jak vypad4 takova matice z SU(2)? Oznacime-li ji jako

a 8
A= ( s ) (19.163)

ma byt
AA* =1, (19.164)
z ¢ehoZ mimo jiné oy + 36 = 0 lze vyjadiit 6. Navic ma byt determinant
jednotkovy
vy ol

1:015—572—7— 7:—5( a+ 8p), (19.165)

ale protoze a@ + 3 = 1, mame vysledné v = —f3 a z toho také § = @
To je prijemnd véc: matice A z grupy SU(2) mé tvar

A= ( _% g) kde o+ 6B = 1. (19.166)

Nepozadujeme-li posledni podminku, dostaneme mnozinu matic isomorfni
télesu kvaternionti. Ovérte zvI4sté, Ze matice pfirazend (kvaternionovému) sou-
¢inu dvou kvaternion( je (maticovym) sou¢inem matic pfifazenych témto kva-
ternionim. Jako u ndhrady komplexniho Cisla matici 2 X 2 si i zde vSimnéte,
Ze

Q") =(@Q"), (19.167)
znadi-li Q’7 komplexni matici 2n x 2n vzniklou z kvaternionické matice Q
uvedenym rozepsanim (a viz pozndmku pod ¢&arou).

. . a+pPi v+
a+62+7j+5kr—><_7+5i a—ﬂi) (19.168)
Kdy7 uz jsme tak daleko, mtizeme jiz také ¥ici, ze symplektickd grupa Sp(2n)
neni nic jiného nez grupa unitarnich matic'® n x n; tentokrat nikoli redlnych
ani komplexnich, ale kvaternionickych.

Matice A, 7e AA* =1, kde pod adjungovanou matici minime matici transponovanou
a kvaternionicky sdruzenou: (o + Bi +vj + 0k)* = a — Bi — vj — dk.
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Za matici K z definice na strané 115 si predstavte komplexni matici
2n x 2n, kterd je nulova kromé ,tlusté“ diagonily, kde ma n blokid 2 x 2

tvaru
o —1
( 1 . ) . (19.169)

Snad neuslo vasi pozornosti, Ze pii rotaci o 27 se zméni spinory s lichym
poc¢tem indext na opa¢né (a az p¥irotaci o 47 se vrati na pivodni hodnotu).

Je na Case, abychom vysvétlili kosmeticky rozdil mezi grupou SO(n) a
Spin(n). Rikejme rotovani R kazdému spojitému (kazdy maticovy element
je spojity) zobrazeni?® intervalu do grupy ortogonalnich matic (zajimime se
hlavné o n = 3)

R:(0,1) — SO(n) (19.170)
takovému, ze R(O) = 1. Ekvivalenci ,,~* dvou rotovani R(O) a 1%(1) mé&jme na
mysli fakt, Ze existuje spojité (v8echny maticové elementy Rv(t) jsou spojité
jakozto funkce dvou proménnych v, t) zobrazeni

{v— R,}:(0,1) = P

prostor rotovani

(19.171)

takové, ze Vv € (0,1)R, (1) = Ro(1), R (t) = Ro(t) a R(y)(t) = Ri(¢). (Jsou

ekvivalentni, pokud lze plynule pfejit od jednoho rotovani k druhému; nut-

nou podminkou ekvivalence je rovnost koncovych matic R(O)(l) = R(I)(l).)

Ukazte reflexivitu, symetriénost a transitivitu?! zavedené ekvivalence.
Na rotovanich zavedeme rozumnou binarni operaci

Ro(2t) pro 0 <t < 1/2

A ) 19.172
Ro(1) - Ry(2t—1) prot < 1/2< 1 ( )

[Ro - Ba(t) = {
(Polovinu ¢asu provadime dvakrat zrychlené rotaci Ry a druhou polovinu
R;. Lehce ukazete, ze ndhradou ¢initeld za ekvivalentni rotovani se i soucin
zméni na ekvivalentni.)

Jelikoz [Ry - R1](1) = Ro(1) - Ry(1), dostaneme grupu témé&F isomorfni
s SO(n), az na jednu drobnost. Rotovani o 27 kolem osy z

1 o o
R(t)=| o cos2nt —sin2nt (19.173)
o sin2nt cos 27t

208pecialni piipad homotopie.

2'Reflexivni je relace, pokud VR R=~R.

Symetricka, pokud VRO, Rl Ro ~ Rl <= Rl ~ Ro.

Transitivni, pokud VRO, Rl, Ry Ro~RiaRi ~Rs=— Ro~R>.
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je ekvivalentni rotaci o 27 kolem kterékoli jiné osy a (spojitym pirechodem
bude rotovani o 27 kolem osy, ktera bude plynule prechazet od osy z k ose a
s tim, jak se v méni od 0 do 1), a proto je také ,nehybné* rotovani (R(t) = 1)
ekvivalentni rotaci o 47 kolem jakékoli osy. (Proto nemohou existovat zadné
Castice se spinem, jehoz dvojnasobek neni celé ¢islo.) Ale plynuly prechod
od nehybného rotovani k rotovani o 27 nenajdete. Matematicky feceno, gru-
pa SU(2) je narozdil od grupy SO(3) jednodu$e souvisla, protoze kazda
uzaviend kiivka v ni — rotovani — lze stdhnout na bod.

KdyZ jsme jiz zminili stazitelné kiivky — uvedeme zde i pojem fundamentalni
grupy m; dané variety. Jde o grupu v8ech ti¥id uzavienych kiivek (k¥ivky jedné
tiidy 1ze na sebe spojité pievadét) s operaci danou napojenim téchto kiivek. Jedno-
duse souvislé variety tedy maji fundamentdlni grupu trividlni, povrch genu?? g m4
fundamentalni grupu Z2g, sféra se ztotoznénymi protéjsimi body ma fundamentalni
grupu Zs atd.

A tak tvoii vSechny tiidy ekvivalentnich rotovani grupu Spin(n) (pro
n = 3 isomorfni SU(2)) takovou, Ze existuje morfismus na SO(n), ktery
pritadi vzdy dvéma prvkim Spin(n) jeden prvek SO(n).

Diracova rovnice

Pochopite-li nasledujici odstavce, budete se moci citit velmi chytie, az usly-
Site, Ze napf. relativistickou invarianci Diracovy rovnice dokazal az dvacet
let po jejim objeveni ¢esky fysik Trkal. (To samoziejmé neni tak iplné prav-
da.)

Kdyz hledali lidé vhodnou relativistickou tipravu Schrodingerovy rovnice,
napadla je zprvu Klein-Gordonova?3
vztah (uzivdme jednotky ¢ = h = 1)

rovnice, kterd operatorové vyjadiuje

2
E?>=m? +p?%, totiz (—% + A)® = m?®. (19.174)

Tato rovnice je relativisticky korektni, abychom ji pievedli do Hamiltonova
formalismu (kde se vyskytuji jen prvni derivace), musime zvolit funkci dvou-
slozkovou (® a 0/0t®) a nakonec zjistime, ze se pro elektron viibec nehodi
(hodi se pro pion).

22Minime tim plochu, kterd je z topologického hlediska sférou, v ni% g dvojic kruhovych
dér spojime rourou. Genus jedna ma tedy torus.
ZMnohdy zvana Klein-Fockova.
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Hledame jiné vylepseni Schrodingerovy rovnice
P 0
(% +U)y = zhaz/) (19.175)
a napad4 nis nahradit $2/2m relativisticky spravnym vyrazem \/m?2 -+ p2.
Tuto odmocninu ndm nezbyva pocitat jinak nez jako nekoneénou rfadu obsa-
hujici jakkoli vysokou mocninu p ¢ili jakkoli vysokou derivaci a ze zkuSenosti
Taylorova vzorce (kde jsme posun vyjadrili jako exponencidlu derivace) je
nam ziejmé, ze vyslednd teorie bude nelokalni: funkce 1 v okamziku ¢ + dt
bude ovlivnéna funkci ¢ v éase ¢ v jakkoli vzdalenych bodech.
Piesto se Diracovi podafilo m? + $? odmocnit lokalng; zacal totiz opero-
vat s viceslozkovou vlnovou funkci. V nasem spinorovém jazyce lze tici, Ze
diracovskou vlnovou funkci tvori dva spinory

e, (19.176)

kazdy z nichz se sklad4 z dvou komplexnich slozek. (Index A resp. A miize
byt bud nula — pak jde o amplitudu, ze mé elektron spin nahoru — nebo
jedna — spin doli.) Rovnice napiSeme ve tvaru

A m

~ ~AA A m T
(Paz —eA7)é" Aoty = Zed (19.077)

A
o (P 7
kde p, 5 = 10,1 je operdtor ¢tyrhybnosti, A, 1 je ¢tyipotencidl, m klidova
hmotnost elektronu a e jeho nédboj (zdporny).

Obvykle se pise Diracova rovnice ve formé matic. PiSeme-li slozky vinové
funkce pod sebe do sloupce ¥

=g =g, W=y, =g, (19.178)
nabudou rovnice tvar jedné

(b — eAp)y" —m) & =0, (19.179)

kde v* jsou Diracovy matice 4 x 4, které maji v nasi spinorové representaci
tvar

o o 1 o o o o —1

0 o o o 1 1 o o —1 o
=1 0o ol Y01 o o | (19.180)

o 1 o o 1 o o )
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o o o 1 o o —1 o

9 o o —¢ o 3 o o o 1
=, ol Y=L o o (19.181)

7 o o o o —1 o o

Smnite si. e dvé rizné Di Y . . o v .
Viimnéte si, ze dvé rtzné Diracovy matice antikomutuji a &tverec Y je
jednotkova, ¢tverec zbylych minus jednotkova matice, coz zapiSeme

YHAY AV AR = 2gHV 1. (19.182)

Navic i-krat casova derivace W, kterou piSeme pomoci hamiltonianu jako
HU, d4 pro hamiltonian?*

H = ap + mB, (19.183)

kde jest pouzito obvyklé znaceni pro matice @ = %9, 8 = ~°. Pouhym
uzitim antikomutaénich pravidel pro matice zjistite, ze

H? = m? + p?, (19.184)

coz jsme na pocatku chtéli.

Ctyfti slozky bispinoru jsme vybrali uréitym zptisobem. Stejné tak lze
ale pracovat s libovolnymi linedrnimi kombinacemi téchto slozek; lze vyjadrit
¥ v jiné basi“. Tvary y-matic se zméni, zistanou vSak antikomutacni relace,
7° ziistane hermitovska a v'>3 antihermitovské (pro unitarni transformace).

Tak napriklad pocitame-li, na co prechdzi rovnice v nerelativistickém
piipadé (kdyz tieba ukazujeme, ze magneticky moment spojeny se spinem
je dvojndsobny ve srovnani s orbitdlnim pohybem), volime tzv. standardni
representaci, jelikoZ v ni jsou posledni dvé slozky mnohem mensi nez prvni
dvé (ve spinorové byly prvni a posledni dvé v nerelativistické limité stejné).

€% +no
L &+my
= - 19.185
V2 | €= ( )
& —m

CviCENf. Odvodte tvar y-matic ve standardni reprentaci. (QQ)

2Pro tyto tivahy stavime &tyfpotencial roven nule.
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19.5 Tensory a nezavislé jevy

Vratme se na zavér z vysin obecné relativity a Diracovych rovnic k néce-
mu piizemnéjsimu — tfeba k diskusi, co je to stfedni (kvadratickd) chyba
méieni (v praktikdch se s ni potkate dosti, pokud po vas nebudou chtit chy-
by ,,mezni“), nebot i zde je tensor uzite¢nym nastrojem. Nevétite? Uvedme
par poznamek na téma ,nezavislost v teorii pravdépodobnosti*. Asi jiz na
stredni 8kole jste slyseli

DEFINICI. Dvé ndhodné veli¢iny F' a G nabyvajici kone¢né mnoha hodnot
nazveme nezavislé, pokud

Prob(F = &G = y) = Prob(F = z) - Prob(G = y), (19.186)

pricemz Prob(F = z) znadi pravdépodobnost udélosti, ze F' nabyva hodnoty
x. (Nebudeme déle formalisovat tento pojem, to je ikolem teorie pravdépo-
dobnosti.) Pfipomenime pojem miry na kone¢né mnoziné (ve skutecnosti jde
o prvek dudlu k prostoru funkci na X, pro konec¢né X vsak na této interpre-
taci prilis nezdlezi):

DEFINICE. Je-li X kone¢nd mnozina, tak nezapornou miru na X, to
znamend funkci p : X — R takovou, Ze p(z) > 0 Vz € X, nazveme prav-
dépodobnosti, pokud Y . p(z) = 1.

Vezméme nyni tensorovy soucin formélnich linedrnich obali X a Y (pro
nekonecéné metrické prostory X,Y se bere tensorovy soucéin duala k prosto-
rim spojitych funkei na X resp. Y, jak jsme jiz poznamenali na strané 302;
nés ted pro jednoduchost zajimaji jen koneéné mnoziny). Je-li p resp. ¢ prav-
dépodobnost (obecnéji mira) na X resp. Y, tak pravdépodobnost (¢i miru)
p ® q definovanou vztahem

pP®Rq(f®g) =p(fa(g) (19.187)

nebo prostéji p @ q(x,y) = p(z)q(y) nazveme tensorovym soucinem p a q.
(Nékteri mluvi o direktnim souéinu, jini jen o soucinu; tensor to vsak je!)

PozNAMKA. Pro ¢loveéka s ,kategoridlnim“ nahledem na matematiku,
kterého jiz na obecné skole presvéddili (... ) o dilezitosti pojmu kartézského
souc¢inu mnozin, by nemélo byt prekvapenim, ze pojem tensorového soucinu
pravdépodobnosti popisuje néco fundamentalniho.
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DEFINICE. Pravdépodobnost p na ,stavovém prostoru* X nazveme roz-
délenim pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny F', pokud

Prob(F = z) = p(z). (19.188)

TvRrzEN{. Necht maji ndhodné veli¢iny F resp. G rozloZeni pravdépo-
dobnosti p resp. ¢ (na X resp. Y). Ozna¢me symbolem w

w(z,y) =Prob(F =z &G =vy) (19.189)
tzv. sdruzené rozlozeni F' a G. Potom F a G jsou nezavislé

= w=pRyg. (19.190)

Méme-li dvé ndhodné veli¢iny Fi, F» s oborem hodnot v néjaké komu-
tativni grupé G — tieba vysledky dvou nezavislych mé&feni — miZeme chtit
studovat soucet Fy| + F», = Fy + F;. Radé&ji bychom zde vidéli R namisto
konec¢né grupy, tim bychom ale vnesli hned na tivodu do naseho vyzkumu
technické komplikace, které prenechdme pozdéjsim kurstim analyzy a teo-
rie pravdépodobnosti. Prichazime zde opét k dilezitému pojmu konvoluce
(tentokrate pravdépodobnosti, srovnej vSak se stranou 256).

DEFINICE. Necht p a ¢ jsou pravdépodobnosti (obecnéji miry) na koneéné
komutativni grupé G. Pravdépodobnost (miru) danou predpisem

g€G— > plg—a)gla)= > p(h)q(i) (19.191)

U.GG h77'h+7':g

nazveme konvoluci p a ¢ a budeme ji oznacovat p * ¢q. Je to tedy dalsi
pravdépodobnost; p x ¢(g) udava pravdépodobnost, ze soucet h + 1 je g, kde
h resp. ¢ ma rozdéleni p resp. q.

TvVRZENf. Obrazem tensorového souéinu p ® ¢ p¥i zobrazeni (z,y) —
z+1y:Gx G — G je pravé konvoluce pravdépodobnosti p a q.

Podobné se definuje konvoluce vice pravdépodobnosti (mér); dikaz ko-
mutativity a asociativity (diky ni lze vynechéavat zévorky) si provede kazdy
sam.

prxq=q*p,  (p*xq)xr=px(gxr) (19.192)
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Vicenasobné konvoluce

(1) Casto nas zajimaji vicenasobné konvoluce, které v jazyce pravdépodob-
nostnich rozlozeni odpovidaji souc¢tiim vice nezavislych velicin. Hodime-li
napri. tisickrat nezavisle minci resp. kostkou, jde nam o tisicindsobnou kon-
voluci pravdépodobnosti

1 1
p = 5(d0 +01) resp. p = (01 + 02 + 03 + 04 + 05 + d), (19.193)

zajimame-li se o to, kolikrat padla panna ¢i kolik je soucet jednotlivych hodt
kostkou. (Omlouvime se ¢tenéfi, ze jsme zvolili piiklad, kde grupa G — zde
nejspise Z ¢i R — bude mit nekone¢né mnoho prvki.)

Asi jiz chapeme, Ze jednou z dilezitych otazek feSenych teorii pravdépo-
dobnosti bude charakterisace toho, jak ,vypadaji“ mnohondsobné konvoluce
typu

PEPk ... kD, (19.194)

V pripadé n ¢initelt zapisujme uvedenou pravdépodobnost jako p * p. Vzpo-
n

menme si na tvrzeni ze strany 257:

pip= ()" (19.195)

’

ivd synonyma charakteristickd funkce.)
V piipadé G = R se ukazuje, Ze charaktery maji tvar

(V teorii pravdépodobnosti se misto pojmu ,Fourierova transformace* pou-
7

{z —exp(i€zr)}, €¢eR (19.196)

Jde nam tedy o to, jak vypada (p/(Z))n pro libovolnou pravdépodobnost na,
R.

Pro ty, ktefi se citi byti jiz trochu obeznameni s pojmem miry na R pfi-
dame jesté par poznamek na toto téma: neni-li nosic¢ p soustiedén v jediném
bodé (tedy neni-1i p -funkei), tak funkce

p(¢) = /OO e“"p(z)ds (19.197)

— 00

spliiuje vSude podminku
§#0=p(o)] <1, (19.198)

piidemi je p(0) = 1.
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Jakpak se chova funkce
()" (19.199)

pro velikd n? ,To zjisti kazdy matematik hodny toho jména do péti mi-
nut.“25: necht

b2
pE) =1+iak — 552 —... (19.200)
je Taylortiv rozvoj p(&). Zde je
o oo
a= / zp(z)dz, b= / z?p(x)dzx (19.201)

a resp. b? stiedni hodnota z resp. z2. Piedpokladdejme pro jednoduchost
znaceni a = 0 (zkoumejme misto veli¢iny z veli¢inu = — a, jejiz stfedni
hodnota je nula). Potom je

N Nb?

pE)" ~ exp (—T§2> : (19.202)
Objasnéte! Ti, kteri znaji Fourieriv obraz Gaussovy miry, jej na pravé stra-
né jiz vidi, a tudiz nebudou udiveni platnosti tzv. centralni limitni véty

teorie pravdépodobnosti, ktera rika, ze mnohonasobna konvoluce pravdépo-
dobnosti vypada jiz zhruba Gaussovsky, jinymi slovy

CENTRALN{ LIMITNf VETA. Maji-li nezavislé veli¢iny z1,...,z, nulovou
stiedni hodnotu a rozptyl (stfedni hodnotu kvadratu) b2, ma veli¢ina,

Ty +2xo+ ...+,
Jn

v limité pro n — 0o tzv. normalni rozdéleni

(19.203)

2

1 T
= — —— . 19.204
? bme"p< zb2> (19209

ROZPTYL. Zapomeiite na vSechny ty bajecné véci, o nichz se zde pise, a
radsi pochopte, pro¢ je rozptyl veli¢iny x roven

05 = ((z — (2))*) = (2° - 2a(z) + (z)*) = (2°) — (x)?, (19.205)

T

ZVolné citovano z avodu ke &lanku V.I. Arnolda, Matematické trivium. ,Kdo nespotte
stfedni hodnotu sté mocniny sinu do péti minut, nerozumi matematice, i kdyby se zabyval
supervarietami, nestandardni analyzou nebo vétami o vnofovani.“
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znadi-li (z) stfedni hodnotu veli¢iny z pocitanou podle vzorci typu

(x) = Zx(wz)p(xz) resp. (z) = /x - p(z)dr (19.206)

T

a proc¢ je rozptyl souétu dvou nezavislych veli¢in roven souctu rozptyl téchto
veli¢in

(' +9")?) = (2" + 22"y +y°) = (") + (22"y') + (y”*) =
_ <$’2> +2(x'>(y'> + <y/ > _ < 2> 4 <y,2>’ (19.207)

kde napf. ' zna¢i z—(z) a v diikazu bylo pouzito, Ze st¥edni hodnota z ¢isla je
totéz Cislo (fakt, ze stfedni hodnota jednotky je jedna je tatdz podminka, jako
normovanost pravdépodobnosti), stfedni hodnota souc¢tu je soucet stfednich
hodnot a hlavné to, Ze stfedni hodnota souc¢inu dvou nezavislych veli¢in je
rovna souc¢inu stfednich hodnot téchto velic¢in. (Q)

19.6 Epilog

Zakonceme knihu opét citdtem z knihy zminéné na strané 294. Tentokrat
vSak citdtem doslovnym (kromé zmény singuldru na plurdl a substituce
zkratky ,LA“ na misto pojmu ,povétrnost).

..Za tou pri¢inou neostychali jsme se bez bliz§iho vykladu pouZivati
nékterych védomosti z lucby, silozpytu a hvézdarstvi, kde toho bylo potiebi
k vysvétleni nékteré stranky k LA patiici. Jinde jsme je vSak strucéné na-
pred vylozili, ¢imz jsme se arci vzdali nadéje, ze by vSichni ¢tenarové vsemu
stejné porozumeéli. Neb pfi tak hojném tucastenstvi, jakého se Matici lidu
dostalo, nutno miti pfedev§im na zieteli, ze kazdy ¢tend¥, at jest vice neb
méné pripraveny a vzdélany, chce miti z knihy néjaky uzitek, ktery by se as-
pon vyrovnal ndkladu na zakoupeni knihy uc¢inénému a ztraté casu ku ¢teni
obétovaného.

Aby vSak kazdy bez pfripravy abez pifemys$§leni
vSechno hned pochopil a si pamatoval, co v této knize jest obsazeno, toho
nemohli a nechtéli jsme dosahnouti, jelikoz jest to cil velmi vzdéaleny a témér
nedostizitelny. Vedlé toho jsme méli na mysli, Ze kniha tato dostane se nejvice
do rukou ¢tenait takovych, kteri o tomto predmétu sotva budou mit jinou,
a za tou pric¢inou jsme do ni vlozili i nékteré delsi seznamy rozlicnych udani,
které jinak bychom mohli vynechati.

Co se kone¢né tkne slohu — nechceme tvrditi, Ze by nemohl byt jesté
populdrnéjsim a chapavosti ¢tenditt malo vzdélanych primérenéjsim; tolik
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ale s druhé strany dovolujeme si poznamenati, ze by pak kniha stala se
nékolikrate tak rozsahlou a vzdélanéjsimu ¢tenari — a téch ¢itda Matice lidu
vice — zdlouhavou. Neb spis o predmétu tak vseobecném, jako LA, dotyka se
na vsech stranich prirodnich véd ostatnich a mél by obsahovati pojednani
o vSech, aby se bez pripravy vseliké obesel, aneb byti nanejvys povrchnim a
tudiz zbyteénym, kdyby se k nim hloub nevztahoval.

Prostiedni cestu jakousi nalézti bylo nasi snahou svédomitou; zdali se
nam to tak podaftilo, jak jsme si prali aneb jak jini snad ocekévaji, o tom
necht rozhodne nestranny soudce. A kdyby se stalo, Ze by rozsudek mél proti
nam vypadnouti necht se shovivavé mé na zi‘eteli znamy vyrok ,z4dné kniha,
neni tak S$patné, aby se z ni nedalo nécemu priuciti®.

Spisovatelé

Nameéty k obsahu skript
Veskeré naméty k obsahu skript posilejte prosim na elektronické adresy
mzahrad@karlin.mff.cuni.cz a motl@physics.rutgers.edu

Planujeme napsani dopliikovych a rozsifujicich kapitol k uvedenému textu.
Vsechny tyto texty, dale veskeré opravy a reakce na naméty ¢tendrd budou
uloZeny spolu s jiz existujici HTML verzi této knihy na webovskych strankach
autoru skript

http: //www.karlin.mff.cuni.cz/ mzahrad/skripta/,
http: //www.kolej.mff.cuni.cz/lumo/skripta/
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abeceda
latinska, 7
fecka, 7
aditivni grupa, 27
algebra
graduovana, 170
Lieova, 149
Poincaré, 170
symetricka, 309
alternace, 306
amplituda
pravdépodobnosti, 209
analyticka funkce, 233
analyza
funkcionalni, 22
harmonicka, 104, 257
anihila¢ni operator, 160, 243
antikomutator, 42, 170
antilinearni zobrazeni, 259
antisymetrie, 115
antisymetrisace, 306
anulator, 308
aproximace, 253
asociativita, 300
asymptota, 277
automorfismus, 34, 41, 64
vnéjsi, 167
vnitini, 28

Babilonova véta, 127
balik
vinovy, 240
Banachova véta, 195
base, 46, 52
cyklicka, 192
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dudlni, 222
ortonormalni, 226
vuéi podprostoru, 181
Besselova funkce, 255
bijekce, 29
bilinedrni forma, 259
bispinor, 331
blokova matice, 87, 100
bod
nevlastni, 273
pevny, 195
bodovéa grupa, 123
bracket, 62
Briancelova véta, 220

Cantorovo diskontinuum, 48
Cardantv vzorec, 36
Cartan, 114
Cartanova podalgebra, 162
Cayleyovo cislo, 40, 116
celociselnd miizka, 163
centralisdtor, 176, 177
centrum algebry Lieovy, 154
centrum grupy, 29
cirkulant, 104
Cramerovo pravidlo, 18
cyklicka base, 192
cykli¢nost

stopy, 91
cyklus, 31

Cebyseviiv polynom, 251
¢isla

grassmannska, 170, 310
¢islo
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Cayleyovo, 40, 116

charakteristické, 109

vlastni, 109
ctvrtohory, 21

definitnost, 271
derivace kovariantni, 320
determinant, 93, 96

operatoru, 102
diagonalisace, 264
diagondalni matice, 75
diagram

Dynkintv, 167

Feynmantv, 209

Stiefeluv, 163
diference, 74
diferencialni forma, 319
dimense, 46, 48, 52

Hausdorffova, 48
Diracova funkce, 263
Diracova matice, 330
Diracova rovnice, 329
Diracova symbolika, 62
direktni rozklad, 186
direktni soucet, 186, 309
diskrétni grupa, 113
disperse, 240
distribuce, 230
distributivnost, 297
dlazdéni

kvasiperiodické, 124

periodické, 123
duél

topologicky, 233
dualita, 217

jeji zobrazeni, 259
dudlni graf, 218
duélni norma, 219
duélni prostor, 221
dyadicky soucin, 297
Dynkintv diagram, 167

ekvivalentni Gprava, 82
elementarni ¢astice, 30

eliminace
Gaussova, 15, 82, 101
elipsa, 276
elipsoid, 276
endomorfismus, 64
epimorfismus, 28
evolu¢ni rovnice, 131
exponenciala, 131, 210
prostoru tensorova, 309

faktorgrupa, 28
faktormnozina, 296
faktorprostor, 50

Feynman-Kacova formule, 212

Feynmantv diagram, 209
Feynmanuv integral, 207
fonon, 245
forma
bilinearni, 259
diferencialni, 319
hermitovska, 260
kvadraticka, 259, 260
positivni, 261
samoadjungovand, 261
sesquilinearni, 260
symetricka, 260
Toeplitzova, 264
formule
Feynman-Kacova, 212
Fourierova rada, 241
fraktal, 48
fraktura
némecka, 151
Frobeniova véta, 84
fundamentéalni grupa, 329
funkce
analyticka, 233
Besselova, 255
Diracova, 263
Greenova, 232
Haarova, 283
hypergeometricka, 255
charakteristicka, 334
sférickd, 249
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typu spline, 55

vlastni, 109

vytvorujici, 247, 253
funkcionalni analyza, 22, 150

Gaussova eliminace, 15, 82
generator
infinitesimalni, 142, 151
generovani, 31, 46
genus, 329
geometrie
algebraicka, 45
Minkowského, 117
projektivni, 273
gotické pismo, 151
graduovand algebra, 170
graduovany komutator, 170
graf
dudlni, 218
Grammova matice, 238
grassmannskd ¢isla, 170, 310
Greenova funkce, 232
grupa, 27
Abelova, 28
aditivni, 27
bodova, 123
cyklicka, 31
diskrétni, 113
dudlni, 217
fundamentéalni, 329
holonomii, 321
kompaktni, 114, 161
komutativni, 28
konformni, 117
krystalograficka, 30
Lieova, 113
Lorentzova, 117
multiplikativni, 27
obecnd linearni, 101
Poincaré, 117
poloprosté, 29
prosta, 29
prostorova, 122
souvisla, 149
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stacionarni, 123
translaci, 123
Weylova, 165

Haarova funkce, 283
Haarova mira, 116
Hamilton, 39
Hamilton-Cayleyova véta, 193
hamiltonian, 243
harmonicka analyza, 104, 257
Hausdorffova dimense, 48
Heisenbergtv obraz, 138
hermitovska forma, 260
hermitovsky operator, 228
Hermitiv polynom, 244
Hilbert, 9, 241
hlavni osa, 279
hodnost, 78
hodnota

stiedni, 240
holonomii grupa, 321
homomorfismus, 28
homotopie, 328
hybnost, 321
hyperbola, 277
hyperboloid, 277
hypergeometricka funkce, 255
hyperplocha, 272

charakter, 37, 217, 334
charakteristicka funkce, 334
charakteristicka rovnice, 110, 193
charakteristické ¢islo, 109
chiralita, 160

Christoffeltiv symbol, 320

ideal, 154, 162
idempotentnost, 68
identita
Jacobiho, 149
infinitesimalni generator, 142, 151
injekce, 28
integrace
invariantni, 161
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integral
Feynmantv, 207
pres trajektorie, 207
invariantni integrace, 161
invariantni podprostor, 124, 199
inverse, 32
inversni matice, 81, 106
ireducibilita, 38
isometrie, 30
isomorfismus, 29, 50
kanonicky, 223
se skaldrnim soucinem, 64

Jacobi-Sylvestrova metoda, 268
Jacobiho identita, 149
Jacobiho polynom, 255
jadro
formy, 263
homomorfismu, 29
konvoluce, 256
zobrazeni, 77
jednoduché $nérovanost, 166
Jordantv tvar, 183, 186

kanonicky isomorfismus, 223
kanonicky tvar, 264
kategorie, 188
Killingova forma, 153
kédovani obrazu, 280
kolmost, 60
kompaktifikace, 322
kompaktni grupa, 114, 161
komponenta, 149
komutant, 154
komutativita
algebry Lieovy, 154
tensorového soucinu, 297
komutéator, 133, 149
graduovany, 170
konformni grupa, 117
kontinuum, 49
kontra, 222
kontrakce, 195
kontravariantnost, 302
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konvence

sumagcni, 302
konvergence, 132
konvexni obal, 219
konvoluce, 255, 333
konvolué¢ni operator, 256
korelace, 61
koren

racionalni, 43
koren grupy, 164
kofenovy Cinitel, 35
kotenovy podprostor, 186
kososymetri¢nost, 115
kostka

Rubikova, 30
koule, 276
kovariantnost, 302
krea¢ni operator, 160, 243
Kroneckertv symbol, 60
kiivka Gaussova, 240
kubatura

krychle, 43
kuzel, 276
kuzelosecka, 220, 272

primkova, 220
kvadraticka forma, 259, 260
kvadratické plocha, 272
kvadrika, 272
kvantova mechanika, 238
kvantovy oscilator, 243
kvasikrystal, 123
kvasiperiodické dlazdéni, 124
kvaternion, 39, 327

Laguerriv polynom, 254
Laplacetv operator, 132
laplacian, 214

latinsky c¢tverec, 47
Lebesgueova mira, 230
Legendretuv polynom, 246
Leibnizovo pravidlo, 320
levotocivost, 94

Lieova algebra, 149
Lieova grupa, 113



342

linearisace, 20, 263
linearni kombinace, 46
linearni obal, 46

formalni, 296
linearni regrese, 62, 84, 288
linearni zobrazeni, 69
logaritmus, 145
Lorentzova grupa, 117

magicky ctverec, 47

manifold, 321

matice, 69
adjungovana, 226
antihermitovska, 228
antisymeticka, 115
blokova, 87, 100
diagonalni, 75
Diracova, 330
formy, 261
Grammova, 238, 314, 315
hermitovska, 228
hermitovsky sdruzenda, 226
inversni, 81, 106
jednotkové, 73, 81, 264, 276
jeji norma, 132
kontragradientni, 225
kososymetricka, 115
lidu, 294
normalni, 228
ortogonalni, 116
Pauliho, 159
permutacni, 75
podobné, 90
polosymetricka, 115
positivni, 202
prechodu, 89
pseudoinversni, 287
pseudoortogonalni, 117
pseudounitarni, 117
rozptylu, 209
roz§ifena, 83
samoadjungovana, 228
singularni, 81
stochasticka, 202, 205
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symplekticka, 115, 147, 327
transponovanéa, 106
trojthelnikova, 75
unimodulérni, 115
unitarni, 115, 117, 228
Vandermondova, 76
zobrazeni, 71
maximalni torus, 162
mechanika
kvantova, 9, 238
meteorologie, 22
metoda
doplnéni na ¢tverec, 266
Jacobi-Sylvestrova, 268
nejmensich ¢tverct, 84
metrika, 132
Minkowského geometrie, 117
minor, 268, 269
mira, 229
Haarova, 116
mnozina miry nula, 49
modul, 45
pravy, 155
mohutnost, 49
monomorfismus, 28
morfismus, 28
miizka, 168
celociselnd, 163
multilinearita, 99, 259
multiplikativni grupa, 27
multiplikator, 224

nadplocha, 272
nasobnost

korene, 110
némeckd fraktura, 151
nespocetnost, 49
neurcitost, 240
nevlastni bod, 273
nezavislost, 47, 332

vuéi podprostoru, 181
nilpotentni operator, 82, 180
norma

duélni, 219
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matice, 132

vektoru, 62
normalni operator, 228
normalni rozdéleni, 335
nosic, 233, 334

obal
formalni, 255
konvexni, 219
obal linearni, 46
formalni, 296
objem, 93
obraz
zobrazeni, 77
odchylka, 240
okrajové tuloha, 212
okruh, 37
oktonion, 40
operator, 70
anihilaéni, 160, 243
derivovani, 179
diference, 74
hermitovsky, 228
konvolué¢ni, 256
kreac¢ni, 160, 243
Laplacetv, 132
nilpotentni, 82, 180
normalni, 228
samoadjungovany, 228
unitarni, 228
orientace
souhlasna, 94
ortogonalisace
Gramm-Schmidtova, 65, 66, 75,
266, 268
ortogonalita, 60, 116
ortogondlni doplnék, 67
ortogonalni projekce, 67
ortonormalni base, 226
osa hlavni, 279
oscilator
kvantovy, 243

parabola, 278

paraboloid, 278
paralelni posun, 320
parita, 167
Parsevalova rovnost, 257
Pascalova véta, 220
Pauliho matice, 159
Penrose, 18, 124
periodické dlazdéni, 123
permanent, 96
permutace, 31

licha, 32

sudé, 32
permutacni matice, 75
Perron-Frobeniova véta, 202, 205
pétithelnik, 18
pevny bod, 195
pismo

gotické, 151
Platénovo téleso, 20
plocha

kvadraticka, 272

prfimkova, 278
podalgebra

Cartanova, 162
podalgebra Lieova, 154
podgrupa, 28

invariantni, 28

normalni, 28
podobnost, 90
podprostor, 50

invariantni, 124, 199

kofenovy, 186
Poincarého grupa, 117
Poissonovo rozdeéleni, 143
polarni rozklad, 289
pologrupa, 75, 207
polomér

spektralni, 202
polopfimy soucin, 34
polosymetri¢nost, 115
polyedr, 54
polynom

Cebyseviv, 251

Hermittv, 61, 66, 244
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Jacobiho, 255

Laguerriv, 254

Legendreuv, 61, 66, 246

matic, 193
positivni forma, 261
positivni matice, 202
posloupnost

Fibonacciho, 19
pravdépodobnost, 229, 332
pravidlo

Cramerovo, 18, 107

Sarusovo, 101
pravotocivost, 94
princip

duality, 220
projekce, 68

dopliikova, 68

ortogondlni, 67
projektivni geometrie, 273
projektivni prostor, 70, 272
prostor

afinni, 70

duélni, 62, 221

euklidovsky, 64

Hilbertav, 9, 241

linearni, 45

nulovy, 77

projektivni, 70, 272

radkovy, 78

Schwartziv, 233

sloupcovy, 78

vektorovy, 45
prostorovéa grupa, 122
premisténi, 122
pridruzend representace, 161
pfimkova kuzelosecka, 220
pfimkova plocha, 278
pseudoinversni matice, 287
pseudoortogondlni matice, 117
pseudoredlnd representace, 157
pseudoskalér, 317
pseudounitarni matice, 117

racionalni kofen, 43

REJSTRIK

radikal, 36
rank, 162
reflexivita, 328
regrese
linearni, 62, 84, 288
regularnost, 81
relace
neurcitosti, 240
uplnosti, 68, 237
repér, 274
representace, 75, 155
linearni formy, 225
pridruzena, 161
pseudoredlna, 157
soufadnicova, 239
restrikce, 260
rhomboid, 128
Ricciho tensor, 320
Riemannuv tensor, 320
rotace vektoru, 150
rovnice
Diracova, 329
evoluc¢ni, 131
charakteristicka, 110, 193
Schrodingerova, 131, 329
soustava diferencialni, 137
vedeni tepla, 131
vyvojova, 131
rovnobéznostén, 54
rovnost
Parsevalova, 257
rozdéleni
normalni, 335
Poissonovo, 142, 143
rozdéleni jednotky, 233
rozklad
direktni, 186
polarni, 289
spektralni, 235
rozlozitelnost, 300, 308
rozptyl, 240
rozsifend matice, 83
rozvoj
determinantu, 105
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Rubikova kostka, 30

rada

Fourierova, 241
radkovy prostor, 78
fecka abeceda, 7
fetézec vektori, 182
Rip, 57

samoadjungovana forma, 261
samoadjungovany operator, 228

Sarusovo pravidlo, 101
sedmithelnik, 44
semidirektni soucin, 34
sesquilinearni forma, 260
setrvacnost, 271

sférickd funkce, 249

Schrédingerova rovnice, 131, 329

Schurova véta, 236

Schwartziv prostor, 233

signatura, 271

simplex, 54

singuldrni matice, 81

skalar, 294

skalarni soucin, 59, 260

sloupcovy prostor, 78

soucet direktni, 186

soucin
direktni, 29
dyadicky, 297
poloptimy, 34
piimy, 29
semidirektni, 34
skalarni, 59, 260
tensorovy, 296

souhlasnost, 94

soustava dif. rovnic, 137

souvisla grupa, 149

souvislost jednoducha, 329

spektralni polomér, 202

spektralni rozklad, 235

spektrum, 109

spin, 158, 322

spinor, 322

spinvektor, 322
spline, 55
stacionarni grupa, 123
stacionarni stav, 203
standardni model, 30
stav

stacionarni, 203
Steinitzova véta, 51
Stiefeliv diagram, 163
stochastickd matice, 202
stopa, 91, 139
strukturni zobrazeni, 156
stupeny, 181

kotene, 110
superalgebra, 170
supergravitace, 172
superkomutator, 170
superprostor, 171
superstring, 169, 214, 310

supersymetricka teorie, 244, 310

supersymetrie, 170
surjekce, 28
svinuti, 322
symbol

Kroneckertiv, 60
symbol Christoffelav, 320
symetricka forma, 260
symetric¢nost, 328
symetrisace, 306
symplektickd matice, 147
symplekticnost, 115, 327

$nérovanost,
jednoduché, 166
Svabach, 151

Taylortv vzorec, 141
téleso, 38
Platénovo, 20
tensor, 293, 317
deformace, 295
elektromagneticky, 306
ktivosti, 295, 320
Levi-Civitty, 317, 318
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metricky, 294, 305
napéti, 295
piezoelektricky, 295
pruznosti, 295
Ricciho, 320
teorie kategorii, 188
teorie pole, 209
teorie pole kvantova, 232
teorie relativity, 317
teorie supersymetricka, 244, 310
Toeplitzova forma, 264
topologicky dual, 233
torus maximalni, 162
trajektorie, 210
transformace
Fourierova, 239
diskrétni, 105
transitivita, 328
transposice, 31
trialita, 167
trisekce thlu, 42
trida ekvivalence, 97, 296
tvar
Jordantv, 183, 186
kanonicky, 264

uloha okrajova, 212
unimoduléarnost, 115
unitarni operator, 228
unitarnost, 115
uplnosti relace, 237
uprava

ekvivalentni, 82
uzeni, 304

vaha, 168

vakuum, 160, 244, 311
polarisace, 210

véalec, 278

Vandermondova matice, 76

varieta, 321

vektor, 45
polarni, 317
representujici, 225

REJSTRIK

vlastni, 105, 109

véta
Babilonova, 127
Banachova, 195
Briancelova, 220
centralni limitni, 335
Frobeniova, 84
Hamilton-Cayleyova, 193
o representaci, 225, 259
o setrvacnosti, 271
o tfech potencialech, 214
Pascalova, 220
Perron-Frobeniova, 202, 205
Pythagorova, 315
Schurova, 236
Steinitzova, 51

vielbein, 323

vlastni ¢islo, 109

vlastni funkce, 109

vlastni vektor, 105, 109

vlna rovinna, 239

vinky, 283

vytvorujici funkce, 247

vyvojové rovnice, 131

vzorec
Cardanuv, 36
Taylorav, 141, 263

Weylova grupa, 165

zakon kosmické lenivosti, 318
zévislost, 47
zlaty tez, 19, 127, 234
znak permutace, 32
zobrazeni
adjungované, 226
antilinearni, 225, 259
duality, 259
dudlni, 222
linearni, 69
multilinedrni, 259
strukturni, 156
transponované, 223
zuzeni, 260
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

LETNI SEMESTR

Exponencidla matice. Definice, zdkladni vlastnosti (vlastni
vektory exponencidly, exponencidla podobnjch matic). Vztah
Tr A a det exp A. Priklady.

Pojem Lieovy algebry a priklady : g = gl, sl, o, u, su.
Vztahy typu exp g = G. Isomorfismus vektorového nasobeni a
komutovani v o(3).

Teorie nilpotentnich operatord. Ekviv. charakterisace pomoci
spektra, priklady (operatory derivovéni na polynomech).
Studium posloupnosti kofenovyjch podprostord k-tého radu a
alternativné k-nasobnych obrazi. Nezdvislost vici
podprostoru. Konstrukce polatecnich vektord reté&zcd
davajicich Jordanovu basi prostoru.

Direktni rozklad prostoru na kofenové podprostory daného
operdtoru. Obecnad Jordanova véta. V&ta Hamilton-Cayleyho.
Exponenciala Jordanovy matic s pouZitim na feSeni soustav
linearnich diferencidlnich rovnic.

Positivni a stochastické matice. Hled&ni nejvétSiho
vlastniho €isla iteraci. Interpretace prisludného vlastniho
vektoru (staciondrni stav systému).

Pojem dudlniho prostoru, dudlni base, dudlniho operatoru,
transponované matice, kontragradientni matice (pfechodu
dudlnich basi).

Dualita a skaldrni soulin: vé&ta o representaci linedrni
formy (skaldrnim nasobenim vhodnjm vektorem). Pojem
adjungovaného operdtoru. Samoadjungované (Hermitovské),
unitarni, obecnéji normdlni operatory. Adjunkce
diferencidlniho operatoru a metoda per partes.

Véta o spektralnim rozkladu normdlniho operatoru. Priklad
- operator derivovani na trigonometrickjch polynomech.
Funkce normdlniho operdtoru. Ortogondlni polynomy (priklad:
Hermitovy, Legendreovy) jako vysledek ortogonalisa&niho
procesu ve vhodném skaldrnim soulinu (alternativné

jako vlastni vektory vhodného diferencidlniho operatoru).
Bilinedrni a kvadratické formy. Diagonalisace Hermitovské
formy: a) doplnénim na &tverec, b) Jacobi-Sylvestertv zipis
ortogonalisaéniho procesu (zvl. pro positivné definitni
formy), c) diagonalisace pomoci spektralniho rozkladu
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10)

11)

12)
13)

14)

15)

16)
17)

REJSTRIK

representujiciho operdtoru formy (davajici ortogondlni
"hlavni osy" formy). Signatura a zpisoby jejiho zjisZtovéni.
Kvadriky (a kuZeloselky), klasifikace a vlastnosti
(omezenost, pfimkové plochy, vlastnosti rovinnjch Fezid) .
Zminka o projektivnim prostoru. Vyznam paraboloidd

v analyze funkci vice proménnjch (lokdlni extrémy, sedlové
body funkci).

Polarni rozklad obecného operdtoru na komposici unitérniho
a Hermitovského operdatoru (resp. unitarniho, diagonalniho,
unitdrniho operdatoru).

Pseudoinverse obdélnikové matice.

Pojem tensorového soulinu vektorovych prostort, isomorfismy
mezi rdznymi definicemi, jako je formadlni linedrni obal
kartézského soulinu basi, mnoZina multilinedrnich
funkcionald na souéinu dudld, faktorprostor formdlniho
linedrniho obalu kartézského soulinu prostord. RozloZitelné
tensory. Priklady tensort: vektory, kovektory, bilinearni
formy, strukturni tensor algebry, determinant jako
multilinedrni funkce sloupcid, fyzikalni priklady.

Slozkovy zapis tensoru a transformacni vztahy. Kovariantni
a kontravariantni indexy tensoru, zapisy indexd dold

a nahoru a sumacni pravidlo.

Zakladni operace s tensory: tensorové nasobeni, soulet
tensord stejného typu, permutace slozek tensoru, GZeni
(stopa). Tensory a skalarni sou&in: ortogonalni
transformace tensord, zdvihadni a spou3téni indext.
Symetrické tensory a tensorovy soulin, symetrisace.
Antisymetrické tensory, antisymetrisace, antisymetricky
(vn&j8i) tensorovy soucin, Grassmannova algebra. Vektorovy
sou€in. M&reni ploch mnohothelnikd, obecn&ji k-rozmé&rnjch
polyedrd v n-rozmérném euklidovském prostoru. Grammova
matice a Grammiv determinant obdélnikové matice.

(Zde uvedenym sylabim se snaZila pf¥ibliZit predndska LA vedend
jednim z autord této knihy v minuljch letech.)



